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В пiдручнику викладено головнi положення про будову атома й атомних систем, їх
спектри випромiнювання i поглинання та iншi властивостi, як з точки зору експери-
менту, так i теорiї. Велику увагу придiлино зв’язку атомної фiзики з становленням i
розвитком квантової механiки, її принципами та положеннями. Надано вiдомостi про
основнi методи квантової механiки та її рiвняння та обговорюється їх застосування
для опису властивосте атомних систем.

Для студентiв фiзико-технiчних спецiальностей вищих навчальних закладiв, а та-
кож може бути корисним широкому колу фахiвцiв.
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Передмова

Нас так природа сотворила
А.С. Пушкин,

«Евгений Онегин»

Атомна фiзика вiдiграла особливу роль у становленнi сучасних уявлень про будо-
ву речовини. Перш за все це зумовлено тим, що виникнення атомної фiзики як нау-
ки тiсно пов’язано зi становленням i розробленням квантової механiки. Бiльше того,
спочатку атомну фiзику i квантову механiку розглядали як одну науку. Лише згодом
стало зрозумiло, що квантова механiка виходить далеко за межi атомної фiзики та є
базовим iнструметном для опису широкого кола явищ, якi вiдбуваються у мiкроско-
пiчних системах (ядерна фiзика, квантова електродiнамiка, фiзика «елементарних»
частинок тощо), а також деяких явищ, якi спостерiгають на макроскопiчному рiвнi
(надплиннiсть, надпровiднiсть).

Квантова механiка логiчно випливає з усвiдомлення явищ, якi спостерiгають в
дослiдах i якi не можна пояснити на основi класичної фiзики. Звичайно, квантова
механiка нi в якому разi не заперечує класичну, вона її доповнює. Iншими словами,
класична фiзика мiститься у квантовiй як граничний перехiд у разi, коли дiя системи
стає набагато бiльшою, нiж стала Планка (її сам Планк називав квантом дiї, тобто
найменшим значенням дiї). Це вiдповiдає приципу вiдповiдностi, важливому принци-
пу в методологiї науки.

Точне формулювання принципу вiдовiдностi в квантовiй механiцi, яке дав Бор у
1920 роцi, це вимога того, щоб квантовi властивостi переходили у класичнi у разi
великих квантових чисел. Iснують й iншi формулювання принципу вiдовiдностi у
квантовiй механiцi, наприклад, дане Дiраком («Принцип вiдповiдностi Дiрака»).

Потрiбно зауважити, що квантова механiка не має того ступеня наглядностi, який
притаманий класичнiй фiзицi. Справдi, як можна уявити, що свiтло або електрон є
одночасно частинкою i хвилею, як вiдбувається рух, якщо немає траекторiї, тощо?
Проте, як зауважив П. Дiрак, один iз творцiв квантової механiки, «головне завдання
фiзичної науки є не в тому, щоб дати нагляднi картинки, а в тому, щоб формулюва-
ти закони, якi керують явищами, i використовувати цi закони для вiдкриття нових
явищ. Якщо наглядна картинка iснує, тим краще; проте, iснує вона чи нi — це лише
другорядне питання» [11]. Вiдсутнiсть наглядної картини в квантовiй механiцi значно
утруднює її вивчення. Вiдповiдно це затруднює i вивчення атомної фiзики, принаймi
по первах. Наскiльки прозоро вдалося автору викласти основння положення кванто-
вої механiки судити читачевi.

Головна iдея даного пiдручника — викласти основнi вiдомостi про будову атома,
його спектри та будову найпростiших атомних систем, як з точки зору теорiї, так i
експерименту. При викладеннi матерiалу автор намагався виключити усе другорядне,
зокрема те, що пов’язано iз складним матаматичем аппаратом квантової механiки,
зосереджившись на фiзичнiй сутi явищ, якi вiдбуваються на атомному рiвнi.

В зв’язку з тим, що бiльшiсть формул, якi стосуються атомної фiзики, записа-
нi в системi СI мiстять додатковi коефiцiенти i тому виглядають бiльш складно у
порiвняннi з гауссовою (СГС) системою, викладення матерiалу ведеться в останнiй
системi.
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Пiдручник складається з 19 роздiлiв. Роздiли 1 та 2 мають оглядовий характер i мi-
стить вiдомостi про явища, осмислення яких зумовило необхiдность переходу вiд кла-
сичної фiзики до квантової. Основи квантової механiки, її постулати, її найголонiше
рiвняння (рiвняння Шрьодiнгера), а також голонi наближенi методи розв’язання цьо-
го рiвняння обговорюються у роздiлах 3–8. Структуру окремого атома, спектри його
випромiнювання та властивостi атома, який мiститься у зовнiшньому магнiтному полi
розглядаються у роздiлах 9-15. Вiдомостi про молекули, системи, якi мiстять декiль-
ка атомiв, їх спектри та основи теорiї хiмiчних зв’язкiв викладено у роздiлах 16–17.
Роздiли 18 та 19 охоплюють питання фiзики систем, якi складаються з дуже великої
кiлькостi атомiв — твердих тiл. Деякi формули математичного характеру, необхiднi
для викладення матерiалу, надано у Додатках.
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Роздiл 1

Закони випромiнювання абсолютно

чорного тiла

У фiлософському планi iдея атомiстики виникла ще в античному свiтi, але атомi-
стику, як наукову ґiпотезу, було сформулювано значно пiзнiше. Так у 18-му столiттi
атомiстика увiйшла в хiмiю i дозволила пояснити головнi закономiрностi хiмiчних
реакцiй, зокрема, закономiрностi у їх масовому балансi (закон кратних вiдношень
Дальтона).

У 19-му столiттi атомiстика входить в фiзику, що спичиняє якiсний стрибок в
уявленнях про будову речовини. Виявилось, що з вiдкритих М. Фарадеєм законiв
електролiзу доповнених iдеiю атомiстики випливає висновок про iснування дискре-
тної структури електричного заряду (Дж. Стонi, 1881 р.), а саме, що за абсолютним
значенням електричний заряд будь-якої частинки є кратним мiнiмальному заряду e,
причому останнiй є не що iнше, як вiдношенням сталої Фарадея F до числа Авагадро:

e =
F

NA
.

Надалi величину e будемо називати елементарним електричним зарядом.

Трохи пiзнiше безпосереднiй доказ iснування дискретних зарядiв був одержаний в
дослiдах Дж. Дж. Томсона та Р. Мiллiкена. Тим самим атомiстика з наукової гiпотези
перетворилась на експериментально встановлений факт.

Томсону та Мiллiкену також вдалося вперше безпосередньо вимiряти величину
елементарного заряду. За даними сучасних вимiрювань його значення складає

e = 1, 602176462(63)× 10−19 K = 4, 80320420(19)× 10−10 од. СГСЕ.

Iнший визначний крок було зроблено на основi вивчення законiв теплового ви-
промiнювання свiтла. Виявилось, що закони теплового випромiнвання свiтла тiлами
неможливо пояснити в межах класичної фiзики — механiки Ньютона та електроди-
намiки Максвелла — i тому потрiбно переходити до квантової фiзики. Розберемся з
цим питанням бiльш докладно.
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1.1 Закон Кiрхгофа про рiвноважне випромiнювання

та поглинання свiтла

Вiдомо, що при досягненi деякої температури тiла починають випромiнювати еле-
ктромагнiтну енергiю у виглядi видимого свiтла. Випромiнюють вони електромагнi-
тну енергiю i при бiльш низьких темпертурах, але спектр такого випромiнювання
iнший, вiн лежить у невидимiй оком областi iнфрачервонного випромiнювання.

Звичайно, крiм випромiнювання вiдбувається також поглинання i вiдбиття свi-
тла тiлами. Якщо за однаковий час тiло випромiнює та поглинає однакову кiлькiсть
свiтлової енергiї, то такий процес називають рiвноважним.

Для того щоб з’ясувати закони рiвноважного випромiнювання зручно розглянути
порожнину з стiнками, якi повнiстю iзольованi вiд оточуючого середовища. Будемо
також вважати, що стiнки порожнини нагрiтi до температури T .

Внаслiдок випромiнювання, вiдбивання та поглинання свiтлової енергiї стiнками
всереденi порожнини, як це випливає iз загальних положень термодинамiки, вста-
новиться рiвноважний стан, тобто стан в якому за однаковi промiжки часу кiлькiсть
енергiї, яка уноситься свiтлом iз стiнок порожнини з вiдповiдною частотою, поляриза-
цiєю та напрямком випромiнювання, буде дорiвнювати кiлькостi енергiї, яка поглинає-
ться стiнками з тими самими частотою, поляризацiєю та напрямком випромiнювання.
Звичайно, в рiвноважному станi напрям векторiв магнiтного та електричного полiв
E та B хаотично змiнюються, як iз часом, так i вiд точки до точки простору. Проте
макроскопiчно випромiнювання буде неполяризованим, а густина енергiї сталою:

u =
1

8π

(
E2 +B2

)
.

Розглянемо поток енергiї d2Φ, який падає всерединi тiлесного кута dΩ на безмежно
малий елемент площi ds (рис. 1.1). Очевидно, що вiн має бути пропорцiйним ds, dΩ
та cos θ:

d2Φ = I cos θdsdΩ, dΩ = dϕ sin θdθ. (1.1)

Коефiцiєнт пропорцiйностi I y спiввiдношеннi (1.1) називають питомою iнтенсив-
нiстю випромiнювання або поверхневою яскравiстю джерела. Повний потiк енергiї,
який проходить крiзь елемент поверхнi ds, буде

dΦ = ds

π/2∫

0

dθ sin θ cos θ

2π∫

0

dϕI.

Беручи до уваги те, що питома iнтенсивнiсть випромiнювання iзотропна, її можна
винести за знак iнтегралу, в результатi чого

dΦ = πIds.

Густина енергiї u повнiстю визначається питомою iнтенсивнiстю випромiнювання I.
Для того, щоб встановити спiввiдношення мiж цими величинами, розглянемо енер-
гiю, яка надходить в об’єм, який мiститься мiж поверхнями dσ i dσ′, за час dt = dl

c
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Рис. 1.1. До визначення питомої iнтенсивнiстi випромiнювання

(див. рис. 1.1), де c — швидкiсть свiтла1. Отже dE = I
c
dV dΩ є густиною енергiї, яка

попадає в об’єм dV = dσdl при розповсюдженi випромiнювання в елементi тiлесного
кута dΩ. Щоб знайти усю енергiю потрiбно проiнтегрувати по усьому тiлесному куту.
Остаточно одержуємо

u =
4π

c
I.

Густина енергiї u та питома iнтенсивнiсть випромiнювання I мiстять внески вiд
усього спектру частот випромiювання. Тобто вони є iнтегральними характеристиками
випромiнювання. Проте спектральний склад випромiнювання становить, як побачимо
далi, особливий iнтерес, тому слiд ввести спектральну об’ємну густину випромiню-
вання ρν (або ρλ), тобто об’ємну густину енергiї на одиницю частоти ν (або довжини
хвилi λ):

u =

∞∫

0

ρνdν =

∞∫

0

ρλdλ. (1.2)

Аналогiчно можна ввести спектральну поверхневу яскравiсть:

I =

∞∫

0

Iνdν =

∞∫

0

Iλdλ.

За аналогiєю з виразом (1.1) спектральну об’ємну густину випромiнювання можна

1Якщо свiтло розповсюджується в iзотропному середевищу, яке не поглинає свiтла, тодi c — гру-
пова швидкiсть свiтла в середовищi.
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зв’язати зi спектральною поверхневою яскравiстю:

ρν =
4π

c
Iν , або ρλ =

4π

c
Iλ.

Частку енергiї, яка падає на тiло i поглинається в iнтервалi частот вiд ν до ν+dν,
до всiєї енергiї, яка падає на тiло,

Aν =
dEпог.

ν

dEпог.
ν + dEвiдбита

ν

,

називають властивiстю поглинання тiла. В свою чергу, енергiя Eν , яку випромiнює
одиниця поверхнi тiла за одиицю часу, називають властивiстю випромiнювання.

Г. Кiрхгоф встановив, що вiдношення спектральних властивостей випромiнювання
та поглинання однакове для усiх тiл:

(
Iν
Aν

)

1

=

(
Iν
Aν

)

2

= ... = F (ν, T ).

Вiдповiдно унiверсальною функцiєю буде i спектральна об’ємна густина випромiню-
вання ρnu(ν, T ).

Рис. 1.2. Густав Роберт Кiрхгоф

Тiло, яке повнiстю поглинає свiтло, тобто таке тiло, у якого Aν = 1 незалежно вiд
частот, називають абсолютно чорним тiлом. З закону Кiрхгофа одразу випливає, що
для абсолютно чорного тiла спектральна властивiсть випромiнювання

Iν(T, ν) =
4π

c
ρν(T, ν) = F (ν, T )

i, таким чином, не залежить вiд розмiру та форми тiла.
Абсолютно чорне тiло є абстрактним поняттям. Таких тiл, у природi не iснує.

Наприклад, сажа у видимiй частинi спектру має Aν ≈ 0, 99. Проте в iнфрачервонiй
областi Aν суттєво менша вiд одиницi.
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Рис. 1.3. Модель абсолютно чорного тiла

У деякому наближеннi абсолютно чорним тiлом можна вважати Сонце. Пiд час
експериментальних дослiджень властивостей випромiнювання абсолютно чорного тi-
ла штучно створюють його модель. З цiєю метою можна взяти порожнину з вузьким
отвором в стiнцi, рис. 1.3. Свiтло, яке потрапляє в отвiр, багаторазово вiдбивається
вiд внутрiшнiх стiнок порожнини i отвiр для зовнiшнього спостерегача виглядає аб-
солютно чорним. При нагрiваннi стiнки порожнини випромiнюють свiтло, яке перед
тим, як вийти з отвору, багато разiв перерозсiюється. Тому таке випромiнювання буде
рiвноважним.

1.2 Закони Вiна

Виходячи з термодинамiки та електромагнiтної теорiї свiтла Вiльгельм Вiн вста-
новив деякi загальнi властивостi функцiї ρν(T, ν). А саме, вiн дiстав висновку, що має
мiсце загальна формула

ρν(T, ν) = ν3f

(
T

ν

)
. (1.3)

Саму функцiю f

(
T

ν

)
, виходячи з мiркувань Вiна, встановити було неможливо. Проте

i в цьому виглядi формула Вiна приводить до важливих наслiдкiв.
1. Якщо спектральна поверхнева яскравiсть ρν вiдома при деякiй температурi T1,

то на основi формули Вiна (1.3) можна знайти ρν за будь-якої iншої температури T2:

ρν(T2, ν2) =

(
T2
T1

)3

ρν(T1, ν1), де ν1 = ν2
T1
T2
.

2. Скористаємось рiвнiстю

ρνdν = ρλ|dλ|, λ =
c

ν

i перейдемо в формулi (1.3) вiд змiнної ν до λ, у результатi чого одержимо

ρλ(T, λ) = T 5f̃

(
Tλ

c

)
, (1.4)
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Рис. 1.4. Вiльгельм Вiн

де f̃ (x) = (cx5)−1f(x), а x =
Tλ

c
.

Природно, що iнтегральна густина енергiї

u(T ) =

∞∫

0

dλρλ(T, λ) (1.5)

має бути скiнченою величиною. Це, в свою чергу, означає, що ρλ, як функцiя λ, при
фiксованiй темпертурi має максимум, який визначається з умови

f̃ ′(x) = 0. (1.6)

З рiвняння (1.6) випливає, що в точцi максимуму спектральної поверхневої яскравостi
b ≡ xмакс. = λмакс.T є унiверсальною константою, або

λмакс. =
b

T
. (1.7)

Таким чином з пiдвищенням температури максимум спектральної поверхневої
яскравостi змiщується до бiльш коротких хвиль. Як видно з рис. 1.5 цей висновок
добре узгоджеiться з експериментом.

Залежнiсть (1.7) називають законом змiщення Вiна. Константу змiщення Вiна b
визначають з експерименту:

b = 2, 8977685(51)× 10−3 м · K.
3. Пiдставимо вираз (1.4) в (1.5) i перейдемо вiд iнтегрування за dλ до iнтегрування

за dx

u(T ) = T 5

∞∫

0

dλf̃

(
Tλ

c

)
= T 4c

∞∫

0

dxf̃(x) = σT 4. (1.8)

Це закон Стефана-Больцмана, а коефiцiєнт σ називають сталою Стефана-Больцма-
на. Вона дорiвнює

σ = 5, 670367(13)× 10−8 Вт · м−2 · К−4 = 5, 670367(13)× 10−5 ерг · м−2 · К−4.
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Рис. 1.5. Залежнiсть спектральної поверхневої яскравостi ρλ вiд довжини хвилi свiтла при
рiзних температурах. При збiльшенi температури максимум розподiлу змiщується в сторону
менших довжин хвиль, як це передбачає закон змiщення Вiна (взято з Вiкiпедiї)

1.2.1 Температура Сонця

Якщо розглядати Сонце як абсолютно чорне тiло, то, спостерiгаючи на Землi потiк
свiтлового випромiнювання Сонця, можна оцiнити температуру його поверхнi. Для
цього iснує декiлька методiв, з яких згадаємо тiльки два наступнi:

• На основi закона Стефана-Больцмана вимiри повного потоку свiтлової енергiї
дають значення T = 5760 К.

• На основi закона змiщення Вiна по максимуму розподiлу повного потоку свiтло-
вої енергiї ρλ(λ, T ) одержано значення T = 6750 К.

Якби Сонце було iдеальним абсолютно чорним тiлом, то температури, вимiрянi рiзни-
ми методами, мали б збiгатися, тому Сонце можна вважати абсолютно чорним тiлом
лише з певним обмеженням.

В зв’язку з тим, що рiзнi методи дають рiзнi значення, за температуру Сонця
беруть усереднене значення T = 6000 К.

Природно, що всерединi Сонця температура значно вища. Так теоретичнi оцiнки
показують, що в центрi Сонця температура може досягати 1, 5× 107 К.
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Рис. 1.6. Йозеф Стефан Рис. 1.7. Людвiг Больцман

1.3 Розподiл Релея-Джинса та ультрафiолетова ка-

тастрофа

Для того щоб визначити явний вигляд функцiї f
(
T
ν

)
, що входить у формулу Вiна

(1.3), потрiбно детально розглянути електромагнiтне поле в порожнинi. З цiєю метою
зручно перейти до розгляду поля як сукупностi гармонiчних осциляторiв.

У зв’язку з тим, що густина енергiї електромагнiтного поля рiвноважного випромi-
нювання абсолютно чорного тiла не залежить вiд розмiрiв та форми тiла, розглянемо
для прикладу поле, яке утворюється в кубiчнiй порожнинi з довжиною ребра L.

У порожнинi електромагнiтне поле iснує у виглядi стоячих хвиль, умовою вини-
кнення яких є

kx = nx
π

L
, ky = ny

π

L
, kz = nz

π

L
, (1.9)

де kx, ky та kz — проекцiї хвильового вектора k на вiдповiднi вiсi (рис. 1.8), а nx, ny та
nz — цiлi додатнi числа. Таким чином приходимо до дискретного опису поля. Проте,
якщо розмiри кубу макроскопiчнi, то сусiднi значення k становляться близькими i
спектр свiтла в порожнинi стає майже неперервним.

Знайдемо енергiю електромагнiтного поля, яка вiдповiдає iнтервалу частот вiд ν
до ν + dν. Вона буде

dE = 〈E〉dN , (1.10)

де 〈E〉 — середня енергiя стоячої хвилi у зазначеному iнтервалi частот, а dN — кiль-
кiсть станiв, якi вiдповiдають зазначеному iнтервалу частот dν. Кiлькiсть станiв, це
число усiх можливих значень вектора n = (nx, ny, nz), якi вiдповiдають зазначеному
iнтервалу частот, помножене на 2 (кiлькiсть поляризацiйних станiв свiтла).

Для визначення 〈E〉 можна скористатися теоремою про рiвнорозподiл енергiї за
ступенями вiльностi, яка стверджує, що в класичнiй статистичнiй системi на одну
ступень вiльностi приходиться енергiя 1

2
kБT , де kБ — стала Больцмана. У електро-

магнiтної хвилi є двi ступенi вiльностi, одна з них вiдповiдає електричному полю, а
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Рис. 1.8. Стоячi хвилi в кубiчнiй порожнинi

друга — магнiтному. Таким чином

〈E〉 = kБT. (1.11)

Тепер слiд знайти кiдькiсть станiв dN . З цiєю метою спочатку розглянемо кiль-
кiсть станiв d3N в iнтервалi вiд k до k+ dk. З (1.9) випливає

d3N = 2d3n = 2

(
L

π

)3

d3k, (1.12)

де додатковий множник 2 враховує те, що кожна свiтлова хвиля частоти ν має двi
поляризацiї.

Перейдемо в (1.12) до сферичних координат d3k = dθ sin θdϕk2dk (див. Дода-
ток А.1). Важливо, що компоненти хвильового вектора додатнi (див. (1.9)). Тому
область значень кутових змiнних охоплює таку область 0 ≤ θ ≤ π/2 та 0 ≤ ϕ ≤ π/2,
рис. 1.9. Iнтегруючи (1.12) за кутовими змiнними одержимо число станiв в iнтервалi
вiд k до k + dk

dN = 2

(
L

π

)3

k2dk

π/2∫

0

dθ sin θ

π/2∫

0

dϕ =
V

π2
k2dk,

або, використовуючи спiввiдношення k = 2π
c
ν,

dN =
8πV

c3
ν2dν. (1.13)
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Рис. 1.9. Область, де змiнюється хвильовий вектор k

Iз (1.10), (1.11) та (1.13) одержуємо спектральний розподiл електромагнiтної енер-
гiї рiвноважного випромiнювання свiтла абсолютно чорним тiлом

ρν = V −1dE

dν
= kБT

8π

c3
ν2, (1.14)

який називають розподiлом Релея-Джинса.
Природно, що розподiл Релея-Джинса задовольняє загальному закону Вiна (1.3),

проте вiн не узгоджується з експериментом та приводить до абсурдного висновку.
На рис. 1.10 порiвнюються експериментальнi данi з розрахунком на основi форму-

ли Релея-Джинса. Легко бачити, що теоретична формула Релея-Джинса наближає-
ться до експериментальної кривої лише в глибоко ультрачервонiй областi, а в областях
видимого та ультрафiолетового випромiнювання вона навiть якiсно не вiдповiдає екс-
перименту. Зокрема, формула Релея-Джинса передбачає зростання до нескiнченностi
розподiлу при ν → ∞, в той час, як експериментальна крива досягає максимума в
областi близької до видимого свiтла i тодi спадає до нуля при ν → ∞.

Як вже говорилось ранiше, iнтеграл
∫∞
0
dνρν дає густину енергiї електромагнiтного

поля в порожнинi. Пiдставляючи розподiл (1.14) в цей вираз одержимо нескiнченнiсть.
Цей очевидно абсурдний висновок був названий ультрафiолетовою катастрофою.

Таким чином, виявляється, що в рамках класичної фiзики неможливо пояснити
рiвноважне теплове випромiнювання абсолютно чорного тiла.

1.4 Квантова теорiя випромiнювання абсолютно чор-

ного тiла

В 1896 р. В. Вiн запропонував формулу

ρν(T, ν) = Cν3 exp

(
− aν

kБT

)
, (1.15)
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Рис. 1.10. Порiвняння експерименту (кольоровi кривi) з теоретичним розрахунком по фор-
мулi Релея-Джинса (чорна крива). Взято з Вiкiпедiї

де C та a — деякi параметри. Ця формула, на вiдмiну вiд формули Релея-Джинса,
правильно описує ультрафiолетову частину спектра, проте в iнфрачервонiй областi
дає неправильну поведiнку спектральної густини випромiнювння.

Проблему належного опису спектральної густини випромiнювання в усiй областi
частот розв’язав в 1900 р. М. Планк. З оглядом на те, що ρν(ν, T ) не залежить вiд
матерiалу стiнок абсолютно чорного тiла, Планк обрав найбiльш просту модель: вiн
розглядав систему, що випромiнює, як сукупнiсть осцлияторiв з рiзними частотами.
При розрахунку ρν(ν, T ) Планк висунув гiпотезу, яка корiнним чином протирiчила то-
му, що зараз називається класичною фiзикою. А саме вiн допустив, що осцилятор має
не довiльнi значення енергiї, а дискретнi, такi, якi пропорцiйнi деякому мiнiмальному
значенню енергiї E0:

En = nE0.
Тим самим осцилятор поглинає та випромiнює енергiю не неперервно, а певними пор-
цiями (квантами), якi теж кратнi E0.

Звичайно, енергiя квантну певним чином залежить вiд частоти свiтла, E0 = E0(ν).
Знайдемо цю залежнiсть.

Планк показав, що з його гiпотези випливає, що середня енергiя 〈E〉 не задовольняє
теоремi про рiвнорозподiл енергiї по ступеням вiльностi (i тим самим формула (1.11)
не виконюється), а визначається новим законом

〈E〉 = E0〈n〉, (1.16)
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Рис. 1.11. Макс Планк

де 〈n〉 середнє число квантiв енергiї E0(ν) при температурi T . Пiзнiше (див. розд. 18.2.1)
буде одержано такий розподiл:

〈n〉 = 1

exp

( E0
kБT

)
− 1

. (1.17)

Виявляється, що вiн є справедливим для широкого класа частинок (якi називають
бозонами).

У випадку, якщо E0 ≪ kБT , знаменник в розподiлi (1.17) перетворюється на
E0
kБT

i

(1.16) зводиться до класичного результату 〈E〉 → kБT . Тим самим виконується прин-
цип вiдповiдностi: в новiй теорiї мiститися стара, як граничний випадок.

Використовуючи енергетичний розподiл (1.17) одержуємо для спектрального роз-
подiлу електромагнiтної енергiї рiвноважного випромiнювання

ρν =
8πν2

c3
E0

exp

( E0
kБT

)
− 1

.

Для того, щоб цей розподiл задовольняв загальнiй формулi Вiна (1.3) потрiбно вима-
гати, щоб величина E0 була пропорцiйна частотi,

E0 = hν. (1.18)

Цю формулу називають формулою Планка. Стала h, яку називають сталою Планка,
є однiєю з фундаментальних фiзичних сталих. Cтала Планка має розмiрнiсть дiї. Вона
задає масштаб дiї, коли перестають дiяти закони ньютонiвської механiки i починають
дiяти закони квантової механiки. А саме, закони класичної фiзики мають мiсце у
випадку, якщо дiя S фiзичної системи набагато бiльша сталої Планка,

S ≫ h.
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Якщо ж це спiввiдношення не виконується, то дiють квантовi закони.
Часто формулу (1.18) записують у виглядi

E0 = ~ω, (1.19)

де ω = 2πν — кругова частота, а ~ =
h

2π
. Величину ~ називають сталою Дiрака

або зведеною сталою Планка. Для простоти надалi будемо називати її просто сталою
Планка.

Чисельне значення сталої Планка

h = 6, 62606876(52)× 10−34 Дж · c,
~ = 1, 054571596(82)× 10−34 Дж · c = 6, 58211889(29)× 10−16 еВ · c.

Iз урахувнням зазначеного приходимо до наступного виразу для спектрального
розподiлу електромагнiтної енергiї рiвноважного випромiнювання

ρν =
2~

πc3
ω3

exp

(
~ω

kБT

)
− 1

. (1.20)

Вище говорилося, що якщо ~ω ≪ kБT , то розподiл (1.17) зводиться до класично-
го. Вiдповiдно розподiл Планка (1.20) зводиться до розподiлу Рiлея-Джинса. В iн-
шому граничному випадку ~ω ≫ kБT знаменник виразу (1.20) перетворюється на

exp

(
~ω

kБT

)
i ρν зводиться до розподiлу Вiна

ρν =
2~ω3

πc3
exp

(
− ~ω

kБT

)
,

з коефiцiентами C та a, якi визначаються через сталу Планка.
Таким чином, одержаний Планком розподiл поєднує класичний розподiл Рiлея-

Джинса та емпiрично встановлений розподiл Вiна.

Контрольнi запитання i завдання

1. У чому полягає закон Кiрхгофа про теплове випромiнювання свiтла?
2. Що таке абсолютно чорне тiло?
3. Сформулюйте закон Вiна.
4. Якi наслiдки витiкають з закона Вiна?
5. Сформулюйте закон Стефана-Больцмана.
6. В якiй областi частот свiтла виконується розподiл Рiлея-Джинса?
7. В чому полягає ультрфiолетова катастрофа?
8. Яку гiпотезу висунув Планк, щоб пояснити закони випромiнювання абсолютно чор-
гого тiла?
9. В якi розподiли переходить розподiл Планка для рiвноважного випромiнювання
абсолютно чоргого тiлами:

• при великих частотах свiтла?

• при малих частотах свiтла?
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Роздiл 2

Планетарна модель атома

2.1 Дослiди по розсiянню α-частинок та планетарна

модель Резерфорда

В 1904 р. Дж.Дж. Томсон запропонував модель атома, в якiй припускалося, що
в атомi додатнiй заряд розмазаний по усьому його об’єму, а вiд’ємно зарядженi еле-
ктрони вкрапленi в нього в результатi чого атом виявляється загалом нейтральним.
Модель одержала назву «пудiнга з родзинками».

Проте досить швидко (в 1911 р.) Е. Резерфорд, на основi аналiзу експерименталь-
них даних одержаних в дослiдах Г. Гейгера та Е. Марсдена, спростував цю модель.

Рис. 2.1. Ернест Резерфорд

В цих дослiдах Гейгер та Е. Марсден вивчали проходження пучка α-частинок
з енергiєю в декiлька мегаелектронвольт (МеВ; 1 МеВ=106 еВ) через тонку золоту
фольгу. Пiзнiше було також дослiджино проходження α-частинок через тонкi пла-
стини iнших металiв. Мета дослiдiв полягала в «скануваннi» атома з допомогою
частинок, якi б могли досить глибоко проникати всередину атома. В методичено-
му планi цi дослiди були передвiсниками бiльшостi дослiдiв по вивченню структури
iнших мiкрооб’єктiв. Змiнюються тiльки об’єкти дослiдження (замiть атомiв вивча-
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ється структура ядер та протонiв) та енергiї (вiд енергiї в декiлька МеВ в дослiдах
Гейгера-Марсдена до ТеВ’них енергiй (1 ТеВ=1012 еВ) на сучасних прискорювачах).

Товщина фольги в дослiдах Гейгера-Марсдена складала 10−7—10−6 м, що дозволя-
ло знизити ефекти перерозсiяння α-частинок на рiзних атомах речовини. Джерелом
α-частинок служив уран — один iз важких радиоактивних елементiв. Електричний
заряд α-частинок дорiвнює Q = +2e, а маса приблизно в чотири рази бiльша за масу
атома водню.

Схема дослiдiв зображена на рис. 2.2. Джерело α-частинок знаходилось всерединi
свинцевого кожуха з вузьким отвором. Таким чином, усi α-частинки, окрiм вузького
променя, який проходив через отвiр, поглиналися свинцем. Промiнь падав но золоту
фольгу перпендикулярно до її поверхнi. З допомогою сцинтиляцiйного екрану фi-
ксувалися розсiянi α-частинки, якi могли вилiтати пiд кутами до θ = 150◦ вiдносно
падаючого пучка. За кiлькiстю спалахiв на сцинтиляцiйному екранi в одиницю часу
можно було оцiнити iнтенсивнiсть розсiяного пучка α-частинок пiд заданим кутом θ.

PSfrag replacements

A

B
C

D

Рис. 2.2. Схема установки, яку використовували у своїх дослiдах Гейгера та Марсдена: A —
свинцевий кожух, B — радиоактивна речовина, C — золота фольга та D — сцинтциляцiонний
екран

Виявилось, що здебiльшого α-частинки зберiгають напрям свого початкового руху
крiзь фольгу або вiдхиляються вiд нього на невеликий кут θ. Така поведiнка повнi-
стю пояснюється тим, що α-частинка, яка має масу майже в 8000 разiв бiльшу за
масу електрона, практично не вiдчуває впливу вiд зiткнень з електронами. Проте в
дослiдах Гейгера-Марсдена були зреєстрованi окремi подiї, в яких α-частинки вилi-
тали пiд великими кутами i навiть попадали у задню напiвсферу, θ > 90◦. Пояснити
такi подiї можна було тiльки припустивши, що в центрi атома знаходиться дуже ком-
пактна жорстка серцевина (ядро), маса якої практично збiгається з масою атома. В
цiлому атом електрично нейтральний, тому ядро повинно мати додатнiй заряд, який
спiвпадає з абсолютним значенням повного заряда електронiв.

Таким чином, з отриманих експериментальних даних та їх iнтерпретацiї витiкає,
що атом має планетарну структуру, стабiльнiсть якої, на вiдмiну вiд сонячної си-
стеми, забезпечується не гравiтацiйними силами, а силами кулонiвського притягання
мiж додатньо зарядженим ядром та вiд’ємно зарядженими електронами.

Даннi одержанi Гейгером та Марсденом були проаналiзованi Резерфордом, якому
вдалося не тiлькi якiсно пояснити результати дослiдiв, але й розробити кiлькiсну
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теорiю розсiяння α-частинок. Розглянемо це бiльш докладно.

PSfrag replacements
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Рис. 2.3. До визначення ефективного диференцiального перерiза

Нехай в точцi O знаходиться ядро (рис. 2.3). Вилiтаючи з джерела α-частинки
рухаються паралельно лiнiї, яка з’єднує отвiр в джерелi та ядро (штрих-пунктирна
лiнiя) на вiдстанi b. Останню величину називають прицiльним параметром. Пiдлiта-
ючи до ядра α-частинка внаслiдок кулонiвської взаємодiї вiдштовхується i починає
рухатись по гiперболi.

Усi α-частинки, якi мають прицiльний параметр вiд b до b + db, рухаються все-
рединi кiльця площi dσ i, як видно з рис. 2.3, пiсля розсiяння попадають в елемент
тiлесного кута dΩ = 2π sin θdθ. Тому кiлькiсть частинок dNроз., якi попадають в еле-
мент тiлесного кута dΩ в одиницю часу, є dNроз. = dσjпад., де jпад. — потiк падаючих
частинок (тобто число частинок, якi за одиницю часу пролiтають через одиницю по-
верхнi перпендикулярної до пучка частинок). Величину dσ називають ефективним
диференцiальним перерiзом або просто диференцiальним перерiзом розсiяння. Вимi-
рюючи dNроз. i знаючи jпад. легко знайти диференцiальний перерiз розсiяння:

dσ =
dNроз.

jпад.

.

Виходячи з класичних уявлень Розерфорд розрахував рух α-частинки в полi ядра
i отримав наступний вираз для залежностi диференцiального перерiза вiд кута розсi-
яння θ (див., наприклад, [17], §19)

dσ

dΩ
=

[
ZZяд.e

2

2µv2 sin2(θ/2)

]2
, (2.1)

де Z = 2 i Zяд. — вiдношення зарядiв α-частинки i ядра атома-мiшенi до елементарного
заряду, µ — зведена маса

µ =
mαmяд.

mα +mяд.

,
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Рис. 2.4. Планетарна модель Резерфорд будови атома

а v — вiдносна швидкiсть α-частинки та ядра.
Cлiд зазначити, що Резерфорд вивiв свою формулу з чисто класичних уявлень,

проте згодом виявилось, що розрахунки в рамках квантової механiки приводять до
такої самої формули. Такий збiг чисто випадковий i має мiсце лише тодi, коли мiж
частинками, що розсiюються, дiють кулонiвськi сили.

Аналiз даних, отриманих в дослiдах Гейгера-Марсдена, показав, що залежнiсть
експериментально вимiряного диференцiального перерiзу вiд кута розсiяння блискуче
узгоджується з формулою (2.1). Бiльш того, виявилося можливим визначити i верхню
межу розмiра ядра. Iз закону збереження енергiї витiкає, що на вiдстанях найбiль-
шого зближення з ядром d кiнетична енергiя α-частицы Eα повнiстю переходить в
потенцiальну енергiю їх електростатичного вiдштовхування

Eα =
(2e)(Zяд.e)

d
,

тодi

d =
2Zяд.e

2

Eα

. (2.2)

Енергiя α-частинки, яка випромiнюється ураном, складає 4,04 МеВ. Звiдси одержує-
мо, що d ≈ 3 × 10−12 см. Насправдi це тiльки верхня границя розмiру ядра. Сучаснi
данi показують, що радiус ядра складає величину порядка 10−13 см. Якщо згадати, що
розмiр атома складає ∼ 10−8 см, то виходить, що розмiр ядра на 5 порядкiв менший
розмiра атома, рис. 2.4.
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З (2.2) витiкає, що розмiр областi, яку в атомi сканує α-частинка, оберннено про-
порцiйний енергiї падаючої частинки. Це наводить на думку, що збiльшуя енергiю
зiткнення можна одержувати iнформацiю про структуру мiкороб’єкта на менших вiд-
станях. Це дiйсно так i в загальному випадку випливає з фундаментальних квантових
законiв.

Проте планетарна модель атома, яку запропонував Розерфорд, зустрiчається з
низкою суттєвих труднощiв. А саме, згiдно моделi електрони в атомi не можуть зна-
ходитись у станi спокою, вони мають рухатись по круговим орбiтам. Iнакше вони би
впали на ядро. Але, згiдно з законами класичної електродинiмiки, електрон, який
рухається по круговiй орбiтi, повинен випромiнювати електромагнiтну хвилю i, тим
самим, втративши енергiю кiнець-кiнцем має впасти на ядро. Отже виходить, що атом
Резерфорда не може бути стабiльним, що, звичайно, знаходиться в протирiччi з усiм
тим, що спостерiгається в природi.

Друге протирiччя пов’язано з тим, що спектр випромiнювання атома Резерфорда
буде неперервним, в той час як дослiд показує, що випромiнювання атомом, носить
дискретний характер.

Далi побачимо, що квантова механiка повнiстю знiмає цi протирiччя.

2.2 Линiйчастий спектр атома водню. Комбiнацiйний

принцип Рiтца

Рис. 2.5. Йоганн Якоб Балмер Рис. 2.6. Йоганнес Роберт Рiдберг

Вiдомо, що спектр свiтла, яке випромiнюється газами, складається з окремих
лiнiй. Такi спектри називають линiйчастими спектрами випромiнювання. В свою
чергу, свiтло, проходячи через газ, дає в спектрi поглинання точно такi лiнiй1.

В 1885 р. Бальмер встановив емпiричну формулу, яка блискуче описувала довжину
хвиль чотирьох лiнiй атома водню, якi були вiдомi на той час у видимiй частинi його

1Для рентгенiвських променiв немає мiсця обернення спектрiв випромiнювання та поглинання.
Причини цього будуть наведенi в розд. 14 при детальному обговореннi рентгенiвських спектрiв.
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спектру,

λ = λ0
n2

n2 − 4
, (2.3)

де λ0 = 3646, 13Å, n =3, 4, 5, 6, а λ — довжина хвилi вiдповiдної лiнiї.
Цю формулу можна також переписати у виглядi

k = R

(
1

22
− 1

n2

)
, (2.4)

де R ≡ 4/λ0 = 1, 0967758 × 109 см−1 (цю величину називають сталою Рiдберга),
а величина k = λ−1 (хвильове число) показує скiльки довжин хвилi вмiщується на
одиницi довжини.

Домноживши праву та лiву частини формули (2.4) на швидкiсть свiтла дiстанемо
формулу для частоти свiтла:

ν = ck =
c

λ
= Rc

(
1

22
− 1

n2

)
. (2.5)

Тут Rc ≈ 3, 29× 1015 сек−1.
Пiзнiше було вiдкрито багато iнших лiнiй в спектрi атома водню, якi теж з великою

точнiстю описуються формулою Бальмера (2.3), але з бiльшими значеннями числа n,
причому виявилось, що при збiльшенi числа n довжина хвилi прямує до граничної

λасим. = lim
n→∞

λn = λ0.

Цю сукупiсть спектральних лiнiй атома водню називають серiєю Бальмера (рис. 2.7).
В спектроскопiї її позначають H , а окремi лiнii серiї позначають iндексом α, β, γ i
т.д.

PSfrag replacements HαHβHγHδHεHζ

Рис. 2.7. Видима частина спектру атома водню

Крiм серiї Бальмера були вiдкритi iншi спектральнi серiї атома водню, рис. 2.8.
Всi вони, як i серiя Бальмера, описуються досить простими залежностями. Так в
iнфрачервонiй областi були вiдкритi серiї наведенi в нижченаведенiй таблицi:
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Рис. 2.8. Спектр атома водню (взято з Вiкiпедiї)

назва серiї позначення формула n
Пашена P ν = Rc

(
1
32

− 1
n2

)
4, 5, . . .

Бреккета B ν = Rc
(

1
42

− 1
n2

)
5, 6, . . .

Пфунда Pf ν = Rc
(

1
42

− 1
n2

)
6, 7, . . .

Хемпфрi ν = Rc
(

1
62

− 1
n2

)
7, 8,

Хансена-Стронга ν = Rc
(

1
72

− 1
n2

)
8, 9, . . .

В ультрафiолетовiй областi була вiдкрита серiя Лаймана (Ly), спектр якої описується
залежнiстю

ν = Rc

(
1

12
− 1

n2

)
, n = 2, 3, . . . . (2.6)

В загальному випадку частоти з будь-якої серiї описуються формулою

ν = Rc

(
1

m2
− 1

n2

)
, n = m+ 1, m+ 2, . . . . (2.7)

Очевидно, що кожна з спектральних частот атому водню (2.7) може бути виражена
через рiзницi частот серiї Лаймана:

ν = νn2 − νn1 . (2.8)

Експериментально встановлено, що спектри iнших атомiв не описуються такими
простими залежностями. Проте було показано, що для будь-якого атому можна пiдi-
брати такi серiї частот νn, що iншi спектральнi частоти будуть вираженi формулою
(2.8). Така закономiрнiсть називається комбiнацiйним принципом Рiтца, а частоти
νn називають спектральними термами.

Описанi в цьому параграфi закономiрностi атомних спектрiв були отриманi ем-
пiричним шляхом. Вони показали, що цiлi числа грають виключно важливу роль
в спектрi атому водню, проте з’ясувати їх роль вдалося тiльки в рамках квантової
механiки. Перший важливий крок в цьому напрямку був зроблений Нiльсом Бором.
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Рис. 2.9. Нiльс Бор

2.3 Постулати Бора

В 1913 р. Н. Бору вдалося зв’язати мiж собою усi експериментальнi факти про спе-
ктри випромiнювання та поглинання атома водню, якi були вiдомi на той час. Однок
для цього йому прийшлося вiдмовитись вiд класичних уявлень та перейти до кван-
тових. Щоправда, боровська модель, як побачимо далi, була тiльки першим кроком
до послiдовного квантового опису спектру атома водню. Послiдовне формулюван-
ня проблема знайшла тiльки пiсла вiдкриття головного рiвняння нерелятивiстської
квантової механiки — рiвняння Шрьодiнегера.

Модель атома Бора спирається на три основних принципи (постулати Бора).

• 1-й постулат (постулат стацiонарних станiв): в атомi iснують стацiонарнi
стани електронiв, якi не змiнюються з часом без зовнiшнiх дiй; електрон, що
знаходиться в цих станах, не випромiнює електромагнiтнi хвилi.

• 2-й постулат (правило квантування): знаходячись в стацiонарних станах еле-
ктрон рухається по круговим орбiтам маючи при цьому дискретнi значення мо-
менту iмпульсу:

Ln =Mevr = n~, n = 1, 2, 3, . . .

Тут Me — маса електрона, v — його швидкiсть, а r — радiус орбiти.

• 3-й постулат (правило орбiт): при переходах електрона з одного стацiонарного
стану на iнший випромiнюється або поглинається один квант свiтла з частотою

νnm =
En − Em

h
,

де En i Em — енергiї початкового та кiнцевого станiв електрона в атомi.

32



Слiд зауважити, що третiй постулат автоматично приводить до комбiнацiйного
принципу Рiтца (2.8):

νnm =
En

h
− Em

h
= νn − νm.

Згiдно з формулами попереднього параграфу для енергетичних рiвнiв у атомi водню
маємо

En = −R
′h

n2
, n = 1, 2, . . . (2.9)

Цiле число n, через яке визначається енергетичний спектр атома водню, називають
головним квантовим числом. Найнижчий рiвень енергiї E1 вiдповiдає значенню n = 1.
Його називають основним станом, а рiвнi з n > 1 називають збужденними станами
атома.

Слiд звернути увагу на те, що енергiя En вiд’ємна. Цей факт зумовлений тим, що
електрон в атомi притягається ядром. Для того, щоб вiдiрвати електрон з n-го рiвня
потрiбно потрiбно виконати роботу, чисельно рiвну |En|. Останню називають енергiєю
зв’язку електрона в атомi.

2.4 Розрахунок енергетичного спектру та сталої Рi-

дберга

Постулати Бора не тiльки дозволили зрозумiти квантову природу структури атома
на якiсному рiвнi, а й дали можливiсть кiлькiсно розрахувати його спектр та сталу
Рiдберга.

На електрон, який рухається по круговiй орбiтi, дiє двi сили: вiдцентрова сила
Mev

2

r
та сила кулонiвського тяжiння

e2

r2
. Тут Me — маса електрона, v — його швид-

кiсть, а r — радiус орбiти.
Виходячи з балансу сил

Mev
2

r
=
e2

r2

маємо

r =
e2

Mev2
=
r2e2Me

L2
n

.

Скориставшись другим постулатом Бора одержимо

rn = n2 ~
2

Mee2
.

Для n = 1 радiус орбiти мiнiмальний:

a0 ≡ r1 =
~
2

Mee2
= 0, 529 Å.

Його називатють боровським радiусом.
Знаючи радiус орбiти можна легко визначити швидкiсть електрона з умови

Mevnrn = n~
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Рис. 2.10. Спектр термiв та переходи в атомi водню

i розрахувати його кiнетичну T та потенцiальну U енергiї. Їх сума є енергiєю терма:

En = T + U = − e4Me

2n2~2
= − h

n2
R′. (2.10)

З правої частини (2.10) одержимо такий вираз для сталої Рiдберга

R∞ =
R′

c
=

e4Me

4πc~3
. (2.11)

Значок ∞ знизу означає, що ця стала Рiдберга вiдповiдає ядру нескiнечної маси. Її
значення дорiвнює

R∞ = 1, 0973731× 109 см−1.

Для того, щоб врахувати скiнчену масу ядра потрiбно в (2.11) масу електрона
замiнити на зведену масу

µ =
MeMяд.

Me +Mяд.

.

В результатi для водню одержимо R = 1, 0967758× 109 см−1, що блискуче узгоджує-
ться з експериментом.

На рис. 2.10 приведено спектр термiв розрахований за формулою (2.10). Верти-
кальнi лiнiї показують вiдповiднi переходи. Переходи на рiвень E1 з усiх вищих рiвнiв
дають серiю Лаймана, переходи на рiвень E2 з усiх рiвнiв з n > 2 дають серiю Баль-
мера i т.д.
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2.5 Дослiд Франка-Герца

PSfrag replacements

An

V

C

R

A

K

Рис. 2.11. Схема дослiда Франка-Герца

Рис. 2.12. Джеймс Франк Рис. 2.13. Густав Герц

Незабаром пiсля створення боровської моделi атома Дж. Франк та Г. Герц пiд-
твердили експериментально постулат стацiонарних станiв.

З цiєю метою вивчалося проходження електронiв через сильно розрiдженi пари
ртутi. Схема дослiда зображена на рис. 2.11. Пари ртутi низького тиску знаходяться
в колбi, яка має катод K, анод An та сiтку C. Мiж сiткою C та анодом подано по-
стiйну напругу -0,5 В. Таким чином сiтка C гальмує електрони. Амперметр вимiрює
залежнiсть анодного струму I вiд напруги V мiж катодом та сiткою.

Електрони при проходженi крiзь пари ртутi здiйснюють пружнi та непружнi зi-
ткнення з атомами ртутi. При пружних зiткненнях енергiя електронiв не змiнюється.
Тому такi зiткнення не заважають процесу прискорення електронiв в колбi i струм I
має зростати iз збiльшенням напруги V .
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Рис. 2.14. Вольт-амперна характеристика в дослiдi Франка-Герца

При непружних зiткненнях електрони втрачають частину своєї енергiї i тому
вольт-амперна характеристика очiкується бiльш складною. Дiйсно, електрон, який
втратив деяку енергiю, вже не може подалати вiд’ємну рiзницю потенцiалiв мiж сi-
ткою та анодом i струм має зменшуватись.

Енергiя, яку втрачає електрон при непружних зiткненнях, йде на збудження ато-
ма. Якби енергiя електронiв в атомi змiнювалась неперервно, то енергiя, втрачена
електронами при непружних зiткненнях, повинна плавно мiнятися i вольт-амперна
характеристика має буде монотонною. Проте, якщо енергетичнi рiвнi в атомi дис-
кретнi, то картина буде зовсiм iншою. Електрони втрачають енергiю порцiями, якi
вiдповiдають переходам атома з одого енергетичного рiвня на iнший, в результатi
чого при певних значеннях напруги струм має рiзко падати. Очевидно, що рiзниця
напруг ∆V , при яких струм досягає максимума, зв’язана з енергiя збудження атома

E = e∆V.

Саме такий характер вольт-амперної залежностi i було одержано в дослiдi: вияви-
лось, що залежнiсть I вiд V має максимуми та мiнiмуми, якi повторювались через
кожнi 4,86 В (див. рис. 2.14). Повторювання мiнiмумiв пов’язано з багаторазовими
непружними зiткненнями, в результатi чого електрони втрачають енергiю, яка є кра-
тною енергiї, яку вони втрачають в одному зiткненнi. Згiдно боровському правилу
орбiт, збуджений атом повинен перейти в основний стан випромiнюючи при цьому
квант свiтла з довжиною хвилi

λ =
ch

E
.

Для E = e∆V =4,86 еВ ця умова дає λ = 253,7 нм. Така лiнiя спектру ртутi iснує i
знаходиться в ультрафiолетовiй зонi.

Таким чином, в дослiдi Франка-Герца модель атома Бора одержала пряме експе-
риментальне пiдтвердження.
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2.6 Недолiки боровської моделi

Безумовним успiхом моделi Бора був опис спектру атома водню та розрахунок ста-
лої Рiдберга. Крiм того, в дослiдi Франка-Герца був експериментально пiдтверджений
постулат Бора про iснування стацiонарних орбiт в атомах. Все це змусило серйозним
чином глянути на боровську теорiю.

Проте успiх теорiї був досягнутий за рахунок руйнування логiчної послiдовностi.
Дiйсно, постулати Бора знаходяться в протирiччi з класичною електродинамiкою, а
сам розрахунок спектру атома водню виконано на рiвнi класичних уявлень. Незро-
зумiлим залишається «механiзм» переходiв мiж енергетичними рiвнями. Крiм того,
теорiя Бора виявилася непридатною до опису iнших атомiв, так само як i до опису
молекулярних взаємодiй.

Забiгаючи наперед скажемо, що досить швидко всi цi труднощi вдалося здолати
й прийти до послiдовного формулювання квантових законiв. Окрiм перерахованих
вище проблем квантова механiка вирiшила безлiч iнших задач i дозволила зробити
багато передбачень, якi потiм були успiшно пiдтвердженi експериментом. Головна ж
заслуга Бора була в тому, що вiн вперше вказав на необходiнiсть перегляду класичних
уятавлень при переходi до розгляду атомних систем.

Контрольнi запитання i завдання

1. Чому планетарна модель атома Розерфорда протирiчить класичнiй фiзицi?
2. Сформулюйте комбiнацiйний принцип Рiтца.
3. Який буде розмiр атома водню при n = 100? Атоми з такими властивостями
насправдi спостерiгаються на експериментi i називаються рiдберговськими атомами
(див. розд. 9.3.3).
4. В звичайному атомi водню ядром є протон. Як змiниться стала Рiдберга, якщо ядро
атома водню буде замiнено на дейтрон? Такий атом називається дейтерiєм. Заряд дей-
трона, як i у протона +e, а маса приблизно в два рази бiльша вiд маси протона.
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Роздiл 3

Корпускулярно-хвильовий дуалiзм

3.1 Закони фотоефекту

Вiдомо, що пiд дiєю свiтла з речовини вибиваються електрони. Це явище нази-
вають фотоефектом. Воно було вiдкрито Генрiхом Герцем в 1888 р., який помiтив,
що розряд заряджених куль значно полегшується при їх освiтленi ультрафiолетовим
промiнням.
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Рис. 3.1. Схема установки, на якiй дослiджується фотоефект

На рис. 3.1 зображено схему приладу, на якому ведуться дослiдження фотоефе-
кту. Прилад складається з вакумної колби з двома електродами, катодом K та анодом
A, мiж якими iснує рiзниця потенцiалiв V . Через кварцове вiконце катод освiтлює-
ться свiтлом, в результатi чого з катоду вибиваються електрони. Останнi пiд дiєю
потенцiала V рухаються до аноду. Виникає струм, який фiксується мiлiамперметром
µA. Струм виникає починаючи з деякого значення потенцiала V0 i далi зростає iз
збiльшенням V до критичного значення Iн (струм насичення), яке вiн досягає при
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Рис. 3.2. Вольт-амперна характеристика приладу, на якому ведуться дослiдження фотоефе-
кту (рис. 3.1)

V = Vк (рис. 3.2). При збiльшенi потенцiалу струм залишається сталим. Це означає,
що починаючи з напруги Vк всi електрони, якi було вибито з катоду, досягають анода.

Дослiдження виявили наступнi властивостi фотоефекту:

1. Струм насичення Iн при одному i тому спектральному складi свiтла пропорцiй-
ний iнтенсивностi потоку свiтла (закон О.Г. Столєтова).

2. Для кожного матерiала iснує червона границя фотоефекту, тобто така маси-
мальна довжина хвилi свiтла λч, при якiй фотоефект може вiдбуватися. При
довжинi свiтла, яка бiльша λч, фотоефект, незалежно вiд iнтенсивностi свiтла,
не вiдбувається.

3. Максимальна кiнетична енергiя електронiв T не залежить вiд iнтенсивностi свi-
тла. Вона лiнiйно збiльшується iз збiльшенням частоти свiтла ω.

Слiд зазначити, що за дуже високої iнтенсивностi свiтла червона границя зникає.
До цього повернемося пiзнiше, а зараз зазначимо лише те, що на початку XX сто-
лiття джерел свiтла вiдповiдної iнтенсивностi не iснувало i тому тодi це явище було
невiдоме.

3.2 Двозначна природа свiтла та квантова теорiя фо-

тоефекту

З точки зору класичної фiзики закони фотоефекту пояснити неможливо. Для цьо-
го потрiбно переходити до квантових уявлень.

В 1905 р. А. Ейнштейн показав, що для пояснення законiв фотоефекту необхiдно
не тiлькт прийняти гiпотезу Планка, але й суттєво доповнити її. А саме, допустити,
що свiтло не лише випромiнюється i поглинається квантами, але й поширюється
у просторi як поток окремих частинок (корпускул), кожна з яких має енергiю, що
визначається формулою Планка

E = ~ω. (3.1)
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Рис. 3.3. Альберт Ейнштейн

Корпускулу свiтла прийнято називати фотоном. Ця назва була запропонована Гiл-
бертом Льюїсом в 1929 р.

Випливає законне питання, як поєднати уявлення про свiтло, як про електромагнi-
тну хвилю i поток корпускул? У вступi до своєї статтi «Про одну евристичну точку зо-
ру, що стосується виникнення i перетворення свiтла» Ейнштейн писав [22]: «Хвильова
теорiя свiтла, що оперує з безперервними функцiями точки, прекрасно виправдовує-
ться при описi чисто оптичних явищ i, ймовiрно, навряд чи буде замiнена якою-небудь
iншою теорiєю. Але все таки не слiд забувати, що оптичнi спостереження вiдносяться
не до миттєвих, а до середнiх за часом величин. Тому, не дивлячись на повне пiд-
твердження експериментом теорiї дифракцiї, вiдбиття, заломлення, дисперсiї i так
далi, може виявитися, що теорiя свiтла, що оперує безперервними просторовими фун-
кцiями, приведе до протирiччя з дослiдом, якщо її почнуть застосовувати до явищ
виникнення i перетворення свiтла.» I далi вiн пише: «Я i справдi думаю, що дослiди,
”випромiнювання чорного тiла“, фотолюмiнiсценцiї... краще пояснюються припущен-
ням, що енергiя свiтла поширюється у просторi дискретно».

Таким чином виходить, що свiтло має i хвильову природу, i корпускулярну, а та чи
iнша його природа виявляється залежно вiд конкретної ситуацiї. Якщо вивчаються
усередненi характеристики, то свiтло проявляє себе як хвиля. Якщо ж розглядаються
процеси взаємодiї свiтла з окремими частинками, то його слiд розглядати як потiк
частинок.

Виходячи з уявлення про свiтло як поток фотонiв усi труднощi з поясненням за-
конiв фотоефекту зникають.

Електрон в речовинi можна розглядати як частинку, яка знаходиться в потен-
цiальнiй ямi. Фотон при зiткненi з електроном передає йому всю свою енергiю. Ця
енергiя частково витрачається на те, щоб електрон звiльнився з потенцiальної ями
(цю енергiю називають роботою виходу електрона A), а залишок перетворюється на
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кiнетичну енергiю електрона T :
~ω = A+ T.

Це спiввiдношення називають формулою Ейнштейна.
З формули Ейнштейна одразу видно, що кiнетична енергiя вибитого електрона

залежить лiнiйно вiд частоти свiтла i не залежить вiд його iнтенсивностi. Тим самим
пiдтверджується 3-й закон фотоефекту.

Якщо довжина хвилi свiтла λ >
2πc

A
, то енергiї, яку одержав електрон, не вистачає

на те, щоб йому звiльнитися з потенцiальної ями. Струм не буде йти, а величина
2πc

A
є нiщо iнше, як червона границя фотоефекту (2-й закон).

Слiд пiдкреслити, що 2-й закон має мiсце, якщо лише один фотон передає свою
енергiю електрону. Проте при дуже великiй щiльностi потоку фотонiв, яке, напри-
клад, буває в лазерному променi, стає можливим, що декiлька фотонiв одочасно бом-
бардують один електрон. В результатi електрону передається енергiя n~ω, де n —
число фотонiв. Її може бути досить для звiльнення електрона з потенцiальної ями,
навiть якщо λ > λк. В сучасних експериментах число n сягає 6.

1-й закон теж пояснюється дуже просто. Струм прямо пропорцiйний числу виби-
тих електронiв за одиницю часу. В свою чергу число вибитих електронiв за одиницю
часу пропорцiйно потоку падаючих фотонiв, тобто iнтенсивностi свiтлового потоку.

3.3 Кiлька слiв про теорiю вiдносностi та корпуску-

лярну природу свiтла

Перш, нiж перейти до бiльш детального обговорення корпускулярних властивостей
свiтла, необхiдно сказати декiлька слiв про релятивiстськi (тобто тi, що витiкають
iз спецiальної теорiї вiдносностi) спiввiдношення мiж масою частинки m, її енергiєю
E та iмпульсом p:

E = γmc2 =
√
m2c4 + |p|2c2, p = γmv,

γ =
1√

1− β2
, β =

|v|
c
.

(3.2)

Вiдзначимо, що для фотона |v| = c i γ = ∞. Тому для того, щоб його енергiя не була
нескiнченною, слiд покласти, що маса фотона mф = 0.

Надамо цим формулам релятiвiстськи-iнварiантного вигляду, тобто такого ви-
гляду, який не залежить вiд вибору конкретної системи вiдлiку. Вiдомо, що у ре-
лятивiстськiй фiзицi, на вiдмiну вiд нерелятивiстської, коварiантними об’єктами є
4-вектори:

A = (A0, A1, A2, A3) ≡ (A0,A).

При цьому релятивiстсько-iнварiантною величиною є скалярний добуток двох 4-векторiв,
який визначається згiдно

(A · B) = A0B0 −A ·B, (3.3)

де A ·B — звичайний скалярний добуток двох 3-векторiв.
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Характерними прикладами 4-векторiв є 4-координата, яка об’єднує час t i звичай-
ну координату x,

x = (ct,x),

i 4-iмпульс, який об’єднує енергiю частинки E i її 3-iмпульс p (тому часто цей вектор
називають вектором енергiї-iмпульсу),

p =

(
E

c
,p

)
.

З (3.3) виходить, що p2 ≡ (p · p) є релятивiстським iнварiантом. Крiм того, у зв’язку з
тим, що швидкiсть свiтла c однакова в будь-якiй системi, релятивiстською величиною

буде також
1

c2
p2. У свою чергу, використовуючи (3.2), отримуємо

1

c2
p2 ≡ 1

c2

(
1

c2
E2 − p 2

)
= m2 (3.4)

або

m =

√
p2

c
. (3.5)

Iншими словами, маса частинки є релятивiстским iнварiантом i виражається через
4-iмпульс за формулою (3.5).

За умови, що mф = 0, з (3.4) витiкає, що модуль iмпульсу фотона є

|p | = E

c
=

~ω

c
.

Щоб визначити сам iмпульс слiд задати його напрям. З цiєю метою необхiдно ввести
поняття хвильового вектора k, модуль якого рiвний хвильовому числу k = 2π/λ = ω/c
i який направлений вздовж напрямку поширення свiтла. Тодi енергiя i iмпульс фотона
виражаються таким чином

E = ~ω, p = ~k.

Цi спiввiдношення показують, що корпускулярнi (енергiя E та iмпульс p) i хвильовi
(частота ω i хвильовий вектор k) характеристики фотона пов’язанi один з одним,
причому коефiцiєнтом пропорцiйностi виявляється одна величина — стала Планка ~!

3.4 Дослiд Комптона

Природа свiтла дiйсно виявилась двозначною, хай би як це не здавалося дивним з
точки зору «здорового глузду». Дуже скоро (1922 р.) це було пiдтверджено в дослiдах
А. Комптона по розсiянню рентгенiвських променiв на кристалах. Виявилось, що в
розсiяному свiтлi поряд з частотою падаючого свiтла ω утворюється свiтло з частотою
ω′ < ω (рис. 3.4). Це явище називають ефектом Комптона.

Розглянемо спочатку механiзм розсiяння свiтла на електронах з точки зору кла-
сичної фiзики. (Такий механiзм називають томсоновським розсiянням свiтла.) Еле-
ктромагнiтна хвиля свiтла взаємодiє iз зарядом електрона i розгойдує останнiй. Оче-
видно, що електрон буде виконувати вимушенi коливання з частотою електромагнi-
тної хвилi ω. Згiдно з уявленнями класичної електродинамiки, електрон, як i будь-
який заряд, який прискорюється або гальмується, повинен випромiнювати електрома-
гнiтну хвилю, яку спостерiгач сприймає як розсiяне свiтло. Звiсно, частота останньої
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Рис. 3.4. Спектр розсiяного свiтла в дослiдах Комптона

буде збiгатися з частотою коливань електрона, а, значить, i з частотою падаючого
свiтла, що знаходиться в протирiччi iз результатами дослiдiв Комптона.

Все стає на свої мiсця, якщо допустити, що фотон — частинка i його взаємодiя iз
квазiвiльними електронами кристалу вiдбуваються за законами пружного удару (див.
рис. 3.6). До зiткнення 4-iмпульси фотона i електрона є

pф =

(
~

c
ω, ~k

)
, pe = (Mec, 0),

де |k| = 1

c
ω. Пiсля зiткнення їх 4-iмпульси стають

p′ф =

(
~

c
ω′, ~k ′

)
, p′e =

(
1

c
E ′, p ′

)
,

де |k′| = 1

c
ω′ i E ′ =

√
M2

e c
4 + c4p′2. Iз законiв збереження енергiї i iмпульсу витiкають

чотири рiвняння
pф + pe = p′ф + p′e,

або за компонентами:

~ω +Mec
2 = ~ω′ +

√
M2

e c
4 + c2p ′2, (3.6)

~(k− k ′) = p ′. (3.7)

З (3.7), з врахуванням спiввiдношення мiж хвильовим числом i частотою, отрима-
ємо

p ′ 2 =
~
2

c2

(
ω2 + ω′2 − 2ωω′ cos θ

)
, (3.8)

де θ — кут мiж напрямами рухiв падаючого i розсiяного фотонiв. Пiдставляючи (3.8)
в (3.6) отримуємо рiвняння для частоти ω′, розв’язуючи яке одержимо:

ω′ = ω
Mec

2

Mec2 + ~ω(1− cos θ)
. (3.9)
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Рис. 3.5. Артур Комптон
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Рис. 3.6. Комптонiвське розсiяння свiтла. До зiткнення електрон покоїться, а фотон рухає-
ться. Пiсля розсiяння i електрон, i фотон рухаються

З огляду на те, що при θ 6= 0◦ знаменник в (3.9) бiльше чисельника, випливає, що
частота розсiяного свiтла має бути меншою частоти падаючого свiтла, що i спостерi-
гається в дослiдi Комптона. Крiм того, якщо перейти до класичної границi (~ → 0)
отримаємо, що частота розсiяного свiтла повинна прямувати до частоти падаючого
свiтла. Як вже говорилося, таке значення ω′ i виходить з класичного розгляду. Цей
же результат отримуємо, якщо частота свiтла дуже мала або маса M частинки, на
якiй вiдбувається розсiяння, дуже велика. Iншими словами, залежно вiд конкретної
ситуацiї (в даному випадку спiввiдношення мiж величинами Mc2 i ~ω(1−cos θ)) свiтло
проявляє себе як потiк частинок або як хвиля.

Та обставина, що в граничному випадку ~ → 0 був отриманий класичний резуль-
тат, означає що виконується принцип вiдповiдностi.

Той факт, що в розсiяному свiтлi спостерiгається також свiтло з частотою падую-
чого свiтла теж легко пояснити. Дiйсно, свiтло розсiюється не тiльки на електронах,
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але й на iонах кристалiчної ґратки, якi мають масу в десяткiв разiв бiльшу за масу
електрона, i тому в цьому випадку зсуву частоти немає.

Визначимо тепер довжину хвилi розсiяного свiтла

∆λ = λКомп.(1− cos θ), (3.10)

де

λКомп. ≡
h

Mec
= 2, 42631× 10−12 м

так звана комптонiвська довжина хвилi електрона, а ∆λ ≡ λ′ − λ — рiзниця довжин
хвиль розсiяного та падаючого свiтла. Формула (3.10) називається формулою Ком-
птона. З неї витiкає, що величина змiни довжини хвилi не залежить вiд довжини
хвилi падаючого свiтла. Крiм того, в разi розсiяння на нульовий кут, довжина хвилi
не змiнюється.

Вперше правильне пояснення ефекту Комптона було зроблене самим Комптоном
i незалежно вiд нього П. Дебаем.

Ефект Комптона має мiсце не лише для електрона, але i для будь-якої зарядженої
частинки, наприклад, протона. В цьому випадку помiтнй зсув частоти буде, якщо
довжина хвилi падаючого свiтла λ стає одного порядку з комптонiвською довжиною
хвилi протона

λp,Комп. =
h

Mpc
,

де mp — маса протона. У цьому легко переконатися, якщо переписати формулу (3.9)
у виглядi

ω′ =
ω

1 +
λp,Комп.

λ
(1− cos θ)

.

Маса протона майже в 2000 разiв бiльша за масу електрона, тому комптонiвська
довжина хвилi протона в 2000 разiв менша комптонiвської довжини хвилi електрона.
Отже, ефект Комптона на протонi буде помiтний, якщо довжина хвилi падаючого свi-
тла буде принайми на три порядки меншою довжини хвилi рентгенiвських променiв.

В разi розсiяння свiтла на електронах, якi рухаються з релятивiстською швидкi-
стю, може мати мiсце зворотний ефект Комптона, коли частота розсiяного свiтла
збiльшується, в порiвняннi з частотою падаючого свiтла. Детально це розглянуто в
Задачi 3.3.

3.5 Хвилi де Бройля

Одним iз фундаметнальних положень боровськой теорiї атома було те, що абсо-
лютне значення енерiї електронiв в атомi (формула (2.9)) пов’язано з частотою ωn

|En| = ~ωn.

Ця формула повнiстю збiгається з формулою Планка (3.1) для енергiї фотону, причо-
му коефiцiєнт пропорцiйностi ~ у обох формулах один i той же. Частоти ωn не можуть
бути поясненi в рамках класичних понять. Цi спостереження наштовхують на думку,
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Рис. 3.7. Луи де Бройль

що частоти ωn характеризують деякi хвилi, якi властивi електронам. Таким чином ви-
ходить, що частинки (якими поза сумнiвом є електрони) мають хвильовi властивостi.
Пригадуючи, що фотон (який є електромагнiтною хвильою) має також властивостi
частинок, слiд зробити висновок, що дуалiзм хвиля-частинка носить унiверсальний
характер для усiх об’єктiв мiкросвiту. Тому незважаючи на те, що далi будемо говори-
ти про електрони, результати цього роздiлу мають загальний характер i вiдносяться
для будь-яких мiкрочастинок.

Виходячи з сформульованого положення Луї де Бройль в 1924 р. висунув гiпотезу,
що формули (3.3) мають бути справедливими не лише для фотона, але i для частинок,
якi мають ненульову масу. В результатi вiн прийшов до висновку, що електрону, який
має iмпульс p, вiдповiдає хвиля з довжиною хвилi

λ =
h

|p| . (3.11)

Цю величину називають де-бройлiвською довжиною хвилi частинки.
Зазначимо, що формально в границi ~ → 0 одержимо, що довжина хвилi електрона

зникає, λ = 2π~/p→ 0, а частота стає безмежною, ω → ∞. Таким чином в класичному
наближеннi електрон втрачує властивостi хвилi i залишає лише властивостi частинки.
(Знову має мiсце принцип вiдповiдностi!)

3.6 Експериментальне пiдтвердження iснування хвиль

де Бройля

Для того, щоб пiдтвердити гiпотезу про корпускулярно-хвильову природу електро-
на, потрiбно показати в експериментi, що для електронiв мають мiсце такi явища
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Рис. 3.8. Схема дослiду Девiссона–Джермера: A — електронна гармата, B — монокристал
нiкелю, C — пастка розсiяних електронiв i Γ — гальванометр
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Рис. 3.9. Умова дифракцiї електронiв при вiдбиваннi їх вiд кристалографiчної площини

як iнтерференцiя та дифракцiя. Вперше це було зроблено в дослiдах К. Девiссона i
Л. Джермера (1927 р.) по вивченню розсiяння електронiв на монокристалi нiкелю, а
також П.С. Тартаковським та Дж.П. Томсоном в дослiдах по проходженню електронiв
крiзь полiкристалiчнi пластини.

3.6.1 Дослiд Девiссона-Джермера

Схема дослiду Девiссона-Джермера приведена на рис. 3.8. Пучок прискорених
електронiв вiдбивався вiд кристалографiчних поверхонь кристала нiкелю. Розсiянi
електрони уловлювалися пасткою сполученою iз гальванометром. Iнтенсивнiсть пу-
чка вiдбитих електронiв оцiнювалась по вiдхиленню стрiлки гальванометра. Кристал
обертався i тому можна було плавно мiняти кут мiж пучками падаючих i вiдбитих
електронiв.

Як i для будь-яких хвиль, умовою дифракцiї має бути сумiрнiсть довжини де-
бройлiвської хвилi електрона λ з вiдстанню мiж розсiюючими центрами. В разi ди-
фракцiї рентгенiвських променiв на кристалах цiєю умовою є умова Вульфа-Брегга

2d sin θ = nλ, (3.12)
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Рис. 3.10. Клiнтон Девiссон i Лестер Джермер

де d — вiдстань мiж кристалографiчними поверхнями, θ — кут ковзання променiв
(рис. 3.9), а n — цiле число. Якщо дифракцiя електронiв має мiсце, ця умова теж має
бути умовою максимуму потоку електронiв, вiдбитих вiд кристалу.

Пiдставляючи в (3.12)

λ =
h√

2MeeV
(3.13)

одержуємо, що максимум струму в гальванометрi вiдповiдає таким значення приско-
рюючого потенцiалу:

√
eV =

nh

d sin θ
√
8Me

. (3.14)

У дослiдi Девiссона–Джермера електрони прискорювалися полем V ∼ 100 В i,
вiдповiдно, мали кiнетичну енергiю E ∼ 100 еВ. Неважко розрахувати їх iмпульс i
де-бройлiвську довжину хвилi:

p =
√

2MeE ≈
√
2× (0, 5МеВ · c−2)× 100 еВ =

= 104 еВ · c−1,

λ =
h

p
∼ 10−1 Å.

(3.15)

Стала кристалографiчної ґратки нiкелю d порядка декiлька Å, тому умови (3.12)
легко виконуються.

У дослiдi дiйсно було зареєстровано, що при певних положеннях кристала покази
гальванометра мають рiзкi максимуми. Причому їх положення, як це видно з рис. 3.11,
точно збiгаються з положеннями, яке дає формула Вульфа–Брегга (3.12) при n ≥ 7,
а при менших n має мiсце лише якiсний збiг. Розходження експериментальних даних
з формулою Бульфа-Брегга при n < 7 пояснюється тим, що при виводi формули
потрiбно брати до уваги те, що довжина хвилi в кристалi та за його межами рiзна. В
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Рис. 3.11. Залежнiсть струму I в гальванометрi вiд вiд напруги V , що прискорює електрони,

при сталому значеннi кута θ. Стрiлки вказують значення
√
V , якi вiдповiдають умовi (3.14)

результатi (див. Задачу 3.4) формула Вульфа–Брегга змiнюється

2d
√
µ2 − cos2 θ = nλ, де µ =

√
1 +

V0
V
. (3.16)

V — прискорюючий потенцiал, а V0 — внутрiшнiй потенцiал в металi. З (3.16) одер-
жимо нову формулу для потенцiалу, при якому виникає максимум:

√
eV =

1

sin θ

√
1

8Me

(
nh

d

)2

− eV0. (3.17)

При великих n пiд корнем другим членом можна знехтувати i умова (3.17) зводиться
до (3.14), яка вiдповiдає немодифiкованiй умовi Вульфа-Брегга.

3.6.2 Iншi дослiди

Якби не було дифракцiї, то при проходженi рентгенiвських променiв через по-
лiкристали (рис. 3.12) окремi кристалики розсiювали би свiтло в усi сторони i на
фотопластинi утворювалась одна пляма. Проте з дослiдiв П. Дебая та П. Шредера
вiдомо, що насправдi спостерiгається утвореня дифракцiйних концентричних кiлець.
Це явище пояснюється iнтерференцiєю рентгенiвських променiв при їх розсiяннi на
кристалiчнiй ґратцi окремих кристаликiв зразка i широко використовується при до-
слiдженi структури рiзних речовин.

Якщо електрони є хвилями, то подiбне явище повинно мати мiсце i при проходженi
електронiв через полiкристалiчнi пластини. Це спостерiгалось в дослiдах Дж.П. Том-
псона (1928 р.). Незалежно, схожi дослiди були проведенi П.С. Тартаковським в 1926-
1927 рр.

Дифракцiйнi кiльця, якi утворюються при проходженi через полiкристалiчнi пла-
стини електронiв i рентгенiвських променiв показанi на рис. 3.13.
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Рис. 3.12. Схема дослiдiв по проходженню електронiв та рентгенiвських променiв крiзь по-
лiкристалiчнi пластини. A — джерело електронiв або рентгенiвських променiв, B — пластина
полiкристалу, C — фотопластина

PSfrag replacements

A
B
C

Рис. 3.13. Дифракцiйнi кiльця при проходженi через полiкристалiчнi пластини електронiв
(лiворуч) та рентгенiвських променiв (праворуч)

У 30-40-i роки були встановленi хвильовi властивостi бiльш складних об’єктiв мi-
кросвiту нiж електрони — протонiв, нейтронiв, атомiв i молекул. Таким чином, був
експериментально доведений факт iснування хвиль де Бройля для всiх мiкрочасти-
нок.

3.7 Уявний дослiд з двома щiлинами

Тепер вiд реальних експериментiв, якi пiдтведжують iснування хвиль де Бройля,
перейдемо до уявного експерименту. Уявний дослiд, на вiдмiну вiд реального (ла-
бораторного), це форма мислення, коли в рамках тiєї чи iншої моделi вiдбувається
в розумi людини програвання експерименту з метою перевiрки самоузгоджностi по-
стулатiв моделi або сумiсностi їх з положеннями, якi вважаються iстиними. Термiн
«уявний дослiд» був запропонований Ернстом Махом.

Вважаємо, що електрони вилiтають з електронної гармати A, проходять крiзь двi
вузкi щiлини екрану B i реєструються на фотопластинцi C, див. рис. 3.14. В резуль-
татi на фотопластинцi спостерiгається iнтерференцiйна картина iнтенсивностi потоку
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Рис. 3.14. Проходження електрона через двi вузькi щiлини. A — електронна гармата, B —
екран з двома вузькими щiлинами i C — реєструючий екран

електронiв, яка описується функцiєю P12(x), де x координата точки уздовж фотопла-
стини C.

Якщо вважати, що окремий електрон пролiтає лише через один з отворiв екрану
B, то функцiю P12(x) можна було б отримати пропускаючи послiдовно половину еле-
ктронiв через верхню щiлину (рис. 3.15), а другу половину — через нижню (рис. 3.16).
В цьому випадку розполiли iнтенсивностi електронiв, якi попадають на фотопластину,
P1(x) i P2(x) будуть гладкими функцiями з одним максимумом навпроти вiдповiдної
щiлини. Очевидно, що їх сума не дасть P12(x),

P12(x) 6= P1(x) + P2(x).

Можна трохи змiнити дослiд зменшуючи iнтенсивнiсть потоку електронiв з гар-
мати i доводячи її до випадку, коли електрони будуть вилiтати з гармати по одному.
Спочатку на реєструючому екранi (фотопластинцi) будуть виникати в хаотичному по-
рядку окремi плями. Потiм, коли гармата випустить величезну кiлькiсть електронiв,
виявиться, що у випадку, коли вiдкритi обидвi щiлини, на фотопластинi утворює-
ться така сама iнтерференцiйна картина, як i при пропусканнi потоку електронiв.
А у випадку, коли вiдкрита одна щiлина, спостерiгається гладкий розподiл з одним
максимумом. Отже, нiчого не змiнилося.

Звiдси випливає, що окремий електрон проходить одразу крiзь двi щiлини i пiсля
цього iнтерферує сам з собою. Iншими словами, для електрона втрачається поняття
траєкторiї. Вiдомо тiльки, що вiн вилетiв з гармати i попав у вiдповiдну точку на
фотопластинцi. А де вiн знаходився мiж цими подiями невiдомо. Якщо ж дослiдник
захоче дiзнатися де був електрон пiд час «подорожi» вiд гармати до фотопластини,
то вiн мусить закрити одну iз щiлин. В цьому випадку iнтерференцiя зникає. Спроба
вимiряти шлях електрона спричиняє змiну його стану.

3.8 Хвильова функцiя та принцип суперпозицiї

Отже виходить, що частинка проходить одразу крiзь двi щiлини екрану B, що, з
точки зору класичної фiзики, звичайно, є несенiтнецею. А як з точки зору кванто-
вої механiки? Для того, щоб з цим розiбратися, необхiдно сформулювати важливий
принцип, який носить назву принципу суперпозицiї квантових станiв.
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В класичнiй фiзицi часто говорять, «частинки знаходяться в станi спокою», «в ста-
нi рiвномiрно-прямолiнiйного руху», «в станi рiвноприскореного руху», тощо. Кожен
стан характеризується конретним рухом частинок, який узгоджується з законами кла-
сичної механiки. Iншими словами, задаючи стан ми тим самим задаємо в будь-який
момент часу значення координат, швидкостей та енергiй усiх частинок, якi входять
до його складу.

В квантовiй механiцi також вводять поняття станiв. Їх прикладом можуть бути
стацiонарнi стани електрона в атомi Бора. Кожному з цих станiв вiдповiдає певне
значення енергiї, проте, як буде показано далi, залежностi вiд часу координати на
швидкостi електрону в цих станах невiдомi. Це принципово вiдрiзняє квантовi стани
вiд їх класичного аналога.

Iнший приклад квантових станiв це стани, якi вiдповiдають руху електрону через
одну iз щiлин екрану B на рис. 3.15 та 3.16. Для кожного з цих станiв вiдомо, що
електрон був випущений гарматою A, пройшов через вiдповiдну щiлину екрана та
був зафiксований в точцi x екрану C. Проте бiльш детельна iнформацiя про рух
електрона вiдсутня.

Для опису станiв в квантовiй механiцi використовують хвильову функцiю1 — фун-
кцiю (в загальному випадку комплексну) координат частинок та часу,

ψ(x1,x2, · · · ,xn, t).

Сама хвильова функцiя фiзичної iнтерпретацiї не має, проте квадрат її модуля прийня-
то розглядати як густину ймовiрностi того, що в момент часу t частинки знаходяться
в точках x1,x2, · · · ,xn.

З оптики вiдомо, що для свiтла виконується принцип суперпозицiї. Виходячи iз
аналогiї з оптикою слiд припустити, що для хвильової функцiї теж має мiсце супер-
позицiя станiв. Тобто, якщо хвильовi функцiї ψ1(x1,x2, · · · ,xn, t), ψ2(x1,x2, · · · ,xn, t),
..., ψk(x1,x2, · · · ,xn, t), вiдповiдають рiзним квантовим станам системи одних i тих
самих частинок, то лiнiйна їх суперпозицiя

ψ(x1,x2, · · · ,xn, t) = c1ψ1(x1,x2, · · · ,xn, t)+

+ c2ψ2(x1,x2, · · · ,xn, t) + · · ·+ ckψk(x1,x2, · · · ,xn, t),

де c1, c2, ..., ck довiльнi комплекснi числа, теж вiдповiдає деякому квантовому стану
системи тих самих частинок. Цей стан в деякому сенсi є «промiжним» мiж станами
ψ1(x1,x2, · · · ,xn, t), ..., ψk(x1,x2, · · · ,xn, t), властивостi кожного з станiв проявляю-
ться в ньому з деякою ймовiрнiстю. Звичайно, такого не може бути в класичнiй фi-
зицi. Тому, як зазначав П. Дiрак [11], в зв’язку з суперпозицiєю станiв в квантовiй
механiцi «вводиться зовсiм нова iдея, до якої потрiбно звикнути i на основi якої слiд
далi будувати точну математичну теорiю не маючи при цьому детальної класичної
картини».

Спробуємо пояснити уявний експеримент з двома щiлинами.
Спочатку розглянемо випадок, коли електрон проходить тiльки крiзь одну iз щi-

лин, рис. 3.15. Нехай R — вiдстань мiж екранами B i C, а x0 — вiдстань щiлини вiд

1Слiд зауважити, що крiм станiв, якi описуються хвильовою функцiєю, в квантовiй механiцi iсну-
ють також стани, якi не можна описати з допомогою хвильової функцiї. Першi з них називають
чистими, а другi — заплутаними. Для опису заплутаних станiв використовують матрицю густини.
В нашому курсi ми обмежимось розглядом лише чистих станiв.
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Рис. 3.15. Проходження електрона через верхню щiлину

A

B C

Рис. 3.16. Проходження електрона через нижню щiлину

вiсьової лiнiї що проходить через електронну гармату перпендикулярно екранам B та
C.

Формально введемо комплексну функцiю

Ψ1(x) = φ1(x)
√
P1(x),

φ1(x) = exp [i2πl1/λ] ,

де λ— довжина де-бройлiвської хвилi, а l1 =
√
R2 + (x− x1)2 — вiдстань вiд щiлини до

точки x на екранi C. P1(x), як i в попередньому параграфi, є розподiлом iнтенсивностi
електронiв, зафiксованому на екранi C. Далi для конкретностi використовуємо для
P1(x) гаусiвський розподiл

P1(x) = A exp

[
−(x− x1)

2

b2

]
.

Крiм того, замiсть «iнтенсивностi розподiлу електронiв» далi говоритимемо про ймо-
вiрнiсть зафiксувати електрон в точцi x на екранi C. Будемо, також, вважати, що
комплексна функцiя Ψ1(x) наступним чином пов’язана з ймовiрнiстю P1(x)

P1(x) = |Ψ1(x)|2

i тому може бути iнтерпретована як амплiтуда ймовiрностi. Вона i є хвильовою фун-
кцiєю стана, який вiдповiдає проходженню електрона через верхню щiлину (рис. 3.15).
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Аналогiчним чином можна ввести хвильову функцiю i для випадку, зображеному
на рис. 3.16

Ψ2(x) = φ2(x)
√
P2(x),

φ2(x) = exp [i2πl2/λ] ,

де l2 =
√
R2 + (x+ x2)2, а

P2(x) = |Ψ2(x)|2 = A exp

[
−(x+ x2)

2

b2

]
.

Нетривiальний момент настає при розглядi хвильової функцiї для електрона, що про-
ходить через екран з двома щiлинами. Для цього слiд скористатися принципом су-
перпозицiї, який стверджує, що

Якщо в принципi немождиво вказати, в якому з квантових станiв знаходиться си-
стема, то потрiбно скласти вiдповiднi хвильовi функцiї, що описують усi можливi
квантовi стани.

Звичайно, принцип суперпозицiї, як i усякий iнший принцип, вивести неможливо. Вiн
є постулатом.

Отже, у випадку, коли вiдкритi двi щiлини, хвильова функцiя електрона є сумою
хвильових функцiй Ψ1(x) i Ψ2(x):

Ψ12(x) = Ψ1(x) + Ψ2(x).

Очевидно, що мiж станами 1 i 2 виникне iнтерференцiя i тому ймовiрнiсть знайти
електрон в точцi x не дорiвнює сумi ймовiрностей P1(x) i P2(x):

P12(x) = |Ψ12(x)|2 =
= |Ψ1(x)|2 + |Ψ2(x)|2 +Ψ1(x)

∗Ψ2(x) + Ψ1(x)Ψ2(x)
∗ =

= P1(x) + P2(x) + iнтерференцiя.

(3.18)

На рис. 3.17 показано результати розрахунку ймовiрностi P12(x). Рiзнi кривi вiдпо-
вiдають (зверху вниз) рiзнiй довжинi хвилi де Бройля λ =2, 1, 0.1 i 0.01 (у довiльних
одиницях). Таким чином нижня крива, що є результатом для найменшої довжини
хвилi, сильно осцилює бiля кривої, що є сумою ймовiрностей P1(x) i P2(x). У всякому
експериментi завжди вимiрюється середнє значення кривої на певнiй її дiлянцi. Якщо
осциляцiї дуже сильнi, то проводиться вимiр на дiлянцi, що захоплює декiлька дов-
жин хвиль i осциляцiї взаємно знищуються. Отже, отримується криву P1(x) + P2(x),
зображену на малюнку точковою лiнiєю. Iншими словами, iнтерференцiя не спосте-
рiгається.

Зовсiм iнша картина буде, якщо дослiдник зумiє дiзнати яким чином йшов процес.
Наприклад, це можна зробити послiдовно закриваючи одну iз щiлин. Тодi потрiбно
спочатку обчислити ймовiрностi протiкання вiдповiдних процесiв, а потiм їх скласти.

3.9 Плоскi хвилi та хвильовi пакети

Виникає законне питання, яку амплiтуду ймовiрностi слiд спiвставити вiльнiй мi-
крочастцi? Можливим вибiром є плоска хвиля де Бройля

φ(x, t) = A exp {−i(ωt− k · x)} . (3.19)
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Рис. 3.17. Iнтерференцiйна картина на екранi C в разi проходження електрону через двi
щiлини при рiзних значеннях довжини хвилi де Бройля λ, розрахована на основi формули
(3.18)

В цьому випадку можно говорити, що мiкрочастинка має певнi значення енергiї E =
~ω i iмпульсу p = ~k. Проте така хвиля необмежена, як в просторi, так i в часi, i,
тим самим, мiсцезнаходження частинки в просторi-часi не визначено (верхня частина
рис. 3.18).

Звичайно, енергiя частинки залежить вiд її iмпульсу, E(p), а, отже, i частота вiд
хвильового вектора, ω(k). Таку залежнiсть називають законом дисперсiї.

Перепишемо фазу плоскої хвилi наступним чином:

E

~

(
t− x · n

vф

)
,

де n = p/|p| — напрям руху частинки, а

vф =
E

|p|

— фазова швидкiсть, яка показує з якою швидкiстю перемiщується фронт хвилi. Фа-
зова швидкiсть може набувати довiльнi значення. Наприклад, для вiльної частинки

E =
√
m2c4 + c2|p|2 (3.20)
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Рис. 3.18. Дiйсна частина плоскої хвилi (верхнiй рисунок) та хвильового пакету (нижнiй
рисунок) при t = 0

i фазова швидкiсть виявляється бiльшою швидкостi свiтла c. Проте це не створює
проблем, бо фазова швидкiсть не переносить сигналу i тому її принципово неможливо
спостерiгати.

Iншою характеристикою хвилi є групова швидкiсть

vг =
∂ω

∂k
. (3.21)

Використавши (3.20) одержимо, що групова швидкiсть спiвпадє iз швидкiстю частин-
ки:

vг =
p

m

√
1 +

( |p|
mc

)2
.

Незважаючи на те, що плоска хвиля непридатна для опису частинки, яка в да-
ний момент часу t локалiзована навколо точки x, можна, використовуючи принцип
суперпозицiї, з плоских хвиль скласти пакет

ψ(x, t) =

k0+∆k∫

k0−∆k

a(k) exp [−i(ωt− k · x)] d3k, (3.22)
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ξπ−π 2π−2π

|ψ(x, t)|2

Рис. 3.19. Залежнiсть |ψ(x, t)|2 вiд ξ = (ω′
0t− x)∆k

про який можна говорити, що його мiсцеположення визначено з точнiстю до ∆x,
∆x ∼ 1

∆k
6= 0, а його частота та хвильовий вектор мають скiнченi невизначенiстi,

∆ω 6= 0 та ∆k 6= 0 (рис. 3.18).
Пояснемо це конкретним прикладом.
Для простоти далi розглянемо випадок одномiрного руху i покладемо a(k) кон-

стантою, a(k) = a0.
Будемо вважити, що ∆k ≪ k0, i розложимо частоту в ряд

ω(k) = ω0 + ω′
0(k − k0) +

1

2
ω′′
0(k − k0)

2 + ..., (3.23)

де ω0 = ω(k0), ω′
0 =

dω(k)

dk

∣∣∣∣
k=k0

i ω′′
0 =

d2ω(k)

dk2

∣∣∣∣
k=k0

. Обмежившись першими двома чле-

нами цього ряду легко обчислимо iнтеграл:

ψ(x, t) ≈

≈ a0 exp [−i (ω0t− k0x)]

k0+∆k∫

k0−∆k

exp {−i [ω′
0(k − k0)t− (k − k0)x]} dk =

= 2a0
sin [(ω′

0t− x)∆k]

ω′
0t− x

exp [−i (ω0t− k0x)] .

Отримана хвильова функцiя є плоскою хвилею, яка поширюється груповою швидкi-
стю vг, i має амплiтуда плоскої хвилi

A(x, t) = 2a0
sin [(ω′

0t− x)∆k]

ω′
0t− x

. (3.24)

Для того, щоб визначити vг, покладемо ω′
0t− x =const. Звiдси одержимо

vг =
dx

dt
= ω′

0.
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На рис. 3.19 зображено поведiнку квадрату модуля хвильового пакету

|ψ(x, t)|2,
який збiгається з квадратом амплiтуди (3.24). Щоб розглянути просторовий розподiл
хвильового пакету вiзьмемо t = 0. A2(x, 0) досягає головного максимуму при x = 0 i
перетворюється на нуль при

x = ± π

∆k
, ± 2π

∆k
, ...

Iншими словами, хвильовий пакет виявляється локалiзованим в областi головного

максимуму, а iнтервал ∆x =
2π

∆k
можна вважати за область просторової локалiзацiї

хвильового пакету. Насправдi, це спiввiдношення дає лише верхню оцiнку невизна-
ченiстi положення хвильового вектора та просторової локалiзацiї хвильового пакету.
Тому можна написати

∆k∆x & 2π.

Може здатися, що хвильовий пакет має деякi властивостi частинки. Проте така
iнтерпретацiя невiрна. Справа в тому, що хвильовий пакет складається з суперпозицiї
плоских хвиль, якi мають рiзнi фазовi швидкостi i тому розходяться з часом. В резуль-
татi хвильовий пакет розпливається, в той час, як частинка (наприклад, електрон)
являє собою стабiльний об’єкт.

Для того, щоб оцiнити час розпливання пакету вiзьмемо до уваґи третiй доданок
в розкладi (3.23). Вiн дає додатковий внесок у фазу плоскої хвилi в (3.22)

∆ϕ = 1
2
ω′′
0 (∆k)

2 t.

Таким чином, за час

∆t =
2π

ω′′
0 (∆k)

2 ∼ (∆x)2

ω′′
0

фаза мiняється на π. Тому ∆t можна вважати часом «життя» хвильового пакета.

3.9.1 Процес вимiрювання та редукцiя хвильового пакету

Тепер розглянемо, що вiдбувається з квантовою системою в процесi вимiрювання.
Процес вимiрювання є взаємодiя квантової системи з приладом. В результатi цього
змiнюються початковi умови, якi визначають значення хвильової функцiї в подальшi
моменти часу, i квантова система переходить з одного квантового стану в iнший. От-
же, процес вимiрювання в квантовiй механiцi змiнює саму хвильову функцiю, а тому
змiнює i сам квантовий стан. Таку змiну називають редукцiєю хвильового пакету.

Нехай, наприклад, хвильова функцiя електрона є плоскою хвилею (3.19). В цьому
випадку, як вже говорилося ранiше, електрон має певне значення iмпульсу p = ~k,
а його координата невiдома. У дослiдi з дифракцiї електрону можна, в принципi,
вимiряти координату x з будь-якою наперед заданой точнiстю ∆x. Проте цiєї мети
дослiдник може досягти лише зафiксувавши приладом положення електрона x в про-
сторi. Таким чином електрон iз стану з певним значенням iмпульсу i невизначеним
значенням координати перейде в стан з певним значенням координати x i невизначе-
ним значенням iмпульсу. У свою чергу, хвильова функцiя електрона з плоскої хвилi

редукується в хвильовий пакет, розмiр якого буде порядку ∆x ∼ ~

∆p
.
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Рис. 3.20. Вернер Гайзенберг

3.10 Принцип невизначеностi

Пiдведемо пiдсумки:

• Експеримент повнiстю пiдтверджує iдею де Бройля про хвильовi властивостi
мiкрочасток з m 6= 0.

• Iз суперпозицiї плоских хвиль можна скласти хвильовий пакет, координата i
хвильовий вектор якого визначенi з кiнцевою точнiстю ∆x i ∆k.

• Хвильовий пакет «живе» кiнцевий час ∆t, пiсля якого вiн розпливається на
плоскi хвилi.

З розглянутого вище прикладу випливає, що по порядку величини ∆x та ∆k
пов’язанi спiввiдношенням

∆x∆k & 1. (3.25)

Згадуючи, що хвильовий вектор пропорцiйний iмпульсу мiкрочастинки, можно
припустити, що останнiй теж має кiнцеву невизначенiсть. Таким чином приходимо до
висновку, що одночасно неможливо вимiряти координату та iмпульс мiкрочастинки з
точнiстю, яка перевищиє такi нерiвностi:

∆x∆px & ~,

∆y∆py & ~,

∆z∆pz & ~.

(3.26)

У квантовiй механiцi цi невизначенностi мають фундаментальний характер. Iснування
такого роду невизначенностей називається принципом невизначенностi. Наявнiсть
їх в мiкросвiтi як фундаментального закону природи вперше було сформульовано в
1927 р. В. Гайзенбергом.

Важливим наслiдком принципу невизначенностi для координати та iмпульсу є той
факт, що в квантовiй механiцi немає сенсу говорити про траєкторiю частинки. Дiйсно,
знання траєкторiї означає, що вiдомо значення координати частинки, як функцiї часу
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x(t). З огляду на те, що швидкiсть є похiдною вiд координати за часом v =
dx

dt
, то

завжди, знаючи траєкторiю, можна знайти i швидкiсть, а тому i iмпульс частинки у
будь-який момент часу t. А це забороняє принцип невизначенностi.

Друге важливе спiввiдношення невизначенностi зв’язує невизначенiсть енергiї i
часу:

∆t∆E & ~. (3.27)

Вона означає, що за час ∆t неможливо вимiряти енергiю квантової системи з точнiстю,

яка перевищує ∆E ∼ ~

∆t
.

Зокрема, з невизначенностi енергiя-час випливає, що енергiя нестабiльної системи
(атом у збудженому станi, радiактiвноє ядро, тощо) завжди має кiнцеву невизначен-
нiсть.

3.11 Iнтеграли за траєкторiями

Той факт, що в квантовiй механiцi вiдсутнє поняття траєкторiї, став пiдгрунтям
до одного з способiв опису процесiв, що вiдбуваються в мiкросвiтi [11]. Суть його
полягає в наступному. Наприклад, потрiбно розрахувати ймовiрнiсть попадання ча-
стинки з точки A у точку B. У класичному випадку ця ймовiрнiсть дорiвнює одиницi,
якщо обидвi точки лежать на однiй траєкторiї, що задається екстремумом дiї разом
з початковими умовами

δS = δ
∫ tB
tA

L(x, ẋ)dt = 0

x(tA) = xA, ẋ(tA) = vA

}
⇒ xкл.(t),

де L(x, ẋ) — функцiя Лагранжа. Якщо ж цi точки не лежать на кривiй xкл.(t), то
ймовiрнiсть дорiвнює нулю.

Iнша справа в квантовiй механiцi. В цьому випадку можливi усi траєкторiї, а кла-
сична є лише найбiльш ймовiрною (жирна лiнiя на рис. 2.9). Тому для обчислення
ймовiрностi необхiдно пiдсумувати переходи по усiм можливим траєкторiях, причому
кожна з них повинна братися зi своєю статистичною вагою. Такий пiдхiд називається
методом iнтегралiв за траєкторiями. Використовуються також i iншi назви: метод
контiнуального iнтегралу або метод iнтегралiв Фейнмана.

У даному курсi цей метод не буде використовуватись, бо вiн має результатом тi
самi наслiдки, що витiкають з традицiйного пiдходу, в основi якого лежить рiвняння
Шредiнгера. Проте метод фейнмановських iнтегралiв стає незамiнним у низцi задач
квантової теорiї поля.

Контрольнi запитання i завдання

1. Яку гiпотезу висунув А. Ейнштейн для пояснення законiв фотоефекту?
2. Як зв’язанi частота i хвильовий вектор свiтла з енергiєю i iмпульсом фотона?
3. В чому полягає ефект Комптона? Що вiн пiдтверджує? Що таке комптонiвська
довжина хвилi? Чому в метрах дорiвнює комптонiвська довжина хвилi електрона?
4. Що таке де-бройлiвська довжина хвилi?
5. Якi принципи квантової механiки Ви знаєте? Сформулюйте їх.
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Рис. 3.21. У квантовiй механiцi можливий рух по будь-якiй з траєкторiй. Видiлено класичну
траєкторiю

Задачi

Задача 3.1. Знайти кут ϕ (див. рис. 3.6) розсiяння електрона в процесi комптонiвського
розсiяння, якщо вiдомi частота падаючого свiтла ω i кут θ розсiяння фотона. Знайти
енергiю i iмпульс розсiяного електрона.

Розв’язок

Енергiя розсiяного електрона знаходиться iз закону збереження енергiї

E ′
e = Eф +Mec

2 − E ′
ф =Mec

2 + ~(ω − ω′).

Тодi iмпульс розсiяного електрона буде

|p′
e| =

1

c

√
E ′ 2

e −M2
e c

4.

Перепишемо закон збереження енергiї-iмпульсу через 4-вектори

pф − p′e = pe − p′ф

i пiдносячи обидвi частини до квадрату отримаємо

E ′
eω − |p′

e|ωc cosϕ = ω′Mec
2 = c−1

√
2Mec2~(ω − ω′) + ~2(ω − ω′)2.

Звiдки

cosϕ =
E ′

eω −Meω
′c2

cω|p′
e|

=

√
ω − ω′ (Mec

2 + ~ω)

ω
√
~2(ω − ω′) + 2~Mec2

.

Задача 3.2. Фотон розсiюється на електронi. Знайти енергiю та кут розсiяння фо-
тона в системi центра масс (СЦМ), якщо вiдомi частота падаючого свiтла ω та кут
розсiяння θ в лабораторнiй системi (ЛС) рис. 3.6.
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Розв’язок

За визначенням СЦМ це така система, де повний 3-iмпульс системи дорiвнює нулю.
Це означає, що повний 4-iмпульс системи фотон-электрон в СЦМ є

p∗ф + p∗e = p′ ∗ф + p′ ∗e = c−1(E∗, 0, 0, 0), (3.28)

де E∗ — повна енергiя частинок, як в початковому, так i кiнцевому станах. Тут i далi
усi величини в СЦМ будемо позначати зiрочкою.

Пiдносячи до квадрату праву та лiву частини (3.28) одержимо:

E∗ 2 = c2
(
p∗ф + p∗e

)2
.

В зв’язку з тим, що в правiй частинi цiєї рiвностi стоїть релятивiстський iнварiант,
вiдповiднi iмпульси можна замiнити на iмпульси в ЛС:

E∗ 2 = c2 (pф + pe)
2 =M2

e c
4 + 2~c2Meω. (3.29)

З умови (3.29) знаходимо повну енергiю в СЦМ:

E∗ =
√
M2

e c
4 + 2~c2Meω.

З визначення СЦМ випливає:

p∗
ф = −p∗

e ≡ q∗,

p′ ∗
ф = −p′ ∗

e ≡ q∗ ′,

причому |q∗| = |q∗ ′| ≡ q∗. Тодi

E∗
e = E∗ ′

e =
√
M2

e c
4 + c2q∗ 2,

E∗
ф = E∗ ′

ф = cq∗.
(3.30)

Додаючи цi рiвняння одержимо рiвняння для q∗:

E∗ =
√
M2

e c
4 + c2q∗ 2 + cq∗. (3.31)

Розв’язуючи алгебраiчне рiвняння (3.31) знайдемо

q∗ =
E∗ 2 −M2

e c
4

2cE∗ =
~ω

c
√
1 + 2λк/λ

. (3.32)

Енергiї електрона та фотона в СЦМ визначаємо пiдставляючи (3.32) в (3.30).
Для того, щоб визначити кут розсiяння θ∗, скористуємось тим, що скалярнi до-

бутки 4-векторiв
(
pф · p′ф

)
i (pф · p′e) являються релятивистськими iнварiантами. Це

значить, що (
pф · p′ф

)
=
(
p∗ф · p′ ∗ф

)
.

Звiдси одержимо рiвняння для кута розсiяння

ωω′(1− cos θ) = ω∗ 2(1− cos θ∗),

63



де ω∗ =
cq∗

~
.

Задача 3.3. Свiтло розсiюється на електронi, який рухається. Знайти умови, при
яких частота розсiяного свiтла буде бiльшою, нiж частота падаючого свiтла. Таке
явище називають оберненим Комптон-ефектом. Окремо розглянути випадок, коли
електрон рухається в напрямку протилежному до розповсюдження свiтла.

Розв’язок

Запишемо закони збереження енергiї та iмпульсу

p+ q = p′ + q ′,

~ω

c
+
√
M2

e c
2 + q 2 =

~ω′

c
+
√
M2

e c
2 + q′ 2,

де |p| = ~ω

c
та |p′| = ~ω′

c
. Розв’язуючи цi рiвняння знаходимо

ω′ = ω

√
M2

e c
2 + q2 − |q| cosα

|p|+
√
M2

e c
2 − q2 − |p+ q| cos θ

,

де α — кут мiж векторами p та q, а θ — кут мiж векторами p+ q та q′.
Обернений Комптон-ефект вiдбудеться за умови

|q| cosα < |p+ q| cos θ − |p|.
У випадку, якщо електрон рухається в напрямку протилежному до розповсюдження
свiтла, cosα = −1 i умовою оберненого Комптон ефекту буде |q| > |p|, θ < π.

Задача 3.4. Довести формулу (3.16).

Розв’язок

В кристалi, в результатi взаємодiї з iонами кристалу, електрони попадають в потен-
цiальну яму. В результатi змiнюється їх дебройлiвська довжина хвилi

λ→ λ′ =
h

2Mee(V + V0)
,

де V0 — внутрiшнiй потенцiал в кристалi. А це значить, що змiнюється i коефiцiент
заломлення, рис. 3.22. Останнiй, за визначенням, є вiдношенням фазових швидкостей
у вакуумi та в кристалi:

µ =
vф

v′ф
.

Це спiввiдногення можна переписати як

µ =
ω

k
:
ω

k′
=
λ′

λ
=

√
1 +

V0
V
.

Тепер запишемо рiзницю оптичного шляху променiв

∆L = 2d sin θ′,

причому cos θ′ = µ−1 cos θ. Умова максимума вимагає ∆L = nλ′, що зводиться до
(3.16).
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Рис. 3.22. Умова дифракцiї електронiв при вiдбиваннi їх вiд кристалографiчної площини з
урахування ефекту заломленя

Задача 3.5.

Виходячи з принципа невизначеностi зробити оцiнку радiуса найбiльш ймовiрної ор-
бiти електрона в атомi водню.

Розв’язок

Запишемо енергiю електрона

E =
p2

2Me

− e2

r
.

Невизначенностi iмпульсу та координати електрона, який рухається по круговiй ор-
бiтi, є ∆p ≈ p и ∆x ≈ r. Тодi на основi принципа невизначеностi потрiбно взяти

pr = ~, або p =
~

r
,

E =
~
2

2Mer2
− e2

r
.

(3.33)

Мiнiмум енергiї в (3.33) визначає радiус найнижчої орбiти:

dE

dr

∣∣∣∣
r=r0

= − ~
2

2Mer3
+
e2

r2
= 0,

r0 =
~
2

Mee2
,

який є не що iнше, як радiус Бора атома водню a0.
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Роздiл 4

Рiвняння Шрьодiнгера

4.1 Обґрунтування рiвняння Шрьодiнгера

У попередньому роздiлi було введено важливе поняття квантової теорiї — хвильо-
ву функцiю. Проте, для того, щоб надати конкретний змiст хвильовiй функцiї, слiд
визначити рiвняння, яке її описує. Таке рiвняння було запропоновано Ервiном Шрьо-
дiнгером. Це рiвняння не виводиться, проте можна привести деякi мiркування, якi
дозволяють зрозумiти фiзичну мотивацiю для його вибору.

4.1.1 Аналогiя з оптикою

Для того, щоб обґрунтувати рiвняння Шрьодiнгера розглянемо перехiд вiд класи-
чної механiки до кванотової по аналогiї з тим, як це було зроблено при переходi вiд
геометричної до хвильової оптики.

З принципу вiдповiдностi виходить, що квантова механiка повинна мiстити в собi
класичну механiку, як граничний випадок, якщо сталу Планка ~ спрямувати до нуля.
Схожа ситуацiя має мiсце в оптицi — де граничним випадком є геометрична оптика,
якщо довжину хвилi свiтла λ спрямувати до нуля. Отже виходить, що слiд спiвсталяти
мiж собою сталу Планка i довжину хвилi свiтла (див. табл. 4.1):

~ ⇔ λ.

Хiд променiв визначається принципом Ферма, який стверджує, що променi поширю-
ються по кривих, якi вiдповiдають мiнiмуму оптичного шляху свiтла L. У класичнiй
механiцi цьому принципу вiдповiдає принцип мiнiмальностi дiї S. Звiдси випливає,
що в квантовiй механiцi дiя має своїм аналогом оптичний шлях свiтла:

Sкл ⇔ L.

Взявши до уваги те, що в оптицi вiдношення
L

λ
є фазою свiтлової хвилi ϕ(t), слiд

вважати, що фазi хвилi де Бройля вiдповiдає вiдношення
S

~
, причому в найнижчому

порядку по ~ величина S повинна зводитися до класичної дiї Sкл. В квантовiй механiцi
роль свiтлової хвилi exp[iL(t)/λ] = exp[iϕ(t)] бере на себе хвильова функцiя, тому слiд
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очiкувати, що останню можна подати у виглядi

Ψ = a exp

(
i

~
S

)
, (4.1)

де S = Sкл + ~S1 +O(~2).

Табл. 4.1. Аналогiя мiж механiкою та оптикою

Оптика Механiка

геометрична оптика класична механiка

промiь свiтла траекторiя частинки

принцип Ферма δL = 0
рiвняння Лагранжа-Ейлера
δSкл = 0

хвильова оптика квантова механiка

λ → 0 — перехiд вiд хвильової
оптики до геометричної

~ → 0 — перехiд вiд квантової
механiки до класичної механiки

свiтлова хвиля
exp[iL(t)/λ] = eiϕ(t)

хвиля де Бройля
Ψ = a exp

(
i
~
S
)

4.1.2 Оператори фiзичних величин

Будемо виходити з того, що рiвняння, яке описує розвиток квантової системи з

часом, є рiвнянням першого порядку по похiднiй
∂

∂t
, тобто

i
∂Ψ(x, t)

∂t
= L̂Ψ(x, t), (4.2)

де L̂ — деякий оператор, а уявну одиницю i введено для зручностi. (Тут i далi «шапо-
чка» означає, що вiдповiдна величина є оператором, який дiє на хвильову функцiю.) З
цiєї вимоги випливає, що якщо хвильова функцiя Ψ(t,x) задана у момент часу t = t0,
то рiвняння Шрьодiнгера повнiстю визначає її в будь-якiй iнший момент часу t.

Перерахуємо основнi властивостi оператора L̂ i функцiї Ψ(t,x), на яку вiн дiє.

1. У загальному випадку L̂ є матрицею n × n, елементами якої можуть бути ди-

ференцiальнi оператори
∂

∂x
. У свою чергу, хвильова функцiя є комплексною
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Рис. 4.1. Ервiн Шрьодiнгер

матрицею-стовпцем з n елементiв

Ψ(x, t) =




Ψ1(x, t)
Ψ2(x, t)

...
Ψn(x, t)




i представляє собою вектор гiльбертового простору. При цьому матриця-рядок

Ψ†(x, t) = (Ψ∗
1(x, t),Ψ

∗
2(x, t), . . . ,Ψ

∗
n(x, t))

є ермiтово-спряженим вектором до Ψ(t,x)1.

2. Фiзичний змiст величини Ψ†(x, t)Ψ(x, t) =
∑n

i=1 |Ψi(x, t)|2 полягає в тому, що
вона є густиною ймовiрностi знайти систему в момент часу t в точцi x.

3. Оператор L̂ ермiтов (нагадаємо, що за означенням ермiтово-спряженою матри-

цею до матрицi L̂nm є матриця
(
L̂†
)
nm

= L̂∗
mn)

L̂† = L̂, (4.3)

що витiкє з рiвняння (4.2). Дiйсно, домножимо (4.2) злiва на Ψ†(x, t). Далi вi-
зьмемо ермiтово спряжене рiвняння до (4.2) i помножимо його з правого боку

1В нашому курсi атомної фiзики обмежимося найпростiшим випадком n = 1, тобто будемо роз-
глядати хвильову функцiю просто, як комлексну функцiю дiйсних аргументiв x i t. В цьому випадку
ермiтово-спряжена функцiя Ψ†(x, t) зведеться до комплексно-спряженої функцiї Ψ∗(x, t).
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на Ψ(x, t). Вiд першого рiвняння вiднiмемо друге. В результатi одержимо2:

∂

∂t

∫
d3x|Ψ(x, t)|2 =

=

∫
d3x

[
∂Ψ†(x, t)

∂t
Ψ(x, t) + Ψ†(x, t)

∂Ψ(x, t)

∂t

]
=

=
1

i

∫
d3x

[
−(L̂Ψ(x, t))†Ψ(x, t) + Ψ†(x, t)L̂Ψ(x, t)

]
=

=
1

i

∫
d3xΨ†(x, t)(L̂− L̂†)Ψ(x, t).

Оскiльки
∫
d3x|Ψ(x, t)|2 є iмовiрнiстю знайти частинку хоч де у просторi похiдна

за часом у першому рядку дорiвнює нулю. Отже, маємо
∫
d3xΨ†(x, t)(L̂− L̂†)Ψ(x, t) = 0

i з огляду на те, що ця рiвнiсть повинна виконуватися тотожно, отримуємо (4.3).

Використовуючи (4.1) можна переписати (4.2) як

(
∂S

∂t
+ ~L̂

)
Ψ(x, t) = 0. (4.4)

Рiвняння (4.4), очевидно, є прямим аналогом класичного рiвняння Гамiльтона-Якобi

∂Sкл.

∂t
+Hкл. = 0,

де Hкл. — класична функцiя Гамiльтона.
Тому, щоб зберегти вiдповiднiсть мiж класичною i квантовою механiками, потрiбно

вважати, що Ĥ = ~L̂ є квантовим оператором Гамiльтона.
В результатi формально рiвняння для хвильової функцiї (яке називають рiвнян-

ням Шрьодiнгера) набуває вигляду

i~
∂Ψ(t,x)

∂t
= ĤΨ(t,x). (4.5)

Проте рiвняння Шрьодiнгера залишається беззмiстовним доки явним чином не буде
визначено дiю оператора Гамiльтона Ĥ на хвильову функцiю. З цiєю метою сформу-
люємо наступнi загальнi принципи квантування:

1. Усi фiзичнi величини описуються лiнiйними операторами.

2Тут було використано (L̂Ψ(x, t))† = Ψ†(x, t)L̂†, що легко одержати записуючи явним чином дiю
оператора на хвильову функцiю:

(
L̂Ψ
)†
n
=
∑

m

L∗
nmΨ∗

m =
∑

m

Ψ∗
mL

†
mn =

(
Ψ†L̂

)
n
.
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2. Хвильовими функцiями є вектори гiльбертового простору, в якому дiють опера-
тори фiзичних величин.

3. Значення фiзичних величин, якi вимiрюються експериментально (далi їх назива-
тимемо спостережуваними або квантовими числами), є власними значеннями
вiдповiдних операторiв

ÂΨ = AΨ,

де величина без «шапочки» тут i далi вживається для позначення власного зна-
чення оператора. В теорiї операторiв в гiльбертовому просторi доводиться, що
власнi значення ермiтових операторiв дiйснi числа. Тому для того, щоб спосте-
режуванi були дiйсними числами вимагається, щоб оператори фiзичних величин
були ермiтовими операторами.

4. Якщо оператори двох фiзичних величини Â i B̂ комутують

[Â, B̂] ≡ ÂB̂ − B̂Â = 0,

то фiзичнi величини A i B можуть бути вимiрянi одночасно. Справдi, для того,
щоб A i B могли бути вимiрянi одночасно необхiдно вважати, що iснує набiр
хвильових функцiй, кожна з яких є одночасно власною функцiєю Â i B̂. Цi хви-
льовi функцiї утворюють повний набiр, тобто довiльну функцiю можна подати
як суперпозицiю цих функцiй. З цього зразу одержуємо, що дiя оператора [Â, B̂]
на довiльну функцiю дає нуль.

5. Спiввiдношення мiж операторами фiзичних величин такi самi, як i спiввiдноше-
ння мiж фiзичними величинами в класичнiй фiзицi. Тому оператор Гамiльтона
Ĥ наступним чином виражається через оператори координати x̂ та iмпульсу p̂

Ĥ =
p̂ 2

2m
+ U(x̂).

З класичної фiзики вiдомо, що повна похiдна за часом фiзичної величини a є

ȧ =
∂a

∂t
+ {H, a},

де {. . . } — дужка Пуассона. Отримаємо аналог цього спiввiдношення в квантовiй
механiцi.

Спочатку визначимо середнє значення фiзичної величини як

〈â〉 ≡
∫
d3xΨ†(t,x) âΨ(t,x).

Тодi використовуючи рiвняння Шрьодiнгера одержимо

d

dt
〈â〉 =

∫
d3x

{
Ψ†(t,x)

(
∂ â

∂t

)
Ψ(t,x)+

+

(
∂Ψ†(t,x)

∂t

)
âΨ(t,x) + Ψ†(t,x) â

(
∂Ψ(t,x)

∂t

)}
=

=

〈
∂ â

∂t

〉
+
i

~

∫
d3xΨ†(t,x)(Ĥ† â− â Ĥ)Ψ(t,x) =

=

〈
∂ â

∂t

〉
+
i

~

〈
[Ĥ, â ]

〉
.
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Отже повну похiдну за часом вiд оператора â можна визничити як

d â

dt
=
∂ â

∂t
+
i

~
[Ĥ, â ].

Зауважимо, що комутатор двох операторiв i
~
[Â, B̂] задовольняє тим самим власти-

востям, що i дужка Пуассона {A,B} в класичнiй механiцi, а саме:

(a) {A,B} = −{B,A},

(b) {A, c} = 0, якщо c є числом,

(c) {A+B,C} = {A,C}+ {B,C},
{A,B + C} = {A,B}+ {A,C},

(d) {AB,C} = A{B,C}+ {A,C}B,
{A,BC} = {A,B}C +B{A,C},

(e) { A, {B,C}}+ { B, {C,A}}+ { C, {A,B}} = 0.

Останнє спiввiдношення називають тотожнiстю Якобi.
Звiдси робимо висновок, що

6. В квантовiй механiцi величина i
~
[Â, B̂] вiдiграє роль дужки Пуассона.

В класичнiй механiцi дужка Пуассона {pi, xj} = δij. Вважаючи, що для квантової
дужки Пуассона виконується таке саме спiввiдношення (принцип 5), з 6 одразу отри-
маємо, що комутатор мiж операторами i-ї компоненти iмпульсу та j-ї компоненти
коордiнати є

[p̂i, x̂j] =
~

i
δij . (4.6)

Виявляється, що незалежно вiд явного вигляду операторiв координати та iмпульсу,
накладання на них умови комутацiї (4.6) повнiстю визначає квантовий гамiльтонiан
Ĥ i, отже, рiвняння Шрьодiнгера. Такий метод квантування носить назву методу
канонiчного квантування.

4.1.3 Явний вигляд операторiв iмпульсу та координати

В багатьох задачах квантової механiки зручно використовувати явний вигляд опе-
раторiв координати x̂ та iмпульсу p̂. З метою побудови явного вигляду цих операторiв
будемо вважити, що оператор координати є просто оператором множення

x̂Ψ(t,x) = xΨ(t,x).

Тодi, щоб виконувалося комутацiйне спiввiдношення (4.6), оператор iмпульсу слiд
вибрати у виглядi

p̂ =
~

i

∂

∂x
.

В результатi явний вигляд оператора Гамiльтона буде

Ĥ = −~
2∆

2m
+ U(x)
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i рiвняння Шрьодiнгера набуває вигляду:

i~
∂Ψ(t,x)

∂t
=

(
−~

2∆

2m
+ U(x)

)
Ψ(t,x). (4.7)

Зазначимо, що можна було б виходити iз припущення, що оператор iмпульсу є опе-
ратором множення, тодi хвильова функцiю була б функцiєю iмпульсу, а оператор
координати був би оператором диференцiювання, явний вигляд якого пропонуємо
читачевi одержати самостiйно.

4.1.4 Рiвняння неперервностi

Домножимо рiвняння Шрьодiнгера (4.7) з лiвого боку на Ψ(t,x). В результатi отри-
маємо

i~Ψ†(t,x)
∂Ψ(t,x)

∂t
= − ~

2

2m

{
∇
[
Ψ†(t,x)∇Ψ(t,x)

]
−

−∇Ψ†(t,x)∇Ψ(t,x)
}
+ U |Ψ(t,x)|2.

Далi зробимо ермiтовське спряження рiвняння Шрьодiнгера i помножимо рiвняння,
що вийшло, на Ψ(t,x) з правого боку:

− i
∂Ψ†(t,x)

∂t
~Ψ(t,x) = − ~

2

2m

{
∇
[
∇Ψ†(t,x)Ψ(t,x)

]
−

−∇Ψ†(t,x)∇Ψ(t,x)
}
+ U |Ψ(t,x)|2.

Вiднiмаючи вiд першого рiвняння друге отримаємо

∂ρ

∂t
+ div j = 0, (4.8)

де використанi наступнi позначення

ρ =|Ψ(t,x)|2,

j =
~
2

2mi

{[
Ψ†(t,x)∇Ψ(t,x)

]
−
[
∇Ψ†(t,x)Ψ(t,x)

]}
.

Виходячи з фiзичного змiсту хвильової функцiї цим величинам можна надати змiсту
густини ймовiрностi та густини струму ймовiрностi. У свою чергу, рiвняння (4.8)
слiд розглядати як рiвняння неперервностi.

В тому випадку, якщо хвильову функцiю можна подати як дiйсну функцiю по-
множену на фазовий множник eiφ, де фаза φ не залежить вiд координати, щiльнiсть
струму ймовiрностi j = 0.

4.2 Стацiонарнi розв’язки рiвняння Шрьодiнгера

4.2.1 Стацiонарне рiвняння Шрьодiнгера

Розглянемо рiвняння Шрьодiнгера для випадку, якщо потенцiал явно не залежить
вiд часу, U = U(x).
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З класичної механiки вiдомо, що якщо гамiльтонiан явно не залежить вiд часу,
то енергiя є iнтегралом руху. Очевидно, що це ж має мiсце i в квантовому випадку,
оскiльки повна похiдна за часом вiд оператора Гамiльтона дорiвнює нулю:

dĤ

dt
=
∂Ĥ

∂t
+
i

~
[Ĥ, Ĥ ] = 0.

Квантовi стани, в яких енергiя не змiнюється з часом, називають стацiонарними ста-
нами. Вони повиннi описуватися хвильовими функцiями, якi є власними функцiями
оператора Гамiльтона

ĤΨn(t,x) = EnΨn(t,x), (4.9)

де iндекс n позначає можливi енергетичнi стани. Цей iндекс може бути як дискретним,
так i неперервним. У першому випадку набiр усiх енергiй утворює дискретний енер-
гетичний спектр. У другому випадку енергiя квантової частинки змiнюється непе-
рервно i утворює неперервний спектр. Дискретним вiн буває для випадку зв’язаного
стану, тобто такого стану, коли квантовий рух частинки (або частинок) обмежений
певною областю в просторi (фiнiтний рух) i ймовiрнiсть виявити її (або їх) на не-
скiнченно великiй вiдстанi вiд цiєї областi дорiвнює нулю. Прикладом таких станiв
можуть бути енергетичнi стани електрона в атомi. Неперервний спектр буває, коли
квантовий рух частинки не обмежений в просторi. Характерним прикладом може
бути вiльний електрон.

Беручи до уваги (4.9) рiвняння Шрьодiнгера (4.7) для хвильової функцiї Ψn(t,x)
зводиться до лiнiйного диференцiального рiвняння

i~
∂Ψn(t,x)

∂t
= EnΨn(t,x),

яке має наступний розв’язок

Ψn(t,x) = exp

(
−iEnt

~

)
ψn(x). (4.10)

Функцiя ψn(x) теж називається хвильовою функцiєю. Вона задовольняє стацiонар-
ному рiвнянню Шрьодiнгера

(
−~

2∆
2

2m
+ U

)
ψn(x) = Enψn(x). (4.11)

У випадку, якщо кожному значенню енергiї En вiдповiдає одна хвильова функцiя
ψn(x), енергетичний спектр називають невиродженим. Проте часто зустрiчається си-
туацiя, коли одному значенню енергiї En вiдповiдає декiлька, або нескiнченно багато
лiнiйно-незалежних власних функцiй ψnα(x), де iндекс α нумерує рiзнi функцiї, якi
вiдповiдають однаковiй енергiї En. В цьому випадку слiд говорити про вироджений
енергетичний спектр. Як правило, виродження станiв пов’язано з деякою симетрiєю
гамiльтонiана3.

3У випадку, якщо виродженя не пов’язано з симетрiєю, говорять про випадкове виродження.
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4.2.2 Умови нормування

Хвильова функцiя ψ̃n(x) = Nψn(x), де N — постiйний множник, теж є розв’язком
рiвняння (4.11). Щоб визначити N (його називають множником нормуванням) необ-
хiднi фiзичнi мiркування.

Почнемо з дискретного спектру. Як вже говорилося вище, квадрат модуля хви-
льової функцiї є густиною ймовiрнiстi виявити квантовий стан в точцi простору x.
Оскiльки ймовiрнiсть виявити квантовий стан у всьому просторi дорiвнює одиницi,
то ∫

d3x|Ψn(t,x)|2 =
∫
d3x|ψn(x)|2 = 1, (4.12)

що однозначно визначає модуль множника нормування N . Фаза ж хвильової функцiї
залишається довiльною. Проте виявляється, що ця неоднозначнiсть не впливає на
жодний фiзичний результат, який випливає з квантової механiки.

Зазначимо, що для дискретного спектру iнтеграл (4.12) сходиться, оскiльки в цьо-
му випадку виявити частинку нескiнченно далеко вiд областi її фiнiтного руху дорiв-
нює нулю i, отже, величина |ψn(x)|2 → 0, якщо |x| → ∞.4

Крiм того, можна показати, що розв’язки стацiонарного рiвняння Шрьодiнгера
взаємно ортогональнi. Таким чином можна написати наступну загальну умову нор-
мування ∫

d3xψ∗
n(x)ψm(x) = δnm, (4.13)

де δnm — символ Кронекера.
Як зазначалося вище, для неперервного спектру ймовiрнiсть виявити частинки

нiде в просторi не дорiвнює нулю i тому в цьому випадку iнтеграл типу (4.12) розхо-
диться. Тому умова нормування вибирається як узагальнення формули (4.13):

∫
d3xψ∗

k(x)ψq(x) = δ(k − q), (4.14)

де символ Кронекера замiнений на δ-функцiю Дiрака.

4.3 Суперпозицiя квантових станiв

Зауважимо, що для розв’язкiв рiвняння Шрьодiнгера (4.7) виконується принцип
суперпозицiї, про який вже говорилось у розд. 3.8. Математично це виражається в
тому, що загальний розв’язок рiвняння може бути записаний як сума його окремих
розв’язкiв (4.10) iз сталими коефiцiєнтами

Ψ(t,x) =
∑

n

an exp

(
−iEnt

~

)
ψn(x). (4.15)

Умова нормування для хвильової функцiї (4.15) зведеться до наступного обмеження
на коефiцiєнти an ∑

n

|an|2 = 1. (4.16)

4Вважається, що хвильова функцiя не має особливостей у всьому просторi.

75



Кожен окремий доданок цiєї суми |an|2 є ймовiрнiстю того, що в станi (4.15) iснує стан
з квантовими числами n.

Зазначимо, що для стану (4.15) вже немає сенсу говорити про певне значення
енергiї. Можна лише говорити про її середнє значення

〈E〉 =
∑

n

|an|2En.

В разi неперервного спектру пiдсумовуавання в (4.15) та (4.16) слiд замiнити на iнте-
грування по неперервному iндексу.

Контрольнi запитання i завдання

1. Чому вимагається, щоб оператори фiзичних величин були ермiтовими оператора-
ми?
2. Якiй умовi повннi задовольняти два оператора Â i B̂, щоб фiзичнi величини, якi
вони описують, можна було одночасно вимiряти.
3. Як визначається в квантовiй механiцi повна похiдна вiд оператора за часом?
4. Якi стани називається виродженими?
5. Яка поведiнка хвильової функцiї на нескiнченостi для станiв дискретного та непе-
рервного спектрiв?
6. Записати умови нормування хвильових функцiй для дискретного та неперервного
спектрiв.

Задачi

Задача 4.1. Показати, що для комутаторiв виконується тотожнiсть Якобi

[Â, [B̂, Ĉ]] + [B̂, [Ĉ, D̂]] + [Ĉ, [Â, B̂]] = 0.

Вказiвка

Доводиться прямою пiдстановкою комутатора.
Задача 4.2. Знайти опрератори швидкостi та прискорення.

Вiдповiдь

v̂ =
~

im

∂

∂x
, â = − 1

m

∂U(x)

∂x
.

Задача 4.3. Довести, що середнє значення вiд квадрата ермiтового оператора не-
вiдємне, 〈Â2〉 ≥ 0.

Розв’язок

За визначнням

〈Â2〉 =
∫
d3xψ∗(r)Â2ψ(r).
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Скористаємось умовою повноти i розвинемо в ряд хвильову функцiю ψ(r) за власними
функцiями ермiтового оператора Â:

ψ(r) =
∑

n

cnψn(r), де Âψn(r) = anψn(r).

Тодi використовуючи ортонормованнiсть хвильових функцiй ψn(r) одержимо:

〈Â2〉 =
∑

n

∑

n′

c∗n′cn

∫
d3xψ∗

n′(r)Â2ψn(r) =

=
∑

n

∑

n′

c∗n′cna
2
n

∫
d3xψ∗

n′(r)ψn(r) =

=
∑

n

∑

n′

c∗n′cna
2
nδn′n =

∑

n

|cn|2a2n ≥ 0.
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Роздiл 5

Квантова механiка найпростiших

систем

5.1 Вiльний рух частинки

5.1.1 Рух в одномiрному просторi

Як найпростiший приклад застосування рiвняння Шрьодiнгера розглянемо зада-
чу про рух вiльної частинки в одномiрному просторi. В цьому випадку стацiонарне
рiвняння Шрьодiнгера (4.11) є

− ~
2

2m

d2ψ(x)

dx2
= Eψ(x)

i формально спiвпадає з рiвннням гармонiчного осцилятора в класичнiй механiцi (див.
[17], §21), де роль часу вiдiграє x. Його розв’язком є

ψk(x) = Aeikx,

де хвильовий «вектор» k визначається з умови

E =
~
2k2

2m
.

Звiдки випливає, що k набуває двох значень для одного значення енергiї E,

k(+) =
√
2mE/~ та k(−) = −

√
2mE/~.

Вiдповiднi хвильової функцiї є

Ψ(+)(x, t) = Ae−i(Et
~

− k(+)x) та Ψ(−)(x, t) = Ae−i(Et
~

− k(−)x).

Iснування виродженого спектру пов’язано з симетрiєю гамiльтонiана

Ĥ = − ~
2

2m

d2

dx2

при перетвореннi x→ −x.
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З метою надання фiзичного змiсту знайдених розв’язкiв подiємо на кожний з них
оператором iмпульсу

p̂ Ψ(+)(x, t) =
~

i

∂

∂x
A exp

[
− i

~
(Et − ~k(+)x)

]
=

= ~k(+)A exp

[
− i

~
(Et− ~k(+)x)

]
=

= p(+)Ψ(+)(x, t), де p(+) = ~k(+),

p̂ Ψ(−)(x, t) =
~

i

∂

∂x
A exp

[
− i

~
(Et − ~k(−)x)

]
=

= p(−)Ψ(−)(x, t), де p(−) = ~k(−).

Таким чином, розв’язки Ψ(+)(x, t) i Ψ(−)(x, t) є власними функцiями оператора iмпуль-
су з власними значеннями p(+) i p(−), вiдповiдно. Обидва розв’язки описують плоску
хвилю. Проте в першому випадку хвиля поширюється злiва направо, а в другому
випадку — у зворотному напрямi.

В загальному випадку можна записати розв’язок рiвняння Шрьодiнгера як

Ψp(x, t) = A exp

[
− i

~
(Et− px)

]
,

де p набуває як додатнi, так i вiд’ємнi значення, а E = E(p) = p2/(2m).
З огляду на те, що фаза множника нормування у хвильової функцiї не впливає на

фiзичну вiдповiдь, покладемо константу нормування A дiйсною величиною i зафiксу-
ємо її з умови (4.14)

∫ ∞

−∞
dxΨ∗

p′(x)Ψp(x) = A2

∫ ∞

−∞
dx exp

[
i
(p− p′)x

~

]
=

= 2πA2
~δ(p− p′) = δ(p− p′).

(5.1)

Тут було використано iнтегральне подання δ-функцiї

δ(x) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dkeikx.

З (5.1) випливає

A =

√
1

2π~
i Ψp(x, t) =

√
1

2π~
exp

[
− i

~
(Et− px)

]
.

5.1.2 Рух в тримiрному просторi

Тепер легко розглянути рух частинки в тривимiрному просторi. В цьому випадку
змiннi в рiвняннi Шрьодiнгера

− ~
2

2m

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
ψ(x) = Eψ(x)
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роздiляються i розв’язок набуває вигляду

ψk(x) =

(
1

2π~

) 3
2

ei(kxx+kyy+kzz) =

(
1

2π~

) 3
2

eik·x,

де k = (kx, ky, kz), E =
~
2k2

2m
, а −∞ < kx, ky, kz < ∞. Вiдповiдно, розв’язок часового

рiвняння Шрьодiнгера буде

Ψp(x, t) =

(
1

2π~

) 3
2

exp

{
− i

~
[E(p) t− p · x]

}
,

E(p) = p2/(2m), p = ~k.

В тривимiрному випадку, на вiдмiну вiд одновимiрного, одному значенню енер-
гiї вiдповiдає континiум хвильових функцiї, якi вiдрiзняються напрямом iмпульсу
i мають однакове значення модуля iмпульсу p = |p|. Такий характер виродження
пов’язаний з неперервною симетрiєю гамiльтонiана вiдносно поворотiв системи коор-
динат.

На останок варто також розглянути ще один спосiб нормування плоскої хвилi,
який, зокрема, використовується в теорiї розсiяння. А саме вважається, що густина
ймовiрностi складає одиницю на одиницю об’єму, i тому

Ψp(x, t) = exp

{
− i

~
[E(p) t− p · x]

}
.

Очевидно, що в цьому випадку потiк ймовiрностi j має дорiвнювати швидкостi ча-

стинки v =
p

m
:

j =
~

2mi

[
Ψ∗

p(x, t)∇Ψp(x, t)−∇Ψ∗
p(x, t)Ψp(x, t)

]
= v.

5.2 Частинка в одномiрнiй потенцiальнiй ямi

5.2.1 Загальнi вимоги до хвильової функцiї

Зараз розглянемо бiльш складний випадок, коли квантова частинка виконує рух в
одномiрному просторi знаходячись у зовнiшньому потенцiалi U(x). Вiд потенцiала не
обов’язково вимагати неперервностi, в деяких точках вiн може змiнюватись стрибком.
Якщо в точцi розриву x = x0 потенцiал змiнюється на кiнцеву величину, то вiд хви-
льової функцiї вимагається виконання двох умов — неперервностi хвильової функцiї
та її першої похiдної:

lim
ǫ→0

ψ(x0 − ǫ) = lim
ǫ→0

ψ(x0 + ǫ),

lim
ǫ→0

ψ′(x0 − ǫ) = lim
ǫ→0

ψ′(x0 + ǫ).
(5.2)

Цi умови випливають iз вимоги, щоб рiвняння неперервностi (4.9) виконувалась в усiй
областi, де вiдбувається рух квантової частинки.

Якщо ж в точцi розриву x = x0 потенцiал зростає на необмежену величину, то
хвильова функцiя в областi, де потенцiал стає нескiнченим, дорiвнює нулю i вiд хви-
льової функцiї слiд вимагати тiльки неперервностi в точцi розриву. Остання умова
означає, що в самiй точцi розриву хвильова функцiя теж дорiвнює нулю, ψ(x0) = 0.
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Рис. 5.1. Прямокутна потенцiальна яма кiнцевої глибини. Пунктиром показано хвильову
функцiю найнижчого енергетичного стану для випадку E < U0. Хвильова функцiя не про-
падає поза областю ями i тому не зникає ймовiрнiсть виявити тут квантову частинку

5.2.2 Хвильовi функцiї у випадку ями скiнченої глибини

Нехай потенцiал має форму зображену на рис. 5.1. Розглянемо розв’язки стацiо-
нарного рiвняння Шрьодiнгера в трьох окремих областях I, II i III.

Всерединi ями (область II) стацiонарне рiвняння Шрьодiнгера зведеться до

~
2

2m
ψ′′(x) + Eψ = 0,

яке, як було показано вище (розд. 5.1.1), має два розв’язки ψ1(x) ∼ exp (ikx) та ψ2(x) ∼
exp (−ikx). Тому в цiй областi загальний розв’язок є суперпозицiю ψ1(x) i ψ2(x), яку,
в свою чергу, завжди можна привести до вигляду

ψII(x) = C sin(xk + δ), k =

√
2mE

~2
. (5.3)

Параметри C i δ визначаються з умов «зшивання» (5.2) розв’язку (5.3) з розв’язками
в областях I i III. В цих областях рiвняння Шрьодiнгера є

~
2

2m
ψ′′(x) + (E − U0)ψ = 0

i має наступнi розв’язки

ψI,III(x) = A exp(±iqx), де q =

√
2m(E − U0)

~2
. (5.4)

Очевидно, що розв’язки (5.4) матимуть рiзний характер залежно вiд того, енергiя
менша або бiльша U0. У першому випадку вони нескiнченно зростають або прямують
до нуля на нескiнченностi. У другому випадку вони осцилюють на нескiнченностi.
Розглянемо окремо кожен з цих випадкiв.
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5.2.3 Квантовi енергетичнi рiвнi в потенцiальнiй ямi

У випадку E < U0 частинка виконує фiнiтний руху i тому слiд вимагати, щоб
хвильова функцiя прямувала до нуля на нескiнченностi. Тодi в областях I i III слiд
вибрати наступнi розв’язки

ψI(x) = A exp(κx), ψIII(x) = B exp(−κx),

де κ =

√
2m(U0 − E)

~2
.

(5.5)

В областi II хвильова функцiя визначається формулою (5.3).
Слiд зауважити, що хвильова функцiя не дорiвнює нулю в областях I i III, рис. 5.1.

Тому, на вiдмiну вiд класичної механiки, в квантовому випадку має мiсце ненульова
ймовiрнiсть виявити частинку поза областю ями.

Додатково на роз’язки (5.3), (5.5) необхiдно накласти п’ять умов — чотири умови
неперервностi хвильової функцiї та її похiдної в точках x = 0 i x = L

ψI(0) = ψII(0) ψ′
I(0) = ψ′

II(0),
ψII(L) = ψIII(L), ψ′

II(L) = ψ′
III(L)

та умову нормування ∫ ∞

−∞
dx|ψ(x)|2 = 1.

В звязку з тим, що розв’язки мiстять тiльки чотири константи, A, B, C i δ, отримуємо
перевизначену систему, яка має розв’язки лише при певних (квантованих) значеннях
енергiї En.

Для визначення енергiї досить розглянути умову зшивання логарифмiчних похi-
дних хвильової функцiї в точках x = 0 i x = L

ψI(0)

ψ′
I(0)

=
ψII(0)

ψ′
II(0)

,

ψII(L)

ψ′
II(L)

=
ψIII(L)

ψ′
III(L)

.

Звiдки отримуємо систему двох рiвнянь для двох невiдомих k (через яку визначається
енергiя, E = ~

2k2/(2m)) i δ
{

κ = k ctg δ,
−κ = k ctg(Lk + δ),

яка еквiвалентна системi




sin δ =
~k√
2mU0

,

sin(Lk + δ) = − ~k√
2mU0

.
(5.6)

В загальному випадку не iснує аналiтичного розв’язку цих рiвнянь. Їх можна знайти
лише чисельними методами, або проаналiзувати рiвняння (5.6) графiчним методом
[4]. Проте задача має аналiтичний розв’язок у граничному випадку, коли яма має
нескiнченну глибину (тобто, коли U0 → ∞). Перейдемо до розгляду цього випадку.
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Рис. 5.2. Прямокутна потенцiальна яма нескiнченної глибини. Кривi зображають хвильовi
функцiї чотирьох найнижчих енергетичних станiв E1, E2, E3 i E4. Неперервна жирна крива
— ψ1(x), неперервна тонка крива — ψ2(x), пунктир — ψ3(x) i точкова крива — ψ4(x). Число
вузлiв в хвильової функцiї дорiвнює n− 1

5.2.4 Яма нескiнченної глибини

У разi потенцiалу нескiнченної глибини (рис. 5.2)

U(x) =





∞, при x < 0,
0, при 0 < x < L,
∞, при x > L

рiвняння (5.6) зводяться до {
sin δ = 0,
sin(Lk + δ) = 0.

З верхнього рiвняння виходить δ = 0, а з нижнього

k =
nπ

L
, n = 1, 2, . . . ,

En =
~
2

2m

(nπ
L

)2
.

При цьому хвильова функцiя є

ψn(x) =





0, при x ≤ 0,√
2
L
sin
(
nπ
L
x
)
, при 0 < x < L,

0, при x ≥ L.

(5.7)

Специфiкою ями нескiнченної глибини є те, що в нiй ймовiрнiсть виявити частинку
поза ямою дорiвнює нулю.

З (5.7) випливає, що число вузлiв хвильової функцiї визначається квантовим чи-
слом n i дорiвнює n− 1.

84



-

6

x

U(x)

�U

0

I

II

III

�b b

Рис. 5.3. Прямокутна потенцiальна яма

5.2.5 Коефiцiенти проходження та вiдбивання

ψI = A1e
ik0x +B1e

−ik0x, k0 =

√
2mE

~2
,

ψII = A2e
ikx +B2e

−ikx, k =

√
2m(E + U0)

~2
,

ψIII = A3e
ik0x +B3e

−ik0x, k0 =

√
2mE

~2
.

(5.8)

Будемо вважати, що потiк частинок падає злiва. Тодi в областi I iснують двi хвилi,
та, що падає, i та, що вiдбилась, а в областi III iснує лише та хвиля, яка пройшла яму.
Тому коефiцiєнт B3 = 0. Отже, маємо 5 констатн, A1, A2, A3, B1, B2 i 5 додаткових
умов. Очевидно, що в цьому разi розв’язок iснує при довiльних значення енергiї.

Коефiцiенти проходження та вiдбивання хвилi є не що iнше, як вiдношення

D = j′/j, R = jв/j, (5.9)

де, вiдповiдно, j, j′ та jв потоки ймовiрностi хвилi, яка падає, хвилi, що пройшла, та
вiдбитої хвилi. Виходячи з цього одержуємо, що

D =
|A3|2
|A1|2

, R =
|B1|2
|A1|2

.

З умов сшивка розв’язкiв

A1e
−ik0b +B1e

ik0b = A2e
−ikb +B2e

ikb,

k0(A1e
−ik0b − B1e

ik0b) = k(A2e
−ikb − B2e

ikb),

A2e
ikb +B2e

−ikb = A3e
ik0b,

k(A2e
ikb −B2e

−ikb) = k0A3e
ik0b

(5.10)

можна виразити коефiцiєнти A1 та B1 через коефiцiєнт A3. З цiєю метою з перших
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двох рiвнянь системи (5.10) знайдемо

A1 =
k + k0
2k0

A2e
i(k0−k)b +

k0 − k

2k0
B2e

i(k0+k)b,

B1 =
k0 − k

2k0
A2e

−i(k+k0)b +
k0 + k

2k0
B2e

i(k−k0)b,

(5.11)

а з двох останнiх

A2 =
k + k0
2k

A3e
i(k0−k)b,

B2 =
k − k0
2k

A3e
i(k0+k)b.

Пiдставляючи останнi вирази в (5.11) виразимо коефiцiєнт A1 через A3. В результатi
отримаємо вираз для коефiцiєнта проходження

D =

[
1 +

1

4

(
k0
k

− k

k0

)2

sin2(2bk)

]−1

. (5.12)

Аналогiчно розраховується коефiцiєнт вiдбивання. Очевидно, що вiн задовольняє умо-
вi

R = 1−D.

З (5.12) видно, що при енергiях

En =
(~nπ)2

8b2m
− U0, n2 ≥ 8b2mU0

(~π)2

у ямi укладається цiле число хвиль i хвильове число задовольняє спiввiдношенню
2kb = nπ. В результатi хвиля повнiстю проходить через потенцiальну яму, D = 1,
R = 0.

5.3 Тунельний ефект

Тепер замiсть потенцiальної ями розглянемо потенцiальний бар’єр прямокутної
форми, рис. 5.4:

U(x) =





0, якщо x < −b,
U0 > 0, якщо − b < x < b,
0, якщо x > b.

Щоб знайти коефiцiєнти проходження та вiдбивання для такого потенцiалу можна
скористатися формулами (5.8)-(5.12) замiнивши в них U0 → −U0. При цьому слiд роз-
глянути окремо два випадки: якщо E > U0 i E < U0. У першому випадку коефiцiєнт
проходження описується формулою (5.12) з новим виразом для хвильового числа

k =

√
2m(E − U0)

~2
.

Проте особливий iнтерес становить другий випадок.
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Рис. 5.4. Проходження квантової частинки через потенцiальний бар’єр прямокутної форми.
Область −b < x < b заборонена для руху класичної частинки. Пiсля проходження бар’єру
хвильова функцiя зменшує свою амплiтуду
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Рис. 5.5. Проходження квантової частинки через потенцiальний бар’єр довiльної форми.
Область a1 < x < a2 заборонена для руху класичної частинки

У класичнiй механiцi частинка, яка рухається з енергiєю E < U0, не може пере-
стрибнути потенцiальний бар’єр i буде вiдбита вiд нього. В квантовiй механiцi ситуацiя
iнша. Дiйсно, в формулах (5.8)-(5.12) хвильове число k стане уявним:

k = iκ, де κ =

√
2m(U0 − E)

~2

i вираз (5.12) для коефiцiєнта проходження перетвориться на

D =

[
1 +

1

4

(
k0
κ

+
κ

k0

)2

sh2(2bκ)

]−1

.

Це означає, що частинка проходить крiзь потенцiальний бар’єр навiть у випадку, якщо
її енергiя менша висоти енергетичного бар’єру. Цей ефект називають тунельним ефе-
ктом.
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Якщо κb≫ 1, то ймовiрнiсть проходження частинки через бар’єр експоненцiально
спадає iз збiльшенням ширини бар’єру:

D ≈ 16

(
κk0

k20 − κ2

)2

exp

[
−4b

~

√
2m(U0 −E)

]
.

Вона також спадає iз збiльшенням висоти бар’єру U0 i маси частинки.
Корисно також привести формулу для коефiцiєнта проходження в разi потенцiа-

лу довiльної форми. Нехтуючи передекспоненцiальним множником маємо наступний
вираз

D ≈ exp

[
−2

~

∫ a2

a1

√
2m(U(x)− E)dx

]
,

де iнтеграл береться по областi, яка недоступна для руху класичної частинки (див.
рис. 5.5).

Тунельний ефект лежить в основi багатьох явищ у фiзицi твердого тiла, атомної,
молекулярної i ядерної фiзики. Так, в атомнiй фiзицi тунельний ефект вiдповiдає за
автоiонiзацiю атома в сильному електричному полi. У ядернiй фiзицi вiн вiдповiдає
за α-распад ядер. У фiзицi твердого тiла тунельний ефект, зокрема, приводить до
такого явища, як автоелектронна емiсiя.

5.3.1 Автоелектронна емiсiя

PSfrag replacements

U
(x
)

U
(x
)

E

x x0x0

Φ

E = 0 E 6= 0

Рис. 5.6. При включеннi зовнiшнього електричного поля E електрон отримує можливiсть
тунелювати з металу

Явище вилiтання електронiв з речовини пiд дiєю зовнiшнього електричного
поля високої напруженостi називається автоелектронною емiсiєю (ще це явище нази-
вають тунельною або польовою емiсiєю).

За вiдсутностi зовнiшнього електричного поля електрону для виходу з металу не-
обхiдно надати додаткову енергiю Φ (роботу виходу). Тому можна розглядати еле-
ктрон, як квантову частинку з енергiєю E, що знаходиться в потенцiальнiй ямi, гра-
ниця якої x0 збiгається з границею зразка (рис. 5.6, лiвий). При включеннi зовнiшньо-
го електричного поля з правого боку вiд потенцiальної ями створюється додатковий

88



U(�)

��

0

Рис. 5.7. В околi мiнiмума ρ ∼ ρ0 потенцiал U(ρ) може бути замiнений на κ
2 (ρ− ρ0)

2

потенцiал −q0E(x−x0) (рис. 5.6, правий). В результатi електрон отримує можливiсть
покинути метал за рахунок тунельного переходу без надання йому додаткової енергiї.

5.4 Гармонiчний осцилятор

В класичнiй механiцi положенню стiйкої рiвноваги вiдповiдає така конфiгурацiя
системи, для якої потенцiальна енергiя досягає мiнiмуму. У разi вiдхилення вiд рiв-
новаги система починає виконувати коливання, якi в загальному випадку не будуть
гармонiчними. Проте вони стають такими, якщо вiдхилення вiд рiвноваги невелике.

Розглянемо одновимiрний випадок. Розложимо потенцiал в ряд Тейлора навколо
положення рiвноваги ρ0 i обмежимось членами не вище квадратичних, рис. 5.7:

U(ρ) = U(ρ0) +
1

2
κx2 +O(x3), де κ =

d2U

dρ2

∣∣∣∣
ρ=ρ0

, x = ρ− ρ0.

Далi будемо вiдраховувати енергiю вiд рiвня U(ρ0). Функцiя Лагранжа для системи
набуває вигляду

L =
Mẋ2

2
− 1

2
κx2,

звiдки одержуємо класичне рiвняння руху

ẍ = −ω2x, де ω2 =
κ

M
.

Воно має такий розв’язок
x = a cos(ωt+ δ),

89



де амплiтуда a i фазовий зсув δ визначаються з початкових умов. Енергiя та сере-
дньоквадратичне вiдхилення вiд положення рiвноваги 〈x2〉, якi вiдповiдають цьому
розв’язку, будуть

Eклас. =
1

2
Ma2ω2,

〈
x2
〉
клас.

=
1

2
a2.

З (??) випливає, що
Eклас. =Mω2

〈
x2
〉
клас.

. (5.13)

Отже, якщо 〈x2〉клас. = 0, то енергiя теж дорiвнює нулю Eклас. = 0.
Тепер розглянемо задачу на квантовому рiвнi. Запишемо стацiонарне рiвняння

Шрьодiнгера (4.11): (
p̂ 2

2M
+

1

2
κx2
)
ψ(x) = Eψ(x).

Для подальшого аналiзу зручно переписати його через безрозмiрнi «iмпульс», «коор-
динату» та «енергiю»:

Q̂ =
p̂√
~ωM

, ξ =

√
ωM

~
x, ε =

2E

~ω
.

Новi координата та iмпульс задовольняють наступному комутацiйному спiввiдношен-
ню

[Q̂, ξ] =

[
p̂√
~ωM

,

√
ωM

~
x

]
=

1

~
[p̂, x] = −i.

В нових змiнних рiвняння Шрьодiнгера буде:
(
− d2

dξ2
+ ξ2

)
ϕ(ξ) = εϕ(ξ). (5.14)

З’ясуємо поведiнку хвильової функцiї при ξ → ±∞. В цьому випадку рiвняння зве-
деться до (

− d2

dξ2
+ ξ2

)
ϕ(ξ) = 0, при ξ → ±∞.

Воно має два розв’язки
ϕ(ξ) = A±e

± 1
2
ξ2.

Хвильова функцiя повинна зануляється на нескiнченностi i тому слiд покласти A+ =
0.

Будемо шукати розв’язок рiвняння (5.14) у виглядi

ϕ(ξ) =
∑

k=0

akξ
ke−

1
2
ξ2. (5.15)

Для того, щоб розв’язок приводив до функцiй, якi спадають на нескiнченностi, необ-
хiдно вимагати, щоб ряд обривався за деякого значення k = n. Тобто

ϕ(ξ) = Hn(ξ)e
− 1

2
ξ2 , (5.16)

де Hn(ξ) =
∑n

k=0 akξ
k полiном степенi n.
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Пiдставляючи вираз (5.16) в (5.14) одержимо

−
n∑

k=2

akk(k − 1)ξk−2 +

n∑

k=0

ak(2k + 1− ε)ξk = 0.

Виконуючи в першiй сумi замiну k − 2 → k зведемо це рiвняння до

n−2∑

k=0

[ak (2k + 1− ε)− ak+2 (k + 1) (k + 2)] ξk+

+ an−1 (2n− 1− ε) ξn−1 + an (2n+ 1− ε) ξn = 0.

Для того, щоб ця рiвнiсть мала мiсце при довiльному ξ, потрiбно вимагати, щоб до-
рiвнювали нулю члени при однакових степенях ξ. Таким чином отримаємо систему
алгебраїчних рiвнянь





an (2n+ 1− ε) = 0,
an−1 (2n− 1− ε) = 0,
ak (2k + 1− ε) = ak+2 (k + 1) (k + 2) , при ≤ n− 2.

З першого рiвняння одержимо енергетичний спектр ε = 2n+ 1 або

En = ~ω
(
n+ 1

2

)
.

З другого рiвняння випливає, що an−1 = 0, а з останнього — рекурентнi спiввiдноше-
ння:

ak+2 = 2
k − n

(k + 1) (k + 2)
ak. (5.17)

Слiд зауважити, що внаслiдок умови an−1 = 0 полiном Hn(ξ) мiстить тiлькi парнi або
непарнi степенi арументу.

З формули (5.17) одержимо вираз для коефiцiентiв

an−2m =
(−1)m

22mm!(n− 2m)!
a0,1,

де a0 береться для парних, а a1 — для непарних n. Якщо коефiцiент a0,1 взяти у
виглядi a0,1 = 2nn!, тодi остаточно

Hn(ξ) = n!

[n/2]∑

m=0

(−1)m(2ξ)n−2m

m!(n− 2m)!
, (5.18)

де [n/2] = n/2 або (n − 1)/2 залежно вiд того, n парне або непарне. Полiноми Hn(ξ)
називають полiномами Ермiта.

Пiдставляючи (5.18) в (5.16) i знаходячи коефiцiєнт нормування одержимо орто-
нормованi хвильовi функцiї:

ψn(x) =

√
~√

π2nn!ωM
Hn(ξ)e

− 1
2
ξ2.
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З означення полiномiв Ермiта витiкає їх важлива властивiсть

ξHn(ξ) =
1
2
Hn+1(ξ) + nHn−1(ξ). (5.19)

Використовуючи її можна показати (див. задачу 5.1), що

〈
x2
〉
n
≡
∫ ∞

−∞
dxx2|Ψn(x)|2 =

(
n+

1

2

)
~

Mω
. (5.20)

Тому для енергiї та середньоквадратичного вiдхилення 〈x2〉n виконується спiввiдно-
шення

En =Mω2
〈
x2
〉
n
,

яке є квантовим аналогом спiввiдношення (5.13). Причому, як це випливає з (5.20),
〈x2〉n, на вiдмiну вiд його класичного аналогу, не може дорiвнювати нулю.

Задачi

Задача 5.1. Розрахувати коефiцiенти проходження D та вiдбиття R частинки, яка
рухається у полi зображеному на рис. 5.8 (a) та (b).

PSfrag replacements

a

I II

U(x)

x

U0

E (a)

(b)

PSfrag replacements

a

I II

U(x)

x

U0

E

(a)

(b)

Рис. 5.8. До Задачi 5.1.

Розв’язок

Розглянемо випадок (a). В областi I iснують двi хвилi, хвиля, що пройшла, та хвиля,
що вiдбилась, а в областi II — тiльки та хвиля, що пойшла. Тому в окремих областях
маємо такi розв’язки рiвняння Шрьодiнгера:

ψI(x) = A1e
ikx +B1e

−ikx, ψII(x) = A2e
ik′x,

де k =

√
2m(E − U0)

~2
та k′ =

√
2mE

~2
. Використовуючи в точцi x = 0 умови неперерв-

ностi отримаємо наступнi обмеження на коефiцiєнти

A1 +B1 = A2,

k(A1 −B1) = k′A2.

Звiдси маємо

A2 =
2k

k + k′
A1, B1 =

k − k′

k + k′
A1.
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Використовуючи (5.9) одержимо

D = 4

√
E(E − U0)(√

E +
√
E − U0

)2 , R =

(√
E −√

E − U0√
E +

√
E − U0

)2

. (5.21)

Випадок (b) розглядається аналогiчно i вiдповiдь спiвпадає з результатом (5.21).
Задача 5.2. Знайти середньоквадратичне вiдхилення вiд рiвноваги для гармонi-

чного осцилятора.

Розв’язок

Скориставшись (5.19) одержимо

xψn(x) =
~

ωM

√
1√
π2nn!

[
1

2
Hn+1(ξ) + nHn−1(ξ)

]
e−

1
2
ξ2 =

=

√
~

ωM

[√
n+ 1

2
ψn+1(x) +

√
n

2
ψn−1(x)

]
.

Використовуючи ортонормованнiсть хвильових функцiй одержимо

〈x2〉 =
∫
dxx2ψ2

n(x) =

=
~

ωM

∫
dx

[√
n+ 1

2
ψn+1(x) +

√
n

2
ψn−1(x)

]2
=

~

ωM

(
n+ 1

2

)
.
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Роздiл 6

Наближенi методи розв’язку рiвняння

Шрьодiнгера

6.1 Теорiя збурень

В багатьох задачах, як класичної механiки, так i квантової, неможливо знайти
точний розв’язок. Тому в цих випадках користуються наближеними методами. Одним
з них є теорiя збурень.

Прикладом задачi, яка в класичнiй механiцi розв’язується з допомогою теорiї збу-
рень, може бути задача про рух двох планет у гравiтацiйному полi Сонця з ура-
хуванням взаємодiї мiж планетами. Враховуючи те, що взаємодiя мiж планетами,
в порiвняннi з взаємодiєю мiж Сонцем та планетами, мала, можна нею знехтувати
на початковому етапi, а далi методом послiдовних наближень враховувати її вплив,
розглядаючи взаємодiю мiж планетами, як збурення.

В квантовiй механiцi теорiя збурень одержала подальший розвиток i зараз являє
собою один з важливих методiв розв’язку багатьох задач. Розглянемо її застосування
у найпростiшому випадку.

Нехай гамiльтонiан системи може бути роздiлений на двi частини

Ĥ = Ĥ0 + Ĥ1,

причому вважається, що розв’язок задачi для гамiльтонiану H0

Ĥ0ψ
(0)
n = E(0)

n ψ(0)
n (6.1)

вiдомий, а збурення Ĥ1 може бути подано, як

Ĥ1 = λŴ , λ≪ 1.

Як найпростiший випадок розглянемо випадок, коли спектр E(0)
n невироджений.

Для того, щоб роз’язати задачу

Ĥψn = Enψn (6.2)

розiв’ємо хвильову функцiю ψn i енергiю En в ряд за параметром λ:

ψn = ψ(0)
n + λψ(1)

n + λ2ψ(2)
n + ... ,

En = E(0)
n + λε(1)n + λ2ε(2)n + ... .

(6.3)
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Далi будемо розглядати поправку до енергiї в першому порядку. Пiдставимо (6.3) в
рiвняння (6.2) i залишимо члени порядка λ:

(
Ŵ − ε(1)n

)
ψ(0)
n +

(
Ĥ0 −E(0)

n

)
ψ(1)
n = 0. (6.4)

Скористаємось умовою повноти i розiв’ємо функцiю ψ
(1)
n по незбудженим хвильовим

функцiям:
ψ(1)
n =

∑

m

cnmψ
(0)
m .

Тодi рiвняння (6.4) перетвориться на
(
Ŵ − ε(1)n

)
ψ(0)
n +

∑

m

cnm

(
Ĥ0 − E(0)

n

)
ψ(0)
m = 0.

Домножимо це рiвняння на ψ(0)∗
k i проiнтегруємо:

Wkn − ε(1)n δkn + cnk

(
E

(0)
k −E(0)

n

)
= 0. (6.5)

Тут Wkn =
∫
ψ

(0)∗
k Ŵψ

(0)
n d3x. У випадку багаточастинкової задачi хвильова функцiя

залежить вiд координат усiх частинок x1,x2, ...,xN i тому елемент об’єму d3x потрiбно
замiнити на dV = d3x1d

3x2 · · · d3xN .
Рiвняння (6.5) мiстить симетричнi i антисиметричнi члени за iндексами n та k. Їх

треба розглядати окремо. Симетричнi члени дають поправку до енергiї

ε(1)n = Wnn,

а антисиметричнi визначають коефiцiєнти

cnk =
Wkn

E
(0)
n −E

(0)
k

, n 6= k.

Поправка cnn не визначається з рiвняння (6.5). Для того, щоб знайти цей коефiцiєнт
потрiбно розглянути умову нормування, звiдки випливає, що вiн пропорцiйний λ2, i
тому в першому порядку теорiї збурень його потрiбно вiдкинути.

Отже, в першому порядку теорiї збурень одержимо наступнi поправки до енергiї
та хвильової функцiї:

E(1)
n = λWnn =

∫
ψ

(0)∗
k Ĥ1ψ

(0)
n dV,

ψ(1)
n = λ

∑

k 6=n

Wkn

E
(0)
n − E

(0)
k

ψ
(0)
k .

(6.6)

Для того, щоб знайти поправки в другому порядку теорiї збурень потрiбно в стацiо-
нарному рiвняннi Шрьодiнгера (6.1) розглянути члени порядка λ2. Опускаючи про-
мiжнi викладки приведемо остаточний результат для поправки до енергiї в другому
порядку теорiї збурень:

E(2)
n = λ2

∑

k 6=n

|Wnk|2

E
(0)
n − E

(0)
k

.
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Доведення цiє формули пропонуємо читачевi одержати самостiйно.
З (6.6) витiкає, що розглянута теорiя збурень має сенс лише в тому випадку, якщо

|Wkn| ≪ |E(0)
n −E

(0)
k |. Зокрема її не можна застосовувати в тому випадку, якщо стани

виродженi, E(0)
n = E

(0)
k . У випадку близьких рiвнiв теорiя збурень має бути модифi-

кована. Проте цей випадок зараз розглядати не будемо.

6.2 Варiацiйний метод Рiтца

Розглянемо ще один дуже потужний метод розв’язку рiвняння Шрьодiнгера, а са-
ме, варiацiйний метод Рiтца. Вiн заснований на наступнiй теоремi.

Середнє значення гамiльтонiану по довiльнiй функцiї, яка нормована на одиницю,
завжди бiльше, нiж енергiя основного стану. При цьому функцiя, яка вiдповiдає
найменшому середньому значенню гамiльтонiану, збiгається з хвильовою функцiєю
основного стану.

Для доведення теореми розглянемо середнє значення вiд гамiльтонiана Ĥ по хвильо-
вiй функцiї f(x1,x2, ...,xn):

〈Ĥ〉 =
∫
d3x1d

3x2 · · · d3xnf ∗(x1,x2, ...,xn)Ĥf(x1,x2, ...,xn),
∫
d3x1d

3x2 · · ·d3xn |f(x1,x2, ...,xn)|2 = 1.

(6.7)

Розiв’ємо функцiю f(x1,x2, ...,xn) за ортонормованими власними функцiями гамiль-
тонiана:

f(x1,x2, ...,xn) =
∑

n

cnψn(x1,x2, ...,xn),
∑

n

c2n = 1.

Пiдставляючи цей вираз в (6.7) одержимо

〈Ĥ〉 =
∑

n

Enc
2
n,

де En власне значення гамiльтонiана, яке вiдповiдає власнiй функцiї

ψn(x1,x2, ...,xn).

Якщо в цьому виразi усi En замiнити на енергiю основного стану E0, то одержимо
нерiвнiсть

〈Ĥ〉 ≥
∑

n

E0c
2
n = E0. (6.8)

З (6.8) також випливає, що рiвнiсть 〈Ĥ〉 = E0 досягається в тому випадку, коли при
n 6= 0 усi кофiцiєнти cn = 0, а c0 = 1. Iнакше кажучi, функцiя f(x1,x2, ...,xn) збiгає-
ться з хвильовою функцiєю основного стану. Теорему доведено.
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На практицi береться нормована на одиницю функцiя

ψ̃(α, β, γ, ...;x1,x2, ...,xn),

яка залежить вiд набору параметрiв α, β, γ, .... Цю функцiю називають пробною фун-
кцiєю. По нiй розраховується середнє значення гамiльтонiану:

E(α, β, γ, ...) =

∫
d3x1d

3x2 · · · d3xnψ̃∗(α, β, γ, ...;x1,x2, ...,xn)Ĥ×

× ψ̃(α, β, γ, ...;x1,x2, ...,xn)

i шукаються такi значення параметрiв α0, β0, γ0, ..., при яких E(α, β, γ, ...) досягає мiнi-
мального значення. Тодi значення E(α0, β0, γ0, ...) приймається за наближене значення
енергiї основного стану, а функцiя

ψ̃(α0, β0, γ0, ...;x1,x2, ...,xn) (6.9)

за хвильову функцiю основного стану.
В принципi цей метод можна застосувати i для знаходження енергiї збудженого

стану. Для цього потрiбно знайти пробну функцiю, яка за означенням ортогональна
до функцiї (6.9), i провести мiнiмiзацiю середнього значення гамiльтонiану, розрахо-
ваного з цiєю функцiєю.

Контрольнi запитання i завдання

1. За якої умови може бути застосувана теорiя збурень?
2. В чому полягає варiацiйний метод Рiтца?
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Роздiл 7

Квантова частинка в

сферично-симетричному полi

7.1 Момент iмпульсу в класичнiй механацi

З класичної механiки вiдомо, що момент iмпульсу

L = r× p, (7.1)

(де r та p — радiус-вектор та iмпульс частинки) вiдiграє важливе значення при описi
руху частинки. Зокрема, для iзольованої системи має мiсце закон збереження момента
iмпульсу. Крiм того, момент iмпульсу зберiгається i при русi частинки в сферично-
симетричному полi U(r). В цьому випадку, вихидячи iз симетрiї задачi, зручно пере-
йти до сферичних координатах (Додаток А.1).

В сферичних координатах iмпульс є:

p =M

(
∂r

∂r
ṙ +

∂r

∂θ
θ̇ +

∂r

∂ϕ
ϕ̇

)
.

Використовуючи (А.1) запишемо цей вираз покомпонентно:

px =M
(
ṙ sin θ cosϕ+ θ̇r cos θ cosϕ− ϕ̇ r sin θ sinϕ

)
,

py =M
(
ṙ sin θ sinϕ+ θ̇ r cos θ sinϕ+ ϕ̇ r sin θ cosϕ

)
,

pz =M
(
ṙ cos θ − θ̇ r sin θ

)
.

Звiдси легко знайти момент iмпульсу в сферичних координатах:

Lx = −Mr2(θ̇ sinϕ+ ϕ̇ sin θ cos θ cosϕ),

Ly =Mr2(θ̇ cosϕ− ϕ̇ sin θ cos θ sinϕ),

Lz =Mr2ϕ̇ sin2 θ,

та його квадрат
L2 =M2r4(θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ).

Тут M — маса частинки.
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Дужки Пуассона для компонент вектрона момента iмпульсу задовольняють таким
спiввiдношенням

{Lx, Ly} = −Lz , {Ly, Lz} = −Lx, {Lz, Lx} = −Ly,

або в загальному виглядi

{Li, Lj} = −
3∑

k=1

εijkLk, (7.2)

де εijk повнiстю антисиметричний тензор вiдносно перестановки його iндексiв, причо-
му εxyz = +1.

Запишемо також в сферичних координатах кiнетичну енергiю частинки

T =
ṗ2

2M
=

p2r
2M

+
L2

2Mr2
, де pr =Mṙ — радiальний iмпульс.

Вона складається з двох доданкiв — енергiї радiального руху, p2r
2M

, i енергiї обертання,
L2

2Mr2
. Остаточно, повна енергiя частинки в центральному полi записана в сферичних

координатах є

E =
ṗ2

2M
=

p2r
2M

+
L2

2Mr2
+ U(r). (7.3)

7.1.1 Оператор моменту iмпульсу. Комутацiйнi спiввiдношен-

ня мiж його компонентами

Перейдемо до квантового розгляду моменту iмпульсу. Згiдно загальним правилам
квантування (див. розд. 4.1.2) для знаходження оператора моменту iмпульсу потрiбно
в виразi (7.1) замiнити координати та iмпульси на їх оператори:

L̂ = r̂× p̂ =
~

i

(
r× ∂

∂r

)
.

Розпишемо цей вираз по компонентам

L̂x = yp̂z − zp̂y,

L̂y = zp̂x − xp̂z,

L̂z = xp̂y − yp̂x,

або в загальному випадку

L̂i =

3∑

j=1

3∑

k=1

ǫijkxj p̂k.

Для того, щоб встановити комутацiйнi спiввiдношення мiж компонентами моменту

iмпульсу досить знайти три комутатори
[
L̂x, L̂y

]
,
[
L̂y, L̂z

]
та
[
L̂z, L̂x

]
. Розпишемо

перший з них:
[
L̂x, L̂y

]
= [yp̂z − zp̂y, zp̂x − xp̂z] =

= [yp̂z, zp̂x]− [yp̂z, xp̂z]− [zp̂y, zp̂x] + [zp̂y, xp̂z] .
(7.4)
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Оператор p̂z пропорцiйний частковiй похiднiй ∂
∂z

i тому в другому рядку другий та
третiй доданки дорiвнюють нулю. Користуючись комутацiйнними спiввiдношеннями
мiж операторами координати та iмпульсу перепишемо комутатори, якi залишились в
(7.4), наступним чином

[yp̂z, zp̂x] = yp̂x [p̂z, z] =
i

~
yp̂x,

[zp̂y, xp̂z] = p̂yx [zp̂z] = − i

~
xp̂y.

В результатi шуканий комутатор є
[
L̂x, L̂y

]
= i~L̂z. (7.5)

Iншi комутатори можна одержати циклiчною перестановкою в (7.5)

[
L̂y, L̂z

]
= i~L̂x,

[
L̂z, L̂x

]
= i~L̂y, (7.6)

або в загальному випадку
[
L̂i, L̂j

]
= i~

3∑

k=1

ǫijkL̂k. (7.7)

Очевидно, що цей результат є прямим квантовим аналогом класичних дужок Пуас-
сона (7.2) для компонент моменту iмпульсу.

Використовуючи комутацiйнi спiввiдношення (7.7) можна також показати, що окре-
мi компоненти моменту iмпульсу комутують з квадратом моменту iмпульсу (см. За-
дача 6.1) [

L̂2, L̂i

]
= 0.

Той факт, що оператори рiзних компонент моменту iмпульсу не комутують мiж
собою, означає, що одночасно неможливо вимiряти усi компоненти моменту iмпульсу.
Можливо лише вимiряти одну з компонент (наприклад, Lz) i величину

√
L2.

Запишемо також оператори компонент моменту iмпульсу в сферичних координа-
тах:

L̂x = i~

(
sinϕ

∂

∂θ
+ cosϕ ctg θ

∂

∂ϕ

)
,

L̂y = −i~
(
cosϕ

∂

∂θ
− sinϕ ctg θ

∂

∂ϕ

)
,

L̂z = −i~ ∂

∂ϕ
.

(7.8)

Слiд зауважити, що в класичнiй механiцi кут ϕ та момент iмпульсу Lz є канонiчно-
спряженими змiнними. Тому в квантовiй механацi їм повиннi вiдповiдати оператори,
для яких виконуються наступне комутацiйне спiввiдношення:

[
ϕ, L̂z

]
= i~.
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Використовуючи явний вигляд оператора L̂z легко переконатися в спаведливостi цьо-
го спiввiдношення.

Використовуючи (7.8) легко також знайти вираз для оператора квадрату моменту
iмпульсу в сферичних координатих:

L̂2 = −~
2

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2

]
. (7.9)

7.1.2 Гамильтонiан частинки, що знаходиться в сферично-симет-

ричному полi

Запишемо в сферичних координатах гамiльтонiан частинки, що знаходиться в сфе-
рично-симетричному полi. З цiєю метою запишемо в сферичних координатах оператор
Лапласа

∆ =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2
Λ(θ, ϕ), (7.10)

де

Λ(θ, ϕ) =
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
.

Порiвнюючи цей вираз з (7.9) одержимо

Λ(θ, ϕ) = − 1

~2
L̂2.

В результатi гамiльтонiан набуває вигляду

Ĥ = − ~
2

2M

1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

L̂2

2Mr2
+ U(r) =

=
p̂ 2
r

2M
+

L̂2

2Mr2
+ U(r),

(7.11)

де p̂r ≡
~

i

1

r

∂

∂r
r — оператор радiального iмпульсу. Цей вираз є очевидним квантовим

аналогом класичного виразу (7.3) для енергiї частинки в сферично-симетричному
полi. Перший член в (7.11) є частиною кiнетичної енергiї частинки, яка пов’язана з її
радiальним рухом. Другий член є енергiю обертання.

З (7.7) випливає, що рiвняння Шрьодiнгера для частинки в сферично-симетрич-
ному полi [

p̂ 2
r

2M
+

L̂2

2Mr2
+ U(r)

]
ψ(r, θ, ϕ) = Eψ(r, θ, ϕ)

допусакє роздiлення радiальної r та кутових θ, ϕ змiнних:

ψ(r, θ, ϕ) = Y (θ, ϕ)φ(r),

де Y (θ, ϕ) є власною функцiею операторiв L̂2 та L̂z,

L̂zY (θ, ϕ) = LzY (θ, ϕ), (7.12)

L̂2Y (θ, ϕ) = LY (θ, ϕ), (7.13)
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а φ(r) — розв’язок радiального рiвняння Шрьодiнгера
[
p̂ 2
r

2M
+

1

2M

L
r2

+ U(r)

]
φ(r) = Eφ(r). (7.14)

Функцiї Y (θ, ϕ) називають сферичними функцiями.

7.1.3 Власнi значення та власнi функцiї операторiв L̂2 та L̂z

Знайдемо власнi значення та власнi функцiї операторiв L̂2 та L̂z.
Явний вигляд оператора L̂2 (7.9) допускає роздiлення змiнних θ та ϕ,

Y (θ, ϕ) = α(ϕ)Θ(θ),

пiсля чого рiвняння (7.12) i (7.13) зведуться до

−i~ ∂

∂ϕ
α(ϕ) = Lzα(ϕ), (7.15)

~
2

[
− 1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

m2

sin2 θ

]
Θ(θ) = LΘ(θ). (7.16)

Спочатку розглянемо перше з них.
Взявши до уваги, що при поворотi на кут 2π навколо осi z система переходить в

початковий стан, диференцiйне рiвняння (7.15) необхiдно доповнити умовою перiоди-
чностi хвильової функцiї:

α(ϕ) = α(ϕ+ 2π).

Розв’язуючи рiвняння (7.15) знаходимо

α(ϕ) = N exp

(
i

~
Lzϕ

)
.

Для того, щоб виконувалась умова перiодичностi, на власнi значення Lz необхiдно
накласти умову

Lz = ~m, де m = 0,±1,±2, . . .

(яка є нiщо iнше, як умова квантування моменту iмпульсу). В результатi хвильова
функцiя набiває вигляду

αm(ϕ) = (2π)−1/2 exp(imϕ).

Множник (2π)−1/2 введено для нормування хвильової функцiї
∫ 2π

0

dϕα∗
m′(ϕ)αm(ϕ) = δm′m.

Слiд зауважити, що Lz обмеженi. Справдi, з рiвнянь (7.13) випливає

〈L̂2
x〉+ 〈L̂2

x〉 = L − L2
z, (7.17)

де 〈L̂2
x〉 та 〈L̂2

y〉 — середнi значення операторiв L̂2
x та L̂2

y:

〈L̂2
x,y〉 =

∫ π

0

dθ sin θ

∫ 2π

0

dϕY ∗(θ, ϕ)L̂2
x,yY (θ, ϕ).
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Середнє значення вiд квадрату ермiтового оператора невiдємне (див. Задачу 4.2). Тодi
з (7.17) випливає, що власнi значення L̂z обмеженi:

−
√
L ≤ Lz ≤

√
L. (7.18)

Замiсть операторiв L̂x и L̂y зручно ввести їх наступнi лiнiйнi комбiнацiї

L̂± = L̂x ± iL̂y.

Користуючись (7.6)-(7.7) легко знайти комутатори для нових операторiв

[L̂+, L̂−] = 2~L̂z, [L̂z , L̂±] = ±~L̂±. (7.19)

З отриманих комутацiйних спiввiдношень виходить, що якщо YLm є ортонормованою
власною функцiєю операторiв L̂2 i L̂z з власними значеннями L i ~m, то (див. Задачу
6.2)

L̂±YLm =
√

L− ~2m(m± 1)YL(m±1). (7.20)

Дiючи декiлька разiв оператором L̂± на хвильову функцiю YLm отримуємо хвильову
функцiю з довiльно великим за абсолютною величиною m, що, в звя’зку з обмеже-
нням (7.18), неможливо. Це означає, що на якомусь етапi корiнь в правiй частинi
(7.20) перетвориться на нуль. Таким чином, максимальне та мiнамальне значення m
визначатиметься з умов

L = ~
2mмак.(mмак. + 1) = ~

2mмiн.(mмiн. + 1).

Далi будемо позначати ℓ ≡ mмак. = −mмiн.. Тодi

L = ~
2ℓ(ℓ+ 1),

Lz = ~m, причому − ℓ ≤ m ≤ ℓ,
(7.21)

де ℓ — цiле невiд’ємне число, а m — цiле (додатнє чи вiд’ємне) число. Отже, кожному
значенню ℓ вiдповiдають 2ℓ+ 1 значень m.

Квантовi числа ℓ та m прийнято називати орбiтальним та магнiтним квантови-
ми числами. У спектроскопiї прийнятi наступнi позначення для квантових станiв з
певним орбiтальним квантовим числом:

• стан з ℓ = 0 називають s-станом (вiд английского слова sharp),

• з ℓ = 1 — p-станом (principal),

• с ℓ = 2 — d-станом (diffuse),

• с ℓ = 3 — f -станом (fundumental),

• i далi в порядку латинського алфавiту пропускаючи лiтеру j.

Далi сферичнi функцiї будемо позначати Yℓm(θ, ϕ), тобто замiсть iндексу L будемо
вживати ℓ.
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Розглянемо диференцiйне рiвняння (7.16). Функцiя Θ(θ) характеризується кван-
товими числами ℓ та m, тому цiй функцiї слiд дописати вiдповiднi iндекси, Θm

ℓ (θ)).
Зробимо в рiвняннi (7.16) замiну u = cos θ:

− d

du

((
1− u2

) dPm
ℓ (u)

du

)
+

m2

1− u2
Pm
ℓ (u) = ℓ(ℓ+ 1)Pm

ℓ (u).

де Pm
ℓ (cos θ) = Θm

ℓ (θ). З курсу рiвнянь математичної фiзики вiдомо, що для цiлих
невiдємних ℓ розв’язком цього рiвняння є приєднанi полiноми Лежандра. При m ≥ 0
їх явний вигляд дається формулою Родрiга

Pm
ℓ (cos θ) =

sinm θ

2ℓℓ!

dm+ℓ

(d cos θ)m+ℓ

(
cos2 θ − 1

)ℓ
.

Для сферичних функцiй використовують наступну умову нормування
∫
dΩY ∗

ℓ′m′(θ, ϕ)Yℓm(θ, ϕ) = δℓ′ℓδm′m,

де елемент об’єму
dΩ = sin θdθdϕ.

Тодi при m ≥ 0 сферичнi функцiї є

Yℓm(θ, ϕ) = (−1)mYℓm(θ, ϕ)

√
(2ℓ+ 1)(ℓ−m)!

4π(ℓ+m)!
Pm
ℓ (cos θ)eimϕ. (7.22)

При вiд’ємних m сферичнi функцiї визначаються з умови

Yℓm(θ, ϕ) = (−1)mY ∗
ℓ|m|(θ, ϕ). (7.23)

Наведемо явний вигляд сферичних функцiй для s, p та d хвиль:

Y00 =

√
1

4π
,

Y10 =

√
3

4π
cos θ, Y11 = −

√
3

8π
sin θeiϕ,

Y20 =

√
5

4π

(
3

2
cos2 θ − 1

2

)
, Y21 = −

√
15

8π
sin θ cos θeiϕ,

Y22 =
1

4

√
15

2π
sin2 θe2iϕ.

(7.24)

7.2 Радiальна хвильова функцiя

З урахуванням (7.21) радiальне рiвняння Шрьодiнгера (7.14) є:

[
− ~

2

2Mr2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

~ℓ(ℓ+ 1)

2Mr2
+ U(r)

]
φ(r) = Eφ(r). (7.25)
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Зручно ввести нову функцiю

φ(r) =
1

r
R(r).

При цьому рiвняння (7.25) набуває вигляду одномiрного рiвняння Шрьодiнгера

− ~
2

2M

d2R(r)

dr2
+ Uеф.(ℓ, r)R(r) = ER(r) (7.26)

з ефективним потенцiалом

Uеф.(ℓ, r) = U(r) +
~
2ℓ(ℓ+ 1)

2Mr2
.

Останнiй включає енергiю обертання.
Для радiальної хвильової функцiї R(r) умова нормування для дискретного спектру

є: ∫ ∞

0

drR2(r) = 1.

З умови скiнченностi хвильової функцiї φ(r) в точцi r = 0 отримуємо граничну
умову

R(0) = 0. (7.27)

Слiд зауважити, що лiва частина рiвняння (7.26) не залежить вiд m i, вiдповiдно,
енергiя дискретного спектру не залежать вiд магнiтного квантового числа. Таким
чином, кожен енергетичний рiвень 2ℓ + 1 раз вироджений за магнiтним квантовим
числом.

Цей результат очевидний з точки зору симетрiї задачi. Оскiльки поле сферично-си-
метричне, то енергiя не може залежити вiд проекцiї моменту кiлькостi руху на якийсь
видiлений напрям, бо цього напряму не iснує. Якщо ж сферична симетрiя порушена,
то виникне видiлений напрям i енергiя частинки буде залежити вiд проекцiї моменту
кiлькостi руху на видiлений напрям. Порушити сферичну симетрiю гамiльтонiану
можна помiстивши частинку в зовнiшнє магнiтне або електричне поле.

На завершення визначимо поведiнку хвильової функцiї при r → 0. Будемо вважа-
ти, що в цьому випадку абсолютне значення потенцiалу може зростати не швидше,
нiж r−2+ε, де ε довiльне додатнє число. Тодi в радiальному рiвняннi Шрьодiнгера
(7.26) при r → 0 залишаються лише члени порядка r−2:

−d
2R

dr2
+
ℓ(ℓ+ 1)

2mr2
R = 0.

Звiдси отримуємо два розв’язки: rℓ+1 та r−ℓ. Для того, щоб забезпечити граничну
умову (7.27), потрiбно залишити тiльки перший з них:

Rℓ(r) ∼ rℓ+1.

7.3 Парнiсть

7.3.1 Оператор iнверсiї простору та його власнi значення

Вiдомо, що iснують двi системи координат — права та лiва, рис. 7.1. Цi системи
не можуть бути перетворенi одна в iншу з допомогою обертання координат. Для то-
го, щоб виконати таке перетворення, обертання потрiбно доповнити перетворенням
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PSfrag replacements

(a)

yy

x x

z z

(b)

Рис. 7.1. Права (a) та лiва (b) системи координат

iнверсiї простору
x → −x.

Розглянемо тепер, що вiдбувається з квантовою системою при iнверсiї простору. По-
значати оператором P̂ перетворення хвильової функцiї, яке вiдбувається при iнверсiї,
маємо:

P̂Ψ(x, t) = Ψ(−x, t). (7.28)

Перетворенню (7.28) можна надати змiст переходу до процесiв, якi є зеркальним
вiдображенням до процесiв, якi описує хвильова функцiя Ψ(x, t). В такому разi закон-
но задати питання, чи будуть збiгатися процеси, якi описуть хвильовi функцiї Ψ(x, t)
i Ψ(−x, t)? Якщо так, то хвильова функцiя має таку властивiсть:

|Ψ(x, t)|2 = |Ψ(−x, t)|2 .

Звiдси випливає, що
P̂Ψ(x, t) = eiαΨ(x, t).

Вiдповiдно визначенню оператора iнверсiї P̂ 2 = 1 i тому власнi значення оператора
iнверсiї дорiвнюють ±1:

P̂Ψ(x, t) = ±Ψ(x, t).

Iншими словами, хвильова функцiя має бути симетричною або антисиметричною при
перетвореннi iнверсiї, а стан характеризується ще одним квантовим числом — парнi-
стю, P , яке набуває два значення P = +1 або P = −1.

7.3.2 Парнiсть частинки, яка знаходиться в сферично-симет-

ричному полi

Прикладами парної та непарної хвильових функцiй вiдносно iнверсiї простору мо-
жуть бути хвильовi функцiї частинки в сферично-симетричному потенцiалi. Для цьо-
го слiд розглянути як перетворюються сферичнi функцiї (7.22) та (7.23) при iнверсiї.
При iнверсiї x → −x i сферичнi координати змiнюється наступним чином:

r → r, θ → π − θ, ϕ→ ϕ+ π.
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Легко бачити, що при такiй замiнi

Pm
ℓ (θ) → (−1)ℓ+mPm

ℓ (θ),

а
eimϕ → (−1)meimϕ.

Отже:
Yℓm(θ, ϕ) → (−1)ℓYℓm(θ, ϕ).

Цей результат має важливе значення для визначення парностi квантового стану.
Якщо частинка A розпадається на двi iншi, A → B + C, причому парностi части-
нок B та C вiдомi i дорiвнюють PB та PC , то у випадку, якщо при розпадi парнiсть
зберiгається, парнiсть частинки A буде

PA = (−1)ℓPBPC , (7.29)

де ℓ — орбiтальний момент вiдносного руху продуктiв розпаду. Останнiй визначається
з кутового розподiлу частинок B та C.

Питання про те, чи зберiгається парнiсть в процесi розпаду, зрештою вирiшує до-
слiд. Виявляється, що розпади, якi йдуть за рахунок сильної (її iще називають ядер-
ною) i електромагнiтної взаємодiй, парнiсть зберiгається. Зокрема, вона зберiгається
при переходах в атомах з випромiнюванням свiтла. Проте в процесах, якi йдуть за ра-
хунок слабкої взаємодiї, парнiсть не зберiгається. Типовим прикладом таких розпадiв
є β-розпад ядра.

Контрольнi запитання i завдання

1. Чому у квантової частинки, яка має ненульовий момент iмпульса, не можуть бути
одночасно вимiрянi усi три проекцiї моменту iмпульса?
2. Якi значення набуває орбiтальне квантове число ℓ?
3. Якi значення може набувати магнiтне квантове число m, якщо орбiтальне квантове
число є ℓ?
4. Скiльки значень може набувати магнiтне квантове число m, якщо орбiтальне кван-
тове число є ℓ?
5. Як поводить себе радiальна хвильова функцiя Rℓ(r) при r → 0?
6. Що таке парнiсть квантового стану?
7. Чому дорiвнює парнiсть частинки, яка знаходиться у станi з орбiтальним кванто-
вим числом ℓ?

Задачi

Задача 7.1. Виходячи з комутацiйних спiввiдношень (7.7) довести, що коммутатор[
L̂2, L̂i

]
= 0.
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Розв’язок

Використовуючи властивiсть 4 дужки Пуассона (роздiл 4.1.2) одержимо:

3∑

j=1

[
L̂2
j , L̂i

]
=

3∑

j=1

(
L̂j

[
L̂j , L̂i

]
+
[
L̂j , L̂i

]
L̂j

)
. (7.30)

Скориставшись (7.7) перепишемо праву частину:

3∑

j=1

[
L̂2
j , L̂i

]
= 2i~

3∑

j=1

3∑

k=1

ǫjik

(
L̂jL̂k + L̂kL̂j

)
. (7.31)

Оскiльки в дужках стоїть симетричний тензор, цей вираз дорiвнює нулю.
Задача 7.2. Довести, що якщо YLLz є ортонормованою власною функцiею операто-

рiв L̂2 та L̂z з власними значеннями L и Lz, то

L̂±YLLz =
√
L ∓ ~Lz − L2

zYL,(Lz±~). (7.32)

Розв’язок

Функцiя (7.32) є власною функцiею оператора L̂2. Дiйсно, на основi результату попе-
редньої задачi одержимо

L̂2L̂±YLLz = L̂±L̂
2YLLz = L2L̂±YLLz . (7.33)

З (7.19) випливає, що ця функцiя є власною функцiею оператора L̂z iз власним зна-
чениям Lz ± ~:

L̂zL̂±YLLz = L̂±(L̂z ± ~)YLLz =

= (Lz ± ~)L̂±YLLz .

Це означає що
L̂±YLLz = NYL,(Lz±~). (7.34)

Для того, щоб знайти константу N , перепишемо оператор L̂∓L̂± наступним чином:

L̂∓L̂± =
(
L̂x ∓ iL̂y

)(
L̂x ± iL̂y

)
=

= L̂2
x + L̂2

y ∓ ~L̂z = L̂2 ∓ ~L̂z − L̂2
z.

(7.35)

Тодi

N2 =

∫
dΩY ∗

LLz
L̂∓L̂±YLLz =

=

∫
dΩY ∗

LLz
(L̂2 ∓ ~L̂z − L̂2

z)YLLz =

=

∫
dΩY ∗

LLz
(L ∓ ~Lz − L2

z)YLLz =

= (L∓ ~Lz − L2
z)

∫
dΩY ∗

LLz
YLLz =

= L∓ ~Lz − L2
z.

(7.36)

Слiд зауважити, що в загальному випадку фаза хвильової функцiї довiльна i тому її
завжди можна зафiксувати так, що N =

√
L ∓ ~Lz − L2

z .
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Роздiл 8

Механiчний та магнiтний моменти

квантової частинки

8.1 Магнiтний момент орбiтального руху зарядженої

частинки

Cпочатку розглянемо рух зарядженої частинки по круговiй орбiтi з точки зору
класичної фiзики. Далi, використовуючи принцип вiдповiдностi, узагальнемо цей ре-
зультат для квантового випадку.

Нехай частинка з масою M рухається з кутовою частотою ω круговою орбiтою
радiусу r. Її нергiя дорiвнює

E =
Mω2r2

2
+ U(r). (8.1)

Вiдзначимо, що iснує нескiнченна кiлькiсть траекторiй частинки, рухаючись вздовж
яких частинка має сталу енергiю, яка визначається формулою (8.1), проте рiзнi на-
прямки моменту iмпульсу L.

Якщо частинка має зарядQ тодi орбiту можна розглядати як рамку з електричним
струмом, величина якого I дорiвнює добутку заряду частинки на число її обертiв
навколо центру за одиницю часу (рис. 8.1):

I = Q
v

2πr
.

Вiдомо, що в рамцi виникає магнiтний момент рiвний (в гауссовiй системi)

µ =
Iσ

c
,

де σ = nπr2 — направлена поверхня, а n — нормаль до площини орбiти. Цей вираз
легко переписати у виглядi

µ =
Q

2Mc
L = γL, (8.2)

з якого випливає, що магнiтний момент µ пропорцiйний механiчному моменту L =
nMvr. Коефiцiєнт пропорцiйностi γ, називають гiромагнiтним спiввiдношенням.
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Рис. 8.1. Рух зарядженої частинки круговою орбiтою можна розглядати як рамку з еле-
ктричним струмом

Якщо частинку помiстити у зовнiшнє магнiтне поле B, то в результатi взаємодiї
останнього з магнiтним моментом частинки енергiя змiнюється на величину

∆E = −µ ·B,

а сам момент почне здiйснювати прецесiю навколо напрямку магнiтного поля B з
частотою Лармора

Ω =
QB

2Mc
.

Очевидно, що вектор L вже не буде величиною, яка зберiгається. Зберiгається ли-
ше модуль L та проекцiя Lz моменту iмпульсу на напрямок магнiтного поля1 (див.
рис. 8.2). Проекцiї моменту Lx та Ly змiнюються з часом i їх середнє значення дорiв-
нює нулю.

В квантовому випадку слiд вважати, що зв’язок (8.2) повинен виконуватись i для
операторiв магнiтного та орбiтального моментiв:

µ̂ =
Q

2Mc
L̂. (8.3)

Пiдставляючи в праву частину (8.3) власнi значення L̂z (7.21), знаходимо власнi зна-
чення проекцiї магнiтного моменту на вiсь z

µz =
Q~

2Mc
m ≡ µ0m.

Отже, як магнiтний, так i механiчний моменти приймають не довiльну орiентацiю
у просторi, а тiлькi такi, при яких проекцiя механiчного моменту на магнiтне поле
набуває цiле, в одиницях ~, значення (рис. 8.3). Тому можна говорити про просторове
квантування магнiтного та механiчного моментiв. Якщо орбiтальне квантове число
дорiвнює ℓ, то число можливих значень проекцiй цих моментiв дорiвнює 2ℓ+ 1.

1Тут i далi, не втрачаючи загальностi, вважається, що поле B направлено вздовж осi z.
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Рис. 8.2. Ларморовська прецесiя. Модуль та z-проекцiя моменту кiлькостi руху L залиша-
ються сталими, але компоненти перпедикулярнi до магнiтного поля змiнюються з часом

Слiд зауважити, що в квантовому випадку L не може бути паралельним полю
B. Це видно з того, що абсолютне значення моменту кiлькостi руху L = ~

√
ℓ(ℓ+ 1)

бiльше, нiж максимальне значення проецiї моменту Lmax
z = ~ℓ. Тiльки у разi, коли

ℓ ≫ 1 (i, вiдповiдно, L ≫ ~) квантовий опис моменту кiлькостi руху переходить у
класичний, Lmax

z → L.

Якщо Q i M рiвнi значенням елементарного заряду e i масi електрона Me, то
величину

µ0 = µБ =
e~

2Mec

називають електронним магнетоном Бора або просто магнетоном Бора. Його число-
ве значення є

µБ = 9, 274078× 10−24 Дж · Тл−1.

Електронний магнетон Бора є природним масштабом в атомнiй фiзицi. Аналогiчну
роль в ядернiй фiзицi та фiзицi елементарних частинок вiдiграє ядерний магнетон
Бора (його також часто називають просто ядерним магнетоном)

µN =
e~

2Mpc
,

де Mp — маса протона. Значення ядерного магнетону приблизно у 2000 разiв менше,
нiж електронного

µN = 5, 050824× 10−27 Дж · Тл−1.
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Рис. 8.3. Просторове квантування моменту iмпульсу по вiдношенню до зовнiшнього магнi-
тного поля, яке направлено вздовж осi z. Lx та Ly компоненти не мають певного значення

8.2 Спiн електрона та iнших частинок

8.2.1 Дослiд Штерна-Герлаха

В попередньому роздiлi говорилось, що квантовий розгляд приводить до просто-
рового квантування механiчного (а також пов’язаного з ним магнiтного) моменту.
З метою перевiрки цього фундаментального висновку квантової механiки в 1921 р.
О. Штерном i В. Герлахом був поставлений дослiд.

Iдея дослiду полягала в тому, щоб виявити вiдхилення потокiв атомiв з рiзною про-
сторовою орiєнтацiєю моментiв при їх проходженi крiзь сильно неоднорiдне магнiтне
поле. Для створення необхiдного поля був виготовлений магнiт спецiальної форми

(рис. 8.6), який забезпечував необхiдний градiєнт поля
dB

dz
. На атом, який пролiтає

через таке поле, дiє сила

Fz = µz
dB

dz
,

яка вiдхиляє атом вверх або вниз, залежно вiд знаку µz. Якщо µz квантується, то на
екранi, на який попадають атоми пiсля проходження через магнiт, будуть спостерiга-
ться 2ℓ+ 1 пляма. Якщо ж квантування немає, то буде одна розмита пляма.

Схема дослiду зображена на рис. 8.7. Внаслiдок випарювання речовини (в якостi
якої в першому дослiдi Штерна та Герлаха використовувалось срiбло) у високому
вакуумi створювався потiк атомiв. З допомогою колiматора B створювався вузький
пучок атомiв, який попадав у магнiт C. Пiсля проходження через магнiт атоми осi-
дали на склянiй пластинi D. В результатi 8 годин експозицiї на екранi виникли двi
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Рис. 8.4. Отто Штерн Рис. 8.5. Вальтер Герлах
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Рис. 8.6. Конструкцiя магнiту з сильно неоднорiдним магнiтним полем, який використову-
вався в дослiдi Штерна-Герлаха

плями, якi знаходились симетрично вiдносно вiсьової лiнiї. Таким чином просторо-
ве квантування моменту було доведено експериментально. Бiльше того, по вiдстанi
мiж плямями i значенню градiєнта поля можна було встановити i значення магнi-
тного моменту, яке з точнiстю до експериментальної похибки, яка складала в дослiдi
Штерна-Герлаха 10%, виявилось рiвним одному магнетону Бора. Пiзнiше (в 1924 р.)
були виконанi експерименти з iншими атомами, якi пiдтвердили просторове кванту-
вання магнiтних моментiв iнших атомiв.

Результати дослiду справили велике враження на наукову спiльноту. Iз цього при-
воду вiдомий фiзик А. Зоммерфельд писав: «Своїм смiливим дослiдом Штерн та Гер-
лах не тiльки продемонстрували iснування просторового квантування, вони довели
атомiстичну природу магнiтного моменту, його квантовомеханiчне походження та йо-
го зв’язок з атомiстичною структурою електрики».

8.2.2 Спiн електрона

Знаючи число плям n можна з умови n = 2ℓ+1 визначити величину «орбiтального»
квантового числа ℓ. Тодi з результату дослiду Штерна-Герлаха витiкає, що ℓ = 1

2
. Це

знаходиться в повному протирiччi з тим висновком квантової теорiї, що орбiтальне
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Рис. 8.7. Схема дослiду Штерна-Герлаха. A — джерело атомiв, B — колiматор, C — магнiт
з високим градiєнтом поля, D — екран

Рис. 8.8. Джорж Улунбек Рис. 8.9. Самуель Гаудсмiт

квантове число дорiвнює цiлому числу.
Цей факт знайшов природне пояснення пiсля того, як було сформульоване поняття

спiну електрона. На основi аналiзу атомних спектроскопiчних даних В. Паулi дiйшов
до висновку, що у електрона є додаткове квантове число, яке може набувати тiльки
два значення. Проте вiн це «зробив формально, i нiякого конкретного образу з цим
не пов’язувалось», розповiдав пiзнiше один з авторiв цього вiдкриття Дж. Гаудсмiт
[23]. Вiн i С. Уленбек були незадоволенi цiєю обставиною i тому вирiшили надати
цiй величенi фiзичного змiсту. Єдине, що можна було припустити це лише те, що
електрон обертається як веретено (звiдси i назва «спiн» (spin), що англiйською означає
«веретено») i тому нове квантове число є не що iнше, як момент кiлькостi руху цього
обертання.

Для того, щоб спiн мав тiльки два напрямки слiд припустити, що його квадрат
дорiвнює

s2 = ~
21

2

(
1

2
+ 1

)
=

3

4
~
2.

Тут i надалi спiновий момент позначається s.
Головна проблема такої iнтерпретацiї полягала в тому, що для того, щоб отри-

мати необхiдне значення спiну електрона слiд припустити, що поверхня електрону
обертається iз швидкiстю, яка перевищує швидкiсть свiтла. Це означає, що спiн не
пов’язаний з обертанням навколо своєi осi. Спiн це чисто квантове поняття яке не
може бути iнтепретовано в межах класичних понять. Спiн є внутрiшньою характери-
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стикою електрона, такою самою, як, наприклад, його маса та електричний заряд.
Як з механiчним моментом електрона пов’язаний магнiтний момент, так само i

з спiном пов’язаний вiдповiдний магнiтний момент. Його називають спiновим магнi-
тним моментом електрона.

Тут виникає закономiрне питання, чому вивчаючи магнiтний момент атому срiбла
Штарн та Герлах фактично вивчали спiновий магнiтний момент електрона? Справа
ось в чому. Далi буде показано (розд. 11), що атом срiбла має один валентний еле-
ктрон i 46 так званих внутрiшнiх електронiв, тобто таких електронiв, якi не беруть
участi в хiмiчних реакцiях. Орбiтальнi та спiновi моменти (як механiчнi, так i магнi-
тнi) усiх внутрiшнiх електронiв взаємно скомпенсованi. Тому магнiтний i механiчний
моменти атома визначаються магнiтним i механiчним моментами валентного (зовнi-
шнього) електрона. Останнiй знаходиться у станi з орбiтальним моментом ℓ = 0 i,
таким чином, механiчний та магнiтний моменти атому срiбла збiгаються з спiном та
спiновим магнiтним моментом електрона.

Заради справедливостi потрiбно вiдмiтити, що iдея про власний момент кiлькостi
руху електрона, висловлювалась iншими вченими ще до Уленбека та Гаудсмiта. Проте
саме з роботи останнiх концепцiя спiну частинки одержала своє «громдянство» у
фiзицi. Бiльш детально ознайомитись з iсторiєю вiдкриття спiну електрона можно в
книзi [10].

8.2.3 Спiн i магнiтнi моменти частинок

Не тiльки електрони мають спiн, його мають й усi iншi мiкрочастинки. Для про-
тона та нейтрона спiн, як i для електрона, дорiвнює 1

2
~. Для фотона спiн дорiвнює ~,

для π-мезона вiн дорiвнює нулю. Iснують частинки з спiном 3
2
~, 2~ i т.д.

Iз спiном, як правило, пов’язаний власний магнiтний момент частинки µ. Тому ча-
стинка, яка знаходиться у зовнiшньому магнiтному полi B, одержує додаткову енергiю
−µ ·B. Проте розрахувати її для бiльшостi частинок (як це було зроблено для взаємо-
дiї орбiтального моменту з магнiтним полем) неможливо2. Єдине, що можна зробити,
це допустити, що механiчний момент частинки s i її магнiтний момент µ колiнiарнi:

µ = γss.

Величину γs називають спiновим гiромагнiтним спiввiдношенням. Спiнове гiрома-
гнiтне спiввiдношення для електрона з великою точнiстю дається виразом

γe = 2γℓ, (8.4)

де γℓ =
e

2Mec
=
µБ

~
— орбiтальне гiромагнiтне спiввiдношення.

Величиною магнiтного моменту частинки прийнято називати значення його макси-
мальної проекцiї на напрямок спiну. В зв’язку з тим, що абсолютне значення проекцiї
спiна електрона sz = 1

2
~, магнiтний момент електрона є

µe = µБ. (8.5)

2Одне з виключень складає магнiтний момент електрону, див. далi.
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Слiд зауважити, що саме таке значення магнiтного моменту електрона витiкає з ре-
лятивiствького рiвняння для електрона запропонованого П. Дiраком. Проте експери-
ментальне значення магнiтного моменту електрона приблизно на ≈ 0, 1% бiльше, нiж
те, яке дається цим рiвнянням:

µексп
e = 1, 00115965241(21)µБ. (8.6)

Рiзницю мiж (8.6) i (8.5) називають аномальним магнiтним моментом електрона.
Останнiй пов’язаний з взаємодiєю електрона з вакуумом, яка розраховується в кван-
товiй електродинамiцi. Результат розрахунку

µтеор
e = 1, 00115965236(28)µБ

чудово узгоджується з експериментом. Такий блискучий збiг теорiї та експерименту
є унiкальним i свiдчить про те, наскiльки точно вiдома електромагнiтна структура
електрону.

Для магнiтних моментiв протона та нейтрона експеримент дає такi значення:

µp = (2, 7928456± 0, 0000011)µяд,

µn = −(1, 91304211± 0, 00000088)µяд.

Нейтрон, є нейтральною частинкою, проте має ненульовий магнiтний момент. Це озна-
чає, що в нейтронi, як i в протонi, iснує розподiл електричних зарядiв. Тому магнiтнi
моменти протона та нейтрона, багато в чому, зумовленi їх внутрiшньою структурою.
Структурними складовими протону та нейтрону є кварки.

8.3 Магнiтомеханiчнi явища

Як було показано в попередньому роздiлi, мiж механiчним та магнiтним момен-
тами атому iснує тiсний зв’язок. Тому обертання магнетика викликає його намагнi-
ченiсть i намагнiченiсть магнетика надає механiчного моменту зразка. Цi явища спо-
стерiгаються в експериментi i називаються магнiтомеханiчними або гiромагнiтними
явищами.

Перше явище, намагнiченiсть феромагнетика при його обертаннi без впливу зовнi-
шнього магнiтного поля, спостерiгалося С. Барнетом в 1909 р. i називається ефектом
Барнета. Ефект пояснюється тим, що при обертаннi феромагнетика виникає гiроско-
пiчний момент, який примушує механiчнi моменти атомiв орiєнтуватися вздовж вiсi
обертання. При цьому магнiтнi моменти, якi пов’язанi з вiдповiдними механiчними
моментами, теж орiєнтуються вздовж вiсi обертання. В результатi виникає магнiтний
момент зразка. Ефект Барнета дозволяє встановити гiромагнiтне спiввiдношення для
атома. Так для залiза, кобальта та нiкеля було встановлено, що гiромагнiтне спiввiд-
ношення вдвiчi бiльше, нiж спiввiдношення для орбiтального моменту. Таке спiввiд-
ношення характерне для спiна (8.4).

Другий ефект, виникнення механiчного моменту при намагнiченнi зразка, був вiд-
критий в 1915 р. А. Ейнштейном i В. де-Гаазом i носить назву ефекта Ейнштейна-де-
Гааза.
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Контрольнi запитання i завдання

1. Що таке гiромагнiтне спiввiдношення?
2. Чому дорiвнює гiромагнiтне спiввiдношення для орбiтального моменту електрона?
3. Що таке спiн? Чому дорiвнює спiн електрона, протона, нейтрона, фотона?
4. Чому дорiвнює гiромагнiтне спiввiдношення для спiну електрона?
5. Що таке електронний магнетон Бора?
6 Чому дорiвнює магнiтний момент електрона?
7. Що таке аномальний магнiтний момент електрона?
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Роздiл 9

Атом водню

9.1 Енергетичнi рiвнi та хвильовi функцiї атома во-

дню

В розд. 2.4 на основi напiвкласичної моделi Бора, були розрахованi енергетичнi
рiвнi електрона в атомi водню. Одержаний спектр чудово узгоджується з експеримен-
том. Тепер, коли сформульовано послiдовний квантово-механiчний пiдхiд, необхiдно
впевнитися, що останнiй приводить до того самого результату; потрiбно також вста-
новити усi квантовi числа вiдповiдних електронних станiв, знайти вiдповiднi хвильовi
функцiї та описати переходи мiж рiзними станами.

Атом водню є системою, яка складається з двох частинок — протона (ядра) i
електрона, тому рiвняння Шрьодiнгера для цiєї системи буде:

(
T̂p + T̂e −

e2

|rp − re|

)
Ψ(rp, re) = EΨ(rp, re),

де rp та re — координати протона та електрона, а T̂p та T̂e — оператори їх кiнетичної
енергiї. Явний вигляд операторiв кiнетичної енергiї наступний:

T̂p = − ~
2

2Mp

∂2

∂r2p
, T̂e =

~
2

2Me

∂2

∂re2
, (9.1)

де Mp та Me — маси протона та електрона; енергiя E є сумою кiнетичної енергiї атома
як цiлого та енергiї зв’язку атома.

Як i в класичнiй фiзицi (див. [17], § 13) видiлемо рух центра мас. З цiєю метою
введемо новi координати:

R =
1

Mp +Me
(Mprp +Mere) , r = rp − re.

Тодi рiвняння (9.1) прийме вигляд

(
− ~

2

2(Mp +Me)
∆R − ~

2

2µ
∆− e2

r

)
Ψ(R, r) = EΨ(R, r), r = |r|,
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де µ =
MeMp

Me +Mp
— зведена маса системи електрон-протон, а ∆R =

∂2

∂r2
i ∆ =

∂2

∂R2
.

Це рiвняння допускає роздiлення змiнних, в результатi чого отримаємо наступнi два
рiвняння

− ~
2

2(Mp +Me)
∆Rψцм(R) = Tцмψцм(R), (9.2)

(
− ~

2

2µ
∆− e2

r

)
ψ(r) = Eψ(r), (9.3)

Ψ(R, r) = ψцм(R)ψ(r), E = Tцм + E. (9.4)

Перше з них описує рух атома як цiлого. Рiвняння такого типу вже розглядалися
ранiше (розд. 5.1.2). Тепер розглянемо рiвняння (9.3), яке описує зв’язаний стан атома
водн, i є рiвнянням Шрьодiнгера для електрона iз змiненою массою, який знаходиться
у зовнiшньому колонiвському полi.

Внаслiдок сферичної симетрiї хвильова функцiя ψ(r), як i хвильова функцiя для
усякої частинки, що знаходиться в сферично-симетричному полi, допускає роздiл ку-
тових, (θ, ϕ), i радiальної, r, змiнних (див. розд. 7):

ψℓm(r, θ, ϕ) = Yℓm(θ, ϕ)r
−1Rℓ(r),

причому радiальна хвильова функцiя Rl(r) задовольняє рiвнянню

− ~
2

2µ

d2Rℓ(r)

dr2
+ Uеф.(r, ℓ)Rℓ(r) = ERℓ(r), (9.5)

а ефективний потенцiал є

Uеф.(r, ℓ) =
~
2ℓ(ℓ+ 1)

2µr2
− e2

r
. (9.6)

Перший доданок в (9.6) є енергiю обертання електрона, а другий — кулонiвський
потенцiал взаємодiї електрона з ядром (рис. 9.1). Мiнiмум потенцiалу досягається
при

rмiн. = a0ℓ(ℓ+ 1) (9.7)

та дорiвнює

Uеф.(rмiн., ℓ) = − e2

2a0ℓ(ℓ+ 1)
,

де a0 — боровський радiус. З (9.7) зразу випливає, що з ростом орбiтального моменту
rмiн. зростає та прямує до безмежностi, коли ℓ→ ∞, а Uеф.(rмiн., ℓ) → 0.

З’ясуємо асимптотичну поведiнку радiальної хвильової функцiї Rℓ(r) при r → ∞.
В цьому випадку Uеф.(r, ℓ) → 0 i рiвняння Шрьодiнгера (9.5) зводиться до

− ~
2

2µ

d2Rаси.
ℓ (r)

dr2
= ERаси.

ℓ (r),

яке має два розв’язки e±αr, де

α =

√
−2µE

~2
.
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Рис. 9.1. Ефективний потенцiал (неперервна лiнiя) представляє суму кулонiвського потен-
цiала (штрихова лiнiя) та енергiї обертання (штрих-пунктирна лiнiя)

Варто нагадати, що енергiя електрона вiд’ємна i тому параметр α дiйсний i додатнiй.
Для того, щоб при r → ∞ хвильова функцiя прямувала до нуля, потрiбно вибрати
наступний розв’язок

Rаси.
ℓ (r) = Ae−αr.

Враховуючи те, що при r → 0 радiальна хвильова функцiя Rℓ(r) ∼ rℓ+1 (див.
розд. 7.2) розв’язок рiвняння (9.5) слiд шукати у виглядi

Rℓ(r) = rℓ+1
nr∑

ν=0

βνr
ν exp (−αr) . (9.8)

Пiдставляючи (9.8) в (9.5) i прирiвнюючи в правiй i лiвiй частинах коефiцiєнти при
однакових степенях r одержимо рекурентне рiвняння

βν+1 =
2 [µe2 − ~

2α(ℓ+ ν + 1)]

~2 [ℓ(ℓ+ 1)− (ℓ+ ν + 1)(ℓ+ ν + 2)]
βν .

Слiд вимагати, щоб ряд в (9.8) обривався. Це означає що коефiцiєнт βnr+1 = 0, звiдки
випливає

µe2 − ~
2αn = 0, де n = nr + ℓ + 1.

Отже, параметр α квантується

αn =
1

a0n
, (9.9)

вiдповiдно квантується i енергiя:

En = − e4µ

2~2n2
. (9.10)
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Останнiй вираз спiвпадає з результатом напiвкласичної моделi атома Бора. Кванто-
ве число n називають головним квантовим числом, а nr — радiальним квантовим
числом.

Використовуючи (9.9) рекурентна формула зведеться до

βν+1 =
2 (n− ℓ− ν − 1)

a0n [ℓ(ℓ+ 1)− (ℓ+ ν + 1)(ℓ+ ν + 2)]
βν .

-14

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

E

,

å

Â

1s

2s

3s
4s

2p

3p
4p

3d

4d 4f

-14

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

E

,

å

Â

1s

2s

3s
4s

2p

3p
4p

3d

4d 4f

-14

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

E

,

å

Â

1s

2s

3s
4s

2p

3p
4p

3d

4d 4f

-14

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

E

,

å

Â

1s

2s

3s
4s

2p

3p
4p

3d

4d 4f

-14

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

E

,

å

Â

1s

2s

3s
4s

2p

3p
4p

3d

4d 4f

-14

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

E

,

å

Â

1s

2s

3s
4s

2p

3p
4p

3d

4d 4f

Рис. 9.2. Спектр термiв атома водню. Тонкими лiнiями вказанi дипольнi переходи (див.
розд. 9.4.1)

З (9.10) випливає, що в атомi водню енергiя електрона залежить тiльки вiд голов-
ного квантового числа n, а значення орбiтального квантового числа обмеженi нерiв-
нiстю

ℓ ≤ n− 1.

Магнiтне квантове число приймає одне з цiлих значень, якi знаходяться в iнтервалi

−ℓ ≤ m ≤ ℓ.

Отже, кожен рiвень (крiм основного стану, де n = 1, nr = 0 i ℓ = 0) вироджений,
як по орбiтальному, так i по магнiтному квантовим числам. Кратнiсть виродження
дорiвнює

n−1∑

ℓ=0

(2ℓ+ 1) = n2.

В спектроскопiї головне квантове число ставлять злiва вiд орбiтального моменту.
Найнижчi енергетичнi рiвнi (їх звуть термами) приведенi на рис. 9.2.
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На закiнчення випишемо в явному виглядi радiальнi хвильовi функцiї для най-
нижчих станiв електрона:

R1s(r) =
2ρ√
a0
e−ρ,

R2s(r) =
ρ√
2a0

(
1− ρ

2

)
e−

1
2
ρ, R2p(r) =

ρ2

2
√
6a0
e−

1
2
ρ,

R3s(r) =
2ρ

3
√
3a0

(
1− 2ρ

3
+ 2ρ2

27

)
e−

1
3
ρ, R3p(r) =

8ρ2

27
√
6a0

(
1− ρ

6

)
e−

1
3
ρ,

R3d(r) =
4ρ3

81
√
30a0

e−
1
3
ρ,

R4s(r) =
ρ

4
√
a0

(
1− 3ρ

4
+ ρ2

8
− ρ3

192

)
e−

1
4
ρ,

R4p(r) =
ρ2

16

√
5

3a0

(
1− ρ

4
+ ρ2

80

)
e−

1
4
ρ,

R4d(r) =
ρ3

64
√
5a0

(
1− ρ

12

)
e−

1
4
ρ, R4f (r) =

ρ4

768
√
35a0

e−
ρ
4 ,

R5s(r) =
2ρ

5
√
5a0

(
1− 4ρ

5
+ 4ρ2

25
− 4ρ3

375
+ 2ρ4

9375

)
e−

1
5
ρ,

R5p(r) =
4ρ2

25

√
2

15a0

(
1− 3ρ

10
+ 3ρ2

125
− ρ3

1875

)
e−

1
5
ρ,

R5d(r) =
2ρ3

625

√
14
5a0

(
1− 2ρ

15
+ 2ρ2

525

)
e−

1
5
ρ,

R5f (r) =
8ρ4

9375

√
2

35a0

(
1− ρ

20

)
e−

1
5
ρ, R5g(r) =

2ρ5

140625

√
2

35a0
e−

1
5
ρ,

(9.11)

де введено безрозмiрну змiнну ρ =
r

a0
. Хвильовi функцiї нормованi умовою

∫ ∞

0

drR2
nℓ(r) = 1.

9.2 Густина розподiлу електронної «хмари» в атомi

водню

Розглянемо розподiл радiальної густини ймовiрностi для електрона в атомi водню,
який знаходиться в станi nℓ. Ймовiрнiсть знайти електрон в елементi тiлесного кута
dΩ у шарi вiд r до r + dr є

dwnℓm(r, θ, ϕ) = |ψnℓm(r, θ, ϕ)|2 r2drdΩ.

Враховуючи, що розподiл радiальної густини ймовiрностi ρnℓm наступним чином зв’язаний
з dwnℓm(r, θ, ϕ) спiввiдношенням

dwnℓm(r, θ, ϕ) = ρnℓmdrdΩ,

одержимо
ρnℓm = r2 |ψnℓm(r, θ, ϕ)|2 = R2

nℓ(r) |Yℓm(θ, ϕ)|2 .

В зв’язку з тим, що ϕ-залежнiсть хвильової функцiї дається множником eimϕ, в
розподiлах залежнiсть вiд кута ϕ пропадає, а залежнiсть вiд кута θ залишається.
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Рис. 9.3. Радiальний розподiл ймовiрностi для електрона в атомi водню в станах 1s (не-
перервна лiнiя), 2s (точкова лiнiя) та 3s (штрих-пунктирна лiнiя). Розподiли дано в a−1

0

Iншими словами, розподiл виявляється симетричним вiдносно поворотiв навколо осi
z. Остаточно:

ρnℓm(r, θ, ϕ) = Λnℓ(r)Φnℓm(θ),

де

Λnℓ(r) = R2
nℓ(r), Φnℓm(θ) =

(2ℓ+ 1)(ℓ−m)!

4π(ℓ+m)!
(Pm

ℓ (cos θ))2 .

При ℓ = 0 сферична функцiя стає константою i тому в s-станах розподiл ймовiр-
ностi сферично-симетричний. Для трьох найнижчих s-станiв вiн дається формулами

ρ1s =
1

πa0
ρ2e−2ρ,

ρ2s =
1

8πa0
ρ2
(
1− 1

2
ρ

)2

e−ρ,

ρ3s =
1

27πa0
ρ2
(
1− 2

3
ρ+

2

27
ρ2
)2

e−
2
3
ρ

i зображений на рис. 9.3.
Розподiл ρns(r) має n максимумiв. Областi, в яких розподiл досягає максимуму,

чередуються з областями, в яких розподiл досягає нуля. Максимум для 1s-стану вiд-
повiдає значенню r = a0. Останнiй максимум для розподiлiв з n = 2 та 3 вiдповiдає
значенням r = 5, 25a0 та 13, 1a0, вiдповiдно. Отже, середня вiдстань електрона вiд
ядра зростає при збiльшенi головного квантового числа. Розподiли Λ2p(r), Λ3p(r) та
Λ3d(r) показано на рис. 9.4.

Густину розподiлу ρnℓm досить зобразити на любiй площинi, яка проходить через
вiсь z. На рис. 9.5 показано поведiнку розподiлу для рiзних станiв на площинi (x, z).
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Рис. 9.5. Розподiл густини ймовiрностi електронної хмари в атомi водню в (x, z)-площинi

Легко бачити, що для p-хвилi при значеннi магнiтного квантового числа m = 0 розпо-
дiл максимальний вздовж осi z i досягає нуля у площинi (x, y). При m = ±1 максимум
знаходиться на площинi (x, y) i досягає нуля на осi z.

9.3 Системи, якi подiбнi до атому водню

Структуру, дуже схожу на структуру атома водню, мають цiлий ряд iнших кван-
тових систем. Розглянемо деякi з них.

9.3.1 Дейтерiй та тритiй

На початку 20-го сторiччя було встановлено, що практично кожен хiмiчний еле-
мент представляє собою сумiш атомiв, якi мають однаковi хiмiчнi властивостi, але
рiзну масу. Їх називають iзотопами. Iснування iзотопiв пояснюється тим, що атомне

128



Табл. 9.1. Iзотопи водню та їх властивостi

Познач. число число Mяд перiод
iзотопу прот. нейтрон. в а.о.м. напiврозпаду

1H або H 1 0 1,00782503207(10) стаб.
2H або D 1 1 2,0141017778(4) стаб.
3H або T 1 2 3,0160492777(25) 12,32(2) рокiв

4H 1 3 4,02781(11) 1,39(10)×10−22 c
5H 1 4 5,03531(11) > 9, 1× 10−22 c
6H 1 5 6,04494(28) 2,90(70)×10−22 c
7H 1 6 7,05275(108) 2,3(6)×10−23 c

ядро даного елемента може мiстити однакову кiлькiсть протонiв, але рiзну кiлькiсть
нейтронiв.

Водень не є виключенням з цього правила. Встановлено, що в газ водню крiм
атомiв “звичайного” водню, тобто атомiв, ядро яких є протоном, входить так званий
важкий водень. Його називають дейтерiєм. Ядро дейтерiя складається з одного про-
тона та одного нейтрона i тому маса дейтерiю приблизно в два рази бiльша, нiж маса
звичайного водню. Розповсюдженiсть важкого водню на Землi невелика, вона скла-
дає лише 0,0115±0,0070% вiд усього запасу водню. Дейтерiй був вiдкритий Г. Юрi з
спiвробiтниками в 1932 роцi.

Iснують також iншi, бiльш важкi нiж дейтерiй, iзотопи водню, див. табл. 9.1 1.
Але усi вони мiстять нестабiльнi ядра i тому в природних умовах не зустрiчаються, а
можуть бути тiльки штучно утворенi в лабораторiї. Одним iз таких iзотопiв є тритiй.
Його ядро складається з одного протона та двох нейтронiв.

Очевидно, що терми важкого водню, як i терми звичайного водню, залежать лише
вiд головного квантового числа,

En =
RD

n2
,

проте для них значення сталої Рiдберга RD трохи бiльше, нiж для звичайного водню.
Дiйсно, для атома, маса ядра якого Mяд, стала Рiдберга є

Rяд =
R∞

1 + Me

Mяд

,

де R∞ — стала Рiдберга для атома, маса якого прямує до безмежностi. Тому спектр
важкого водню виявляється змiщений вiдносно спектру звичайного атома водню. Та-
кий зсув рiвнiв називають iзотопiчним зсувом. Саме спостереження iзотопiяного зсуву
в спектрах водню дозволило Юрi з спiвробiтниками вiдкрити дейтерiй.

9.3.2 Воднеподiбнi атоми

Воднеподiбними атомами називають позитивно зарядженi iони, в яких залишився
один електрон, наприклад, He+, Li2+, Be3+, B4+ та iн. Тут число, яке стоїть з правої

1Масу дано в атомних одиницях маси (а.о.м.); а.о.м. визначається як 1/12 маси атому 12C i складає
1,66053886(28)×10−27 кг або 931,494043(80) МеВ/c2.
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сторони зверху, дорiвнює Z − 1, де Z — порядковий номер елемента в таблицi Мен-
делєєва. Електрон воднеподiбного атома знаходиться в кулонiвському полi, яке в Z
разiв бiльше заряда протона, i тому терми воднеподiбного атома легко одержати з
термiв атома водню простою замiною

e4 → Z2e4, µ→ MeMяд

Me +Mяд

.

Хвильовi функцiї воднеподiбних атомiв теж легко одержати з хвильових функцiй
атома водню замiною ρ→ ρ/Z.

9.3.2.1 Iсторiя вiдкриття воднеподiбних атомiв

Дослiдження спектрiв в зiрках, якi були проведенi наприкiнцi 19-го сторiччя астро-
номом Пiкерiнгом, дозволили вiдкрити нову серiю, яка мала дещо незвичайнi власти-
востi. Лiнiї серiї Пiкерiнга розбиваються на двi групи. Одна з них складається з лiнiй
дуже близьких до лiнiй серiї Бальмера в атомi водню. Друга — знаходиться мiж лi-
нiями серiї Бальмера.

Спочатку вважали, що серiя Пiкерiнга вiдповiдає переходам в атомi водню, який
знаходиться в якомусь особливому станi. Проте прецизiйнi на той час дослiдження по-
казали, що в парах водню серiя Пiкерiнга вiдсутня i тому цю гiпотезу було вiдкинуто.
З iншого боку, iснування серiї Пiкерiнга було виявлено в дослiдах Фаулера по вивчен-
ню спектрiв сумiшi газiв водню та гелiю. Причому Фаулер вiдкрив ще одну серiю.
Виявилось, що як серiя Пiкерiнга, так i серiя Фаулера добре описуються формулою
Бальмера-Рiдберга

ν = R

(
1

τ 22
− 1

τ 21

)
,

де τ1,2 цiлi або напiвцiлi числа. Для серiї Пiкерiнга τ2 = 1
2
, а для серiї Фаулера τ2 = 3

2
.

Проблему вдалося розв’язати Бору, який допустив, що наспрiвдi серiї Пiкерiнга та
Фаулера вiдповiдають не водню, а iонам He+. Дiйсно, приймаючи до уваги, що заряд
гелiю дорiвнює 2e одержимо для частоти переходу

ν =
4R∞

1 + Me

MHe

(
1

n2
2

− 1

n2
1

)
=

R∞

1 + Me

MHe

((
1
n2

2

)2

−
(

1
n1

2

)2
)
, n1 > n2,

де MHe маса ядра гелiю.

9.3.3 Рiдберговськi атоми

Рiдберговським атомом називають атом, в якому валентний електрон знаходиться
у станi з великим значенням головного квантового числа. Користуючись формулою
(2.4) легко оцiнити, що при значеннях n ∼ 1000 розмiр атома досягає макроскопi-
чної величини, порядка 10−2 мм. Валентний електрон рiдберговського атома, завдяки

екранiзацiї заряда ядра iншими електронами, знаходиться у полi U(r) = −e
2

r
i тому

його спектр спiвпадає з спектром атома водню.
Енергiя переходу мiж двома сусiднiми рiдберговськими станами є

∆E = 2Rn−3.
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При значеннi n ∼ 1000 вона має величину ∼ 10−8 еВ, а частота випромiнювання дося-
гає частоти радiохвилi мегагерцового дiапазону. Час життя атома в рiдберговському
станi, як показують оцiнки, досягає ∼10 с.

Звичайно, при взаємодiї з атомами та молекулами газу, кiнетична енергiя яких
при кiмнатнiй температурi ∼ 10−2 еВ, рiдберговський атом легко руйнується i пере-
творюється на iон. Тому в земних умовах рiдберговськi атоми спостерiгаються лише
в лабораторiї. З цiєю метою пучок атомiв в високому вакуумi опромiнюють лазерним
свiтлом, яке переводить атом з основного в рiдберговський стан.

Проте в космiчному просторi нiщо не заважає утворенню рiдберговських атомiв.
Це бiло пiдтверджено в 1964 р. на 22-метровому дзеркальному радiотелескопi Фiзи-
чного iнституту АН СРСР, коли в туманностi Омега було виявлено лiнiю з довжиною
хвилi λ ≈3,4 см, яка вiдповiдає переходу в атомi водню мiж станами з n =91 та
n = 90. Пiзнiше в рядi лабораторiй свiту було одержано iншi данi щодо iснування рi-
дберговських атомiв в космiчному просторi. Зокрема, на Харкiвському радiотелескопi
в 1979 р. при вивченнi радiоджерела Касиопея А було знайдено лiнiї спектра атома
вуглецю з рекордно великими значеннями n вiд 600 до 732.

9.3.4 Екзотичнi атоми водню

Якщо електрон в атомi водню замiнити на одну з iнших негативно заряджених
частинок або/та протон замiнити на одну з позитивно заряджених частинок, то ви-
никає так званий екзотичний атом водню. Звичайно, усi цi атоми нестабiльнi i мають
невеликий час життя. Проте, як i звичайнi атоми, вони можуть вступати в хiмiчнi
реакцiї утворюючi вiдповiднi екзотичнi молекули.

9.3.4.1 Мюонний атом водню

При замiнi електрона в атомi водню на мюон (частинку з властивостями дуже
схожими на властвостi електрона, але маса якої приблизно в 200 разiв бiльша маси
електрона) то утворюється мюонний атом водню. Час життя такого атома визначає-
ться часом життя мюона τµ ≈ 2, 19× 10−6 с.

Радiус Бора в мюонному атомi приблизно в 200 разiв менший, нiж радiус Бора в
звичайному атомi водню. Тому в такому атомi бiльш яскраво проявляються ефекти,
пов’язанi з розподiлом заряда в ядрi. Зокрема вважається, що вивчення переходiв в
мюонному атомi водню дозволяє провести точнi вимiрювання радiуса протона.

9.3.4.2 Мезоннi атоми водню

Мезоннi атоми водню це системи, в яких електрон звичайного атома водню замi-
нюється на π−- або K−-мезони. Останнi взаємодiють з ядром не тiльки за рахунок
електромагнiтних взаємодiй, але й сильних. Тому цi атоми представляють гарний
«полiгон» для вивчення властивостей сильних взаємодiй при низьких енергiях.
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9.3.4.3 Позитронiй

При опромiнюваннi речовини повiльними позитронами2, останнi, внаслiдок куло-
нiвських сил притягання, можуть захопити електрон i утворити зв’язаний стан, який
дуже нагадує атом водню, у якого ядро i електрон мають однакову масу. Таку систему
називають позитронiєм. Її хiмiчне позначення Ps.

Приведена маса e+e− пари вдвiчi менша маси електрона, i тому її розмiр вдiчi
бiльший розмiра звичайного атома водню, а енергiя зв’язку — вдвiчi менша.

Позитронiй нестабiльна система. Вiн, в залежностi вiд взаємної орiєнтацiї спiнiв
електрона та позитрона, розпадається на два або три γ-кванти:

(e+e−)↓↑ → 2γ парапозитронiй,
(e+e−)↑↑ → 3γ ортопозитронiй.

Час життя парапозитронiю ≈ 1, 25× 10−10 с, а ортопозитронiю ≈ 1, 4× 10−7 с.
Вивчення властивостей позитронiю та порiвняння їх з результатами теоретичних

розрахункiв вiдiграє особливу роль а перевiрцi електродинамiки.
Вперше атом Ps спостерiгався в дослiдах Мартина Дойча в 1951 р. В 2007 р. в

Калiфорнiйському унiверситетi Девiд Кассiдi та Аллен Мiлс спостерiгали на дослi-
дi утворення молекули Ps2, яка є аналогом молекули H2. Гiпотезу про можливiсть
iснування молекул Ps2 було висловлено Дж. Уiллером ще в 1946 р.

9.3.4.4 Мюонiй

Мюонiй це зв’язаний стан електрона та антимюона (µ+). Експериментально був
вiдкритий в 1960 р. В. Хьюзом. Хiмiчний символ мюонiя Mu.

Мюонiй має дуже високу хiмiчну активнiсть утворюючи при цьому сполуки, на-
приклад, MuCl, MuNa та iн. Тому його можна розглядати як найлегший iзотоп водню.

Внаслiдок того, що маса мюона набагато бiльша маси електрона, боровський ра-
дiус мюонiя близький до боровського радiуса звичайного водню. Час життя мюонiя
τ ≈ 2, 19× 10−6 с.

Властвостi мюонiя добре узгоджуються з теоретичними розрахунками, виконани-
ми в рамках квантової електродинамiка. Тому вважається, що мюонiй, як i позитро-
нiй, є гарним «полiгоном» для перевiрки останньої.

Теоретично також обговорюється можливiсть iснування так званого «iстиного мю-
онiя», зв’язаного стану мюона та антимюона (µ−µ+). Проте експериментально така
система ще не спостерiгалась.

9.4 Електромагнiтнi переходи в атомi водню

В атомi завжди мають мiсце переходи з одних енергетичних станiв на iншi. Якщо
атом вiльний, то цi переходи пов’язанi з поглинанням або випромiнюванням кванта
свiтла, частота якого визначається вiдповiдно з 3-м постулатом Бора. У разi, коли

2Позитрон це античастинка електрона. Вона має додатнiй заряд, а її маса спiвпадає з масою
електрона. Позначають позитрон e+, в той час як електрон позначають e−.
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атом зв’язаний в кристалiчнiй ґратцi, переходи можуть бути i безвипромiнювальни-
ми: енергiя, що звiльнилася, йде на розгойдування ґратки. Далi розглянемо лише
переходи, якi вiдбуваються у вiльних атомах.

Дослiдження процесiв випромiнювання i поглинання свiтла атомом важливе, зокре-
ма, тому, що на експериментi безпосередньо не спостерiгаються енергетичнi рiвнi ато-
ма (терми). Їх встановлюють з аналiзу спектрiв випромiнювання та поглинання свiтла.

9.4.1 Правила вiдбору. Електричнi дипольнi переходи

Не усi енергетично дозволенi переходи дають вiдповiднi лiнiї спектрiв. Рiч у тому,
що мають мiсце певнi закони, якi дозволяють чи забороняють (точнiше придушують)
тi чи iншi переходи в залежностi вiд значень квантових чисел електрона в початко-
вому i кiнцевому станах. Цi закони називають правилами вiдбору. Без їх врахування
неможливо провести правильну вiдповiднiсть мiж енергетичними рiвнями в атомi i
спектральними лiнiями.

Для того, щоб встановити правила вiдбору, слiд познайомитися з основами кванто-
вомеханiчного опису переходiв атома з одного стану (позначимо його як «a») в iнший
(«b»). Початковий та кiнцевий стани електрона визначаються такими наборами кван-
тових чисел: n, ℓ,m та n′, ℓ′, m′. Тому надалi пiд символами a i b будемо розумiти,
вiдповiдно саме цi два набори.

В тому випадку, коли довжина хвилi випромiнюваного свiтла набагато бiльша
розмiра атома, можна, ґрунтуючись на аналогiї з класичною фiзикою, вважати, що
iнтенсивнiсть випромiнювання атома визначається, як i для радiоантени, скалярним
добутком його дипольного моменту на вектор поляризацiї свiтла. Такi переходи на-
зивають дипольними або E1 переходами.

Єдина вiдмiннiсть полягає в тому, що при розглядi переходiв в атомi слiд розгля-
дати не дипольний момент, а його матричний елемент мiж станами a i b

Ma→b = ε · da→b = e

∫
Ψ∗

b(r, t)ε · rΨa(r, t)d
3r =

= e exp (−iωa→bt)

∫
ε · rψ∗

b (r)ψa(r)d
3r,

(9.12)

де ε — вектор поляризацiї свiтла, Ψa,b(r, t) — хвильовi функцiї електрона, а

ωa→b =
Ea − Eb

~
.

У випадку, коли Ea > Eb, має мiсце перехiд з випромiнюванням кванта свiтла з ча-
стотою ωa→b. У випадку, коли Ea < Eb, має мiсце перехiд з поглинання кванта свiтла
з частотою ωb→a. Причому ймовiрнiсть перехода пропорцiйна |Ma→b|2. Тому для то-
го щоб встановити правила вiдбору потрiбно з’ясувати умови, при яких матричний
елемент (9.12) вiдмiнний вiд нуля.

Вектор ε обираємо в залежностi вiд того, яку має поляризацiю свiтло:

1. лiнiйна поляризацiя: в цьому випадку обираємо ε|| = (0, 0, 1); свiтло розповсю-
джується в площинi (x, y).

2. круговi поляризацiї: в цьому випадку обираємо ε± = 1/
√
2(1,±i, 0); свiтло роз-

повсюджується вздовж OZ-осi.
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Запишемо iнтеграл (9.12) в сферичних координатах. У випадку лiнiйної поляри-
зацiї маємо

Ma→b =e

∫ ∞

0

drφ∗
n′ℓ′(r)φnℓ(r)r

3

∫ 2π

0

dϕ×

×
∫ 1

−1

d(cos θ) cos θY ∗
ℓ′m′(θ, ϕ)Yℓm(θ, ϕ),

(9.13)

де φn′ℓ′(r) та φnℓ(r) — радiальнi хвильовi функцiї кiнцевого та початкового станiв. Пiд-
ставляючи в (9.13) явний вигляд сферичних функцiй i iнтегруючи по dϕ отримаємо

Ma→b = Amm′

n′ℓ′nℓ

∫ 1

−1

dzzPm′

ℓ′ (z)Pm
ℓ (z)

∫ 2π

0

dϕei(m−m′)ϕ =

= 2πδmm′Amm′

n′ℓ′nℓ

∫ 1

−1

dzzPm
ℓ′ (z)P

m
ℓ (z),

(9.14)

де z ≡ cos θ i

Amm′

n′ℓ′nℓ =
e

4π

√
(2ℓ+ 1)(2ℓ′ + 1)(ℓ−m)!(ℓ′ −m′)!

(ℓ+m)!(ℓ′ +m′)!
×

×
∫ ∞

0

drr3φ∗
n′ℓ′(r)φℓm(r).

(9.15)

(9.14) дає правило вiдбору по магнiтному квантовому числу для виромiнювання та
поглинання свiтла з лiнiйною поляризацiєю:

m′ = m.

Коефiцiєнт (9.15) визначає iнтенсивнiсть переходу i зараз не представляє iнтересу. Ва-
жливо лише те, що вiн вiдмiнний вiд нуля для будь-яких значень головних квантових
чисел i тому по n правила вiдбору вiдсутнi.

Проаналiзуємо тепер в (9.14) iнтеграл по dz. З теорiї приєднаних функцiй Лежанра
вiдомо, що (див. Додаток А.3)

zPm
ℓ (z) =

1

2ℓ+ 1
[(ℓ−m+ 1)Pm

ℓ+1(z) + (ℓ+m)Pm
ℓ−1(z)]. (9.16)

Користуючись (9.16) i умовою ортогональностi приєднаних функцiй Лежандра (див.
Додаток А.3) ∫ 1

−1

dzPm
ℓ (z)Pm

ℓ′ (z) =
(ℓ+m)!

(ℓ+ 1
2
)(n−m)!

δℓℓ′

вiдразу отримуємо правило вiдбору по орбiтальному квантовому числу

ℓ′ = ℓ± 1.

Тепер розглянемо випадок кругової поляризацiї. Маємо:

Ma→b =

√
1

2
Amm′

n′ℓ′nℓ

∫ 1

−1

dz
√
1− z2Pm′

ℓ′ (z)Pm
ℓ (z)

∫ 2π

0

dϕei(m−m′±1)ϕ =

=
√
2πδm±1,m′Amm′

n′ℓ′nℓ

∫ 1

−1

dz
√
1− z2Pm′

ℓ′ (z)Pm
ℓ (z).

(9.17)
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Отже, отримуємо наступне правило вiдбору для магнiтного квантового числа для
виромiнювання та поглинання свiтла з круговою поляризацiєю

m′ = m∓ 1.

Для того, щоб обчислити iнтеграл по dz скористуємось наступною властивiстю при-
єднаних функцiй Лежандра

√
1− z2Pm−1

ℓ (z) =
1

2l + 1
[Pm

ℓ+1(z)− Pm
ℓ−1(z)]. (9.18)

Пiдставляючи (9.18) в (9.17) одержимо

ℓ′ = ℓ± 1.

В зв’язку з тим, що орбiтальнi квантовi числа атома вiдрiзняються на одиницю, на
основi (7.29) виходить, що парнiсть станiв змiнює знак.

На рис. 9.2 дипольнi переходи мiж найнижчими термами в атомi водню позначе-
нi тонкими лiнiями. Слiд зауважити, що правила вiдбору по орбiтальному моменту
забороняють дипольнi переходи з стана 2s в стан з меншою енергiєю 1s. Тому стан
2s є метастабiльним. Час життя атома водню в цьому станi складає макроскопiчну
величину, τ2s = 0, 1212 с. Для порiвняння, чаc життя стану 2p на 8 порядкiв менший,
τ2p = 1, 596× 10−9 с.

9.4.2 Iншi типи переходiв

Сформульованi вище правила вiдбору не є строгими. Тому, якщо мiж деякими
станами атома E1 переходи забороненi, то слiд розглядати iншi переходи. Проте ви-
являється, що їх ймовiрнiсть на багато порядкiв менша, нiж ймовiрнiсть E1 переходiв.

Наступними по iнтенсивностi переходам за E1 є переходи, якi пов’язанi з взаємо-
дiєю квадрупольного та магнiтного моментiв атома з електромагнiтною хвилею. Тому
їх називають, вiдповiдно, дипольними (або E2) та магнiтними (або M1) переходами.

У випадку E2 переходiв матричний елемент переходу Ma→b буде

Ma→b ∼ e

∫
Ψ∗

b(r, t)rirjΨa(r, t)d
3r, де i 6= j,

а у випадку M1 переходiв

Ma→b ∼ e

∫
Ψ∗

b(r, t)L̂iΨa(r, t)d
3r.

Розглянемо магнiтнi переходи. Використовуючи той факт, що оператор L̂i в сферичнiй
системi координат не залежить вiд r зразу одержимо правило вiдбору по головному
квантовому числу:

Ma→b ∼ e

∫ ∞

0

drr2φn′ℓ′(r)φnℓ(r)

∫ 2π

0

dϕ×

×
∫ 1

−1

d cos θY ∗
ℓ′m′(θ, ϕ)L̂iYℓm(θ, ϕ) ∼ δn′n〈ℓ′m′|L̂i|ℓm〉,
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де використано наступне позначення

〈ℓ′m′|L̂i|ℓm〉 ≡
∫ 2π

0

dϕ

∫ 1

−1

d cos θY ∗
ℓ′m′(θ, ϕ)L̂iYℓm(θ, ϕ). (9.19)

Ранiше було показано, що оператор L̂i дiючи на сферичну функцiю не змiнює орбi-
тальний момент (розд. 7.1.3). Це означає, що матричний елемент (9.19) пропорцiйний
δℓ′ℓ.

Тепер слiд розглянути правило вiдбору по магнiтному квантовому числу. У ви-
падку, коли в (9.19) i = z цей матричний елемент пропорцiйний δm′m, тобто нiякого
переходу немає. Проте, якщо i = x або y, можна розглянути лiнiйно незалежнi ком-
бiнацiї L̂± = L̂x ± iL̂y. Використовуючи властивiсть (7.20) цих операторiв одержимо,
що

〈ℓ′m′|L̂±|ℓm〉 ∼ δℓ′ℓδm′,m∓1

тобто правила вiдбору M1 переходiв наступнi:

∆n = 0, ∆ℓ = 0, ∆m = ±1.

Звичайно, якщо електрон знаходиться в центрально-симетричному полi, то при одна-
кових n та ℓ має мiсце виродження енергетичних станiв атома по магнiтному кванто-
вому числу i такi переходи вiдбуваються без випромiнювання або поглинання свiтла.
Проте, якщо атом знаходиться у зовнiшньому магнiтному полi, то виродження знiмає-
ться (це явище вiдомо як ефект Зеемана i буде докладно розглянуто далi в розд. 15.2)
i виникає можливiсть переходiв з поглинанням або випромiнювання електромагнiтної
хвилi.

Потрiбно вiдмiтити, що проведений аналiз магнiтних переходiв був зроблений без
врахування спiна. Виявляється, що спiн дає важливий внесок в такi переходи, проте
аналiз таких ефектiв виходить за рамки нашого курсу.

9.5 Релятивiстськi ефекти в атомi водню

9.5.1 Тонка структура атомних спектрiв

Скурпульознi дослiдження атомних спектрiв показали, що, як правило, кожна лi-
нiя спектру має складну структуру i являє собою сукупнiсть декiлькох лiнiй, якi
лежать дуже близько одна вiд одної. Така структура носить назву тонкої структу-
ри спектрiв, сукупнiсть лiнiй називають мультиплетом, а число окремих лiнiй в
мультиплетi — мультиплетнiстю. У випадку, коли в мультиплет входить одна лiнiя,
говорять про синглетну лiнiю, мультиплет, який складається з двох лiнiй, назива-
ють дублетом, якщо мультиплетнiсть дорiвнює трьом — триплетом i т.д. Окремi лiнiї
мультиплета називають компонентами мультиплета.

Характерним прикладом може бути так звана D-лiнiя, найбiльш яскрава лiнiя го-
ловної серiї натрiя (докладно про класифiкацiю спектрiв лужних металiв буде сказано
далi в розд. 12.4). Вона насправдi представляє собою дублет, тобто складається з двох
лiнiй, якi позначають D1 та D2, з довжинами хвиль λ1 =5889,953 Å та λ1 =5885,930 Å.
Отже, порядок тонкого розщеплення для D-лiнiї натрiя складає 0,1% вiд її довжини
хвилi.
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Схожа картина має мiсце для головної серiї усiх лужних металiв. Єдина вiдмiн-
нiсть полягає в тому, що вiдстань мiж компонентами дублету рiзко зростає при збiль-
шенi атомного номера елементу.

Iншi серiї лужних металiв також мають складну структуру. Так для рiзкої серiї
натрiя має мiсце «складний дублет», двi яскравi лiнiї доповнює слабкий супутник.

9.5.2 Спiн-орбiтальна взаємодiя

Виявляється, що тонка структура атомних спектрiв пов’язана, перш за все, з вза-
ємодiєю мiж орбiтальним моментом електрона та його спiном. В результатi спiн-
орбiтальної взаємодiї виникає кореляцiя мiж напрямком орбiтального та спiнового
моментiв i обидва моменти додаються утворюючи один повний механiчний момент,
який далi будемо позначати j:

j = l+ s. (9.20)

З’ясуємо, якi значення приймають j2 та jz. По аналогiї з (7.21) для модуля моменту
j можна написати

|j| = ~

√
j(j + 1),

а його проекцiя приймає одне з наступних значень

jz = ~mj , де mj = −j, −j + 1, ..., j.

Будемо називати mj повним магнiтним квантовим числом.
З (9.20) випливає, що z-проекцiя повного моменту є сумою z-проекцiй орбiтального

та спiнового моментiв:

jz = ~ (mℓ +ms) або mj = mℓ +ms,

де mℓ та ms орбiтальне та спiнове магнiтнi квантовi числа; mℓ приймає одне iз значень
−ℓ, −ℓ+1, ..., ℓ, а ms одне iз двох значень −1

2
та +1

2
. Тому при заданому mℓ проекцiя

mj може мати одне з двох значень

mj = mℓ − 1
2

або mj = mℓ +
1
2
.

Вiдповiдно величина j приймає такi значення:

j = ℓ± 1
2
, при ℓ 6= 0,

j = 1
2
, при ℓ = 0.

(9.21)

В класичнiй механiцi додавання двох моментiв вiдбувається по правилу паралело-
грама. Так само повиннi додаватися моменти в квантовiй механiцi, за виключенням
тiєю обстави, що «кути» мiж моментами l та s не можуть бути довiльними. Спiн-
орбiтальна взаємодiя викликає змiну, як орiєнтацiї спiну, так i орбiтального моменту,
проте вона не може привести до змiни напрямку сумарного моменту j. Це означає, що
вiдбувається прецесiя орбiтального та спiнового моментiв навколо моменту j, рис. 9.6.

Неважко знайти кут мiж орбiтальним та спiновим моментами (звичайно, при умо-
вi, що ℓ 6= 0). Для цього пiднесемо до квадрату праву та лiву частини (9.20):

j2 = l2 + s2 + 2
√
l2s2 cosϕ.
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Рис. 9.6. Додавання орбiтального та спiнового моментiв

Пiдставляючи сюди власнi значення j2, l2 та s2 одержимо

cosϕ =
j(j + 1)− ℓ(ℓ+ 1)− s(s+ 1)

2
√
j(j + 1)s(s+ 1)

.

З рис. 9.6 очевидно, що при фiксованому значеннi mj орбiтальний та спiновий
моменти не мають певного значення z-проекцiї, проте їх сума є величиною сталою.
Iншими словами, стан з певними значеннями j, mj, ℓ та s = 1

2
(будемо його позначати

|ℓsjmj〉3) є суперпозицiєю станiв з рiзними значеннями mℓ та ms:

|ℓ 1
2
j mj〉 = c1|ℓ,mj − 1

2
〉
∣∣1
2
1
2

〉
+ c2|l, mj +

1
2
〉
∣∣1
2
− 1

2

〉
,

де |ℓmℓ〉 та |1
2
ms〉 — орбiтальна та спiнова хвильовi функцiї (в позначеннях Дiрака), а

дiйснi коефiцiєнти c1 та c2 називають коефiцiєнтами Клебша-Гордана.
Звичайно, для ортонормованностi хвильової функцiї |ℓ 1

2
j mj〉 на коефiцiєнти c1 та

c2 потрiбно наложити умову
c21 + c22 = 1.

Той факт, що при фiксованому значеннi mj орбiтальний та спiновий моменти не
мають певного значення z-проекцiї математично виражається в тому, що оператор ĵ 2

3Зараз нам немає потреби знати явний вираз для хвильової функцiї, нас цiкавлять лише квантовi
числа вiдповiдних станiв. Тому ми використовуємо символiчне позначення Дiрака |ℓsjmj〉 (його на-
зивають «кет-вектор») для хвильової функцiї, яка вiдповiдає квантовим числам ℓ, s, j, mj. Спряжена
хвильова функцiя позначається 〈ℓsjmj | i носить назву «бра-вектора». В цих позначеннях умова нор-
мування записується як символiчний скалярний добуток 〈ℓ′s′j′m′

j |ℓsjmj〉 = δℓ′ℓδs′sδj′jδm′

j
mj

. Слова

бра та кет утворюються вiд умовного розрiзання англiйського слова bracket (брати в дужки):
brac|ket.
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не комутує з операторами ℓ̂z та ŝz. Покажемо це для орбiтильного моменту. Користу-
ючись тим, що оператори l̂ та ŝ комутують мiж собою, а також, що l̂ 2 комутує з ℓ̂z,
одержимо

[
ĵ 2, ℓ̂z

]
=
[
l̂ 2 + ŝ 2 + 2̂l · ŝ, ℓ̂z

]
= 2

[
l̂ · ŝ, ℓ̂z

]
=

= 2
([
ℓ̂x, ℓ̂z

]
ŝx +

[
ℓ̂y, ℓ̂z

]
ŝz

)
.

Приймаючи до уваги комутацiйнi спiввiдношення
[
ℓ̂i, ℓ̂j

]
= i~

∑
k ǫi,j,kℓ̂k одержимо

[
ĵ 2, ℓ̂z

]
= 2i~

(
−ℓ̂y ŝx + ℓ̂xŝy

)
6= 0. (9.22)

Аналогiчний результат має мiсце для комутатора з ŝz:
[
ĵ 2, ŝz

]
= 2i~

(
−ℓ̂xŝy + ℓ̂y ŝx

)
6= 0. (9.23)

Звичайно, з (9.22) та (9.23) випливає очiкуваний результат:

[
ĵ 2, ℓ̂z + ŝz

]
=
[
ĵ 2, ĵz

]
= 0.

Таким чином виходить, що електрон в атомi характеризується такими квантовими
числами: j, ℓ, s = 1

2
та mj . Орбiтальне квантове число ℓ завжди цiле i тому, згiдно з

(9.21), j завжди напiвцiле.
Для того, щоб бiльш повно характеризувати стан електрона в атомi, потрiбно до-

повнити позначення, якi були зробленi в попередньому роздiлi. А саме, латинськi
лiтери (s, p, d, f ,...) так i будуть означати орбiтальне квантове число. Проте справа
знизу ставлять j. Наприклад, 1s 1

2
означає, що електрон має головне квантове число

n = 1, його орбiтальне квантове число ℓ = 0, а j = 1
2
; 2p 3

2
— стан, у якого n = 2, l = 1

та j = 3
2
.

Строга теорiя спiн-орбiтальної взаємодiї виходить з релятивiстського рiвняння Дi-
рака для електрона i тому спiн-орбiтальна взаємодiя є чисто релятивiстським ефе-
ктом. Проте можна її розглянути виходячи з деяких якiсних мiркувань. Що зараз i
зробимо.

Розглянемо електрон, в електричному полi ядра заряда Ze. За визначенням його
спiн-орбiтальна взаємодiя дорiвнює скалярному добутку

∆Ĥsℓ = −µs ·Bℓ,

де µs — магнiтний момент спiну, а Bℓ — магнiтне поле створене орбiтальним рухом
електрона. Для визначення останнього перейдемо до системи координат, в якiй еле-
ктрон покоїться, а ядро рухається iз швидкiстю чисельно рiвнiй швидкостi електрона
v, але протилежно направленою (будеми називати таку систему системою електрона).
У нiй, вiдповiдно до закону Бiо-Савара-Лапласа, ядро створює магнiтне поле

B = −Ze
cr3

[v × r] =
Ze

Mecr3
l .
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В результатi в системi електрона спiн-орбiтальна поправка до гамiльтонiану буде

∆Hсист. ел.
ℓs =

Ze2

M2
e c

2r3
l · s.

Тут було використано, що µs =
e

Mec
s.

Як показав Л. Томас i декiлька пiзнiше Я.I. Френкель при переходi до системи ко-
ординат пов’язаною з нерухомим ядром цей вираз, вiдповiдно до перетворення Лорен-
ца, змiнюється. В результатi з’являється додатковий множник 1

2
i для спiн-орбiтальнї

поправки до гамiльтонiану одержимо такий вираз

∆Ĥℓs =
2µ2

БZ

~2r3
l̂ · ŝ. (9.24)

Величина (9.24) є малою поправкою i приводить до невеликих зсувiв вiдповiдних енер-
гетичних рiвнiв. Тому для розрахунку останнiх можна скористатись теорiєю збурень
в першому порядку (див. розд. 6.1):

∆Eℓs =

∫
ψ∗(r )∆Ĥℓsψ(r )d

3r, (9.25)

Хвильовi функцiї ψ(r) є власними функцiями операторiв квадрата спiна s 2, квадрата
орбiтального моменту l 2, квадрата повного моменту j 2 i z-проекцiї повного моменту
jz i тому вони характеризуються квантовими числами n, ℓ, j та mj :

ψ(r ) = ψnℓsjmj
(r ).

Незбурений гамiльтонiан не мiстить спiнових змiнних i допускає роздiлення кутових
(θ i ϕ) i радiальної (r) змiнних. Тому хвильову функцiю ψnℓsjj3(r) можна представити
у виглядi

ψnℓsjmj
(r ) = χℓsjmj

(θ, ϕ)φnℓ(r), (9.26)

де φnℓ(r) — орбiтальна хвильова функцiя. Пiдставляючи (9.26) в (9.25) одержимо

∆Eℓs =
2µ2

БZ

~2

∫ ∞

0

dr

r
φ2
nℓ(r)×

×
∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

dθ sin θχ∗
ℓsjmj

(θ, ϕ)̂l · ŝχℓsjmj
(θ, ϕ).

Використовуючи ĵ = l̂+ ŝ, запишемо оператор l̂ · ŝ у виглядi

l̂ · ŝ = 1

2
(̂j 2 − l̂ 2 − ŝ 2).

Приймаючи до уваги умову ортонормованостi функцiй χℓsjmj
(θ, ϕ)

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

dθ sin θχ∗
ℓ′sj′m′

j
(θ, ϕ)χℓsjmj

(θ, ϕ) = δℓℓ′δjj′δmjm′

j
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одержимо

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

dθ sin θχ∗
ℓsjmj

(θ, ϕ) l̂ · ŝχℓsjmj
(θ, ϕ) =

=
~
2

2
[j(j + 1)− ℓ(ℓ+ 1)− s(s+ 1)]

та

∆Eℓs = µ2
БZ[j(j + 1)− ℓ(ℓ+ 1)− s(s+ 1)]

∫ ∞

0

dr

r
φ2
nℓ(r). (9.27)

В якостi радiальної хвильової функцiї φnℓ(r) вiзьмемо хвильовi функцiї воднеподiбно-
го атома. Iнтеграл в (9.27) обчислюється точно

∫ ∞

0

dr

r
φ2
nℓ(r) =

Z3

a30n
3ℓ(ℓ+ 1

2
)(ℓ+ 1)

,

де a0 — боровський радiус. Пiдставляючи цей результат в (9.27) i виконуючи нескладнi
перетворення отримаємо у випадку, коли ℓ 6= 0

∆Eℓs =
Z4e2Meα

2

4a0n3(ℓ+ 1
2
)
×





1

ℓ+ 1
, якщо j = ℓ+ 1

2
,

−1

ℓ
, якщо j = ℓ− 1

2
,

де

α =
e2

~c
≈ 1
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Константа α називається сталою тонкої структури.
У випадку, коли електрон знаходиться в s станi спiн-орбiтальна поправка, очеви-

дно, дорiвнює нулю.

9.5.3 Iншi релятивiстськi поправки

Iснують також iншi релятивiстськi поправки, якi мають той самий порядок малостi
в розкладi по константi α. З цiєю метою розглянемо спочатку релятивiстський вираз
для класичного гамiльтонiана електрона

H =
√
M2

e c
4 + c2p 2 −Mec

2 + U(r).

Вважаючи величину
p 2

M2
e c

2
=
(v
c

)2
малою розкладемо корiнь в ряд i обмежимось

першими трьома його членами (це так зване квазiрелятивiстське наближення):

H ≈ p 2

2Me

− p 4

8M2
e c

2
+ U(r). (9.28)

Квантовий квазiрелятивiстський гамiльтонiан одержимо замiною в (9.28) iмпульса p

на оператор iмпульсу p̂

Ĥ =
p̂ 2

2Me
− p̂ 4

8M2
e c

2
+ U(r)
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i стацiонарне рiвняння Шрьодiнгера прийме вигляд

Ĥψ = Eψ.

Знову розглянемо релятивiстську поправку по теорiї збурень вважаючи незбуреним

гамiльтонiаном Ĥ0 =
p̂ 2

2me
+ U(r). Тодi релятивiстська поправка ∆E1, пов’язана з

релятивiстською залежнiстю маси вiд швидкостi, буде

∆E1 = −
∫
ψ∗
nℓsjmj

(r)
p̂ 4

8M3c2
ψnℓsjmj

(r)d3r, (9.29)

де ψnℓsjmj
(r) — власна функцiя оператора Ĥ0. В зв’язку з тим, що оператор p̂ 2 комутує

з потенцiалом U(r), можна вираз (9.29) переписати у виглядi

∆E1 = − 1

2Mec2

∫
ψ∗
nℓsjmj

(r)[E
(0)
nl − U(r)]2ψnℓsjmj

(r)d3r =

= − 1

2Mec2

∫ ∞

0

φ2
nℓ(r)[E

(0)
nℓ − U(r)]2r2dr.

У випадку воднеподiбних атомiв iнтеграл береться точно:

∆E1 = − e2Z2

2n2a0
× α2Z2

n

(
3

4n
− 1

ℓ + 1
2

)
.

Проте цим не вичерпуються усi релятивiстськi поправки. Ще є так звана поправка
Дарвiна:

∆E2 =
Z2e2

2n2a0
× α2Z2φ2

nℓ(r = 0)

8a0
=

=





0, якщо ℓ 6= 0,
Z2e2

2n2a0
× α2Z2

n
, якщо ℓ = 0.

Фiзична iнтерпретацiя цiєї поправки пов’язана з квантовомеханiчним тремтiнням еле-
ктрона, яке вiдбувається на вiдстанях порядку комптонiвської довжини хвилi електро-

на δr ∼ ~

Mec
. В цьому випадку електрон взаємодiє з розмазаним кулонiвським полем.

Для грубої оцiнки такого ефекту можна розглянути усереднене значення вiдхилення
поля на таких вiдстанях [7]

〈δV 〉 ≈ 〈V (r + δr)〉 − 〈V (r)〉 =

= 〈δr · ∇V 〉+ 1

2

∑

ij

〈
δriδrj

∂2V

∂ri∂rj

〉
.

Пiсля усереднення перший член дає нуль, а другий буде пропорцiйний

〈δV 〉(δr)2∆V ∼
(

~

Mec

)2

∆V ∼

∼ 4πδ(r )Ze2
(

~

Mec

)2

.
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Рис. 9.7. Схема тонкого розщеплення енергетичних рiвнiв атома водню для n =1, 2 i 3.
Штрих-пунктирнi лiнiї вказують розташування нерозщеплених рiвнiв. Схема виконана без
збереження масштабу

Тут було використано вiдому рiвнiсть

∆
1

r
= −4πδ(r).

Усереднюючи цей вираз по хвильовiй функцiї одержимо, що попрака пропорцiйна
δℓ0φ

2
nℓ|r=0.
Сумуючи усi розглянутi вище релятивiстськi поправки отримаємо

∆E = ∆Els +∆E1 +∆E2 =

=
Z2e2

2n2a0
× α2Z2

n

(
3

4n
− 1

j + 1
2

)
.

(9.30)

Отже, поправка (9.30) залежить вiд n i j, але не залежить вiд орбiтального кван-
тового числа ℓ. Тому компоненти мультиплета, з однаковими значеннями n i j, але з
рiзними ℓ, матимуть однакову енергiю. Розглянемо два приклади. У випадку n = 2
маємо триплет з компонентами 2s1/2, 2p1/2 i 2p3/2. При цьому стани 2s1/2 i 2p1/2 мають
однакове j = 1

2
i тому мають однаковi енергiї. У випадку n = 3 маємо п’ять компо-

нент 3s1/2, 3p1/2, 3p3/2, 3d3/2 i 3d5/2; серед них стани 3s1/2, 3p1/2 i 3p3/2, 3d3/2 виродженi
(рис. 9.7).

Величина розщеплення мiж рiвнями j + 1 та j дається формулою

δj,j+1 = ∆n,j+1 −∆n,j =
Rα2Z4

n3(j + 1
2
)(j + 3

2
)
.

Для n = 2 ця величина складає

для водню δ1/2,3/2 =
Rα2

16
= 0, 366 см−1,

для He+ δ1/2,3/2 = Rα2 = 5, 86 см−1.
(9.31)
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Рис. 9.8. Тонке розщеплення Lα (лiворуч) та Hα (праворуч) лiнiй в воднеподiбних атомах

Ця величина дуже мала порiвнянно з переходами мiж станами з рiзним значення n.
Так для Hα лiнiя серiї Бальмера (перехiд n = 3 → n = 2) λ = 6 563 Å або в хвильових
числах 15 234 cм−1. Отже, величина тонкого розщеплення складає величину порядка

1
40 000

.
З (9.31) видно, що величина спiн-орбiтального розщеплення обернено пропорцiйна

n3 i тому швидко зменшується iз зростанням головного квантового числа. Також з
(9.30) випливає, що розщеплення пропорцiйне Z4. Тому експериментально його про-
стiше вивчати для воднеподобних атомiв, нiж для атому водню.

Для того, щоб встановити компоненти тонкої структри потрiбно доповнити прави-
ла вiдбору по ∆ℓ (див. розд. 9.4.1) правилами вiдбору по ∆j. В загальному випадку
вони є нiщо iнше, як закон збереження моменту кiлькостi руху:

∆j = 0, ±1, переходи 0 → 0 забороненi.

На рис. 9.7 тонкими лiнiями вказанi дозволенi переходи тонкого розщеплення в Lα та
Hα лiнiях воднеподобних атомiв. Розглянемо бiльш докладно тонке розщеплення цих
лiнiй, рис. 9.8.

Правила вiдбору дозволяють переходи з обох 2p-рiвнiв на 1s-рiвень. Тому Lα лi-
нiя являється дублетом. Перехiд 2p3/2 → 1s1/2 виявляється бiльш iнтенсивним. Тому
вiдповiдна лiнiя є бiльш яскравою. Аналогiчну структуру мають усi iншi лiнiї серiї
Лаймана.

Тепер розглянемо розщеплення спектральної лiнiї Hα. Правила вiдбору дозволя-
ють 7 переходiв:

3p1/2 → 2s1/2, 3p3/2 → 2s1/2, 3s1/2 → 2p1/2, 3d3/2 → 2p1/2,

3s1/2 → 2p3/2, 3d3/2 → 2p3/2, 3d5/2 → 2p3/2.

Спектральнi лiнiї двох пар цих переходiв, (3p1/2 → 2s1/2, 3s1/2 → 2p1/2) та (3p3/2 →
2s1/2, 3d3/2 → 2p1/2), зливаються i тому Hα лiнiя, як i iншi лiнiї серiї Бальмера, роз-
щеплюється на п’ять лiнiй.
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Рис. 9.9. Схема надтонкого розщеплення та лембiв зсув енергетичних рiвнiв для n =1, 2 i 3
у воднеподiбному атомi з I = 1/2. Схему виконано без збереження масштабу

9.5.4 Надтонке розщеплення

Отриманий вище спектр енергетичних рiвнiв атома водню з урахуванням тонко-
го розщеплення якiсно узгоджується з дослiдом. Проте спостерiгаються i деякi вiд-
мiнностi вiд нього. Першою особливiстю є те, що усi рiвнi (для звичайного атома
водню) виявляються подвiйними. Це явище називається надтонким розщепленням.
Воно пов’язано з взаємодiєю магнiтного моменту ядра з магнiтним моментом еле-
ктрона.

Якщо ядро атома має ненульовий спiн I, то воно має також магнiтний момент

µI = gIµNI,

де gi — фактор Ланде для ядра, а µN — ядерний магнетон. В результатi гамiльтонiан
надтонкої взаємодiї буде

Ĥн.т. = AÎ · Ĵ,
де Ĵ — повний електронний момент атома4. Скалярний добуток Î · Ĵ легко переписати
у виглядi

Î · Ĵ =
1

2

(
F̂2 − Î2 − Ĵ2

)
,

де F̂ = Î + Ĵ — повний механiчний момент атома. Тому зсув енергетичного рiвня за
рахунок надтонкої взаємодiї буде

∆Eн.т. =
1

2
〈A〉 [F (F + 1)− I(I + 1)− J(J + 1)] .

Для звичайного атома водню спiн ядра I рiвний 1
2

(у одиницях ~), а J = j. Тому
F приймає два значення, F = j + 1

2
i F = j − 1

2
. Отже, кожен рiвень розщеплюється

на два пiдрiвня.

4В атомнiй фiзицi великi лiтери J, L та S прийнято використовувати для позначення суми вiд-
повiдних моментiв усiх електронiв атома, в той час як малi лiтери j, l та s використовують для
позначень моментiв окремого електрона. У разi воднеподiбних атомiв цi величини спiвпадають i
тому досi ми не робили рiзницi мiж ними.
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Для дейтерiя спiн I = 1, тому

F =

{
1/2, 3/2, при j = 1/2,
J − 1, J, J + 1, при j > 1/2.

Отже, в дейтерiї, при j = 1/2 рiвнi розщеплюються на два, а при j > 1/2 — на три
пiдрiвня.

У зв’язку з тим, що магнiтний момент протона по порядку величини в 1000 разiв
менше, нiж магнiтний момент електрона, надтонке розщеплення виявляється прибли-
зно в стiльки ж раз слабшим тонкого.

9.5.5 Лембiв зсув

Друга особливiсть спектру пов’язана з так званим зсувом Лемба. У 1947 г. то-
чнi дослiдження структури спектру водню, проведенi В. Лембом та Р. Рiзерфордом,
показали наявнiсть зсуву рiвня 2p1/2 вiдносно 2s1/2. Експериментальне значення вели-
чини лембового зсуву (у одиницях частоти) рiвне ∆ν = ∆EЛемб/h = 1057,86(2) МГц.
Ще до експерименту Лемба i Рiзерфорда було висловлено припущення при iснуваннi
цього ефекту, але тодi точнiсть експерименту була недостатня, щоб пiдтвердити його
iснування.

На рис. 9.9 приведено остаточну схему равнiв з n ≤ 3 воднеподiбного атома з
I = 1/2, яка врахувує тонке та надтонке розщеплення i зсув Лемба.

Лембiв зсув поясненється в рамках квантової електродинамiки, як ефект взаємо-
дiї електрона з флюктуацiями електромагнiтного поля. В результатi радiус орбiти
електрона змiнюється на δr, а, значить, i кулонiвська взаємодiя електрона з ядром
збiльшується:

Eкул. →= E ′
кул. = −

〈
Ze2

r + δr

〉
.

Для s станiв величина лембового зсуву дорiвнює

∆EЛемб = α5Mec
2k(n, 0)

4n3
,

де k(n, 0) приблизно дорiвнює 13 трохи змiнюючись з n. Для станiв з ℓ 6= 0

∆EЛемб = α5Mec
2 1

4n3

[
k(n, ℓ)± 1

π(j + 1/2)(ℓ+ 1/2)

]
,

де j = ℓ± 1/2, а k(n, ℓ) < 0, 05.
Iнший важливий ефект, який має мiсце в квантовiй електродинамiцi, поляризацiя

вакуума, дає незначний внесок в лембiв зсув в порiвняннi з внеском вiд флюктуацiй
електромагнiтного поля.

Теоретичнi оцiнки величини лембового зсуву в спектрах водню i воднеподобних
атомiв знаходяться в блискучiй згодi з експериментом. Це, у свою чергу, пiдтверджує
правильнiсть основних положень квантової електродинамiки, зокрема, її висновку про
складну структуру вакууму.

В важких воднеподiбних атомах величина лембового зсуву набагато бiльша. Так
в Центрi дослiдження важких iонiв iменi Гельмгольца (Дармштадт, Нiмеччина) в
2005 р. були проведенi вимiри лебiвського зсуву основного стану водеподiбного атома
урану U91+. Одержана величина зсуву 460, 2± 4, 6 еВ знаходиться у згодi з передба-
ченнями квантової електродинамiки.
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Рис. 9.10. Перехiд мiж рiвнями надтонкого розщеплення в атомi водню

9.5.5.1 Ще декiлька слiв про надтонке розщеплення

Радiолiнiя водню 21 см. При переходi мiж рiвнями надтонкого розщеплення
основного стану водню випромiнюється квант свiтла з довжиною хвилi λ = 21, 12 см
(частота ν = 1420, 405752 МГц), рис. 9.10. При цьому переходi ∆ℓ = 0 i тому вiн забо-
ронений правилами вiдбору дипольних переходiв. Тому його ймовiрнiсть дуже мала, в
середньому в одному атомi вiдбувається такий перехiд один раз за 11 мiльйонiв рокiв.
Це є причиною того, що а земних умоваю спостерiгати цю лiнiю важко. Проте у Всесвi-
тi, завдяки високому розповсюдженню атомарного водню у мiжзоряному середовищi
iнтенсивнiсть родiохвилi 21 см достатня для її спостереження. Вперше на важливiсть
спостереження цiєї лiнiї в космiчному радiовипромiнюваннi вказав в 1944 р. Г. ван де
Хюлст. В 1949 р. I.С. Шкловським були виконанi розрахунки iнтенсивностi лiнiї 21
см i показано, що iснуючими на той час приладами її можна спостерiгати.В 1951 р.
двi групи вчених (Х. Юен, Е. Перселл та К. Мюллер, Я. Оорт) майже одночасно
вiдкрили цю лiнiю в астрофiзичних спостереженнях.

Вивчення випромiнювання на довжинi хвилi 21 см дає iнформацiю про будову
Всесвiту, яку часто неможливо одержати iншим шляхом. Так по величенi доплеров-
ського зсуву лiнiї визначається швидкiсть водню в мiжзоряному просторi вiдносно
спостерегача, що дає можливiсть встановити розподiл в Галактицi атомарного водню,
найбiльш розповсюдженго елементi у Всесвiтi. Також важливi данi про галактики,
якi розлiтаються, вдається отримати на основi червоного змiщення радiолiнiї 21 см.

Бiльш докладно про результати щодо будови Всесвiту, якi було отримано на основi
вивчення лiнiї 21 см в космiчному випромiнюваннi, можна знайти в книзi [15].

Контрольнi запитання i завдання

1. По яким квантовим числам енергетичнi рiвнi в нерелятивiстському атомi водню
виродженi?
2. Яка кратнiсть виродження енергетичного рiвня в атомi водню?
3. Що таке iзотопiчний зсув спектру?
4. Якi атоми називають воднеподiбними?

147



5. Що таке дипольнi (E1) переходи, що їх викликає? Якi ще типи переходiв ви знаєте?
6. Сформулюйте правила вiдбору дипольних переходiв по ∆ℓ, ∆m та ∆j.
7. Що таке тонке розщеплення спектру i внаслiдок чого воно виникає?
8. Чому дорiвнює стала тонкого розщеплення?
9. По якому квантовому числу залишається виродження при тонкому розщепленнi?
10. Що таке надтонке розщеплення спектру i що його викликає?
11. Що таке Лембiв зсув i що є його причиною?
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Роздiл 10

Систематика станiв

багатоелектронних атомiв

10.1 Принцип нерозрiзнюваностi частинок та прин-

цип Паулi

10.1.1 Тотожнi частинки в квантовiй механiцi

Перед тим, як перейти до атомiв, якi мають бiльш нiж один електрон, розглянемо
особливостi, в порiвняннi з класичною фiзикою, що виникають при квантовому описi
систем однакових (тотожнiх) частинок.

Перед усiм слiд зазначити, що в класичнiй фiзицi немає поняття принципової не-
розрiзнюваностi частинок. Дiйсно, якщо допустити, що усi характеристики двох ча-
стинок (маси, електричнi заряди, тощо) виявляться однаковими, завжди, принаймi
в принципi, можна прослiдкувати за їх траекторiями i, тим самим, iдентифiкувати
кожну з них.

Iнша картина виникає в квантовiй механiцi, де вiдсутне поняття траекторiї, в ре-
зультатi чого стає неможливим прослiдкувати за рухом окремих тотожнiх частинок i
iдентифiкувати їх.

Пояснемо це на прикладi зiткнення двух тотожнiх частинок. В початковий момент
частинки знаходяться далеко одна вiд одної i їх положення добре локалiзовано. Тому
кожнiй з них можна присвоїти свiй номер. В результатi зiткнення частинки розлi-
таються i спостерiгач може судити про їх зiткнення реєсруючи розсiяннi частинки
лiчильниками A та B (рис. 10.1). В зв’язку з тим, що частинки тотожнi, в принципi
неможливо встановити, яка з частинок попала в лiчильник A, а яка в B.

Принципова неможливiсть вiдрiзняти одну вiд одної частинки одного сорту скла-
дає одине з важливих положень квантової механiки i називається принципом неро-
зрiзнювальностi.

10.1.2 Принцип Паулi

Принцип нерозрiзнювальностi приводить до додаткових вимог, якi потрiбно нало-
жити на хвильову функцiю тотожнiх частинок. З цiєю метою розглянемо ще один
приклад. Нехай в однiй потенцiальнiй ямi мiстяться двi тотожнi частинки. Їх описує
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Рис. 10.1. Для тотожнiх частинок 1 i 2 в принципi неможливо встановити, яка з них попала
в лiчильник A, а яка в B

хвильова функцiя Ψ(x1,x2, t), де x1 та x2 — координати частинок. Змiст хвильової
функцiї Ψ(x1,x2, t) очевидний, вона представляє амплiтуду ймовiрностi знайти одно-
часно частинку номер 1 в точцi x1, а частинку 2 — в точцi x2. Тобто

dw(x1,x2, t) = |Ψ(x1,x2, t)|2 d3x1d3x2

є ймовiрнiсть того, що в момент часу t частинка 1 знаходиться в елементi об’єму d3x1,
а частинка 2 в елементi об’єму d3x2.

Тепер поставимо питання, чи досить знати рiвняння Шрьодiнгера разом з грани-
чними умовами, щоб визначити хвильову функцiю тотожних частинок Ψ(x1,x2, t)?

Якщо частинки тотожнi, то їх перестановка мiсцями нiчого не змiнить. Значить

dw(x1,x2, t) = dw(x2,x1, t).

Звiдси випливає, що хвильовi функцiї Ψ(x1,x2, t) та Ψ(x2,x1, t) повиннi вiдрiзнятися
фазою:

Ψ(x1,x2, t) = eiϕΨ(x2,x1, t). (10.1)

Визначимо фазовий множник. З цiєю метою в правiй частинi спiввiдношення (10.1)
переставимо частинки iще раз:

Ψ(x1,x2, t) = e2iϕΨ(x1,x2, t),

з чого випливає, що фазовий множник приймає одне з двох значень

eiϕ = ±1.

Таким чином принцип нерозрiзнювальностi приводить до того, що хвильова функцiя
повинна бути або симетричною, або антисиметричною при перестановцi тотожних
частинок. Звичайно, ця симетрiя не мiститься в рiвняннi Шрьодiнгера i тому вiдповiдь
на поставлене вище запитання негативна.

Виявляється, що обидвi симетрiї реалiзуються в природi. Причому, як показав в
1924 р. В. Паулi, тип симетрiї тiсно пов’язаний з спiном тотожних частинок (принцип
Паулi):
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Система тотожнiх частинок з цiлим (в одиницях ~) спiном описується симетри-
чною, а система частинок з напiвцiлим спiном описується антисиметричною вiд-
носно пререстановки тотожнiх частинок хвильовою функцiєю.

Перестановочна симетрiя хвильової функцiї, зокрема, приводить до того, що стати-
стичнi властивостi багаточастинкової системи залежнi вiд спiну частинок. Статисти-
чнi властивостi частинок з цiлим спiном були встановленi Ш. Бозе та А. Ейнштейном.
Такi частинки називають бозонами, а стастистику — статистикою Бозе-Ейнштейна.
Статистицi Бозе-Ейнштейна, зокрема, пiдпорядковується газ фотонiв. Статистичнi
властивостi частинок з напiвцiлим спiном були вивченi Е. Фермi та П. Дiраком. Та-
кий тип статистики називають статистикою Фермi-Дiрака, а частинки, якi їй пiдпо-
рядковуються — фермiонами. Фемiонами являються електрони, протони, нейтрони,
кварки та ряд iнших частинок.

Нехай система складається з N невзаємодiючих друг з другом фермiонiв, а Ψξi(i)
— хвильова функцiя окремого фермiона, який знаходиться в квантовому станi ξi.
(Значок в дужках i = 1, 2, .., N означає набiр змiнних, вiд яких залежить i-й фер-
мiон; у випадку електронiв це спiн та координата.) Якщо фермiони не тотожнi, то
хвильова функцiя такої системи є просто добутком хвильових функцiй окремих фер-
мiонiв. Але для тотожних фермiонiв вона має бути додатково антисиметризована по
перестановкам фермiонiв.

Повнiстю антисиметризовану хвильову функцiю N фермiонiв записують через де-
термiнант Слетера:

ψ(1, 2, ..., N) =

√
1

N

∣∣∣∣∣∣∣∣

ψξ1(1) ψξ1(2) ... ψξ1(N)
ψξ2(1) ψξ2(2) ... ψξ2(N)
... ... ... ...

ψξN (1) ψξN (2) ... ψξN (N)

∣∣∣∣∣∣∣∣
. (10.2)

Замiна одного стовпчика на iнший вiдповiдає перестановцi двох фермiонiв. Звiсно, що
при цьому хвильова функцiя змiнює знак.

Нехай двi частинки мають однаковi квантовi числа, ξji = ξj2. Тодi два рядки спiв-
падають i, як це випливає з властивостей детермiнанта, хвильова функцiя перетво-
рюється на нуль, а, значить, два фермiони не можуть бути в однакових квантових
станах. Це твердження часто розглядається як iнше формулювання принципу Паулi
для фермiонiв.

10.2 Електроннi конфiгурацiї

Хвильова функцiя багатоелектронного атома визначається з стацiонарного бага-
точастинкового рiвняння Шрьодiнгера

[
−

Z∑

i=1

(
~
2

2Me

∆i +
e2Z

ri

)
+
∑

i<j

e2

rij

]
ψ(x1,x2, ...,xZ) = Eψ(x1,x2, ...,xZ) , (10.3)

де
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∆i =
∂2

∂x2
i

,

Z — номер елемента в таблицi Менделєєва,
ri = |xi| — вiдстань i-го електрона вiд ядра,
rij = |xi − xj| — вiдстань мiж i-м та j-м електронами.

Перша сума в лiвiй частинi рiвняння (10.3) є сума гамiльтонiв для окремих електро-
нiв, кожний з яких знаходяться в полi ядра, а друга — сумарна енергiя взаємодiї
електронiв мiж собою.

На хвильову функцiю слiд наложити граничнi умови. А саме, вимагати, щоб хви-
льова функцiя перетворювалась на нуль, коли ri → ∞, а при ri → 0 була скiнчена.
Також необхiдно наложити умови симетрiї, про якi йшлася мова вище. Проте знайти
точний розв’язок такого складного рiвняння є практично нерозв’язною задачею. Тому
для опису багатоелектронних атомiв використовують наближенi методи.

Одним з таких методi є метод самоузгодженого потенцiала. Його суть в тому, щоб
багаточастинкову функцiю замiнити на добуток одночастинкових хвильових функiй

ψ(x1,x2, . . . ,xZ) = ψ1(x1)ψ2(x2) · · ·ψZ(xZ), (10.4)

а багаточастинкове рiвняння Шрьодiнгера (10.3) замiнити на систему Z одночастин-
кових рiвнянь для хвильових функцiй ψi(xi) окремих електронiв в потенцiальному
полi, яке є усередненим по усiм iншим електронам. Таке поле має бути самоузгодже-
ним: поле, в якому рухається окремий електрона, залежить вiд хвильових функцiй
iнших електронiв, а хвильовi функцiї iнших електронiв — вiд поля. Iснуючий метод
знаходження самоузгодженого потенцiалу i розв’язок системи вiдповiдних рiвнянь
називається методом Хартрi. Для урахувння принципу Паулi метод Хартрi був удо-
сконалений В.О. Фоком i називається методом Хартрi-Фока. Проте розв’язок задачi,
як одним, так i iншим методом, досить складний. Тому безпосередньо вказаними ме-
тодами далi користуватись не будемо, а розглянемо тiлькi деякi якiснi висновки з
допущення (10.4).

Тут треба зробити одне зауваження. Представлення (10.4) є певним наближенням
до хвильової функцiї багатоелектронного атома. Насправдi хвильова функцiя атома
не розбивається на добуток одночастинкових хвильових функцiй i тому, строго ка-
жучи, саме поняття окремого електрона в атомi втрачає змiст. Проте наближення
(10.4) значно спрощує розгляд складних атомiв i дає можливiсть зрозумiти багато їх
властивостей, як на якiсному, так i на кiлькiсному рiвнях.

Якщо самоузгаджене поле є центрально-симетричним, то хвильову функцiю ато-
ма можна представити як добуток хвильових функцiй окремих електронiв, кожний з
яких знаходиться в станi з вiдповiдним значенням головного та орбiтального кванто-
вих чисел:

ψ(r1, r2, ..., rZ) = ψn1ℓ1mℓ1ms1(r1)ψn2ℓ2mℓ2ms2(r2)...ψnZℓZmℓZmsZ
(rZ),

де mℓi та msi — орбiтальне та спiнове магнiтнi квантовi числа i-го електрона.
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Табл. 10.1. Електроннi конфiгурацiї деяких атомiв в основному станi

елемент конфiг. елемент конфiг. елемент конфiг.
H 1s1 B 1s22s22p1 F 1s22s22p5

He 1s2 C 1s22s22p2 Ne 1s22s22p6

Li 1s22s N 1s22s22p3 Na 1s22s22p63s1

Be 1s22s2 O 1s22s22p4 Mg 1s22s22p43s2

Набiр квантових чисел

n1ℓ1, n2ℓ2, ..., nZℓZ (10.5)

називають електронною конфiгурацiєю, а стан окремого електрона niℓi — орбiталю.
Вiдмiтимо, що декiлька електронiв можуть мати однаковi значення n i ℓ. Але,

як це випливає з принципу Паулi, мають рiзнi значення магнiтних квантових чисел
mℓ та ms. Їх називають еквiвалентними електронами. В формулi для електронної
конфiгурацiї для еквiвалентних електронiв пишуть nℓN , де N — число еквiвалентних
електронiв. Очевидно, що число еквiвалентних електронiв не може бути бiльше вели-
чини

gℓ = 2(2ℓ+ 1),

тобто числа незалежних станiв, якi при заданому ℓ вiдрiзняються значеннями mℓ та
ms.

У якостi приклада в табл. 10.1 приводимо електроннi конфiгурацiї основного стану
деяких атомiв1.

10.3 Повний електронний механiчний момент

У випадку, коли електронний стан повнiстю заповнений, тобто коли при фiксова-
них значеннях n i ℓ число орбiталей nℓ дорiвнює gℓ, повний механiчний момент цiєї
групи електронiв дорiвнює нулю. Справдi, в конфiгурацiї nlgℓ завжди можна зна-
йти два електрони, у яких mℓ i ms вiдрiзняються знаком. Тому в конфiгурацiї nℓgℓ

моменти усiх елeктронiв взаємно компенсуються i її повний момент дорiвнює нулю.
Наприклад, у атома He в основному станi є лише одна орбiталь 1s, на якiй мiстицься
два електрони, див. табл. 10.1. Вона повнiстю заповненена i тому повний електронний
механiчний момент атома гелiю в основному станi дорiвнює нулю. Так само у атома
неону всi 3 орбiталi повнiстю заповненi i його повний електронний механiчний мо-
мент дорiвнює нулю. У атома лiтiя частково заповненою орбiталью є 2s орбiталь, яка
мiсить лише один електрон. Тому саме цей електрон i визначає повний електронний
механiчний момент цього атома.

Отже при визначеннi повного електронного механiчного моменту атома потрiбно
враховувати лише електрони, що знаходяться на орбiталях, якi заповненi не повнiстю.

1Електроннi конфiгурацiї усiх атомiв можна знайти на сайтi
https://ru.wikipedia.org/wiki/Список_химических_элементов_по_электронной_ конфигурации.
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10.3.1 Додавання двох механiчних моментiв. Загальний випа-

док

При обговореннi атома водню було розглянуто додавання орбiтального та спiно-
вого моментiв одного електрона, розд. 9.5.2. Цi результати легко узагальнити на до-
давання двох довiльних моментiв j1 та j2.

В класичнiй фiзицi модуль сумарного моменту

j = j1 + j2

приймає, в залежностi вiд кута мiж моментами j1 та j2, любе значення в интервалi

|j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2, (10.6)

де j1 = |j1|, j2 = |j2| та j = |j| — величина вiдповiдних моментiв. Максимальне значе-
ння j приймає, коли моменти j1 та j2 паралельнi, а мiнiмальне, коли вони антипара-
лельнi.

В квантовiй механiцi величина моментiв є

|j1| = ~

√
j1(j1 + 1), |j2| = ~

√
j2(j2 + 1), |j| = ~

√
j(j + 1),

де j1, j2 та j цiлi, або пiвцiлi числа. Їх називають величиною моментiв в одиницях
~. Далi для простоти будемо їх називати просто величиною моментiв. В зв’язку з
просторовим квантуванням проекцiї моментiв приймають значення

j1z =− ~j1, ~(−j1 + 1), ..., ~j1,

j2z =− ~j2, ~(−j2 + 1), ..., ~j2,

jz =− ~j, ~(−j + 1), ..., ~j.

На вiдмiнку вiд класичної фiзики в квантовiй механiцi кут мiж моментами j1 та j2
не може бути довiльним, а, в залежностi вiд величини моментiв j1, j2 та j, приймає
дискретнi значення:

cosϕ =
j(j + 1)− j1(j1 + 1)− j2(j2 + 1)

2
√
j1(j1 + 1)j2(j2 + 1)

,

причому j приймає одне з значень

j = |j1 − j2| , |j1 − j2|+ 1, |j1 − j2|+ 2, ..., j1 + j2.

Остання формула є квантовим аналогом формули (10.6).
Як i у випадку додавання орбiтального та спiнового моментiв, хвильова функцiя

|jmj〉 представляє суперпозицiю добутку хвильових функцiй |j1mj1〉 та |j2mj2〉 з рi-
зними значеннями проекцiї моментiв mj1 та mj2 , таких, що mj1 +mj2 = mj :

|jmj〉 =
∑

mj1
,mj2

C
jmj

j1j2mj1
mj2

|j1mj1〉 |j2mj2〉 .

Вважається, що коефiцiенти Клебша-Гордана Cjmj

j1j2mj1
mj2

дорiвнюють нуля, якщо умо-
ва mj1 +mj2 = mj не виконується2.

2Часто для коефiцiєнтiв Клебша-Гордана також використовують iншi позначення, наприклад,
〈jmj |j1j2mj1mj2〉.
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Умова ортонормованостi хвильових функцiй |jmj〉 приводить до такої умови на
коефiцiєнти Клебша-Гордана:

∑

mj1
mj2

Cj′m′

j1j2mj1
mj2

Cjm
j1j2mj1

mj2
= δj′jδm′

jmj
. (10.7)

Iснують iншi умови на коефiцiєнти Клебша-Гордана (їх зараз не будемо обговорю-
вати докладно), якi, разом з умовою (10.7), дають можливiсть розрахувати цi кое-
фiцiєнти. Коефiцiєнти Клебша-Гордана можна знайти в таблицях (див., наприклад,
http://pdg.lbl.gov/2014/tables).

Зауважимо, що при додаваннi двох цiлих, або двох напiвцiлих моментiв сумарний
момент завжди цiлий. При додаваннi цiлого та напiвцiлого моментiв сумарний момент
завжди напiвцiлий.

10.3.2 Додавання моментiв в багатоелектронному атомi

10.3.2.1 Схеми додавання моментiв

При додаваннi моментiв в атомi, який мiстить на зовнiшнiй оболонцi декiлька
електронiв, виникає проблема, в якому порядку додавати моменти.

Так можно спочатку додати окремо усi орбiтальнi та спiновi моменти утворивши
повнi орбiтальний та спiновий моменти атома:

L =
∑

i

l(i), S =
∑

i

s(i). (10.8)

У формулi (10.8) сума береться по усiм електронам, якi знаходяться на зовнiшнiй
оболонцi. Далi цi два моменти додаються в повний механiчний момент атома:

J = L+ S.

Таку схему називають LS-схему або схемою Саудерса-Рассела. Її також називають
нормальною схемою зв’язку.

Слiд вiдмiтити, що у випадку, коли йде мова про моменти атома, то вжи-
ваються великi лiтери, на вiдмiнку вiд окремого електрона, для якого вжи-
вають маленькi лiтери.

Iнша можлива схема, коли спочатку додають орбiтальний та спiновий моменти
окремого електрона утворюючи його повний момент

j(i) = l(i) + s(i),

а потiм повний момент атома утворють як суму повних моментiв його електронiв:

J =
∑

i

j(i).

Таку схему називають jj-схемою.
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Табл. 10.2. Класифiкацiя рiвнiв для системи двох електронiв в LS схемi

ℓ1 ℓ2 синглетнi триплетнi парнiсть

0 0 1S0
3S1 +

1 0 1P o
1

3P o
0 , 3P o

1 , 3P o
2 –

2 0 1D2
3D1, 3D2, 3D3 +

1 1

1S0
3S1 +

1P1
3P0, 3P1, 3P2 +

1D2
3D1, 3D2, 3D3 +

2 1

1P o
1

3P o
0 , 3P o

1 , 3P o
2 –

1Do
2

3Do
1,

3Do
2,

3Do
3 –

1F o
3

3F o
2 , 3F o

3 , 3F o
4 –

2 2

1S0
3S1 +

1P1
3P0, 3S1, 3S2 +

1D2
3D1, 3D2, 3D3 +

1F3
3F2, 3F3, 3F4 +

1G4
3G3, 3G4, 3G5 +

Якщо число електронiв бiльше трьох, то можуть iснувати також промiжнi схеми
мiж саудерс-расселовською та jj-схемами.

Звичайно, та чи iнша схема визначається тим, який зв’язок бiльш мiцний, спiн-
орбiтальний, чи орбiтально-орбiтальний. Для бiльшостi атомiв, а саме, атомiв на по-
чатку та в серединi таблицi Менделєєва, реалiзується саудерс-расселовський зв’язок.
На прикiнцi таблицi реалiзується jj-схема.

У випадку, коли реалiзується саудерс-расселовська схема, прийнято використову-
вати такi спектроскопiчнi позначення

κLJ , (10.9)

де повний орбiтальний момент позначається великими лiтерами S, P , D, F , G, ..., а
знизу справа ставиться значення повного моменту в одиницях ~. Величину κ = 2S+1
називають мультплетнiстю. Для станiв з вiд’ємною парнiстю справа зверху пишуть
лiтеру “о” (вiд англiйського слова odd — непарний), наприклад

2P o
1/2,

2P o
3/2,

2F o
5/2.

Для парних станiв не пишуть нiчого.
Стан (10.9) називають термом. Якщо потрiбно вказати бiльш точно стан атома, то

перед термом вказують електронну конфiгурацiю. Наприклад, повний запис основно-
го стану гелiю є 2s2 1S0.

10.3.2.2 Двоелектронна система

На прикладi системи двох електронiв розглянемо можливi стани.
Згiдно з правилом додавання моментiв повний спiн S двох електронiв може набу-

вати двох значеннь:
S = 0, 1.
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Тому в LS схемi всi терми, залежно вiд S, розбиваються на двi групи, якi називають
синглетними або триплетними, в залежностi вiд того S = 0 або S = 1, див. табл. 10.2.

Спiвставимо класифiкацiю станiв в LS та jj схемах. Класифiкацiя тих самих ста-
нiв, що i в табл. 10.2, але в схемi jj, наведено в табл. 10.3. У випадку, коли ℓ1 = ℓ2 = 0
очевидно, що стан 1S0 спiвпадає3.

Табл. 10.3. Класифiкацiя рiвнiв для системи двох електронiв в jj схемi

ℓ1 ℓ2 (j1, j2)J парнiсть

0 0 (1/2, 1/2)0, (1/2, 1/2)1 +

1 0
(1/2, 1/2)0, (1/2, 1/2)1 –
(3/2, 1/2)1, (3/2, 1/2)2 –

2 0
(3/2, 1/2)1, (3/2, 1/2)2 +
(5/2, 1/2)2, (5/2, 1/2)3 +

1 1
(1/2, 1/2)0, (1/2, 1/2)1 +
(3/2, 1/2)1, (3/2, 1/2)2 +
(1/2, 3/2)1, (1/2, 3/2)2 +
(3/2, 3/2)0, (3/2, 3/2)1, (3/2, 3/2)2, (3/2, 3/2)3 +

2 1
(3/2, 1/2)1, (3/2, 1/2)2 –
(3/2, 3/2)0, (3/2, 3/2)1, (3/2, 3/2)2, (3/2, 3/2)3 –
(5/2, 1/2)2, (5/2, 1/2)3, –
(5/2, 3/2)1, (5/2, 3/2)2, (5/2, 3/2)3, (5/2, 3/2)4 –

Для станiв з iншими значеннями ℓ1 та ℓ2 ситуацiя бiльш складна. Як приклад
розглянемо випадок, коли ℓ1 = 1, а ℓ2 = 0. Очевидно, що стани з однаковими значе-
ннями J = 0 та J = 2 спiвпадають в обох схемах: 3P o

0 спiвпадає з (1/2, 1/2)0, а 3P o
2

з (3/2, 1/2)2. Але, як в LS, так i в jj схемах мiститься по два стани з J = 1. Вияв-
ляється, що можна знайти такi лiнiйнi комбiнацiї хвильових функцiй 1P o

1 та 3P o
1 , якi

будуть спiвпадати з станами (1/2, 1/2)1 та (3/2, 1/2)1, i навпаки.
Для iнших наборiв ℓ1 та ℓ2 усе повторюється, стани з максимальним та мiнiмальним

значеннями J спiвпадають в обох схемах, а для промiжних станiв, одержаних в однiй
iз схем, можна побудувати такi суперпозицiї станiв, якi спiвпадають з вiдповiдними
станами iншої схеми.

Контрольнi запитання i завдання

1. Сформулюйте принцип нерозрiзнювальностi тотожних частинок в квантовiй меха-
нiцi.
2. Якi частинки називають бозонами i якi фермiонами? Наведiть приклади бозонiв та
фермiонiв.
3. Сформулюйте принцип Паулi.
4. Що таке електронна конфiгурацiя?
5. Що таке орбiталь?

3В табл. 10.3 (j1, j2)J означає стан двох електронiв, iндивiдуальнi моменти яких дорiвнюють j1 i
j2, а повний момент дорiвнює J .
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6. Якi електрони називаються еквiвалентними? Яка максимальна кiлькiсть еквiвален-
тних електронiв може бути в атомi на однiй орбiталi?
7. Чим вiдрiзняється схема додавання моментiв Саудерса-Рассела вiд схеми jj?
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Роздiл 11

Електроннi оболонки в атомах та

перiодична система елементiв

Менделєєва

11.1 Електроннi оболонки та порядок їх заповнення

Якщо електрон знаходиться в кулонiвському полi, то його кожному головному
квантовому числу n вiдповiдає Gn = 2n2 станiв, вироджених по орбiтальному i магнi-
тному квантовим числам,

Gn =

n−1∑

l=0

gℓ = 2

n−1∑

ℓ=0

(2ℓ+ 1) = 2n2.

❄

✻

∆E2n+ 1

n
✻

∆E1

❄
❄

✻

∆E ∆E ≫ ∆E1 ∼ ∆E2

Рис. 11.1. Оболонки та пiдоболонки в атомi

В звя’зку з тим, що ефективний потенцiал вiдрiзняється вiд кулонiвського, ви-
родження по орбiтальному моменту знiмається1. Проте, можна чекати, що стани з
однаковим n утворюватимуть групи. Такi групи називають оболонками. Для них в
спектроскопiї прийнятi спецiальнi позначення:

n 1 2 3 4 5
оболонка K L M N O

1Явним чином це буде показано на прикладi лужних металiв, див. розд. 12.2.
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Усерединi однiєї оболонки стани, що мають рiзнi значення ℓ, утворюють пiдобо-
лонки, рис. 11.1.

Через принцип Паулi в n-й оболонцi можна розмiстити не бiльше як 2n2 електрони.
Наступний електрон вже має мiститися на вищiй оболонцi. З огляду на те, що рiвнi
наступної оболонки утворюють групу енергетичних станiв, якi лежать значно вище
(рис. 11.1), то при переходi вiд однiєї оболонки до iншої слiд чекати рiзкої змiни
властивостей атома. Вiдомо, що така рiзка змiна властивостей атомiв вiдбувається
при переходi з одного перiоду таблицi Менделєєва на iншiй.

Порiвняємо число електронiв в оболонках з числом елементiв в перiодах:

оболонка орбiталi Gn перiод число елементiв
K (1s) 2 1 2
L (2s, 2p) 8 2 8
M (3s, 3p, 3d) 18 3 8
N (4s, 4p, 4d, 4f) 32 4 18
O (5s, 5p, 5d, 5f, 5g) 50 5 18
P (6s, 6p, 6d, 6f, 6g, 6h) 72 6 32

Збiг чисел показує, що приведенi вище мiркування дiйсно вiдображають реальну
картину будови атома. Правда, доки зовсiм незрозумiло, чому з’являються перiоди
(2-й, 3-й i 4-й, 5-й) з числами елементiв, що повторюються.

Для того, щоб вiдповiсти на це питання, слiд розглянути реальний розподiл рiвнiв
в атомi. Схематично вiн зображений на рис. 11.2. Видно, що починаючи зM-оболонки,
розташування груп рiвнiв починає якiсно вiдрiзнятися вiд розташування у воднепо-
дiбному атомi. Рiч у тому, що внаслiдок центробiжного вiдштовхування на малих
вiдстанях вiд центру рiзко зменшується йморвiрнiсть знайти електрон з великим зна-
ченням ℓ. В результатi електрон в ns станi знаходиться в областi, де ефективний
заряд Zеф. бiльший, нiж для областi, де розташований стан np. Бiльш яскраво ця вiд-
мiннiсть проявляється для nd i nf станiв. Таким чином вiдбувається перемiшування
пiдоболонок з рiзних оболонок: 3d рiвень лежить вище 4s, 4d вище 5s, 4f вище 6s i
5f вище 7s.

З правого боку рис. 11.2 розмiщено колонку, де вказано максимальне число еле-
ктронiв, якi можна розмiстити в кожнiй енергетичнiй групi. Видно, що воно повнiстю
збiгається з числом елементiв у вiдповiдних перiодах. Таким чином квантова механiка
пояснює число елементiв у всiх перiодах таблицi Менделєєва.

Тепер розглянемо питання про порядок заповнення електронних конфiгурацiй. Вiн
дається емпiричним правилом Маделунга-Клечковського (його також називають пра-
вилом n + ℓ):

В атомi заповнення орбiталей електронами вiдбувається в порядку збiльшення су-
ми n+ ℓ. При однаковiй сумi ранiше заповнюється орбiталь з меншим значенням n
(див. рис. 11.3).

Звичайно, порядок заповнення термiв в перiодичнiй таблицi визначається такими
значеннями S i L, при яких для даної електронної конфiгурацiї енергiя мiнiмальна.
Для цього корисно користуватись iншими емпiричними правилами, якi в 1927 р. вста-
новив Ф. Хунд (Гунд). Iснує три правила Хунда:
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7s 6d
5f

. . .

6s 6p
5d

4f

5s 5p 4d

4s 4p
3d

3s
3p

2s
2p

1s

N = 32 + . . .

N = 32

N = 18

N = 18

N = 8

N = 8

N = 2

Рис. 11.2. Схематичне зображення рiвнiв в атомi. Квадратиком позначена група близько
розташованих енергетичних рiвнiв, N — число станiв в групi

Перше правило.
Для данної електронної конфiгурацiї терм з максимальною мультиплетнiстю має най-
меншу енергiю. Нагадаємо, що мультиплетнiсть κ = 2S+1, де S — повний спiн атому.

Це правило означає, що спочатку на кожну орбiталь сiдає по одному електрону i
тiльки пiсля того, як на усiх орбiталях буде по одному електрону, на орбiталь будуть
сiдати iншi електрони.

Неформально це правило також називають правилом трамвайного вагону (Вiкi-
педiя):

Ты приглянись, решива присесть,
К местам трамвайного вагона:
Когда ряды пустые есть,
Подсаживаться нет резона.

Друге правило.
Для заданої мультплетностi, терм з найбiльшим значенням орбiтального квантового
числа L має найменшу енергiю.
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PSfrag replacements

1s 2s 3s 4s 5s 6s 7s

2p 3p 4p 5p 6p 7p

3d 4d 5d 6d

4f 5f

Рис. 11.3. Порядок заповнення електронних конфiгурацiй (правило Маделунга-
Клечковського)

Третє правило.
Для оболонки, яка заповнена наполовину або менше, меншу енергiю має терм з мен-
шим значенням повного моменту J . Для оболоки, яка заповнена бiльше, нiж на по-
ловину, меншу енергiю має терм, який має бiльший момент J .

11.2 Перiодична система елементiв Менделєєва

Тепер слiд дати вiдповiдь i на iншi питання:

• Чому на початку перiоду елемент легше втрачає електрон, а в кiнцi легше при-
єднує його?

• Чому кожен перiод закiнчується хiмiчно нейтральним елементом (iнертнi гази)?

• Чому є двi групи (у 6-м i 7-м перiодах), що складаються з 14 елементiв кожна,
якi мають однаковi хiмiчнi властивостi?

Для вiдповiдi на них розглянемо детальнiше розподiл елементiв по групам.

PSfrag replacements

B C N

O F Ne
n = 1

n = 1

n = 1

n = 1

n = 1

n = 1

n = 2

n = 2

n = 2

n = 2

n = 2

n = 2

s ssppp pppppp

1s22s22p 1s22s22p2 1s22s22p3

1s22s22p4 1s22s22p5 1s22s22p6

Рис. 11.4. Порядок заповнення 2p оболонки (правило “трамвайного вагона”)
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Рис. 11.5. Дмитро Iванович Менделєєв

11.2.1 1-й перiод

У 1s-оболонцi можуть бути розташованi один або два електрони, якi вiдповiдають
основним станам водню (H) i гелiю (Не). Їх електроннi конфiгурацiї 1s i 1s2, вiдпо-
вiдно. Важлива вiдмiннiсть полягає в тому, що в гелiї електрони знаходяться в полi
ядра iз зарядом в два рази бiльше, нiж у воднi. Правда, електрони частково екра-
нують один одного, що приводить до ефективного заряду ядра 1 < Zеф. <2. (Далi
буде зроблена оцiнка, яка дає для ефективного заряду Zеф. ≈1,658, див. розд. 13.2 та
13.4.) Отже, електрони в гелiї зв’язанi набагато сильнiше, нiж у воднi. Тому першому
значно важче втратити електрон, нiж останньому.

З iншого боку, гелiй не може пiдхопити додатковий електрон, оскiльки через прин-
цип Паулi останнiй має бути на оболонцi, розташованiй значно далi, нiж для еле-
ктронiв в 1s-станi. При цьому заряд ядра буде практично повнiстю екранований для
третього електрона. В результатi получається, що гелiй є хiмiчно нейтральним еле-
ментом.

Спiни електронiв в гелiї компенсують один одного i тому в основному станi його
механiчний i магнiтний моменти дорiвнюють нулю, що повнiстю узгодується з експе-
риментом.

11.2.2 2-й та 3-й перiоди

Починаючи з лiтiю (Li) починає заповнюватися друга електронна оболонка, яка
кiнчається неоном (Ne). Лiтiй має електронну конфiгурацiю 1s22s. Його зовнiшнiй
електрон знаходиться далеко вiд ядра i тому легко може втрачатися. Внаслiдок чого
лiтiй перетворюється на iон Li+, який легко вступає в хiмiчнi реакцiї.

У мiру просування по перiоду збiльшується заряд ядра i тому енергiя зв’язку еле-
ктронiв все бiльш i бiльш збiльшується. В результатi стає важко вiдiрвати електрони
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iз зовнiшньої оболонки, проте для останнiх стає легко приєднати до себе ще один або
декiлька додаткових електронiв i, тим самим, перетворити атом на негативно заря-
джений iон. Виняток становить неон (Ne) з конфiгурацiєю 1s22s22p6, якому принцип
Паулi забороняє приєднати на K i L-оболонки додатковий електрон. Тому неон, як i
гелiй, хiмiчно нейтральний.

В неонi є i iнша схожiсть з атомом гелiю: в основному станi механiчний i магнiтний
моменти його електронiв виявляються взаємно скомпенсованими. Далi ця властивiсть
повторюватиметься для усiх елементiв, якими закiнчуються перiоди.

Третiй перiод починається натрiєм (Na), який має електронну конфiгурацiю 1s22s22p63s.
З нього починається заповнення M-оболонки. Далi, аж до аргону (Ar), все повторю-
ється, як i для 2-го перiоду. Зважаючи на переплутування пiдоболонок 4s i 3d на
аргонi (конфiгурацiя 1s22s22p63s23p6 ) нормальне заповнення рiвнiв припиняється.
Наступним по енергiї є рiвень 4s, який лежить набагато вище i тому аргон не може
пiдхопити додатковий електрон i є таким же хiмiчно нейтральним елементом, як i
гелiй i неон.

11.2.3 4-й та 5-й перiоди

Четвертий перiод починається калiєм (K) з конфiгурацiєю

1s22s22p63s23p64s

i кiнчається криптоном (Kr) з конфiгурацiєю

1s22s22p63s23p64s23d104s24p6.

П’ятий перiод починається рубiдiєм (Rb), в якого починає заповнюватися 5s пiдо-
болонка i кiнчається ксеноном (Xe), в якого заповнюється 5p-пiдоболонка.

11.2.4 6-й та 7-й перiоди

Тут особливий iнтерес представляють елементи з атомними номерами вiд 57 до
71 (лактаноїди або рiдкоземельнi, 6-й перiод) i вiд 89 до 103 (актиноїди, 7-й перi-
од). Їх особливостi пов’язанi iз заповненням f -пiдоболонки (4f у лактаноїдов) i (5f
у актиноїдiв). Особливiстю f -станiв є те, що вони, з одного боку, не можуть близь-
ко знаходитися до ядра, а, з iншого боку, максимум розподiлу ймовiрностi f -станiв
лежить нижче нiж в розподiлах вiдповiдних s-хвиль (6s для лактаноїдiв i 7s для акти-
ноїдiв). Тому при заповненнi f -пiдоболонки зовнiшнiми орбiталями залишаються 6s-
i 7s-орбiталi. Саме вони i визначають хiмiчнi властивостi елементiв, якi в результатi
виявляються схожими. Тому цi елементи розмiщюють в одну клiтинку таблицi Мен-
делєєва. Число цих елементiв дорiвнює числу можливих електронних конфiгурацiй з
орбiтальним квантовим числом ℓ = 3, тобто 2(2× 3 + 1) = 14.

11.2.5 Вiдкриття гафнiю

До того часу, як було запропоновано квантовомеханiчне пояснення перiодичної
системи елементiв, був, зокрема, невiдомий 72-й елемент гафнiй (Hf). Базуючись на
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теоретичних мiркуваннях, Бор в 1922 р. прийшов до висновку, що лактаноїди закiнчу-
ються на 71 елементi, а наступний елемент повинен мати хiмiчнi властивостi цирконiю
(Zr). Подальшi пошуки в цирконiєвих рудах увiнчалися успiхом i був знайдений еле-
мент з властивостями, якi були передбаченi Бором.

Контрольнi запитання i завдання

1. Що таке електроннi оболонки та пiдоболонки в атомi?
2. Сформулюйте правило заповнення електронних конфiгурацiй в атомi Маделунга-
Клечковського.
3. Сформулюйте правила Хунда заповнення термiв.
4. Чому, з точки зору квантової механiки, кожен перiод закiнчується хiмiчно неактив-
ним елементом?
5. Яка причина виникнення лактаноїдiв та актиноїдiв? Чому вони мiстять по 14 еле-
ментiв?
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Роздiл 12

Атоми лужних металiв

Лужнi метали (лiтiй Li, натрiй Na, калiй K, рубiдiй Rb, цезiй Cs та нестабiльний
елемент францiй Fr) належать до першої групи таблицi Менделєєва. Вони мають
один валентний електрон, який може легко збуджуватись. Потенцiал iонiзацiї лужних
металiв найменший в усiй таблицi Менделєєва (див. табл. 12.1, де приведенi значення
енергiї iонiзацiї лужних металiв в порiвняннi з енергiєю iонiзацiї iнертних газiв, якi
попередуют елементам вiдповiдних лужних металiв.)

Ця властивiсть лужних металiв пояснюється тим, що їх валентний електрон силь-
но вiддалений вiд остова атома (ядро, яке оточено iншими електронами). Тому терми
атомiв лужних металiв мають деяку схожiсть з атомом водню. Така схожiсть бува
встановлена Рiдбергом ще до створення квантової механiки, який шляхом феномено-
логiчного аналiзу показав, що терми атомiв лужних металiв описуються формулою
Бальмера-Рiдберга, в якiй потрiбно замiнити

n→ n∗ = n− σ,

де n — цiле число, а σ — поправка, яку зараз називають квантовим дефектом. Далi
буде показано, що квантовомеханiчний розгляд цiлком пiдтверджує цей результат.

12.1 Потенцiал для валентного електрона

Очевидно, що якщо електрон знаходиться дуже близько вiд ядра, то iншi електро-
ни, якi знаходяться на бiльш високих орбiтах, не впливають на нього, рис. 12.1(a).

Табл. 12.1. Потенцiал iонiзацiї (в еВ) лужних металiв та iнертних газiв

Лужнi метали Iнертнi гази
елемент потенцiал елемент потенцiал

Li 5.39 He 24.58
Na 5.14 Ne 21.56
K 4.34 Ar 15.76
Rb 4.18 Kr 14.00
Cs 3.89 Xe 12.13
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Рис. 12.1. До поняття ефективного потенцiала для електрона в атомах лужних металiв

Тому на електрон дiє тiльки кулонiвське поле ядра

U(r) ≈ −Ze
2

r
, при r ≪ r0.

Якщо ψ(x) хвильова функцiя «усередненого» електрона з хмари, то

r0 ∼
[∫

d3xr2|ψ(x)|2
]1/2

;

r0 має змiст «розмiру» електронної хмари, яка оточує даний електрон.
В свою чергу, коли електрон знаходиться далеко вiд ядра, то заряд останнього

екранують iншi електрони i електрон знаходиться в кулонiвському полi заряда e,
рис. 12.1(b):

U(r) ≈ −e
2

r
, при r ≫ r0.

В атомах лужних металiв саме такий електрон є валентним електроном.
Мiж цими двома граничними випадками потенцiал плавно змiнюється. Iншмим

словами, валентний електрон знаходи в «кулонiвському» полi заряда Zефe, у якого
Zеф є плавною функцiєю r. Розкладаючи Zеф в ряд по r−1 одержимо

Uеф(r) ≈ −e
2

r
− e2d

r2
− e2q

r3
− ... (12.1)

Фiзичний змiст кожного з цих членiв очевидний. При поступовому наближеннi ва-
лентного електрона до остова виникає поляризацiя остову, рис. 12.1(c). В результатi
валентний електрон починає взаємодiяти з наведеним ним дипольним моментом, ква-
друпольним моментом та моментами остова бiльш високої мультипольностi. Останнi
вiдповiдають другому, третьому i т.д. членам в правiй частинi виразу (12.1).
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Рис. 12.2. Терми атомiв лужних металiв (зроблено на основi рисунка з [14])

12.2 Енергетичнi терми атомiв лужних металiв

Розглянемо рiвняння Шрьодiнгера для електрона, який знаходиться в потенцiалi
(12.1). В зв’язку з тим, що потенцiал сферично-симетричний, кутовi та радiальна
змiннi роздiляються i рiвняння для радiальної хвильової функцiї зводиться до

− ~
2

2Me

R′′
nℓ(r) +

~
2ℓ(ℓ+ 1)

2Mer2
+ Uеф(r)Rnℓ(r) = ERnℓ(r), (12.2)

де Uеф(r) ефективний потенцiал (12.1).
Знехтуємо в потенцiалi (12.1) членами, якi вiдповiдають за взаємодiю електрона з

квадрупольним моментом остова та моментами бiльш високої мультипольностi:

Uеф = −e
2

r
− e2d

r2
. (12.3)

Другий доданок в рiвняннi (12.2) має таку саму залежнiсть вiд r, як i другий доданок
потенцiалу (12.3), i їх можна об’єднати. Тодi рiвняння (12.2) стане

− ~
2

2Me
R′′

nℓ(r) +

[
~
2ℓ∗(ℓ∗ + 1)

2Mer2
− e2

r

]
Rnℓ(r) = ERnℓ(r), (12.4)

де ефективне орбiтальне «квантове число» ℓ∗ визначається з умови

ℓ∗(ℓ∗ + 1) = ℓ(ℓ+ 1)− 2Mee
2d

~2
.

Для того, щоб хвильова функцiя Rnℓ(0) була скiнченою, необхiдно обрати наступний
розв’язок цього рiвняння (12.4)

ℓ∗ = −1

2
+

1

2

√
(2ℓ+ 1)2 − 8Mee

2d

~2
≈

≈ ℓ− Mee
2d(

ℓ+ 1
2

)
~2
.
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Тому спектр енергетичних рiвнiв атомiв лужних металiв має описуватися формулою
для атома водню, в якiй головне квантове число замiнено на «ефективне квантове
число» n∗:

Enℓ = − Mee
2

2n∗2~2
,

де

n∗ = nr + ℓ∗ + 1 = nr + ℓ + 1− σ = n− σ, σ =
Mee

2d(
ℓ+ 1

2

)
~2
. (12.5)

Якi значення приймають головне i орбiтальне квантовi числа n та ℓ для атомiв
лужних металiв? Виходячи з правил заповнення електронних оболонок (розд. 11.1)
легко встановити, що вони приймають значення, якi лежать вище ламаної лiнiя, яка
вiдповiдає кожному з елементiв на рис. 12.2. Основному стану вiдповiдають найнижчi
з можливих s-станiв вiдповiдного елементу, табл. 12.2.

Табл. 12.2. Квантовий дефект σnℓ для лужних металiв в основному станi

осн. стан
Елемент валент. елек. n∗

nℓ σnℓ
Li 2s 1,59 0,41
Na 3s 1,63 1,37
K 4s 1,77 2,23
Rb 5s 1,80 3,20
Cs 6s 1,87 4,13

З формули (12.5) видно, що величина квантового дефекту залежить вiд ℓ i тому
при фiксованому значеннi головного квантового числа n виродження по орбiтальному
моменту знiмається. На прикладi термiв атомiв лiтiю та натрiю це продемонстровано
на рис. 12.3 та 12.4. При великих значеннях n квантовим дефектом можна знехтувати
i спектр лужного метала зводиться до спектру воднеподiбного атома. Величину кван-
тового дефекту беруть iз спетроскопiчних даних. В табл. 12.2 приведенi її значення
для основного стану. При сталому значенi ℓ квантовий дефект слабо залежить вiд n
(див. табл. 12.3). При збiльшенi ℓ квантовий дефект швидко зменшується.

Наприкiнцi вiдмiтимо, що зняття виродження виникає внаслiдок вiдхилення по-
тенцiала вiд чисто кулонiвського. Тому кажуть, що виродження спектру атома водню
по ℓ є випадковим, тобто це специфiка кулонiвського потенцiалу.

12.3 Iзоелектроннi ряди лужних металiв

Iзоелектронним рядом атома називають ряд, який складається з цього атома та
iонiв, якi мають однакову з ним кiлькiть електронiв. Найпростiшим iзоелектронним
рядом є ряд водню:

H I, He II, Li III, Be IV, BV, CVI, ...
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Табл. 12.3. Квантовий дефект σnℓ натрiю

Стан n∗ σnℓ
3s 1,627 1,373
3p 2,117 0,883
3d 2,989 0,011
4s 2,642 1,375
4p 3,133 0,867
4d 3,987 0,013
5s 3,647 1,353
5p 4,138 0,862

Тут, згiдно iснуючим спектроскопiчним позначенням, число, яке написано латинськи-
ми лiтерами, дорiвнює Z − N + 1, де N — число електронiв в iонi (атомi), а Z — по-
рядковий номер елемента в таблицi Менделєєва. Для атомiв лужних металiв iснують
п’ять наступних iзоелектронних рядiв:

Li I, Be II, B III, ... число електронiв 3
Na I, Mg II, Al III, ... число електронiв 11
K I, Ca II, Sc III, ... число електронiв 19
Rb I, Y II, Zr III, ... число електронiв 37
Cs I, Ba II, La III, ... число електронiв 55
Fr I, Ac II, Tr III, ... число електронiв 87

Усi члени цих рядiв мають один зовнiшнiй електрон i остов, ядро оточене iншими
електронами. В рядах лiтiя та натрiя ns та np терми не спiвпадають з воднеподiбними,
але вони наближаються до них при зростаннi маси iона. Це пояснюється тим, що при
збiльшенi Z остов стає бiльш компактрим i менше пiддається поляризацiї валентним
електроном. Що стосується термiв, якi вiдповiдають бiльшим значеням орбiтального
моменту, то вони практично спiвпадають з воднеподiбними. Для рядiв калiя, рубiдiя,
цезiя та францiя характер спектру стає дещо iншим, що пов’язано з особливостями
заповнення d та f оболонок в перiодах таблицi Менделєєва, до яких вiдносяться цi
атоми.

12.4 Спектри випромiнювання лужних металiв

Переходи мiж станами атомiв лужних металiв вiдбуваються вiдповiдно з правилом
вiдбору ∆ℓ = ±1. Тому переходи на s-рiвнi вiдбуваються лише з p-рiвнiв, якi мають
бiльш високу енергiю. Переходи на p-рiвнi вiдбуваються з бiльш високоенергетичних
s- та d-рiвнiв, на d-рiвнi з p- та f -рiвнiв i т.д.

В зв’язку з тим, що при одному i тому значеннi n терми з рiзними ℓ значно вiд-
рiзняються, спектр випромiнювання лужних металiв виявляється значно багатшим,
нiж у воднеподiбних атомiв.

Якщо позначити n1 найменше головне квантове число для валентного електрона
лужного металу (їх значання можна знайти в другiй колонцi табл. 12.2), то найголов-
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Рис. 12.3. Спектр термiв атома лiтiя. Тонкi неперервнi лiнiї позначають переходи голов-
ної серiї, пунктирнi — рiзкої (друга побiчна), точковi — дифузна (перша побiчна), штрих-
пунктирна — Баргмана (фундаментальна)

нiшi серiї спектрiв випромiнювання лужних металiв вiдповiдають наступним перехо-
дам1:

n1s− np, головна серiя,
n1p− ns, рiзка або друга побiчна серiя,
n1p− nd, дифузна або перша побiчна серiя,
n′d− nf, Баргмана або фундаментальна серiя.

При n→ ∞ кожна з серiй прямує до своєї границi, причому границi першої та другої
побiчних серiй спiвпадають.

Найбiльш iнтенсивною лiнiєю спектрiв є перша лiнiя головної серiї, тобто перехiд
n1s − n1p. Вона використовується в спектральному ананалiзi для виявлення малих
концентрацiй лужних металiв.

Головна серiя спектру, на вiдмiнок вiд iнших серiй, може також спостерiгатись
у спектрах поглинання. Справа в тому, що при звичайних умовах майже усi атоми
знаходяться в основному станi n1s. Для спостерiгання iнших серiй в спектрах погли-
нання потрiбно значну частину атомiв перевести в збудженi стани. Це можна зробити
шляхом сильного нагрiвання.

1Значення n′ для серiї Баргмана можна знайти користуючись дiаграмою на рис. 12.2 для кожного
конкретного елементу.
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Рис. 12.4. Спектр термiв атома натрiя. Позначення переходiв, як i на рис. 12.3

12.5 Тонке розщеплення спектрiв лужних металiв

За рахунок спiн-орбiтальної взаємодiї орбiтальний момент i спiн валентного еле-
ктрона додаються утворюючи повний електронний механiчний момент атома 2 J =
L + S.

Як i у атома водню, J приймає наступнi значення:

J =

{
1
2
, при L = 0,

L± 1
2

при L 6= 0.

Вiдмiннiсть в спектрах лужних металах вiд атома водню проявляється в тому, що у
останнiх виродження по орбiтальному моменту знiмається i тому вплив тонкої стру-
ктури на окремий терм проявляється бiльш яскраво.

На рис. 12.5 показана схема розщеплення рiвнiв з ℓ ≤ 3. Дипольнi переходи мiж
ними визначаються правилами вiдбору

∆L = ±1, ∆J = 0, ±1.

Отже, при переходах мiж 2S1/2 станом та 2P o станами спектральна лiнiя розщеплює-
ться на двi (дублет), а при переходах 2P o−2D та 2D−2F — на три лiнiї (триплет). Так
дублетом є так звана жовтаD-лiнiя натрiя, яка вiдповiдає переходам 3s 2S1/2−3p 2P o

1/2

та 3s 2S1/2 − 3p 2P o
3/2.

2Як вже говорилося ранiше, усi спiни та орбiтальнi моменти остова взаємно компентуються i
тому в повний механiчний момент атома внеску не дають. Тому для атомiв лужних металiв, як i для
водню, рiзницi мiж великими та малими лiтерами немає, J = j, L = ℓ та S = s = 1/2.
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Рис. 12.5. Тонка структура термiв атомiв лужних металiв та дипольнi переходи мiж ними

Величину розщеплення описують формулою (9.30) замiнивши в останнiй Z → Zеф.
Звiдси одержимо

∆EnL ≡ En,L+1/2 −En,L−1/2 =
Z4

ефα
2

2n3a0

1

L(L+ 1)
, L 6= 0. (12.6)

Отже, з ростом n i L величина розщеплення зменшується. Тому найбiльш сильно воно
проявляється для найнижчих термiв. З формули (12.6) також випливає, що величина
тонкого розщеплення швидко росте при збiльшенi Z. Величина розщеплення першої
лiнiї головної серiї лiтiя становить 0,002%, в той час, як для цезiя вона складає 5%.

Еталон часу. Переходи мiж станами надтонкої структури атома цезiя викори-
стовуються при визначеннi еталону часу та частоти, яке було затверджено в 1967 р.
на XIII Генеральнiй конференцiї з мiр та ваги:

«Секунда дорiвнює 9 192 631 770 перiодам випромiнювання, вiдповiдного переходу
мiж двома надтонкими рiвнями основного стану атома цезiю-133» (Резолюцiя I).

Пiзнiше (в 1997 р.) до цього визначення було добавлено уточнення: «... атома цезiю-
133 у спокої при 0 К при вiдсутностi збурення зовнiшнiми полями».

Цезiєвий еталон частоти забезпечує можливiсть вiдтворення одиницi часу — се-
кунди та одиницi частоти — герца з вiдносною похибкою щонайбiльше ±1 × 10−11

(Вiкiпедiя).

Контрольнi запитання i завдання

1. Якi атоми вiдносяться до лужних металiв?
2. Що таке квантовий дефект, вiд яких квантових чисел вiн залежить?

174



3. Чому для лужних металiв немає виродження по орбiтальному квантовому числу?
4. Якi ви знаєте iзоелектроннi ряди лужних металiв?
5. Якi серiї спектрiв лужних металiв Ви знаєте?
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Роздiл 13

Атоми з двома електронами

13.1 Хвильова функцiя двох невзаємодiючих електро-

нiв

Згiдно з принципом Паулi (див. 10.1.2) хвильова функцiя двох i бiльше електронiв
має бути антисиметричною вiдносно перестановки електронiв. В загальному випадку
це можна зробити з допомогою детермiнанта Слетера (10.2). Проте у випадку двох
електронiв антисиметризацiю хвильової функцiї легко виконати «руками»:

ψξ1ξ2(1, 2) =
√

1
2
[ψξ1(1)ψξ2(2)− ψξ1(2)ψξ2(1)] , ξ1 6= ξ2.

Тут множник
√

1
2

введено для збереження нормiровки хвильової функцiї:

∫
|ψξ1ξ2(1, 2)|2 d3x1d3x2 = 1.

Якщо електрони знаходяться в центральному полi, то ξ1 та ξ2 представляють набо-
ри наступних квантових чисел {n, ℓ,mℓ, ms} (головне квантове число, орбiтальний
момент, орбiтальне магнiтне квантове число та проекцiя спiна).

Роздiлимо спiновi та орбiтальнi змiннi:

ψξ1ξ2(1, 2) = χσ1σ2(1, 2)Φ{n1ℓ1mℓ1}{n2ℓ2mℓ2}(x1,x2).

Як спiнову χms1ms2(1, 2), так i орбiтальну Φ{n1ℓ1mℓ1}{n2ℓ2mℓ2}(x1,x2) хвильовi функцiї
можна розложити на симетричнi

χсим
ms1ms2

(1, 2) = χсим
ms1ms2

(2, 1),

Φсим
{n1ℓ1mℓ1}{n2ℓ2mℓ2}(x1,x2) = Φсим

{n1ℓ1mℓ1}{n2ℓ2mℓ2}(x2,x1),

та антисиметричнi

χа.с.
ms1mms2

(1, 2) = −χа.с.
ms1ms2

(2, 1),

Φа.с.
{n1ℓ1mℓ1}{n2ℓ2mℓ2}(x1,x2) = −Φа.с.

{n1ℓ1mℓ1}{n2ℓ2mℓ2}(x2,x1)

хвильовi функцiї.
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З цих хвильових функцiй можна побудувати двi хвильовi функцiї, якi задоволь-
няють принципу Паулi:

ψорто(1, 2) = χсим
ms1ms2

(1, 2)Φа.с.
{n1ℓ1mℓ1}{n2ℓ2mℓ2}(x1,x2),

ψпара(1, 2) = χа.с.
ms1ms2

(1, 2)Φсим
{n1ℓ1mℓ1}{n2ℓ2mℓ2}(x1,x2).

Стани, що вiдповiдають цим хвильовим функцiям називають орто- i пара-станами1.
Усього маємо 4 лiнiйно-незалежних спiнових функцiй, три симетричних та одна

антисиметрична. Виявляється, що симетричнi хвильовi функцiї вiдповiдають значен-
ню повного спiна S = 1, а антисиметричнi — S = 0. Тому:

|11〉 = χсим
↑↑ (1, 2) = χ↑(1)χ↑(2),

|10〉 = χсим
↑↓ (1, 2) =

1√
2
[χ↑(1)χ↓(2) + χ↓(1)χ↑(2)] ,

|1− 1〉 = χсим
↓↓ (1, 2) = χ↓(1)χ↓(2),

|00〉 = χа.с.
↑↓ (1, 2) =

1√
2
[χ↑(1)χ↓(2)− χ↓(1)χ↑(2)] ,

де стрiлочка ↑ вiдповiдає спiновому магнiтному числу ms =
1
2
, а ↓ — магнiтному числу

ms = −1
2

(спiн направлений «вгору або «вниз»), а |SMS〉 означає хвильову функцiю з
спiном S та спiновим магнiтним числом MS . Отже, орто-стану вiдповiдає стан, який
має S = 1, а пара-стану — S = 0. Часто орто-стан називають триплетним станом, а
пара-стан — синглетним станом.

Запишемо орбiтальнi хвильовi функцiї. Якщо {n1ℓ1mℓ1} 6= {n2ℓ2mℓ2}, то

Φсим.
{..}1{..}2(x1,x2) =

1√
2

[
φ{..}1(x1)φ{..}2(x2) + φ{..}2(x1)φ{..}1(x2)

]
,

Φа.с.
{..}1{..}2(x1,x2) =

1√
2

[
φ{..}1(x1)φ{..}2(x2)− φ{..}2(x1)φ{..}1(x2)

]
,

(13.1)

де {..}i ≡ {niℓimℓi}. Якщо ж стани однаковi, {n1ℓ1mℓ1} = {n2ℓ2mℓ2} = {nℓmℓ}, то

Φсим.
{..}1{..}2(x1,x2) = φ{..}(x1)φ{..}(x2),

Φа.с.
{..}1{..}2(x1,x2) = 0.

(13.2)

13.2 Основний стан гелiя та подiбних йому атомiв

(розрахунок по теорiї збурень i порiвняння з екс-

периментом)

Користуючись теорiєю збурень розрахуємо енергiю основного стану атома гелiя та
подiбних йому атомiв, He, Li+, Be2+, B3+ i так далi.2

В якостi збурення будемо розглядати енергiю взаємодiї мiж електронами

Ĥ0 = Ĥ(1) + Ĥ(2), Ĥ1 =
e2

r12
, r12 = |x1 − x2|,

Ĥ(i) — гамiльтонiан i-го електрона в полi ядра.

1«Орто»- по грецькi означає правильний, а «пара» — вiдхилення.
2В стандартних позначеннях (розд. 12.3) — He I, Li II, Be III, B IV i так далi.
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В основному станi атома обидва електрони перебувають в 1s-станi i тому в нульо-
вому наближеннi енергiя зв’язку є

E
(0)

1s2 = 2E1s,

де E1s = −Z
2e2

2a0
— енергiя основного стану вiдповiдного воднеподiбного атома. Анти-

симетрична хвильова функцiя Φа.с.
1s1s(x1,x2) = 0 i тому, згiдно (13.2), в основному станi

атом iснує лише в пара-станi.
Отже, в нульовому наближенi симетрична хвильова функцiя є

Φсим.
1s1s(x1,x2) = φ1s(x1)φ1s(x2),

φ1s(x) =
1√
π

(
Z

a0

) 3
2

exp

(
−Z

a0
r

)
.

Тодi, згiдно з теорiєю збурень (див. формулу 6.6)), поправка до енергiї в першому
порядку теорiї збурень є

E
(1)

1s2 = e2
∫
d3x1d

3x2r
−1
12 φ

2
1s(x1)φ

2
1s(x2). (13.3)

Цю поправку називають кулонiвською енергiєю i позначають Q.
Iнтеграл (13.3), як i подiбнi йому iнтеграли для збуджених станiв, обчислюються

в наступному роздiлi. Для основного стану кулонiвська енергiя є

Q =
5e2Z

8a0
.

Таким чином

E1s2 = −Ze
2

a0

(
Z − 5

8

)
.

Якщо ввести поняття ефективного заряду ядра

Zеф = Z

√
1− 5

8Z
,

то можна переписати вираз для енергiї зв’язку

E1s2 = −
Z2

ефe
2

a0
.

Iншими словами взаємодiя мiж електронами приводить до часткової екранiзацiї за-
ряда ядра. Ефективний заряд Zеф для гелiя та ряда подiбних йому атомiв наведено

в табл. 13.1, де ∆ =
Eекс. − Eтеор.

Eекс.

.

Часто при порiвняннi з експериментом говорять не про енергiю зв’язку E1s2 , а про
енергiю iонiзацiї. По визначенню, енергiя iонiзацiї це мiнiмальна енергiя, яку потрiбно
надати атому, щоб вiдiрвати вiд нього один електрон у випадку, коли атом знаходи-
ться в основному станi. Для гелiя i подiбних йому атомiв вона дорiвнює абослютному
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Табл. 13.1. Ефективний заряд ядра та енергiя iонiзацiї для iзоелектронного ряду гелiя
.

He I Li II Be III B IV C V N VI O VII

Z 2 3 4 5 6 7 8
Zеф 1,658 2,669 3,674 4,677 5,679 6,681 7,681

Eiон., еВ екс. 24,59 75,64 153,90 259,37 392,09 552,07 739,33
Eiон., еВ теор. 20,41 71,44 149,68 255,14 387,81 547,70 734,80
∆, % збур. 17,0 5,6 2,7 1,6 1,1 0,8 0,6

Eiон., еВ вар. 23,11 74,14 152,38 257,84 390,51 550,40 737,50
∆, % метод 6,0 2,0 1,0 0,6 0,4 0,15 0,02

значенню рiзницi енергiї зв’язку в атомi i енергiї вiдповiдного воднеподiбного атома,
коли обидва атоми знаходяться в основному станi:

Eiон = E1s2(He)− E1s(He+) i так само для iнших атомiв.

Користуючись одержаним виразом для енергiї зв’язку одержимо наступний вираз для
енергiї iонiзацiї

Eiон =
Ze2

2a0

(
Z − 5

4

)
.

В табл. 13.1 приведено значення енергiї iонiзацiї для iзоелектронного ряду гелiя, яке
розраховане в першому порядку теорiї збурень, та порiвняння з експериментом. Ви-
дно, що при збiльшенi Z величина вiдносної розбiжнiстi мiж таким розрахунком та
експериментом зменшується. Цьому факту легко надати фiзичну iнтерпретацiю. Дiй-
сно, при збiльшенi Z взаємодiя мiж ядром i окремими електронами збiльшується
порiвнянно з взаємодiєю мiж електронами i тому застосування теорiї збурень починє
бути бiльш виправданим.

13.3 Збудженi стани атомiв подiбних гелiю

Тепер розглянемо електронну конфiгурацiю 1snℓ, тобто таку конфiгурацiю, в якiй
один з електронiв знаходиться в основному станi, а другий — в збудженому. В цьому
випадку орбiтальна хвильова функцiя може бути як симетричною, так i антисиме-
тричною i тому атом може знаходитись, як в орто- так i пара-станах.

Знову почнемо з нульового наближення теорiї збурень. В цьому наближеннi симе-
тричнi та антисиметричнi хвильовi функцiї, згiдно з формулами (13.1), слiд записати
через хвильовi функцiї воднеподiбних атомiв

Φсим.
1snℓ(x1,x2) =

1√
2
[φ1s(x1)φnℓ(x2) + φnℓ(x1)φ1s(x2)] ,

Φа.с.
1snℓ(x1,x2) =

1√
2
[φ1s(x1)φnℓ(x2)− φnl(x1)φ1s(x2)] .

В цьому наближеннi енергiя є сумою енергiй воднеподiбних атомiв в станах 1s та nℓ

E
(0)
1snℓ = E1s + Enℓ = −Z

2e2(n2 + 1)

2a0n2
.
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В першому порядку теорiї збурень поправка до енергiї є

E
(1)пара

1snℓ = e2
∫
d3x1d

3x2r
−1
12 |Φсим.

1snℓ(x1,x2)|2 = Q + A,

E
(1)орто

1snℓ = e2
∫
d3x1d

3x2r
−1
12 |Φа.с.

1snℓ(x1,x2)|2 = Q−A,

де

Q = e2
∫
d3x1d

3x2r
−1
12 |φ1s(x1)|2 |φnℓ(x2)|2 ,

A = e2
∫
d3x1d

3x2r
−1
12 φ

∗
1s(x1)φnℓ(x1)φ

∗
nℓ(x2)φ1s(x2).

(13.4)

Цi iнтеграли додатнi i тому орто-стан завжди лежить нижче пара-стану.
В iнтегралi Q легко впiзнати кулонiвську енергiю, яка вже виникала у випад-

ку основного стану (розд. 13.2). Вона представляє кулонiвську енергiю мiж двома
електронами, якi «розмазанi» по усьому просторi. Другий iнтеграл, A, називається
обмiнною взаємодiєю. Вiн є наслiдком принципу Паулi i не має аналогу в класичнiй
механiцi.

Той факт, що орто-стани лежить нижче пара-станiв легко пояснити на якiсному
рiвнi. Справдi, поправка до енергiї, яка виникає за рахунок взаємодiї мiж електро-
нами, залежить вiд того, наскiльки близько «перебувають» в атомi електрони. Чим
вiдстань мiж ними менша, тим бiльше буде енергiя вiдштовхування. У випадку орто-
гелiя електрони не можуть зiйтись близько. Зокрема, їх хвильова функцiя

Φа.с.
1snℓ(x1,x2) → 0, коли x1 → x2.

Проте такої заборони немає для пара-станiв i тому в середньому в цих станах електро-
ни знаходяться на менших вiдстанях. Отже, в пара-станах вiдштовхування сильнiше
i їх енергетичнi рiвнi лежать вище, нiж у вiдповiдних орто-станах. Легко бачити, що
цей факт узгоджується з третiм правилом Хунда.

Для того, щоб виконати iнтегрування в (13.4) слiд перейти до сферичних коорди-
нат. Для iнтегрування по кутовим змiнним dΩ1dΩ2 скористуємось вiдомим розкладом

r−1
12 =





4π

r1

∑
ℓ,m

1

2ℓ+ 1

(
r2
r1

)ℓ

Y ∗
ℓm(θ1, ϕ1)Yℓm(θ2, ϕ2), r1 > r2,

4π

r2

∑
ℓ,m

1

2ℓ+ 1

(
r1
r2

)ℓ

Y ∗
ℓm(θ1, ϕ1)Yℓm(θ2, ϕ2), r2 > r1.

Використовуючи ортонормованнiсть сферичних функцiй i приймаючи до уваги, що
φ∗
1s(x) не залежить вiд кутових змiнних одержимо:

Q = e2
∫ ∞

0

dr1R
2
nℓ(r1)

[
r−1
1

∫ r1

0

dr2R
2
10(r2) +

∫ ∞

r1

dr2r
−1
2 R2

10(r2)

]
=

= e2
∫ ∞

0

drR2
nℓ(r)

1− e−2ρ(1 + ρ)

a0ρ
, ρ = Z

r

a0
,

A =
e2

2ℓ+ 1

∫ ∞

0

dr1Rnℓ(r1)R10(r1)

[
r−1
1

∫ r1

0

dr2

(
r2
r1

)l

Rnℓ(r2)R10(r2)+

+

∫ ∞

r1

dr2r
−1
2

(
r1
r2

)l

Rnℓ(r2)R10(r2)

]
.
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Рис. 13.1. Енергетичний спектр станiв в атомi гелiю

Пiдставляючи в цi формули радiальнi функцiї (9.11) одержимо кулонiвську та обмiнну
енергiю

Q = 2ZRIQ, A = 2ZRIA,

де R — стала Рiдберга, а коефiцiенти IQ та IA (їх будемо називати кулонiвським та
обмiнним iнтегралами) приведенi в табл. 13.2. Видно, що при збiльшенi орбiтально-
го моменту обмiнний iнтеграл (а, значить, i обмiнна енергiя) зменшується набагато
швидше, нiж кулонiвський iнтеграл (кулонiвська енергiя). Це означає, що рiзниця
енергiй синглетного та триплетного станiв з ростом орбiтального моменту зникає.

На рис. 13.1 приведено експериментально вимiряний спект термiв атома гелiя.
Якiсно вiн добре узгоджується з основними виводами теорiї.

Як вже говорилось, для атома гелiя збурення не є малою величиною i тому не

Табл. 13.2. Кулонiвський та обмiнний iнтеграли розрахованi в першому порядку теорiї
збурень

nl IQ IA

1s 5/8 -
2s 17/81 16/729
2p 59/243 112/6561
3s 198/32768 189/32768
3p 1783/16384 297/65536
3d 1819/16384 81/327680
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Табл. 13.3. Енергетичнi рiвнi збудження важких атомiв подiбних гелiю (в еВ). Тео-
ретичний розрахунок виконано в першому порядку теорiї збурень. Експериментальнi
значення взято з бази даних www.nist.gov/pml/data/asd.cfm

O VII Ne IX Si XIII

конф. терм експ. теор. експ. експ. теор.
синглетнi стани

1s2s 1S 568,89 572,19 915,34 918,90 1854,65 1859,60
1s2p 1P o 573,95 575,61 922,02 923,17 1864,98 1865,58
1s3s 1S 664,11 665,53 1071,83 1073,34 2179,54 2181,59
1s3p 1P o 665,62 667,29 1073,77 1075,54 2182,55 2184,68
1s3d 1D 665,23 666,84 1074,00 1074,98 2182,07 2183,88

триплетнi стани
1s2s 3S 560,98 562,64 905,08 906,96 1839,42 1842,89
1s2p 3P o 568,59 568,18 914,92 913,88 1854,22 1852,58
1s3s 3S 661,93 663,02 1069,12 1070,20 2175,52 2177,20
1s3s 3P o 664,02 665,32 1071,81 1073,08 2179,60 2181,22
1s3d 3D 665,10 666,73 1073,35 1074,84 2181,92 2183,69

Табл. 13.4. Рiзниця енергiй синглетного та триплетного рiвнiв важких атомiв подiбних
гелiю (в еВ). Теоретичний розрахунок виконано в першому порядку теорiї збурень

O VII Ne IX Si XIII

n експ. теор. експ. теор. експ. теор.
2 1S −3 S 7,90 9,55 10,26 11,94 15,23 16,71
2 1P o −3 P o 5,36 7,43 7,10 9,29 10,75 13,00
3 1S −3 S 2,18 2,51 2,71 3,14 4,02 4,39
3 1P o −3 P o 1,60 1,97 1,96 2,47 2,94 3,45
3 1D −3 D 0,13 0,11 0,65 0,13 0,15 0,19
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слiд очiкувати кiлькiсного опису його спектра у перший порядок теорiї збурень. Про-
те починаючи з C V для атомiв подiбних гелiю вже можна вважати збурення набагато
меншим, нiж енергiя взаємодiї мiж окремим електроном та ядром. Тому кiлькiсне по-
рiвнюваняння з експериментом збудженуджених станiв зробимо для спектрiв атомiв
важчих за вуглець.

В табл. 13.3 порiвнюються з експериментом енергетичнi рiвнi збудження, тобто
рiзниця енергiї терма та енергiї основного стану

E1snℓ − E1s1s,

для атомiв O VII, Ne IX та Si XIII. Видно, що енергетичнi рiвнi, як i енергiя iонiзацiї,
описуються теорiєю збурень в першому порядку з вiдносною точнiстю порядка деся-
тих процента. В табл. 13.4 проводиться порiвняння з експериментом рiзницi енергiй
синглетного та триплетного рiвнiв для тих самих атомiв. Тут узгодження з експери-
ментом значно гiрше i в середньому сягає ∼10%.

13.4 Розрахунок енергiї основного стану гелiя та по-

дiбних йому атомiв варiацiйним методом

З попереднього випливає, що для кiлькiсного опису властивостей гелiя потрiбно
приймати до уваги наступнi порядки теорiї збурень, або розвивати пiдходи, якi вихо-
дять за її рамки. Одним з таких методiв є варiацiйний метод Рiтца (див. розд. 6.2).

В якостi найпростiшої пробної функцiї основного стану розглянемо функцiю

f(α,x1,x2) =
1

π
α3e−α(r1+r2),

де α — варiацiйний параметр.
Розрахуємо середнє значення вiд гамiльтонiана:

E(α) = 〈T̂ 〉 − 2Ze2〈r−1
1 〉+ e2〈r−1

12 〉,

〈T̂ 〉 = − ~
2

2Me
(4π)2

∫
dr1dr2r

2
1r

2
2f(α,x1,x2)∆1f(α,x1,x2) = a0e

2α2,

2Ze2〈r−1
1 〉 = 2Ze2(4π)2r1r

2
2f

2(α,x1,x2) = −2Ze2α,

e2〈r−1
12 〉 = e2(4π)2

∫
dr1dr2r

2
1r

2
2r

−1
12 f

2(α,x1,x2) =
5

8
αe2.

Тодi
E(α) = e2

(
a0α

2 − 2Zα + 5
8
α
)
.

З умови мiнiмума E(α) знаходимо варiацiйний параметр

α = a−1
0

(
Z − 5

16

)

i наближене значення енергiї є

E0 = −e
2

a0

(
Z2 − 5

8
Z +

25

256

)
.
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Вiдповiдно, енергiя iонiзацiї

Eiон. = − e2

2a0

(
Z2 − 5

4
Z +

25

128

)
. (13.5)

В табл. 13.1 порiвнюється результати розрахунку енергiї iонiзацiї, зроблений роз-
рахованої за формулою (13.5), з експориментом та з результатом першого поряд-
ку теорiї збурень. Видно, що навiть використовуючи найпростiшу однопараметричну
пробну функцiю варiацiйний метод приводить до досить точного результата.

Докладнiше про застосування варiацiйного метода Рiтца для прецизiйних розра-
хункiв властивостей гелiя можна познайомитись в книзi [6].

13.5 Спектри випромiнювання гелiя

При переходах в атомi гелiя i атомах подiбних йому зберiгається спiн S, тому
спектри випромiнювання цих атомiв розбиваються на двi серiї — одна для синглетних,
а друга для триплетних станiв. (Хоча й спостерiаються дуже слабкi переходи мiж
ними, якi порушують це правило. Наприклад, лiнiя λ = 591, 44 Å, яка вiдповiдає
переходу 1s2p 3P o

1 − 1s2 1S0.)
Така властивiсть спектру гелiя була причиною того, що в свiй час допускалось

iснування двох хiмiчних елементiв. Лише пiзнiше стало ясно, що це є особливiстю
будови атома гелiя.

PSfrag replacements

} 3D3,2,1

3P o
2

3P o
1

3P o
0

Рис. 13.2. Схема переходiв 2p 3P o − 3d 3D

Спектри випромiнювання для синглетних станiв складаються з серiй, якi дуже
нагадують серiї лужних металiв. Усi лiнiй спектру синглетнi.

Переходи мiж триплетними лiнiями теж дають аналогiчнi серiї, проте їх лiнiї ма-
ють бiльш складну структуру. Як приклад розглянемо перший член дифузної серiї
2p 3P o − nd 3D, де n ≥ 3. Ця лiнiя лежить в жовтiй частинi спектру з довжиною
хвилi λ = 5876 Å. Її називають D3-лiнiєю. Легко бачити, що правила вiдбору до-
зволяють 6 переходiв показаних на рис. 13.2. Проте триплетна структура 3D-терму
настiльни вузька, що нею можна знехтувати. Тому спектральна лiнiя складається з
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трьох компонентiв
2p 3P o

2 − 3d 3D3,2,1, λ = 5875, 618 Å,
2p 3P o

1 − 3d 3D2,1, λ = 5875, 650 Å,
2p 3P o

0 − 3d 3D1, λ = 5875, 989 Å.
(13.6)

13.5.0.1 Як був вiдкритий гелiй

Рис. 13.3. Джозеф Норман Лок’єр Рис. 13.4. П’єр Жуль Сезар Жансен

Пiд час затемнення Сонця в 1868 р. спостерiгаючи корону Сонця Н. Лок’єр
та П. Жансен незалежно один вiд одного виявили яскраву жовту лiнiю (D3-лiнiю),
яка не спостерiгадась в спектрах жодного з елементiв вiдомих на той час. В 1871 р.
Лок’єр висловив гiпотезу про те, що D3-лiнiя пов’язана з присутнiстю на Сонцi нового
елементу, який вiн назвав «гелiєм». В 1895 р. У. Рамзай видiлив з уранової руди газ
в спектрi якого мiстилась D3-лiнiя i тим самим довiв iснування гелiя на Землi.

13.5.0.2 Розповсюдженiсть гелiя

Гелiй другий пiсля водню елемент по розповсюдженнi у Всесвiтi i складає 23 %
усiєї видимої космiчної маси. Проте на Землi його не багато. Так в земнiй атмосферi
по об’єму гелiй складає 5, 5× 10−4 %, а в земнiй корi його ще менше, 0, 8× 10−6 %.

Контрольнi запитання i завдання

1. Що таке орто- i пара-стани гелiя? Яким значенням спiна S вони вiдповiдають?
2. Який фiзичний змiст має кулонiвська енергiя Q?
3. Що таке ефективний заряд ядра гелiя Zеф?
4. Що таке енергiя iонiзацiї атома гелiя i подiбних йому атомiв?
5. Що таке обмiнна енергiя A, внасладок чого вона виникає, чи має вона аналог в
класичнiй фiзицi?
6. Чому спектри атома гелiя i подiбних йому атомiв розбиваються на двi серiї, як цi
серiї називаються?
7. Яким переходам вiдповiдає жовта D3 лiнiя в спектрi гелiя, чому вона має триплетну
структуру?
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Роздiл 14

Рентгенiвськi променi

14.1 Рентгенiвськi спектри випромiнювання

Рентгенiвськими спектрами називають спектри випромiнювання i поглинання рент-
генiвських променiв, тобто електромагнiтних хвиль з дуже короткою довжиною хвилi
— вiд 10−2 до 103 Å.

e
e

e
e

e

e
e

e
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Рис. 14.1. Рентгенiвська трубка

Рентгенiвськi спекрти випромiнювання виникають в рентгенiвськiй трубцi в ре-
зультатi бомбардування анода електронами1. Рентгенiвська трубка складається з ва-
куумної колби, катода та анода, рис. 14.1. Iнколи анод називають антикатодом. Еле-
ктрони, якi випромiнюються катодом K, прискорюються пiд дiєю потенцiала напруги
Ua приложеного мiж анодом A i катодом. Потенцiал Ua складає величину декiлька
десяткiв кiловольт.

Анод, як правило, виготовляють з мiдi, бо остання має велику теплопровiднiсть.
Кiнець анода, на який падають електрони, зрiзають пiд кутом 45–70◦. В центрi аноду
розмiщують пластинку з важкого металу (наприклад, вольфраму), яка саме i служить
джерелом рентгенiвських променiв.

1Перша трубка, на якiй В.К. Рентген вiдкрив рентгенiвськi променi, була, на вiдмiну вiд сучасних,
не електронною, а iонною.
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Рис. 14.2. Вiльгельм Конрад Рентген

На рентгенiвське випромiнювання йде приблизно 1% кiнетичної енергiї, яку отри-
має електрон в процесi прискорення. Тому пiд час роботи трубки на анодi видiляється
велика кiлькiсть тепла i на потужних рентгенiвських трубках створюють тепловiдвiд.

Рентгенiвськi спектри випромiнювання представляють результат накладення двох
спектрiв — спектру гальмiвного випромiнювання електрона i характеристичних рент-
генiвських спектрiв (рис. 14.3).

Гальмiвне випромiнювання це випромiнювання заряджених частинок, яке виникає
при проходженнi останнiх через речовину. З класичної електродинамiки вiдомо, що
iнтенсивнiсть випромiнювання зарядженої частинки пропорцiйна квадрату її приско-
рення

I ∼ a2.

У свою чергу, згiдно з другим законом Ньютона прискорення a визначається як вiдно-
шення кулонiвської сили взаємодiї випромiнюючої частинки з ядром до маси частинки
m. Тодi

I ∼
(
Ze

m

)2

i iнтенсивнiсть випромiнювання буде максимальною, коли m — маса найбiльш легкої
зарядженої частинки. З огляду на те, що такою є електрон, iнтенсивнiсть гальмiвного
випромiнювання буде максимальною для електрона.

Спектр гальмiвного випромiнювання гладкий, причому при великих значеннях λ
вiн асимптотично прямує до нуля, а при малих λ обривається, рис. 14.4. Обривання
спектру є суттєво квантовим ефектом. Згiдно законам квантової механiки частота
свiтла, яке випромiнюється, ω = ∆E

~
, де ∆E є енергiя, яку втрачає електрон. Очевидно,

що максимальному значенню ω (мiнiмальному значенню λ) вiдповiдає випадок, коли
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Рис. 14.3. Рентгенiвський спектр

електрон втрачає усю свою кiненична енергiя eUa, тобто коли ∆E = eUa. Тому

λмiн =
2πc

ωмакс

=
2πc~

eUa

.

Звiдси, зокрема, випливає, що λмiн залежить лише вiд потенцiала Ua i не залежить
вiд матерiала анода, що повнiстю пiдтверджується експериментом.

В зв’язку з тим, що спектр обривається рiзко, величина λмiн може бути вимiряна
з високою точнiстю. Тому довгий час вимiювання λмiн вважалось найбiльш точним
методом вимiрювання сталої Планка. Проте зараз iснують бiльш точнi методи, на
яких зараз зупинятися не будемо.

14.2 Дiрки в нижнiх оболонках та їх терми

Характеристичнi спектри дискретнi i представлют собою спектри випромiнюван-
ня атомами при збудженнi їх внутрiшнiх орбiт. У внутрiшнiх оболонках електрон має
дуже велику енергiю. Зважаючи на близькiсть внутрiшнiх оболонок до ядра кулонiв-
ське поле останнього виявляється практично не екранiрованим i енергiю електрона
легко оцiнити скориставшись боровською формулою для енергiї воднеподiбного ато-

ма |En| =
Z2e4Me

2n2~2
. Наприклад, для електрона на найнижчiй орбiтi (її називають

K-орбiтою) n = 1 i тодi |EK | = Z2E0, де E0 = 13.6 еВ — енергiя iонiзацiї атома водню
в основному станi. Тодi одержимо:
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Рис. 14.4. Розподiл iнтенсивностi гальмiвного випромiнювання по довжинах хвиль при рi-
знiй напрузi на рентгенiвськiй трубцi

• для урана |EK | = 922 × 13, 6 = 115110 еВ,

• для вольфраму |EK | = 742 × 13, 6 = 74474 еВ,

• для мiдi |EK | = 292 × 13, 6 = 11438 еВ.

При вибиваннi або пiд час переходу електрона з внутрiшнiх оболонок на зовнi-
шнi атом стає дуже нестiйким. Вакансiю, що утворилася пiсля вибивання електрона
з внутрiшньої оболонки, прийнято називати «дiркою». Електрони, що знаходяться на
вищих оболонках, прагнуть зайняти дiрку, а енергiя, що звiльняється при такому пе-
реходi, випромiнюється у виглядi кванта свiтла високої частоти. Вибивання електро-
на можна здiйснити, зокрема, бомбардуючи атом пучком електронiв досить високої
енергiї.

Рiвнi внутрiшнiх електронiв називають рентгенiвськими термами. Для їх класи-
фiкацiї вказують на оболонку, на якiй утворилася дiрка, використовуючи при цьому
заголовнi букви латинського алфавiту K, L, M i так далi, що вiдповiдає значенням
головного квантового числа n =1, 2, 3...

Повний момент iмпульсу всiх електронiв, якi повнiстю заповнюють усi стани з
одним значенням головного квантового числа n, дорiвнює нулю. При утвореннi дiрки
вiдповiдна оболонка набуває моменту J = L ± 1

2
. Тому для дiрки можна використо-

вувати ту саму класифiкацiю, що i для електронних станiв: nLJ . Як приклад дамо
повне позначення найнижчих станiв:

1S 1
2

2S 1
2

2P 1
2

2P 3
2

3S 1
2

3P 1
2

3P 3
2

3D 3
2

3D 5
2

K LI LII LIII MI MII MIII MIV MV

Тут верхня стрiчка вiдповiдає звичайним спектроскопiчним позначенням, а внизу вка-
занi символи, що використовуються в спектроскопiї рентгенiвських термiв. В зв’язку
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Рис. 14.5. Найнижчi терми дiрок i переходи мiж ними

з тим, що поле, в якому знаходяться внутрiшнi електрони, майже кулонiвське, усi
рiвнi внутрiшних електронiв з однаковим n розташовуються близько один до одного.

З правил вiдбору
∆L = ±1, ∆J = 0, ±1

витiкає, що не всi переходи можливi. Наприклад, переходи LI → K i Mi → Li неможли-
вi, оскiльки в цих станах L = L′. Неможливi також переходи з термiв LI i K у терми
MV i MIV з огляду на те, що для них L′ = L − 2. Для переходу LII → MV L′ = L − 1,
проте для нього J ′ = J + 2 що заборонено правилом вiдбору по J .

На рис. 14.5 приведенi найнижчi (K, L, M i N) терми дiрок i дозволенi переходи мiж
ними. Нагадаємо, що дiрки, на вiдмiну вiд електронiв, перемiщуються при переходах
не вниз, а наверх.

Слiд зуважити, що в сплавах та хiмiчних сполуках внутрiшнi оболонки кожного з
елементiв не змiнюються. Тому характеристичнi спектри сплавiв та хiмiчних сполук
одержуються накладанням характеристичних спектрiв елементiв, якi входять до їх
складу.
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Рис. 14.6. Генрi Мозлi

14.3 Закон Мозлi

Особливiстю, яка вiдрiзняє характеристичнi рентгенiвськi спектри вiд оптичних
лiнiйчастих спектрiв рiзних елементiв, є те, що першi досить простi та однорiднi. Це
пов’язано з тим, що для рiзних елементiв однi й тi самi терми рентгенiвського спектру
вiдрiзняється лише величиною Z i тому при невеликих змiнах Z вiдбувається просто
зсув вiдповiдних лiнiй без корiнної перебудови спектру. Вперше ця властивiсть хара-
ктеристичних спектрiв була виявлена Г. Мозлi в 1913 р. експериментальним шляхом.
На фотографiї рис. 14.7, яку взято з роботи Мозлi, показанi K-спектри елементiв вiд
кальцiя, Z = 20 до цинку (входить до складу латунi), Z = 30. Спектри окремих речо-
вин розмiщенi в порядку зростання Z на одиницю таким чином, що вiдстань вiд края
фотографiї до окремої лiнiї пропорцiйна довжинi хвилi лiнiї. Нерегулярнiсть мiж тi-
таном i кальцiєм говорить, про те що в цьому мiсцi знаходиться ще один елемент з
Z = 21 (скандiй, Sc).

Розглянемо енергетичнi рiвнi на внутрiшнiх оболонках атома. Вiдмiннiсть рiвнiв
всерединi однiєї оболонки по орбiтальному квантовому числу ℓ пов’язано з вiдхилен-
ням самоузгодженого поля Uс.у. вiд кулонiвського

Z → Z0 = Z − σnℓ,

причому Z ≫ σnℓ. Тодi енергiя вiдповiдного рiвня буде рiвна

En = −(Z − σnℓ)
2

2n2
× ~

2

Mea20
,

i для частот випромiнювання при переходах на глибоких оболонках отримаємо фор-
мулу

ωn2n1 = (Z − σnℓ)
2R∞

(
1

n2
1

− 1

n2
2

)
,

де R∞ — стала Рiдберга.
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Рис. 14.7. K-cпектри рiзних елементiв

Головний внесок у поправку σnℓ дає взаємодiя електрона з найближчими сусiдами
i тому слiд очiкувати, що σnℓ не залежить вiд Z. Тодi для окремої серiї випливає
лiнiйна залежнiсть вiд Z кореня квадратного частоти

√
ω

R∞
= Cn1,n2(Z − σ).

Ця залежнiсть насит назву закону Мозлi. Графiки Мозлi для рiзних серiй характери-
стичного рентгенiвського випромiнювання приведенi на рис. 14.8.

Сталу екранування σ (для простоти опускаємо вiдповiднi iндекси) беруть з експе-
рименту. Так для K-серiї σ = 1, а для L-серiї σ ≈ 5, 5.

Закон Мозлi показав, що порядковий номер елементу в перiодичнiй таблицi Мен-
делєєва спiвпадає з зарядом ядра. Тому потрiбно розмiщувати елементи не за його
атомною масою (як це робив Менделєєв), а за Z. Це дало можливiсть уточнити розмi-
щення окренмих елементiв в таблицi Менделєєва. Зокрема, до дослiджень Мозлi було
невiдомо як розташувати кобальт (атомна вага A = 58, 933) i нiкель (A = 58, 71). З
закона Мозлi вдалося встановити, що спочатку потрiбно розташувати бiльш важкий
кобальт. Мозлi також встановив мiсце технецiю пiд номером 43.

До Мозлi хiмiчнi властивостi елементiв рiдких земель (58 ≤ Z ≤ 71) були погано
вiдомi i тому їх розмiщення в таблицi Менделєєва було пiд знаком запитання. Аналiз,
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Рис. 14.8. Графiки Мозлi (взято з [14])

проведений на основi закона Мозлi, дав можливiсть лiквiдувати неоднозначностi в їх
розмiщеннi. В результатi виявилось, що на Землi iснують рiвно 92 елементи.

Бiльш точнi дослiдження, якi були проведелi пiсля Мозлi, показали деякi вiдхи-
лення вiд його закону. Проте, як це видно з рис. 14.8, вони стають суттєвими лише
для вищiх серiй (M , N , O, i т.д.), а для K- та L-серiй вiдхилення незначнi.

14.4 Спектри поглинання рентгенiвських променiв

При проходженi крiзь речовину рентгенiвськi промiнi виявляють зовсiм iншi вла-
стивостi, нiж оптичнi промiнi. Так тонкий лист алюмiнiю добре пропускає рентгенiв-
ськi променi, в той час, як для оптичних променiв вiн повнiстю непрозорий. З iншого
боку, свинцеве скло досить прозоре для оптичної частини спектру i практично не про-
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пускає рентгенiвськi промiнi. Крiм того, при пропусканнi крiзь речовину гальмiвного
рентгенiвського промiння не з’являється, на вiдмiну вiд оптичного промiння, темних
плям на мiсцi лiнiй характеристичного спектру. Це пояснюється тим, що в атомах
зразка усi внутрiшнi оболонки повнiстю заповненi i тому немає дiрок, в якi електрони
з нижчих станiв могли би перейти пiд дiєю рентгенiвських променiв. Тому для рент-
генiвських промiнiв немає обернення лiнiй, в той час як для оптичних променiв воно
має мiсце.

Залежно вiд товщини зразка l iнтенсивнiсть пучка рентгенiвських променiв змен-
шується по експоненцiальному закону

I = I0e
−µl.

Параметр µ називають коефiцiєнтом ослаблення.
Ослаблення пучка вiдбувається як за рахунок розсiяння променiв, та їх поглина-

ння. Тому можна написати
µ = τ + σ,

де τ — коефiцiєнт поглинння, а σ — коефiцiєнт розсiяння.
Процеси розсiяння для рентгерiвських та оптичних променiв вiдразняються. Ви-

диме свiтло розсiюється в речовинi завдяки присутностi частинок iншої речовини,
а також на флюктуцiях густини речовини зразка. Останнє називають релєєвським
розсiянням. Довжина хвилi рентгенiвських променiв в тисячi i десятки тисяч разiв
менша, нiж у видимого свiтла. Тому вони розсiюються не на неоднорiдностях густини,
а на самих атомах i електронах.

Часто використовують масовi (µm, τm, σm) i атомнi (µa, τa, σa) коефiцiєнти погли-
нання:

µm =
µ

ρ
, τm =

τ

ρ
, σm =

σ

ρ
,

µa = µm
A

NA

, τa = τm
A

NA

, σa = σm
A

NA

,

де ρ — густина речовини, A i NA — атомна вага i число Авагадро.
Атомнi коефiцiєнти µa, τa i σa мають простий фiзичний змiст: це ефективна площа,

яка, вiдповiдно, ослабляє, поглинає та розсiює рентгенiвський пучок, коли один атом
приходиться на одиницю площi поперечного перерiзу пучка. В зв’язку з тим, що в
сполуках рентгенiвськi променi ослабляються кожним елементом сполуки незалежно
одним вiд одного, атомними коефiцiєнтами зручно користуватись при розсiяннi на
сполуках.

Емпiрично встановлено, що в досить широкiй областi λ коефiцiєнт τa пiдпорядко-
вується наступному закону

τa = CZ4λ3, (14.1)

де C — коефiцiєнт. Область, де виконується цей закон, називають смугою поглинання.
На границi смуги поглинання τa рiзко змiнюється (див. рис. 14.9). Це виникає тому,
що енергiя γ-кванта спiвпадає з енергiєю електрона на K оболонцi EK . Вiдповiдна
смуга поглинання визначається частотам меншими

ωK =
2πc

λK
= −EK/~.
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Рис. 14.9. Залежнiсть коефiцiента поглинання вiд довжини хвилi

При подальшому збiльшенi λ енергiї γ-кванта не вистачає на збудження електронiв,
якi знаходяться на K-оболонцi. Проте можуть збуджуватись L-електрони. Тому для
τa закон (14.1) знову буде виконуватись, доки енергiя фотона не буде рiвною ELI

, ELII
,

ELIII
i т.д.

На закiнчення розглянемо рентгеноскопiю людини. З цiєю метою користуючись
формулою (14.1) розрахуємо ослаблення рентгенiвських променiв в кiстках i в тiлi.
Вiдомо, що кiстки в основному складаються з фосфорно кислого кальцiю Ca3(PO4)2,
а тканини тiла з води H2O. Тому легко розрахувати вiдношення

τкiстка
a

τ тiло
a

=
3× 204 + 2× 154 + 8× 84

2× 14 + 84
≈ 150.

Тепер потрiбно розрахувати вiдношення масових коефiцiентiв:

τкiстка
m

τ тiло
m

=
τкiстка
a

τ тiло
a

A(Ca3(PO4)2)
A(H2O)

=

= 150× 3× 40 + 2× 30 + 8× 16

2× 1 + 16
= 150× 308

18
≈ 9.

Далi потрiбно домножити це вiдношення на вiдношення густин кiстки i тканини:

τкiстка

τ тiло
=
τкiстка
m

τ тiло
m

ρкiстка

ρтiло
≈ 9× (2− 3).

Отже, кiстки значно сильнiше ослаблюють рентгенiвськi променi, нiж тiло. Тому вiд
них на рентгенiвськiй плiвцi залишається чорна пляма.
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Рис. 14.10. Оже-ефект: фотон, який випромiнюється в результатi перехода L-електрона в
K-дiрку, вибиває електрон з L-оболонки (a) або iншої оболонки (b)

14.5 Оже-ефект

Iнодi при опромiнюваннi речовини жорстким рентгенiвським промiнням спостерi-
гаються подiї, коли з однiєї точки випромiнюються два електрони. Це явище назива-
ють Оже-ефектом на честь Пьера Вiктора Ожѐ, який в 1923 р. спостерiгав це явище
в камерi Вiльсона на атомах криптона2.

У разi Оже-ефекту, як i в процесi утворення характеристичного випромiнюва-
ння, γ-квант вибиває електрон однiєї з найнижчих оболонок атома (наприклад, K-
оболонки), в результатi чого на цiй оболонцi виникає дiрка. Проте енергiя, яка видiля-
ється при заповненнi дiрки електроном однiєї з верхнiх оболонок, не висвiтлюється у
виглядi характеристичного випромiнювання, а передається без випромiнювання одно-
му з електронiв атома (рис. 14.10). Виявляється, що цiєї енергiї достатньо, щоб еле-
ктрон був вибитий з атома. Таким чином утворюється двiчi iонiзований атом i два
електрони, один з яких вибитий γ-квантом i другий, так званий, Оже-електрон.

Характерною особливiстю Оже-електронiв є те, що їх кiнетична енергiя визначає-
ться не енергiєю γ-кванта, а внутрiшньою структурою даного атома. Тому вимiрюва-
ння спектру Оже-електронiв дозволяє визначити будову атома, на якому утворився
Оже-електрон. Цей факт положений за основу Оже-спектроскопiї, яка дозволяє по
вивченню спектра Оже-електронiв визначити атомний склад зразка.

Контрольнi запитання i завдання

1. В якому диапазонi лежать довжини хвиль рентгенiвських променiв?
2. Який механiзм виникнення спектру гальмiвного випромiнювання електронiв, який
характер має цей спектр?
3. В чому полягає причина рiзкого обривання спектру гальмiвного випромiнювання

2Це явище також спостерiгала Лiза Мейтнер в 1922 р.
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при малих довжинах хвилi?
4. Який механiзм виникнення характеристичного спектру рентгенiвського випромi-
нювання, який характер має цей спектр?
5. Внаслiдок чого виникають дiрки в нижнiх оболонках атомiв, яка спектроскопiчна
класифiкацiя дiрок?
6. Сформулюйте закон Мозлi.
7. Чим вiдрiзняються спектри поглинання вiд спектрiв випромiнювання рентгенiв-
ських променiв?
8. Як утворюються Оже-електрони?
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Роздiл 15

Атом у зовнiшньому магнiтному полi

15.1 Магнiтний момент атома

Повний магнiтний момент атома складається з магнiтного моменту створеному
електронами та магнiтного моменту ядра:

µ = µe + µяд .

По порядку величини |µe| бiльша за |µяд| в Mp

Me
∼ 103 разiв, тому надалi при обговоренi

магнiтних властивостей атома будемо нехтувати внеском магнiтного моменту ядра.
Електронний магнiтний момент µe складається з спiнових магнiтих моментiв окре-

мих електронiв та магнiтних моментiв, зв’язаних з орбiтальнiм рухом електронiв. У
випадку LS-зв’язку

µe = µL + µS,

де µS i µL— сума вiдповiдних магнiтних моментiв окремих електронiв:

µS =

Z∑

i=1

µ
(i)
s , µL =

Z∑

i=1

µ
(i)
ℓ .

Беручи до уваги, що гiромагнiтне вiдношення для спiну в два рази бiльше нiж для
орiтального моменту, µe наступним чином виражається через L та S:

µe = −γℓ (L + 2S) = −γℓ (J+ S) , (15.1)

де γℓ =
e

2Mec
— орбiтальне гiромагнiтне вiдношення. Знак мiнус виникає тому, що

заряд електрона вiд’ємний.
Вiдношення (15.1) приводить до важливого наслiдка: в загальному випадку ма-

гнiтний момент µe та повний механiчний момент атома J не колiнiарнi (рис. 15.1).
В результатi µe виконує прецесiю навколо J. Тому головний iнтерес представляє не
сам момент µe, а його середнє значення 〈µe〉, яке, очевидно, спiвпадає з проекцiєю
моменту на напрям спiну атома.

Такий усереднений момент можна записати у виглядi

〈µe〉 = − e

2Mec
gJ,
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PSfrag replacements
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Рис. 15.1. Магнiтний момент електрона. В зв’язку з тим, що гiромагнiтне вiдношення для
спiна в два рази бiльше нiж для орбiтального моменту, повний магнiтний момент µe не
колiнiарний повному магнiтному моменту атома

де g — деякий множник, який називають множником Ланде́. Вiн залежить вiд кван-
тових чисел J , L та S i тому надалi будемо йому приписувати вiдповiднi iндекси.

Розрахуємо множник Ланде́. З цiєю метою розглянемо скалярний добуток µe · J,
який, очевидно, спiвпадає зi скалярним добутком усередненого моменту на J:

µe · J = 〈µe〉 · J або (J+ S) · J = gJLSJ
2. (15.2)

Перепишемо скалярний добуток S ·J через квадрати операторiв S2, L2 та J2. Це легко
зробити пiднесши до квадрата праву та лiву частини рiвностi L = J− S:

L2 = J2 + S2 − 2L · S,

звiдки:

L · S = 1
2

(
J2 + S2 − L2

)
.

Пiдставляючи цей вираз в (15.2) i мiняючи квадрати вiдповiдних операторiв на їх
властнi значення одержимо

gJLS = 1 +
J(J + 1) + S(S + 1)− L(L+ 1)

2J(J + 1)
. (15.3)

Значення множника Ланде́ для S =1/2, 1 та 3/2 приведено в табл. 15.1.
У випадку iншої схеми зв’язку значення множника Ланде́ iншi. Так у випадку

jj-зв’язку для двох електронiв множник Ланде́ буде (див. Задачу 15.1):

g =
g1 + g2

2
+

(g1 − g2) [j1(j1 + 1)− j2(j2 + 1)]

2J(J + 1)
, (15.4)

де g1 та g2 множники Ланде́ для кожного з електронiв.

200



Табл. 15.1. Значення множника Ланде́ у випадку LS-зв’язку.

S = 1/2

L J = 1/2 3/2 5/2 7/2
S 2 - - -
P 2/3 4/3 - -
D - 4/5 6/5 -
F - - 6/7 8/7

S = 1

L J = 1 2 3 4
S 2 - - -
P 3/2 3/2 - -
D 1/2 7/6 4/3 -
F - 2/3 13/12 5/4

S = 3/2

L J = 1/2 3/2 5/2 7/2 9/2
S - 2 - - -
P 8/3 26/15 8/15 - -
D 0 18/15 48/35 10/7 -
F - 2/5 36/35 76/63 4/3

PSfrag replacements

(a)

(b)

J

L

S

B

Jz = ~MJ

Sz = ~MS

Lz = ~M

PSfrag replacements
(a)

(b)

J

L

S

B

Jz = ~MJ

Sz = ~MS

Lz = ~M

Рис. 15.2. Прецесiя моментiв в слабкому (a) та сильному (b) магнiтних полях

15.2 Атом в слабкому магнiтному полi

Розглянемо, що буде з енергетичними рiвнями в атомi, якщо останнiй помiстити
у зовнiшнє магнiтне поле B. Магнiтне поле звужує сферичну симетрiю до аксiальної
симетрiї. Нагадаємо, що виродження енергетичного спектру по магнiтному кванто-
вому числу у вiльному атомi виникає внаслiдок сферичної симетрiї. Порушення цiєї
симетрiї призводить до розщеплення рiвнiв по магнiтному квантовому числу.

Зараз розглянмо випадок, коли взаємодiя мiж зовнiшнiм магнiтним полем та ма-
гнiтним моментом атома набагато менша спiн-орбiтальної взаємодiї в атомi. Таке поле
будемо називати слабким. Слабке поле не змiнює магнiтного моменту атома i преце-
сiя моментiв вiдбувається так, як це зображено на рис. 15.2(a). Внаслiдок взаємодiї
магнiтного поля з магнiтим моментом атома виникає додаткова енергiя

∆EJLS = gJLSγℓJ ·B.
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Рис. 15.3. Петер Зееман Рис. 15.4. Альфред Ланде́

Обираючи систему координат так, щоб вiсь z була спрямована вздовж поля, B =
(0, 0, B), одержимо

∆EJLS = gJLSµБMJB, (15.5)

де MJ , а MJ — магнiтне квантове число, яке приймає одне з 2J + 1 значень

−J, −J + 1, ..., J − 1, J.

В загальному випадку вiдстань мiж рiвнями ∆EJLS залежить вiд квантових чисел
J , L та S. Таке розщеплення називають аномальним розщепленням Зеемана. Проте,
якщо S = 0, то множник Ланде́ стає одиницею, gJL0 = 1, i вiдстань мiж рiвнями стає
еквiдiстантною, ∆E = µБB. Таке розщеплення називають номальним розщепленням
Зеемана.

15.3 Атом в сильному магнiтному полi

Тепер розглянемо випадок, коли магнiтне поле настiльки сильне, що його взаємо-
дiя з спiном та орбiтальним моментом набагато бiльша спiн-орбiтальної взаємодiї. В
цьому випадку спiн-орбiтальною взаємодiєю можна знехтувати i вважати, що обидва
моменти незалежно один вiд одного виконують прецесiю навколо поля, рис. 15.2(b).
Тому енергiя взаємодiї атома з магнiтним полем є

∆EMLMS
= µБB(ML + 2MS), B = (0, 0, B),

де ML та MS — орбiтальне та спiнове магнiтнi квантовi числа. В цьому випадку
вiдстань мiж сусiднiми рiвнями стає такою самою, як i в нормальному ефектi Зеемана
∆E = µБB.

В якостi прикладу розглянемо як розщеплюється спектр одного електрона з орбi-
тальним моментом ℓ, рис. 15.5. Загальне число спiнових станiв електрона є 2×(2ℓ+1).
Два верхнiх стани мають наступнi значення магнiтних квантових чисел

{
mℓ = ℓ, ms =

1
2

}
та

{
mℓ = ℓ− 1, ms =

1
2

}
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Рис. 15.5. Розщеплення енергетичного рiвня електрона з орбiтальним квантовим числом
ℓ = 1, який знаходиться в сильному магнiтному полi

i не виродженi. Так само невиродженими є два найнижчих стани

{
mℓ = −ℓ, ms = −1

2

}
та

{
mℓ = −ℓ + 1, ms = −1

2

}
.

Усi iншi рiвнi двократно виродженi.
Такий характер розщеплення приводить до ефекту, який вперше спостерiгали Па-

шен та Бак в 1921 р.

15.4 Спектри випромiнювання атома у зовнiшньому

магнiтному полi

У спектроскопiї спостерiгаються не енергетичнi рiвнi в атомi (терми), а спектраль-
ної лiнiї, частоти свiтла, яке випромiнюється при переходах мiж рiзними рiвнями.
Тому надалi будемо вiдрiзняти рощеплення Зеемана вiд ефекта Зеемана. В першому
випадку мова йде при розщеплення енергетичних термiв атома, коли останнiй зна-
ходиться у зовнiшньому магнiтному полi, а в другому випадку — про розщеплення
спектральної лiнiї.

15.4.1 Нормальний ефект Зеемана

Звичайно, частота свiтла яке випромiнюється при переходах визначається третiм
постулатом Бора

ωmn =
Em − En

~
,

а можливi переходи визначаються правилами вiдбору. Згiдно правилам вiдбору по
∆ML з кожного пiдрiвня терма, який має вищу енергiєю, можливi не бiльше як три
переходи на пiдрiвнi терма, який має меншу енергiєю. У випадку, коли спiн атома
S = 0, рiзниця мiж сусiднiми рощепленими енергетичними рiвнями не залежать вiд n
i L. Тому будуть спiвпадати частоти переходiв з однаковим значенням рiзницi ML(a)−
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Рис. 15.6. Переходи дозволенi правилами вiдбору в нормальному ефектi Зеемана. Непе-
рервними лiнiями позначенi переходи, в яких частота ωab не змiнюється, пунктиром, в яких
ωab → ωab +∆ωL, штрих-пунктиром, в яких ωab → ωab −∆ωL

ML(b) (див. рис. 15.6, де в якостi приклада показанi усi переходи мiж пiдрiвнями в
переходi 1P o

1 → 1D2). В результатi залишаються тiльки три частоти

ωab → ωab −∆ω, ωab, ωab +∆ω,

де

∆ωL =
µБB

~
=

eB

2Mec
. (15.6)

Останню величину називають ларморовськую частоту. Це явище називають номаль-
ним ефектом Зеемана.

Слiд вiдмiтити, що в частотi Лармора стала Планка скорочується. Тому перша
iнтерпретацiя цього ефекту була дана Лоренцом з класичних позицiй. Триплет лiний
(15.6) називають лоренцовським триплетом.

15.4.2 Аномальний эфект Зеемана

Якщо S 6= 0, то множник Ланде́ залежить вiд L, S та J i величина розщепленя
енергетичного рiвня для термiв атома, який знаходиться в зовнiшньому магнiтному
полi, залежить вiд цих квантових чисел. Тому спектральна лiнiя розщеплюється на
стiльки лiнiй, скiльки можливо переходiв. Це явище називають аномальним ефектом
Зеемана.

Вiдмiтимо, що вплив спiна електрона грає принципову роль в поясненнi аномаль-
ного ефекту Зеемана.

В якостi прикладу розглянемо переходи 2P o → 2S для атома лiтiю у зовнiшньому
магнiтному полi (рис.15.7).
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Рис. 15.7. Переходи 2P o → 2S в атомi лiтiю, який знаходиться у зовнiшньому слабкому
магнiтному полi

За рухунок спiн-орбiтальної взаємодiї терм 2P o розщеплюється на 2P o
3/2 i 2P o

1/2 рiв-
нi. Правила вiдбору допускають 2 переходи мiж ними, якi вiдповiдають частотам ω1 та
ω2. Пiд дiєю слабкого магнiтного поля 2P o

3/2 рiвень розщеплюється на чотири пiдрiв-
ня, а 2P o

1/2 та 2S1/2 — на два пiдрiвня1. Для цих пiдрiнiв правила вiдбору допускають
6 переходiв 2P o

3/2 → 2S1/2 та 4 переходи 2P o
1/2 → 2S1/2 (див. рис.15.7).

Використовуючи (15.5) легко знайти частоти цих переходiв:

ωi +
(
gaM

(a)
J − gbM

(b)
J

)
ωL,

де ga i gb — множники Ланде́ для початкового та кiнцевого станiв, а M
(a)
J i M (b)

J —
вiдповiднi магнiтнi квантовi числа.

На основi (15.3) визначимо множники Ланде́:

g3/2,1,1/2 =
4
3
, g1/2,1,1/2 =

2
3
, g1/2,0,1/2 = 2.

Тодi

ω1 → ω1 +∆ω1, ∆ω1 = ±5
3
ωL, ±ωL, ±1

3
ωL,

ω2 → ω2 +∆ω2, ∆ω2 = ±4
3
ωL, ±2

3
ωL.

При переходi до полiв високої напруженностi спiн-орбiтальна взаємодiя в атомi
розривається i аномальний ефект Зееманами плавно перетворюється на номальний
еффект Зеемана (ефект Пашена-Бака). Для прикладу на рис. 15.8 показано як вiдбу-
ваються переходи 2P o → 2S в атомi лiтiю у зовнiшньому сильному магнiтному полi.

1По визначенню слабке магнiтне поле розщеплює рiвнi менше нiж спiн-орбiтальна взаємодiя.
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Рис. 15.8. Переходи 2P o → 2S в лiтiї, який знаходиться у зовнiшньому сильному магнi-
тному полi. Неперервними лiнiями позначенi переходи, в яких частота ωab не змiнюється,
пунктиром, в яких ωab → ωab +∆ωL, штрих-пунктиром, в яких ωab → ωab −∆ωL

Контрольнi запитання i завдання

1. Чому електричний магнiтний момент µe i повний механiчний момент електронiв J

не колiнiарнi?
2. Що таке множник Ланде́? Запишiть його для випадку, коли реалiзується LS-
зв’язок. Чому дорiвнює множник Ланде́, якщо S = 0?
3. Як вiдбувається розщеплення терма в сильному магнiтному полi?
4. Чим вiдрiзняється аномальне розщеплення Зеемана вiд аномального?

Задачi

Задача 15.1. Знайти множник Ланде́ для двох електронiв, якщо реалiзується jj-
зв’язок.

Розв’язок

У випадку jj-зв’язку магнiтний момент µe є сумою магнiтних моментiв окремих
електронiв, µ1 та µ2, кожний з яких визначається своїм множником Ланде́ g1 та g2:

µe = µ
(1) + µ

(2),

µ
(1) = −g1γℓj1, µ2 = −g1γℓj(2).

(15.7)
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Множники Ланде́ g1 та g2 визначаються за формулою (15.3), де в якостi L потрiбно
взяти ℓ1 та ℓ2, а S = 1/2 в обох випадках.

Записуючи усереднений магнiтний момент атома як

〈µe〉 = −gJj1j2γℓJ (15.8)

одержимо рiвняння для фактора Ланде́ атому

gJj1j2J
2 = (g1 − g2) (j1 · J) + g2J

2. (15.9)

Пiдносячи рiвнiсть j2 = J− j1 до квадрату виразимо скалярний добуток (j1 · J) через
квадрати операторiв моментiв:

(j1 · J) = 1
2

(
J2 + j21 − j22

)
. (15.10)

Пiдставляючи цей вираз в (15.9) i замiняючи квадрати операторiв на їх власнi значе-
ння одержимо (15.4).
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Роздiл 16

Молекулярнi спектри

16.1 Адiабатичне наближення та загальнi властивос-

тi збуджень молекул

Перейдемо до розгляду молекул. Вони, на вiдмiну вiд атомiв, представляють кван-
товi системи, якi мають не один, а декiлька важких додатньо заряджених центрiв
(ядер) оточених електронною хмарою. Тим самим в молекулах порушується цен-
тральна симетрiя i молекулярнi спектри мають iнший характер, нiж спектри окремих
атомiв.

Електрони, якi входять до складу молекул, розрiзняють на внутрiшнi та зовнiшнi.
Внутрiшнi електрони за своїми властивостями майже не вiдрiзняються вiд електро-
нiв, якi знаходяться на внутрiшнiх оболонках у вiльних атомiв i не впливають на
хiмiчнi зв’язки в молекулах. В свою чергу, властивостi зонiшнiх електронiв молекул
сильно вiдрiзняються вiд властивостей зовнiшнiх (валентних) електронiв вiльних ато-
мiв. Саме зовнiшнi електрони i визначають хiмiчнi зв’язки мiж окремими атомами в
молекулах.

Наявнiсть декiлькох важких центрiв в молекулi багато що спрощує в аналiзi їх
властивостей. Зважаючи на величезну рiзницi мас електронiв i ядер останнi можна
вважати квазiнерухомими i розглядати поведiнку зовнiшнiх електронiв в полi декiль-
кох нерухомих заряжених центрiв. Таке наближення називають адiабатичним. Його
також часто називають наближенням Борна-Оппенгеймера.

Зовнiшнi електрони молекули знаходяться на вiдповiдних енергетичних рiвнях,
якi називають електронними збудженнями. Очевидно що енергiя цих збуджень за-
лежить вiд взаєморозташування ядер. Стабiльному стану молекули вiдповiдає таке
розташування, при якому енергiя вiдповiдного рiвня мiнiмальна. Тому можна гово-
рити, що зовнiшнi електрони створюють потенцiал, який утримує ядра.

Звичайно, ядра не можуть бути жорстко зафiксованi i виконують коливання нав-
коло такого положення, що вiдповiдає мiнiмуму потенцiала створеного зовнiшнiми
електронами. Цi коливання утворюють вiдповiдний спектр, який називають спектром
коливних збуджень молекул.

Також в рамках адiабатичного наближення можна також говорити про властиво-
стi молекул, пов’язаних з їх обертанням як цiлого. Вiдповiднi збудження називають
обертальними збудженнями молекул.

Отже, в молеулах iснує три типа збуджень, електроннi, коливнi та орбiтальнi.
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Рис. 16.1. Двоатомна молекула з масами ядер M i m, яка обертається з кутовою швидкiстю
ω вiдносно центру мас системи

Встановлено, що для їх енергiї має мiсце наступне спiввiднощення:

Eел. ≫ Eкол. ≫ Eоб..

По порядку величини вiдповiднi енергiї збуджень спiввiдносяться як

Eел. : Eкол. : Eоб. = 1 :

√
Me

Mяд.

:
Me

Mяд.

,

де Me i Mяд. — маси електрона та ядра, або в абсолютних одиницях:

• обертальнi збудження ∼ 10−3 еВ;

• коливнi збудження ∼ 10−1 еВ;

• електроннi збудження ∼1—10 еВ.

Вiдповiдно до трьох типiв забуджень є три типи спектрiв випромiнювання i по-
глинання свiтла молекулами, якi є результатом переходiв мiж вiдповiдними рiвнями
збуджень молекул.

Найбiльш складним є електронний тип переходiв. При ньому рiзко змiнюється
потенцiал, що утримує ядра, а значить i вiдбувається сильна перебудова коливних i
обертальних пiдрiвнiв. Далi не будемо детально розглядати електронi спектри, а обме-
жимось лише оглядом обертальних i коливних спектрiв на прикладi найпростiшого
типу молекул, якi складаються тiльки з двох атмiв.

16.2 Обертальний спектр

Розглянемо молекулу, що складається з двох атомiв з масами M i m, якi жорстко
зв’язанi один з одним (рис. 16.1). Вважається, що центр мас молекули нерухомий i мо-
лекула обертається з кутовою швидкiстю ω вiдносно центру мас (ЦМ). У класичному
випадку обертальна енергiя такої молекули є

Eоб. =
Iω2

2
=

L2

2I
,

210



Табл. 16.1. Вiдстань мiж ядрами для деяких двоатомних молекул

молекула HF HCl HBr HI CO NO
r0 (в 10−8 см) 0,92 1,27 1,41 1,60 1,13 1,15

де I = µr20 — момент iнерцiї молекули, µ — її приведена маса, а I — момент кiлькостi
руху.

У квантовому випадку момент кiлькостi руху квантується i його квадрат набуває
значень

L2 = ~J(J + 1), J = 0, 1, 2, . . . .

Тодi обертальну енергiю можна записати у виглядi

Eоб. = ~BJ(J + 1), B =
~

2I
.

Величину B називають сталою обертання.
Як i при переходах в атомах, обертальна енергiя молекули може мiнятися лише

скачками випромiнюючи або поглинаючи при цьому по одному кванту свiтла з часто-
тою

ωоб. =
Eоб.(J1)−Eоб.(J2)

~
,

причому можливi переходи визначаються наступними правилами вiдбору

∆J = ±1.

У результатi маємо наступнi частоти переходiв

ωоб.
J =

Eоб.(J + 1)− Eоб.(J)

~
= 2(J + 1)B,

i обертальний спектр складається з еквiдистантних лiнiй.
Експеримент це добре пiдтверджує показуючи, що для багатьох молекул спектр

в далекої iнфрачервоної областi складається з рiвновiддалених смуг. Вимiрюючи вiд-
стань мiж смугами легко знайти сталу обертання, а значить i вiдстань r0 мiж ядрами
в молекулi. Значення параметра r0 для деяких двоатомних молекул дано в табл. 16.1.

Строго кажучи вiдстань мiж ядрами r0 залежить вiд дiї вiдцентрових сил i зростає
iз збiльшенням J :

r20 → r20[1 + aJ(J + 1)].

Це призводить до змiни обертальної енергiї

EJ = ~BJ(J + 1)[1− aJ(J + 1)],

проте в багатьох випадках цiєю поправкою можна знехтувати.
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Рис. 16.2. Потенцiал двоатомної молекули

16.3 Коливний спектр

Потенцiальна енергiя ядер V (r) у двоатомнiй молекулi має вигляд, зображений
на рис. 16.2. У точцi r = r0 вона має мiнiмум, що вiдповiдає положенню рiвноваги
в класичному наближеннi. Обмежуючись малими коливаннями вiдносно положення
рiвноваги потенцiал можна розкласти в ряд по вiдхиленню |r − r0|:

V (r) = V (r0) +
1

2
κ(r − r0)

2 + · · · (16.1)

Вiдповiдно спектр коливних рiвнiв буде

Eкол. = V (r0) + ~ω

(
ν +

1

2

)
,

де ω =

√
κ

µ
, а ν = 0, 1, 2, . . . — цiле число. На рис. 16.2 цi рiвнi позначенi точковими

лiнiями.
Величина D = |Eкол.(ν = 0)| представляє енергiю дисоцiацiї молекули. Вiдзначимо,

що внаслiдок нульових квантових коливань енергiя дисоцiацiї виявляється декiлька
меншою абсолютного значення мiжатомного потенцiалу в точцi його мiнiмуму.

Очевидно, що таке наближення може бути виправдане лише для найнижчих рiв-
нiв. Тому часто слiд також враховувати вищi члени розкладу в (16.1), що приводить
до ангармонiчного осцилятора. В результатi виникає поправка до коливного спектру
молекули

Eкол. = V (r0) + ~ω

(
ν +

1

2

)[
1− x

(
ν +

1

2

)]
, (16.2)

де x називається константою ангармонiзму. Прийняття до уваги ангармонiчних до-
данкiв приводить до спектру, який змiщується вниз i починає згущуватися переходячи
в безперервний (вказанi горизонтальними лiнiями на рис. 16.2).
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Для чисто гармонiчного осцилятора мають мiсце наступнi правила вiдбору

∆ν = ±1. (16.3)

В разi ангармонiчного осцилятора правила вiдбору змiнюються

∆ν = ±1,±2, . . . .

16.4 Обертально–коливний спектр

Вже говорилося, що енергiя обертальних збуджень на декiлька порядкiв менша
енергiї коливних збуджень. Це означає, що обертальна мода не може iстотно вплинути
на коливний спектр i вiдбувається накладення обертального спектру на коливнi лiнiї.
Тому спектр має лiнiйно–смугастий вигляд.

Внаслiдок коливних збуджень змiнюється середня вiдстань мiж атомами молекули
i, отже, змiнюється момент iнерцiї останньої. В результатi стала обертання починає
залежати вiд ν i обертальний–коливний спектр має вигляд

Eоб.-кол. =V (r0) + ~ω

(
ν +

1

2

)[
1− x

(
ν +

1

2

)]
+

+ ~BνJ(J + 1),

де Bν = B − α
(
ν + 1

2

)
.
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Рис. 16.3. Комбiнацiйне розсiяння свiтла

16.5 Комбiнацiоне розсiяня свiтла

Вивчення розсiяння свiтла на молекулах показало, що в розсiяному свiтлi окрiм
основної частоти, яка збiгається з частотою падаючого свiтла ω0, з’являються дода-
тковi лiнiї. Це явище було назване комбiнацiйним розсiянням свiтла. Воно було вiд-
крите в 1928 р. Г.С. Ландсбергом i Л.I. Мандельштамом на кристалах та Ч.В. Раманом
i К.С. Крiшнаном на рiдинах. Iнодi це явище також називають ефектом Рамана.
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Для спостереження комбiнацiйного розсiяння свiтла потужний промiнь свiтла (для
здобуття останнього використовуються ртутнi лампи або лазернi променi) прямують
на кристал або рiдину, що вивчається, а розсiяне свiтло фокусується i потiм фiксується
за допомогою спектрального приладу.

Рис. 16.4. Григорiй Самiйлович Ландсберг Рис. 16.5. Леонiд Iсаакович Мандельштам

Рис. 16.6. Чандрасекхара Венката Раман Рис. 16.7. Карiманiкам Срiнiваса Крiшнан

Виявилось, що по абсолютному значенню змiна частоти, як правило, збiгається з
частотою коливної моди

ωкомб. = ω0 ± ωкол..

Це показує, що зсув частоти свiтла пов’язаний з переходами мiж рiзними коливни-
ми рiвнями в молекулi. Лiнiї з частотами ωкомб. < ω0 називають стоксовськимi, а з
ωкомб. > ω0 — антистоксовськими

Вимiрюючи частоти лiнiй комбiнацiйного розсiяння свiтла можна визначити ча-
стоти коливного спектру молекул.

Розщеплення лiнiй виникає в результатi двох квантових переходiв (див. рис. 16.3).
Спочатку, внаслiдок взаємодiї електромагнiтної хвилi падаючого свiтла з електрон-
ною хмарою молекули, вiдбувається поглинання енергiї ~ω0. При цьому молекула, що
знаходиться в одному з коливних станiв ν0 або ν1, перейде на рiвень ν ′ (його назива-
ють вiртуальними рiвнем). Потiм вiдбувається другий квантовий перехiд — з рiвня ν ′
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на один з коливних рiвнiв ν0 або ν1. Якщо цей перехiд вiдбувається в первинний стан,
то частота розсiяного свiтла збiгатиметься з частотою падаючого свiтла ωроз. = ω0.
Такий перехiд називається релеєвським. Якщо переходи вiдбуваються за лiвою схе-
мою, зображеною на рис. 16.3, то рiзниця частот розсiяного i падаючого фотонiв,
згiдно з формулою (16.2), дорiвнює ∆ω = −ωкол.. Таким чином утворюється стоксов-
ськая частота. У разi, коли перехiд вiдбувається за правою схемою, то утворюється
антистоксiвська частота ∆ω = +ωкол..

Iнтенсивнiсть антистоксовський переходу мала при порiвняннi з стоксовською. Це
пояснюється тим, що заселеннiсть нижнiх рiвнiв бiльша.

Контрольнi запитання i завдання

1. Що таке адiабатичне наближення?
2. З чим пов’язанi електричнi, коливальнi та обертальнi спектри молекул? Дайте ха-
рактеристику кожному з них.
3. Що таке комбiнацiйне розсiяння свiтла?
4. Пояснiть механiзм розщеплення линиї при проходженi свiтла крiзь речовину. Якi
лiнiї називаються релеєвськими, стоксовськими та антистоксовськими?

Задачi

Задача 1.16 Довести справедливiсть правила вiдбору (16.3) для переходiв мiж коли-
вальними рiвнями молекули в чисто гармонiчному наближеннi.
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Роздiл 17

Квантова теорiя хiмiчних зв’язкiв

Iснують рiзнi типи хiмiчних зв’язкiв. Усi вони мають ряд загальних властивостей,
якi не можуть бути поясненi з точки зору класичної фiзики. Коротко перерахуємо їх.

1. Якщо атоми знаходяться на «великих» вiдстанях r > rеф, то вони практично не
взаємодiють один з одним. При зближеннi атомiв до вiдстаней порядку розмiра
атома виникають сили притягання, проте коли вiдстань досягає величини r0 сили
притягання врiвноважуються силами вiдштовхування (див. рис. 17.1). Потенцiал
в цiй точцi досягає мiнiмуму i при подальшому зближеннi атомiв мiж ними має
мiсце вiдштовхування.

2. Кожен атом здатний взаємодiяти з обмежиним числом iнших атомiв. Цю вла-
стивiсть часто називають насиченням хiмiчних зв’язкiв.

3. Має мiсце спрямованiстi хiмiчних зв’язкiв, тобто хiмiчнi зв’язки не є iзотро-
пними, а здiйснюються у фiксованих напрямах.

Послiдовне пояснення цих i ряду iнших властивостей хiмiчних зв’язкiв вдається
дати лише в рамках квантової теорiї.

17.1 Основнi типи хiмiчних зв’язкiв

Розглянемо основнi типи хiмiчних зв’язкiв.

17.1.1 Iонний зв’язок

Найпростий тип зв’язку, який називають гетерополярним, має мiсце, коли у вза-
ємодiючих атомiв виникають протилежнi заряди. Атоми, якi вступають в гетеропо-
лярний зв’язок, називають iонами i тому цей зв’язк також називають iонним. Iонний
зв’язок характерний для молекул, якi об’єднують метали з найбiльш типовими неме-
талами. Прикладом може служити молекула куховарської солi NaCl.

Для того щоб вiдщепити вiд атома Na його одинадцятий електрон, який знаходи-
ться на зовнiшнiй орбiтi, необхiдна енергiя 5,1 еВ. У свою чергу, при приєднаннi 18-го
електрона до атома Cl видiляється енергiя 3,8 еВ. В результатi перемiщення електро-
на вiд атома натрiю до атома хлору утворюються два iони — позитивно заряжений
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Рис. 17.1. Потенцiал V (r) i сила взаємодiї F (r) мiж атомами в молекулi

Na+ i негативно заряжений Cl−, мiж якими виникне електростатичне притягання. Це
притягання має мiнiмум при певнiй вiдстанi мiж iонами, причому енергiя притягання
виявляється бiльше енергiї, витраченої на перемiщення електрона вiд одного атома
до iншого 5, 1− 3, 8 = 1, 3 еВ.

17.1.2 Ковалентний зв’язок

Розглянемо зв’язок iншого типу. Вiн, зокрема, виникає при утвореннi молекул, що
складаються з однакових атомiв, наприклад H2, O2, N2. Цей тип зв’язку називають
ковалентним або гомеополярним.

Природа ковалентного зв’язку має чисто квантово-механiчний характер. Покаже-
мо це на прикладi молекули водню H2 — найпростiшої системи, яка iснує за рахунок
ковалентного зв’язку. Квантово-механiчне пояснення ковалентного зв’язку було дано
в 1927 р. В. Гайтлером i Ф. Лондоном. Воно вiдiграло важливу роль в становленi
квантової механiки.

Рис. 17.2. Вальтер Генрiх Гайтлер Рис. 17.3. Фрiц Вольфганг Лондон

Молекула H2 складається з двох протонiв,A iB, та двох електронiв, 1 i 2 (рис. 17.4).
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Запишемо гамiльтонiан такої системи:

Ĥ0 = − ~
2

2Me

(
∆(1) +∆(2)

)
−

−e2
(

1

rA1
+

1

rB1
+

1

rA2
+

1

rB2
− 1

r12
− 1

R

)
, (17.1)

де ∆(1) ≡ ∂2

∂x 2
1

i ∆(2) ≡ ∂2

∂x 2
2

, x1 i x2 — координати електронiв, а iншi позначення

очевиднi з рис. 17.4.
З огляду на те, що маса ядра M приблизно в 2000 разiв бiльша за масу електро-

на, розрахунок можна зробити в адiабатичному наближеннi. З цiєю метою обчислимо
середнє значення гамiльтонiана (17.1) по електронним хвильовим функцiям при фi-
ксованому значеннi R:

E(R) = 〈Ĥ0〉.
Допустимо, що електрон в кожному з атомiв знаходиться в 1s станi. Тодi величину

∆E(R) = E(R)− 2E1s

слiд розглядати як потенцiальну енергiю взаємодiї мiж атомами в молекулi H2. Тут
E1s — енергiя 1s терма атома водню.

При розрахунку величини E(R) необхiдно враховувати принцип Паулi для еле-
ктронiв. Подiбно до того, як це було для орто- i пара-гелiю, просторова частина хви-
льової функцiї Φ(1, 2) повинна мати певну симетрiю вiдносно перестановки електронiв
протилежну до симетрiї хвильової функцiї спiну χ(1, 2):

Ψ↑↑ = χS(1, 2)Φа.с.(1, 2) — триплетлетний стан, (J = S = 1),

Ψ↑↓ = χA(1, 2)Φсим.S(1, 2) — синглетлетний стан, (J = S = 0).

Симетрична та антисиметрична орбiтальнi хвильовi функцiї Φсим. i Φа.с. можуть бути
записанi наступним чином

Φсим. = Nсим.[ϕA(1)ϕB(2) + ϕB(1)ϕA(2)],

Φа.с. = Nа.с.[ϕA(1)ϕB(2)− ϕB(1)ϕA(2)],
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де ϕA(n) (ϕB(n)) — хвильова функцiя атома водню в основному станi, який складає-
ться з ядра A (B) та електрона n:

ϕA(1) =
(
πa3
)−1/2

exp (−rA1/a) ,

ϕA(2) =
(
πa3
)−1/2

exp (−rA2/a) ,

ϕB(2) =
(
πa3
)−1/2

exp (−rB2/a) ,

ϕB(1) =
(
πa3
)−1/2

exp (−rB1/a) .

Коефiцiєнти нормування Nсим. i Nа.с. визначаються з умов
∫
d3rA1d

3rB2|Φсим.|2 = 1,

∫
d3rA1d

3rB2|Φа.с.|2 = 1.

Повну енергiю E(R) у синглетному i триплетному станах можна отримати як се-
реднi значення

E↑↑(R) =

∫
d3rA1d

3rB2Φ
∗
а.с.Ĥ0Φа.с. = N2

а.с.(Q− A),

E↑↓(R) =

∫
d3rA1d

3rB2Φ
∗
сим.Ĥ0Φсим. = N2

сим.(Q + A).

(17.2)

Перший член Q в правiй частинi виразу (17.2) представляє iнтеграл кулонiвської
взаємодiї. Вiн дорiвнює

Q =

∫
d3rA1d

3rB2 [ϕA(1)ϕB(2)]
2

(
e2

r12
− e2

rA2
− e2

rB1
+
e2

R

)
.

Кожен з його членiв має простий фiзичний змiст. Перший доданок є середнiм значен-
ня кулонiвської енергiї взаємодiї мiж електронами по густинi електронної хмари двох
невзаємодiючих атомiв. Другий та третiй доданки, представляють, вiдповiдно, сере-
днє значення кулонiвської енергiї взаємодiї другого електрона з ядром першого атома

та першого електрона з ядром другого атома. Четвертий доданок
e2

R
є кулонiвською

взаємодiєю мiж ядрами.
Другий член в правiй частинi виразiв (17.2)

A =

∫
d3rA1d

3rB2ϕA(1)ϕB(1)ϕA(2)ϕB(2)

(
e2

r12
− e2

rA2
− e2

rB2
+
e2

R

)

є обмiнною енергiєю, iснування якої є суттєво квантовим явищем.
Наявнiсть обмiнної енергiї у виразi для енергiї зв’язку є вирiшальною для iснува-

ння зв’язаного стану. Дiйсно, для iснування зв’язаного стану необхiдно, щоб енергiя
зв’язку була негативна. Кулонiвська енергiя Q(R) виявляються позитивною, в той час,
як обмiнна енергiя A(R) — негативною. Тому мiж атомами водню, якi знаходяться в
триплетному станi, завжди має мiсце вiдштовхування. У синглетному станi обмiнна
енергiя дає вiд’ємний внесок в повну енергiю молекули. Отже, лише у синглетно-
му спiновому станi може бути область значень мiжядерних вiдстаней R, де енергiя
взаємодiї вiд’ємна. Звiдси очевидно, що якщо обмiнна енергiя вiдсутня, то зв’язаного
стану молекули не iснує.
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Рис. 17.5. Поведiнка потенцiалу молекули водню H2 в синглетному i триплетному станах

Залежнiсть енергiї взаємодiї мiж атомами ∆E(R) вiд вiдстанi R для синглетного
i триплетного станiв зображена на рис. 17.5.

Якiсно теорiя правильно описує характер взаємодiї мiж атомами в молекулi H2.
Проте кiлькiсний опис не досить хороший. Так розрахунок приводить до мiнiмуму
енергiї синглетного стану при

Rмiн. = 1, 51a0 = 0, 80Å,

тодi як його експериментального значення одержане на основi спектроскопiчного ана-
лiзу є Rмiн. =0,7395Å. Ця розбiжнiсть пов’язана з тим, що було застосовано досить
грубе наближення — в якостi хвильових функцiй ϕA(1), ϕA(2), ϕB(1) та ϕB(2) були
використанi хвильовi функцiї вiльного атома водню. В реальностi це не так, реальнi
електроннi хвильовi функцiї ϕA(1), ϕA(2), ϕB(1) та ϕB(2) в молекулi суттєво вiдрiзня-
ються вiд електронних хвильових функцiй для вiльних атомiв. Розрахунки з вико-
ристанням складнiших хвильових функцiй (якi здiйснюються на основi варiацiйного
методу Рiтца) дозволяють досить точно описати як величину Rмiн., так i значення
енергiї зв’язку в молекулi водню H2.

17.2 Поняття про валентнiсть

Викладенi вище поняття про ковалентний (гомеополярний) хiмiчний зв’язок за-
лишаються справедливими i для iнших молекул i роблять яснiшим саме поняття ва-
лентностi. У загальному випадку валентнiсть є нi що iнше, як число неспарених еле-
ктронiв в зовнiшнiй оболонцi атома. Тiльки цi електрони можуть приймати участь
в обмiнах з неспаренимi електронами зовнiшнiх орбiт iнших атомiв. Причому, як i в
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Рис. 17.6. Причина вiдсутностi ковалентного зв’язку в атомi гелiю: в результатi обмiну еле-
ктронiв з паралельнимi спiнами немає зв’язаного стану (верхнiй малюнок), а в разi обмiну
електронiв з антипаралельними спiнами не задовольняється принцип Паулi (нижнiй малю-
нок)

молекулi водню, спiни електронiв, що обмiнюються, мають бути антипаралельними.
Якщо в певнiй комбiнацiї атомiв таких не виявиться, то вiдповiдна молекула утворю-
ватися не може. Зокрема, це є причиною того, що атоми iнертних газiв не вступають у
хiмiчнi зв’язки. Покажемо це на прикладi взаємодiї мiж атомом гелiю He i будь-якого
iншого атома A.

У атомi гелiю є два електрони на одному енергетичному рiвнi 1s. Через принцип
Паулi вони мають протилежно направленi спiни. Якщо атоми обмiнюються електро-
нами з паралельними спiнами, то, як i в разi молекули водню H2, обмiнна енергiя
позитивна i мiж атомами виникає вiдштовхування (рис. 9.9, верхнiй). З iншої сторо-
ни, обмiн електронами з антипаралельними спiнами неможливий (рис. 9.9, нiжнiй),
оскiльки в цьому випадку на один енергетичний рiвень атома He потрапляють два
електрони з паралельними спiнами, що явно протирiчить принципу Паулi. Таким чи-
ном, атом гелiю не може вступити в гомеополярний зв’язок з iншими атомами. Не
може вiн вступити i в гетерополярний зв’язок, бо його енергiя виходу досить зна-
чна, 24,58 еВ, i тому електрон важко вiдiрвати вiд атома. Отже, валентнiсть гелiю
дорiвнює нулю.

Аналогично отримуємо, що усi iншi атоми з повнiстю заповненими електронними
оболонками (iнертнi гази) теж мають валентнiсть рiвну нулю i не можуть вступати в
хiмiчнi сполуки.

Тепер пояснимо причину насичення хiмiчних зв’язкiв. Зробимо це на конкретно-
му прикладi: покажемо, що три атоми водню не можуть утворити зв’язаного стану,
тобто молекула H3 не iснує. Дiйсно, як вже було встановилено, в молекулi води H2

спiни електронiв антипаралельнi (iнакше, мiж атомами буде вiдштовхування). Якщо
ж спробувати приєднати до цiєї молекули ще один атом водню, то при обмiнi еле-
ктронiв з паралельними спiнами виникає вiдштовхування, а при обмiнi електронiв з
антипаралельними спiнами в молекулi H2 виявиться два електрони з паралельними
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спiнами, що неможливо в силу принципа Паулi.
Обговоримо проблему спрямованостi хiмiчних зв’язкiв. У 1981 р. О.М. Бутлеров

встановив поняття структури молекули, згiдно з яким атоми в молекулi мають стро-
го певне взаємне розташування. Наприклад, в молекулi води H2O атоми розташованi
по вершинах рiвнобедреного трикутника, а в молекулi вуглекислого газу C2O вони
розташованi узодовж прямої. Виявляється, що це явище тiсно пов’язано з тим, який
орбiтальний момент ℓ має електрон. Дiйсно, якщо ℓ = 0, то хвильова функцiя та-

кого електрона пропорцiйна Y00(θ, ϕ) =

√
1

4π
i ймовiрнiсть розподiлу електрона є

сферично-симетричною. Зовсiм iнша картина має мiсце при ℓ = 1. В цьому випадку

Y10 ∼
z

r
, Y11 + Y1−1 ∼

x

r
, Y11 − Y1−1 ∼

y

r
. (17.3)

Звiдси випливає, що при ℓ = 1, mℓ = 0 хвильова функцiя орiєнтується уздовж z, а
при ℓ = 1, mℓ = ±1 — в (x, y) площинi. Таким чином ймовiрнiсть обмiну електроном
з утворенням хiмiчного зв’язку буде в цих напрямках максимальною.

В якостi приклада розглянемо ряд конкретних атомiв.
Молекула амiака. Ця молекула складається з атома азоту N i трьох атомiв

водню: NH3. У свою чергу, атом азоту має 7 електронiв, якi розподiлено по двох
оболонках — два електрони на першiй (повнiстю заповненiй) оболонцi 1s i п’ять на
другiй (незаповненiй) оболонцi (2s, 2p). При цьому на другiй оболонцi є два електро-
ни на повнiстю заповненiй пiдоболонцi 2s, якi не беруть участь в хiмiчних зв’язках.
Три валентнi електрони, що залишилися, знаходяться в пiдоболонцi 2p i, згiдно (17.3),
орiєнтованi уздовж трьох осей x, y, z. Вiдповiдно, хiмiчнi зв’язки цього атома направ-
ленi уздовж цих осей. Дiйсно, експериментально встановлено, що молекула амiаку має
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структуру зображену на рис. 17.7. Правда, кути у вершинi виявляються рiвними при-
близно 107◦, що бiльше, нiж прямi кути. Це знаходить просте пояснення. У приведених
вище чисто якiсних мiркуваннях було знехтувано кулонiвським вiдштовхуванням мiж
ядрами водню. Очевидно, що прийняття до уваги цього вiдштовхування приведе до
збiльшення величини кутiв у вершинi.

Вiдзначимо, що якщо зовнiшнє електричне поле вiдсутнє, то є два рiвноцiннi роз-
ташування атома азоту вiдносно площини, в якiй знаходяться ядра водню. У однiй
з них азот знаходиться вищим за цю площину, в iншiй — нижче. Проте при вклю-
ченнi зовнiшнього електричного поля ситуацiя мiняється. Рiч у тому, що внаслiдок
несиметричної структури молекули амiаку, остання має ненульовий дипольний мо-
мент. Взаємодiючи iз зовнiшнiм електричним полем дипольний момент приводить
до розщеплювання цих двох вироджених станiв. В результатi виникає можливiсть
квантово-механiчних переходiв мiж цими станами, якi використовуються в молеку-
лярних генераторах СВЧ. Вперше молекулярний генератор був створений в 1954 г.
М.Г. Басовим i О.М. Прохоровим i незалежно вiд них Ч. Таунсом, Дж. Гордоном i
Х. Цайгером.

Молекула води. Кисень має порядковий номер 8 в таблицi Менделеєва. Його 6
електронiв зовнiшньої оболонки розташовано по пiдоболонках 2s (2 електрони) i 2p
(4 електрони). Першi спаренi i тому хiмiчно неактивнi. Серед чотирьох електронiв 2p
пiдоболонки два теж спаренi. В результатi в хiмiчних реакцiях можуть брати участь
лише два електрони орiєнтованi пiд кутом 90◦. Отже, молекула води має вигляд рiвно-
бедреного трикутника (рис. 17.7). Як i в разi молекули амiаку, внаслiжок додаткового
вiдштовхування мiж ядрами водню кут у верхнiй вершинi дещо бiльше прямого кута.

При переходi до аналогiчних атомiв з 3-го i 4-го перiодiв розмiри молекул збiль-
шуються i вiдштовхування ядер водню зменшується, що приводить до наближення
кута до його «iдеальному значення 90◦.

Контрольнi запитання i завдання

1. Якi загальнi властивостi хiмiчних зв’язкiв Ви знаєте?
2. Якi типи хiмiчний зв’язкiв Ви знаєте, чим вони вiдрiзняються?
3. В якому з станiв, триплетному чи синглетному, може iснувати молекула водню?
4. Пояснiть на якiсному рiвнi чому iнертнi гази не вступають в хiмiчнi зв’язки.
5. На прикладi молекул амiака i води пояснiть причину iснування направленостi хi-
мiчних зв’язкiв.

224



Роздiл 18

Фонони у кристалах

18.1 Кристалева ґратка. Коливання кристалевої ґрат-

ки

Кристалами називають твердi тiла, якi мають перiодичну атомну структуру у
трьох просторових напрямках. Розподiл атомiв у кристалi називають кристалевою
ґраткою. Звичайно, такий розподiл вiдповiдає рiвновазi сил притягання та вiдштов-
хування мiж окремими атомами кристалу, що, в свою чергу, вiдповiдає мiнiмуму по-
тенцiальної енергiї ґратки.

Завдяки умовi перiодичностi для опису кристалу досить знати розмiщення її ато-
мiв у елементарнiй комiрцi. Елементарна комiрка це найменший фрагмент кристалу,
з якого з допомогою трансляцiй (паралельного переносу елементарної комiрки у трьох
напрямках) одержується вся кристалева ґратка. Приклади елементарних комiрок по-
казано на рис. 18.1.

Кристали мають симетрiю не лише вiдносно трансляцiй, але й вiдносно поворотiв,
дзеркальних вiдображень та їх комбiнацiй. При цьому роздiляють осi симетрiї 2-го,
3-го, 4-го та 6-го порядкiв, якi вiдповiдають симетрiї при поворотах на кути 180◦, 120◦,
90◦ та 60◦. Операцiї симетрiї, якi залишають елементарну комiрку незмiнною, створю-
ють групу просторової симетрiї ґратки. Число груп просторових симетрiй кристалевої
ґратки обмежено i складає 230.

Звичайно, картина про кристал, як застиглу кристалiчну ґратку, має мiсце лише
в iдеальному випадку. У реальному кристалi електроннi оболонки окремих атомiв
перекриваються i електричний заряд виявляється розмазаним по усьому кристалу з
максимумом ймовiрностi навколо ядер. При цьому атоми знаходяться у коливному
русi навколо вузлiв iдеальної ґратки.

Крiм того, завжди мають мiсце дефекти кристалевої ґратки. Їми можуть бути
вiдсутнiсть в окремих вузлах вiдповiдних атомiв, замiни деяких з атомiв кристалу
атомами iнших елементiв, локальнi порушення симетрiї, тощо (рис. 18.2). Виявля-
ється, що фiзичнi властивостi кристалiв суттєво змiнюються навiть при незначних
домiшках дефектiв.

Амплiтуда коливань кристалевої ґратки залежить вiд температури кристалу. Чим
вища температура, тим бiльша амплiтуда коливань. При температурi, яка набагато
нижча температури плавлiння кристалу, амплiтуда коливань набагато менша сере-
дньої вiдстанi мiж атомами у кристалi a (надалi будемо називати цю величину сталою
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Рис. 18.1. Приклади елементарних комiрок: примiтивна (зверху лiва), об’ємоцентрована
(зверху права) та гранецентрована (знизу)

ґратки; значення сталої ґратки для ряда матерiалiв приведенi в табл. 18.1). Якщо ж
температура наближається до такої величини, коли амплiтуда коливань стає одного
порядку з a, вiдбувається плавлiння кристалу.

У силу принципу невизначностей неможливо досягти повного припинення коли-
вань навiть при абсолютному нулi температури. У цьому випадку атоми виконують
так званi нульовi коливання. Цi коливання вiдповiдають мiнiмально можливiй енергiї.
Усi речовини за виключенням рiдкого гелiю застигають, коли температура кристалу
наближується до абсолютного нуля.

18.1.1 Нормальнi моди кристалiв

У разi невеликих амплiтуд коливань кристалевої ґратки можна наближено вважа-
ти, що сили, якi утримують атоми, пропорцiйнi змiщенню xi вiд положення рiвноваги

Fi ∼ xi. (18.1)

При такому наближеннi (його називають гармонiчним) кiнетична та потенцiальна
енергiї мають вигляд додатньо визначених форм

T =
m

2

∑

i,j

ẋiẋj , U =
1

2

∑

i,j

kijxixj .

Тому функцiя Лагрнанжа для малих коливань кристалу є

L =
m

2

∑

i,j

ẋiẋj −
1

2

∑

i,j

kijxixj ,
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Табл. 18.1. Стала ґратки a (дана у Å) для деяких речовин

Алмаз 3,56 Магнiй 3,20 Срiбло 4,08
Алюмiнiй 4,04 Мiдь 3,61 Тантал 3,30
Вольфрам 3,61 Нiкель 3,52 Титан 2,95
α-залiзо 2,06 Олово (сiре) 6,46 Хром 2,88
Золото 4,07 Паладiй 3,88 Цинк 2,66
Кадмiй 2,97 Платина 3,92 NaCl 5,63
Кремнiй 5,49 Свинець 4,94 KBr 6,59

Рис. 18.2. Приклади дефектiв кристалiчної ґратки: вакансiя (вiдсутнiсть атома в окремому
вузлi ґратки, лiвий рисунок), локальне порушення симетрiї, правий рисунок)

а рiвняння руху складають систему лiнiйних однорiдних диференцiйних рiвнянь

m
∑

i

ẍi +
∑

i

kijxi = 0.

З курсу теоретичної механiки вiдомо (див. [17], §23), що розв’язком цих рiвнянь є
хвилi малих деформацiй ґратки

x = aeiωt,

де частоти ω знаходяться з характеристичного рiвняння

det
{
kij − ω2mδij

}
= 0.

Їх називають нормальними модами кристалу.
Якщо кристал мiстить N елементарних комiрок, кожна з яких складається з n

атомiв, то в кристалi iснує 3Nn− 6 нормальних мод 1, кожна з яких iснує незалежно
вiд iнших.

Нормальнi коливання завжди можна представити як суму двух плоських хвиль,
якi розповсюджуються у протилежних напрямках. Такi хвилi називають нормальни-
ми. При цьому кожна нормальна хвиля характеризується своїми частотою ω, хвильо-
вим вектором k та поляризацiєю.

В загальному випадку нормальнi коливання описують елiпс навколо вузла ґратки.
Тому хвилi мають елiптичну поляризацiю i нормаль до площини елiпса не завжди
спiвпадає з напрямком хвильового вектора k.

1Тут з числа усiх коливань було виключили шiсть колективних мод: три коливних та три обер-
тальних мод кристалу як цiлого.
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Рис. 18.3. (Лiвий) Залежнiть частоти вiд хвильового числа для акустичних хвиль (неперерв-
нi лiнiї). У випадку, коли λ≪ a, закон дисперсiї переходить у лiнiйний (пунктир). (Правий)
Залежнiсть частоти вiд хвильового числа для оптичних хвиль

У зв’язку з тим, що хвиля, яка має довжину хвилi меншу за подвiйну довжину
сталої ґратки не iснує, хвильове число k = 2π

λ
не може бути бiльше максимального:

λ > 2a, k < kмак =
π

a
, (18.2)

а частота хвиль має бути обмеженою, ω < ωмак.

18.1.2 Акустичнi та оптичнi хвилi

Тепер обговоримо закон дисперсiї (залежнiсть частоти вiд хвильового числа) для
хвиль у кристалi.

Як правило, для хвиль у кристалi фазова швидкiсть не спiвпадає з груповою:

vф =
ω

k
6= dω

dk
= vгр.

В залежностi вiд закону дисперсiї хвилi подiляють на акустичнi та оптичнi. Акусти-
чнi хвилi iснують в усiх типах кристалiв i мають такий закон дисперсiї, при якому
частота прямує до нуля, коли хвильовий вектор прямує до нуля (див. лiву диаграму
на рис. 18.3):

ω → 0, коли k → 0.

Акустичнi хвилi охоплюють широкий iнтервал частот

0 ≤ ω ≤ 1013 Гц.

Якщо довжина хвилi λ значно перевищує постiйну ґратки a, закон дисперсiї для
акустичних хвиль стає лiнiйним

ω = v0k, (18.3)

фазова та групова швидкостi хвилi спiвпадають, коефiцiент пропорцiйностi v0 є швид-
кiстю звука у кристалi, а самi хвилi є звуковими хвилями. Звiдси й назва для цього
типу хвиль.
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Рис. 18.4. Оптичнi коливання у iонних кристалах. Верхнiй рисунок показує коливання для
випадку, коли хвильове число вiдмiнне вiд нуля, k 6= 0 (λ < ∞). У випадку, коли k → 0
(λ→ ∞), частота не пропадає (нижнiй рисунок)

Оптичнi коливання, це такi коливання, для яких частота не зникає, коли хвильо-
вий вектор прямує до нуля (права диаграму на рис. 18.3):

ω 6= 0 при k → 0.

Оптичнi коливання мають мiсце лише у складних кристалах, в яких елементарна
ґратка мiстить атоми рiзних сортiв, наприклад, в iонних користалах NaCl, KCl. Їх ко-
ливання можуть збуджуватись змiнним електричним полем, зокрема, електричним
полем свiтлової хвилi з частотою у iнфрачервонiй областi (звiдси й назва). У цьому
разi iони кристалу з протилежними зарядами виконують такi коливання, якi у гра-
ничному випадку λ → ∞ переходять у синхроннi коливання один вiдносно другого,
як це показано на рис. 18.4.

18.1.3 Фонони

Аналогiчно тому, як у квантовiй механiцi електромагнiтнiй хвилi спiвставляється
частинка, хвилям у кристалах можна спiвставити квазiчастинки, якi називають фо-
нонами. Енергiя фонона покладається рiвною

ε = ~ω.

Фонон також характеризується квазi-iмпульсом, який пов’язаний з хвильовим векто-
ром

p = ~k.

У зв’язку з умовою (18.2) квазi-iмпульс обмежений,

|p| ≤ π~

a
.

Ця властивiсть вiдрiзняє квазi-iмпульс вiд звичайного iмпульса.
Фонони можуть взаємодiяти один з одним, з iншими квазiчастинками кристалу

та дефектами ґратки. При цьому, як i для звичайного iмпульсу, виконуються закони
збереження квазi-iмпульса.
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Рис. 18.5. Шатьендранат Бозе

18.2 Температурнi властивостi твердого тiла

18.2.1 Тепловий розподiл фононiв

Якщо температура кристалу далека вiд точки плавлiння, то фонони можна розгля-
дати як iдеальний газ частинок, якi знаходяться у тепловiй рiвновазi та пiдпорядкова-
нi статистицi Бозе-Ейнштейна. При нагрiваннi кристалу число фононiв збiльшується,
а при охолодженi зменшується. Це, звичайно, вiдповiдає збiльшеню або зменшеню
пружних збуджень у кристалi.

Причину того, що фонони є бозонами пояснити дуже просто. Насправдi, iнтен-
сивнiсть хвилi у кристалi iз заданими частотою ω та хвильовим вектором k може
змiнюватись у широких межах. У квантовому випадку iнтенсивностi хвилi можна
спiвставити кiлькiсть фононiв n з енергiєю ~ω та квазi-iмпульсом ~k. Таким чином в
одному квантовому станi маємо багато фононiв i, вiдповiдно, останнi повиннi пiдпо-
рядковуватись статистицi Бозе-Ейнштейна.

Розрахуємо середнє число фононiв 〈n〉 даного сорту, якi знаходяться у тепловiй
рiвновазi при температурi T . Будемо покладати, що хiмiчний потенцiал (енергiя до-
давання однiєї частки в систему без здiйснення роботи) дорiвнює нулю,

µ = 0.

У вiдповiдностi з розподiлом Гiббса запишемо ймовiрнiсть знаходження n фононiв у
станi з енергiєю ε:

Wn = N exp

(
− nε

kБT

)
,

де kБ — стала Больцмана, а N — константа нормування, яка визначається iз умови,
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Табл. 18.2. Значення температура Дебая для деяких речовин

Алмаз 2200 K Лiд 192 K Срiбло 225 K
Алюмiнiй 429 K α-марганець 476 K Тантал 240 K
Вольфрам 405 K Мiдь 344.5 K Титан 420 K
α-Залiзо 464 K Нiкель 440 K Хром 610 K
Золото 165 K Олово (бiле) 195 K Цинк 300 K
Кадмiй 186 K Платина 240 K NaCl 280 K
Кремнiй 640 K Свинець 96 K KBr 180 K

що повна ймовiрнiсть дорiвнює одиницi

∞∑

n=0

Wn = 1.

Звiдси ожержимо

N =

[ ∞∑

n=0

exp

(
− nε

kБT

)]−1

.

Тодi легко знайти, що середнє число фононiв 〈n〉 є

〈n〉 =
∞∑

n=0

nWn = − d

dx
ln f(x), (18.4)

де

f(x) =

∞∑

n=0

e−nx =
1

1− e−x
, x =

ε

kБT
. (18.5)

Пiдставляючи (18.5) у (18.4) одержимо вираз для розподiлу

〈n〉 = 1

exp
(

ε
kБT

)
− 1

,

який представляє окремий випадок (коли вiдсутнiй хiмiчний потенцiал µ) розподiлу
Бозе-Ейнштейна, тобто тепловому розподiлу тотожнiх частинок з цiлим спiном при
умовi, що взаємодiя мiж частинками вiдсутня.

18.2.2 Енергiя фононного газу. Температура Дебая

Розглянмо енергiю фононного газу, який вiдповiдає коливанням ґратки вздовж
заданого просторового напрямку з частотою ω:

Eω = 〈n〉 ε = ~ω

exp
(

~ω
kБT

)
− 1

. (18.6)

Величина

TD =
~ωмак

kБ

, (18.7)
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де ωмак максимальна частота коливань ґратки, має розмiрнiсть температури. Її на-
зивають температурою Дебая. Значення температури Дебая для деяких матерiалiв
наведенi у табл. 18.2.

Спочатку розглянемо випадок, коли температура кристалу набагато бiльша тем-
ператури Дебая

T ≫ TD.

(Такi температури будемо називати високими температурами.) У цьому разi у виразi
(18.6) експоненту можна розкласти в ряд

exp

(
ε

kБT

)
≈ 1 +

ε

kБT

i тодi
Eω ≈ kБT.

Важливо, що у розглянутому наближенi внесок енергiї однiєї моди не залежить вiд
частоти. Тепер, щоб одержати повну енергiю коливань ґратки, досить домножити цей
результат на повне число мод у кристалi

E ≈ 3NkБT, (18.8)

де N — число атомiв у кристалi. Множник 3 виник внаслiдок того, що коливання
вiдбуваються у трьох рiзних напрямках.

Це правильний класичний результат. Дiйсно, енергiя коливань одного атому скла-
дається з кiнетичної та потенцiальної енергiй, якi рiвнi одна однiй:

〈Eкiн〉 = 〈Eпот〉 = 3
2
kБT.

Якщо ж температура кристалу набагато нижча за температуру Дебая

T ≪ TD,

картина має зовсiм iнший характер. (Надалi такий випадок будемо називати випад-
ком низьких температур.) Тепер експонента у виразi (18.6) стає набагато бiльшою
одиницi i останньою можна знехтувати. В результатi отримаємо, що при низьких тем-
пературах енергiя однiєї моди

Eω ≈ ~ω exp

(
− ~ω

kБT

)

починає залежити вiд частоти моди i спадає по експоненцiальному закону при зниженi
температури.

18.2.3 Фононна теплоємнiсть твердих тiл

18.2.3.1 Модель Ейнштейна

Вiдомо, що для твердих тiл iзохронна CV та iзобарна CP теплоємностi вiдрiзняю-
ться на величину порядка кiлькох процентiв. Надалi будемо нехтувати цiєю рiзницею.
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З формули (18.8) випливає, що при високих температурах, T ≫ TD, теплоємнiсть
твердих тiл не залежить вiд температури i задовольняє закону Дюлонга-Птi:

C =
∂E

∂T
= 3NkБ.

Проте при низьких температурах виникає залежнiсть теплоємностi вiд температури.
Розглянемо це питання докладно.

На основi квантового пiдходу А. Ейнштейн (1905 р.) показав, що при прямуван-
нi температури до абсолютного нуля теплоємнiсть повинна також прямувати до ну-
ля. В його моделi тверде тiло розглядається як сукупнiсть 3N незалежних гармонi-
чних осциляторiв, якi мають одну й ту саму частоту ωE (її називають характери-
стичною частотою Ейнштейна). Тодi, враховуючи, що енергiя одного осцилятора є
εn = ~ωE

(
n + 1

2

)
, повна енергiя коливань атомiв твердого тiла буде

E = 3N~ωE

(
〈n〉+ 1

2

)
= 3N


 ~ωE

exp
(

~ωE

kБT

)
− 1

+
~ωE

2


 . (18.9)

На основi формули

TE =
~ωE

kБ

з характеристичною частотою ωE можна зв’язати температуру TE , яку називають
температурою Ейнштейна. З феноменологiчного аналiзу випливає, що для бiльшостi
твердих тiл температура Ейнштейна лежить у межах 100–300 K.

В результатi диференцiювання спiввiдношення (18.9) одержимо наступний вираз
для теплоємностi

C =
∂E

∂T
= 3NkБ

(
TE
T

)2 exp
(
TE

T

)
[
exp

(
TE

T

)
− 1
]2 .

Як легко бачити, з цiєї формули випливає, що при T ≫ TE теплоемнiсть є сталою
величиною i задовольняє закон Дюлонга-Птi. У iншому випадку, T ≪ TE , отримуємо

C =
∂E

∂T
≈ 3NkБ

(
TE
T

)2

e−TE/T .

Таким чином з теорiї теплоємностi Ейнштейна випливає, що теплоемнiсть зразка пря-
мує до нуля, коли температура зразка T → 0. Якiсно це знаходиться у вiдповiдностi
до експерименту, але виявляється, що закон спадання теплоємностi не є експоненцi-
альним, як це випливає з моделi Ейнштейна, а кубiчним, C ∼ T 3 (див. рис. 18.6).

18.2.3.2 Модель Дебая

Вдосконалена модель, яка дає правильний закон поведiнки теплоємностi твердого
тiла при дуже малих температурах, була запропонована П. Дебаєм в 1912 р.

Суттєвим положенням моделi Дебая є те, що вона враховує не одну характери-
стичну частоту коливань атомiв, а усi моди коливань у твердому тiлi. Для цього
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Рис. 18.6. Залежнiсть теплоємностi мiдi вiд температури. Неперервна та пунктирна лiнiї —
експеримент та результат теорiї Ейнштейна

покладається, що енергiя коливань кристалiчної ґратки E представляє собою енергiю
фононного газу. Використовуючи (18.6) пишемо

E = 3
∑

k

~ω(k)

exp
(

~ω(k)
kБT

)
− 1

, (18.10)

де сумування вiдбувається по усiм значенням хвильового вектора k. Далi для просто-
ти розглянемо кристал, який має форму куба з ребром довжини L, причому вважає-
ться, що розмiр кристала набагато бiльший сталої ґратки, L≫ a. Внаслiдок iнтерфе-
ренцiї падаючих та вiдбитих на границi кристалу хвиль, в самому кристалi виникають
стоячi хвилi з дискретною довжиною хвилi, що вiдповiдає цiлому числу полухвиль
вздовж ребра кристала

λ =
2L

n
, n = 1, 2, 3, ..., nмак,

причому nмак вiдповiдає мiнiмальнiй довжинi хвилi λ = 2a. В свою чергу, хвильове
число також приймає дискретнi значення

k =
2π

λ
=
πn

L
,

вiдстань мiж якими дорiвнює

∆k =
π

L
.
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Рис. 18.7. Петер Йозеф Вiльгельм Дебай

Через те, що число ∆k дуже мале суму в виразi (18.10) можна замiнити на iнтеграл.
З цiєю метою знайдемо число нормальних мод dρ(k) на безмежно малому промiж-

ку хвильового числа вiд k до k+ dk.
Виберемо систему координат так, щоб її вiсi спiвпадали з трьома ребрами криста-

лiчного куба. Тодi вздовж кожної з осей у взаємно протилежному напрямку будуть
розповсюджуватись двi хвилi з однаковими частотами та поляризацiями, якi утво-
рюють стоячу хвилю. В результатi одному iнтервалу dkx вiдповiдають двi хвилi, що
розповсюджуються у протилежних напрямках. Аналогiчна картина має мiсце i для
iнших осей, y та z. В результатi отримуємо, що повне число станiв є

dρ(k) =
dkx
2∆k

· dky
2∆k

· dkz
2∆k

=
V

(2π)3
d3k, V = L3.

Таким чином замiсть (18.10) маємо

E =
3V ~

(2π)3

∫
ω(k)d3k

exp
(

~ω(k)
kБT

)
− 1

.

Далi точний разрахунок неможливий, бо явно невiдома залежнiсть частоти вiд хви-
льового вектора. Тому модель Дебая використовує ряд наближень, а саме:

• нехтується внеском оптичних фононiв,

• використовується наближення лiнiйним законом дисперсiї (18.3),

• вважається, що хвильовий вектор обмежений сферою

|k| ≤ kD.
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3 — схематичний вигляд густини у реальному кристалi

Використовуючи сферичнi координати одержимо для елементу фазового об’єму

d3k = k2dkdΩ =
ω2dω

v30
dΩ, (18.11)

де Ω — елемент тiлесного кута.
Приймаючи до уваги, що iнтеграл по тiлесному куту дає 4π одержуємо такий

вираз для повної енергiї коливань ґратки

E =
3V ~

2π2v30

∫ ωмах

0

ω3dω

exp
(

~ω
kБT

)
− 1

.

Причому максимальна частота ωмах = v0kD визначається iз спiввiдношення

N =

∫
dρ(k) =

V

6π2

(
ωмах

v0

)3

. (18.12)

Зробимо замiну змiнних у iнтегралi

x =
~ω

kБT
.

В результатi

E =
3V (kБT )

4

2π2~3v30

∫ TD/T

0

x3dx

ex − 1
. (18.13)

Тепер розглянемо два випадки T ≫ TD i T ≪ TD.
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Рис. 18.9. Порiвняння моделi Дебая з експериментом для теплоємностi срiбла, TD = 215 K

У першому випадку у виразi (18.13) x≪ 1 i можна покласти ex ≈ 1 + x. Тодi

E =
V kБω

3
мах

2π2v30
T.

Приймаючи до уваги (18.12) знову одержуємо закон Дюлонга-Птi.
При дуже низьких температурах TD/T ≫ 1 i тому верхню границю у iнтегралi

можна спрямувати до безмежностi. Використовуючи
∫ ∞

0

dxx3/ (ex − 1) = π4/15

одержимо

E =
π2V (kБT )

4

10~3v30
.

Тепер неважко знайти теплоємнiсть кристалу:

C =
∂E

∂T
=

2π2V (kБ)
4

5~3v30
T 3 =

12

5
π4NkБ

(
T

TD

)3

.

Цю залежнiсть називають T 3-законом Дебая.
Слiд зауважити, що суттєвим положенням моделi Дебая є те, що для густини ста-

нiв була використана залежнiсть D(ω) ∼ ω2, яка лише при малих значеннях частоти
узгоджується з густиною у реальному кристалi (рис. 18.8). Незважаючи на це модель
Дебая досить добре описує температурну залежнiсть теплоємностi для матерiалiв, в
яких внесок акустичних фононiв у теплоємнiсть є домiнуючим (див. рис. 18.9).
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18.2.4 Зв’язок мiж температурами Дебая та Ейнштейна

Як температура Ейнштейна, так i температура Дебая є феноменологiчними пара-
метрами. Спробуємо знайти зв’язок мiж цими величинами.

З цiєю метою будемо вважити, що частота Ейнштейна ωE є середнiм значенням
вiд частоти Дебая. Тодi

ωE =

∫ ωмак

0
ωD(ω)dω∫ ωмак

0
D(ω)dω

,

де D(ω) є розподiл фононiв по частотi. Приймаючи до уваги (18.11) маємо D(ω) ∼ ω2

i тодi

ωE =

∫ ωмак

0
ω3dω∫ ωмак

0
ω2dω

= 3
4
ωмак.

В результатi одержуємо TE = 3
4
TD.

18.3 Теплове розширення тiл

З попереднього роздiлу бачимо, що з гармонiчного наближення (18.1) випливає
правильна поведiнка теплоємностi кристалу, як при високих, так i при низьких тем-
пературах. Крiм цього таке наближення приводить до ряду iнших результатiв, якi
добре узгоджуються з експериментом.

Проте iснує ряд ефектiв, якi протирiчать цьому наближенню. А саме, гармонiчне
наближення приводить до вiдсутностi механiзму для зiткнень рiзних фононiв, а також
вiдсутностi теплового розширення тiл. Цi висновки не знаходять пiдтвердження на
експериментi, що свiдчить про те, що гармонiчне наближення є досить грубим. Тому
для бiльш точного опису властивостей твердих тiл потрiбно враховувати наступнi
члени розкладу потенцiальної енергiї:

U(x) = 1
2
κx2 − ax3 + bx4, (18.14)

де x — вiдхилення атому вiд положеня рiвноваги, κ — параметр жорсткостi осциля-
тора та a i b — константи. Член пропорцiйний x3 описує асиметрiю коливань, а член
пропорцiйний x4 зменшує коливання при великих вiдхиленнях. Другий та третiй до-
данки у розкладi (18.14) приводять до нелiнiйностi коливань або ангармонiчностi.

Звичайно, треба пам’ятати, що розклад (18.14) має мiсце лише при невеликих
вiдхиленнях.

Згiдно з розподiлом Больцмана середнi вiдхилення визначаються як

〈x〉 =

∫ ∞

−∞
dxxe−U(x)/kБT

∫ ∞

−∞
dxe−U(x)/kБT

. (18.15)

Вважаючи, що ангармонiчнi члени невеликi, можна експоненту у цьому виразi роз-
класти у ряд по ангармонiчним членам:

e−U(x)/kБT ≈ e−κx2/2/kБT

(
1 +

ax3 − bx4

kБT

)
.
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Тепер використовуючи пiдстановку ξ = κ
2kБT

x2 легко виконати iнтегрування у (18.15):

∫ ∞

−∞
dxe

−U(x)
kБT ≈

∫ ∞

−∞
dxe

− κ
kБT

x2

(
1− b

kБT
x4
)

=

=

√
2kБT

κ

∫ ∞

0

dξe−ξ

√
ξ

(
1− 4b

kБT

κ2
ξ2
)

=

=

√
2kБT

κ

[
Γ
(
1
2

)
− 4b

kБT

κ2
Γ
(
5
2

)]
=

=

√
2kБT

κ

(
1− 3b

kБT

κ2

)
Γ
(
1
2

)
,

∫ ∞

−∞
dxxe

−U(x)
kБT ≈ a

kБT

∫ ∞

−∞
dxx4e

− κ
kБT

x2

=

=
4a

κ2

√
2kБT

κ

∫ ∞

0

dξξ3/2e−ξ =

=
4a

κ2

√
2kБT

κ
Γ
(
5
2

)
= 3

akБT

κ2

√
2kБT

κ
Γ
(
1
2

)
.

Опускаючи ангармонiчнi члени другого порядку (пропорцiйнi ab) одержуємо

〈x〉 = 3a

κ2
kБT.

Таким чином урахування ангармонiчних коливань ґратки призводить до лiнiйного
закону теплового розширення твердих тiл.

18.4 Теплопровiднiсть фононного газу

Теплопровiднiстю називають процес переносу теплової енергiї вiд бiльш нагрiтих
частин тiла до менш нагрiтих. Цей процес вiдбувається внаслiдок зiткнення частинок
з бiльшою кiнетичною енергiєю з частинками, якi мають меншу кiнетичну енергiю,
при хаотичному тепловому русi частинок. Його можна охарактеризувати тепловим
потоком j, який визначає яка кiлькiсть тепла, що переноситься у одиницю часу через
поперечний перетин тiла. Визначається цей поток iз закону Фурьє

j = −λ∇T,

де λ — коефiцiєнт теплопровiдностi, або просто теплопровiднiсть.
У твердих тiлах теплопровiднiсть має рiзну природу в залежностi вiд типу твердо-

го тiла. Так для металiв вона складається з двох доданкiв, ґраткової теплопровiдностi
та теплопровiдностi електронного газу. У дiалектриках вiльнi електрони вiдсутнi i то-
му теплопровiднiсть цiлком обумовлена коливаннями ґратки.

Розглянемо теплопровiднiсть дiалектрика. При цьому будем описувати тепловий
рух ґратки як збудження iдеального фононного газу. Тому для теплопровiдностi дiа-
лектрика можна скористуватись виразом, який випливає з кiнетичноi теорiї газiв:

λ = 1
3
c〈v〉l,
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де c — питома теплоємнiсть фононного газу, 〈v〉 — середня швидкiсть та l — довжина
вiльного пробiгу фононiв у кристалi.

Одержимо цей вираз. Розглянемо поток тепла вздовж осi x на невеликiй дiлянцi
зразка. Вiн визначається як

jx = ρ〈vx〉∆Q, (18.16)

де ρ — густина фононiв, 〈vx〉 — середня швидкiсть фононiв вздовж осi x та ∆Q —
кiлькiсть теплоти, яка перемiщується. Остання виражається через теплоємнiсть та
рiзницю температур ∆Q = −C∆T на кiнцях дiлянки. Знак мiнус показує, що теплота
перемiщується у напрямку протилежному до змiни температури. Далi необхiдно вра-
хувати зiткнення фононiв з iншими фононами та їх розсiяння на дефектах кристалу.
Будемо обмежуватись випадком, коли такi зiткненя чисто пружнi. Тодi вираз (18.16)
можна переписати наступним чином:

jx = −Cρ〈vx〉∆T = −Cρ〈vx〉
∆T

∆x
∆x.

Обираючи величину ∆x як довжину вiльного пробiгу l (середня вiдстань мiж зiткне-
нями фонону) одержимо

jx = −Cρ〈vx〉
dT

dx
l.

Довжину вiльного пробiгу l зв’язана з часом τ вiльного прольоту фонона мiж зiткне-
ннями l = 〈vx〉τ . Тому

jx = −Cρ〈vx〉2
dT

dx
τ = −1

3
Cρ〈v〉2dT

dx
τ =

= −1
3
Cρ〈v〉l dT

dx
= −1

3
c〈v〉l dT

dx
= −λdT

dx
,

де c = ρC.
У свою чергу, температурна залежнiсть теплопровiдностi визначається залежно-

стями теплоємностi та довжини вiльного пробiгу вiд температури.

Контрольнi запитання i завдання

1. Що таке нормальнi хвилi в кристалi? Якi i чому накладаються обмеження на дов-
жину хвилi i хвильове число нормальних хвиль?
2. Що таке закон дисперсiї хвиль, чим вiдрiзняється закон дисперсiї для акустичних
та оптичних хвиль в кристалах? В яких кристалах iснують акустичнi i в яких оптичнi
хвилi?
3. Що таке фонони, чому дорiвнюють енергiя i квазi-iмпульс фонона? Чим вiдрiзня-
ється квазi-iмпульс вiд iмпульса? Чому у фонона не iснує iмпульса, а треба говорити
про його квазi-iмпульс?
4. Запишiть тепловий розподiл фононiв. В якому випадку вiн переходить в розподiл
Больцмана?
5. Що таке температура Дебая?
6. При яких температурах кристала теплоємнiсть останнього задовольняє закону Дю-
лонга-Птi?

240



7. Сформулюйте основнi положення моделi Ейнштейна для фононної теплоємностi
твердих тiл. Що таке характеристична частота Ейнштейна i що таке температура
Ейнштейна, як вони пов’язанi?
8. Чим вiдрiзняється модель Дебая вiд моделi Ейнштейна для фононної теплоємностi
твердих тiл? Яка температурна залежнiсть теплоємностi при низких температурах в
кожнiй з цих моделей?
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Роздiл 19

Електрони в кристалах

19.1 Електрон у перiодичному потенцiлi

Розглянемо поведiнку електрона в полi iонiв, якi створюють кристалеву ґратку.
Будемо виходити з двох важливих наближень, адiабатичностi та самоузгодженностi
руху електрона.

Адiабатичнiсть означає, що у першому наближенi можна знехтувати кiнетичною
енергiєю iонiв у порiвняннi з кiнетичною енергiєю електронiв. Дiйсно, середнi значе-
ння квадратiв iмпульсiв електрона i iона повиннi бути одного порядку, 〈p 2

ел.〉 ∼ 〈p 2
яд.〉.

Тодi одержуємо, що кiнетичнi енергiї електрона та iона вiдносяться як

Tел. : Tяд. ∼Mяд. :Mел. ∼ 103 ÷ 104.

Тому в першому наближеннi слiд вважати, що iони жорстко закрiпленi у вузлах кри-
сталiчної ґратки.

Наближення сумоузгодженностi допускає, що реальну задачу про рух багатьох
електронiв, якi рухаються та взаємодiють як один з одним, так i з iонами кристала,
можна замiнити на задачу про рух окремих електронiв в самоузгодженому полi U(x).
З наближенням такого типу читач вже мав справу при розглядi багатоелектроннах
атомiв.
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Рис. 19.1. Самоузгоджений потенцiал для одномiрного кристала. Адiабатичне наближення
означає, що iони вважаються жорстко закрiпленими у точках x = 0, ±a, ±2a i т.д.
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19.1.1 Хвильова функцiя Блоха

Тепер з’ясуємо, як впливає умова перiодичностi потенцiала на хвильову функцiю
електрона.

Для простоти обмежимось одномiрним випадком (рис. 19.1). Очевидно, що вна-
слiдок перiодичностi структури кристала самоузгоджений потенцiал U(x), в якому
рухаюється електрон, також має перiодичну структуру. Електрон, який має енергiю
E = ~ω, «перестрибує» вiд одного iона до iншого i т.д. Тому можна стверджувати,
що вiн належить не окремому iону, а зразу всiм iонам кристала.

Звичайна рiч, ймовiрнiсть розподiлу електрона має повторювати перiодичнiсть
потенцiалу. Це означає, що на хвильову функцiю треба накласти умову

|ψ(x)|2 = |ψ(x+ a)|2, (19.1)

де a постiйна ґратки. В свою чергу, з умови (19.1) випливає, що хвильова функцiя у
точках x та x+ a вiдрiзняється лише фазою:

ψ(x+ a) = eiαψ(x). (19.2)

Рис. 19.2. Фелiкс Блох Рис. 19.3. Альфред Ланде́

Далi замiсть безрозмiрного параметра α можна ввести новий параметер k, який
має розмiрнiсть оберненої довжини

α = ka.

Умовi (19.2) легко задовольнити, якщо переписати хвильову функцiю у виглядi

ψk(x) = eikxφk(x), (19.3)

де φk(x) перiодична функцiя
φk(x) = φk(x+ a).

Хвильову функцiю (19.3) називають функцiєю Блоха. Вона представляє собою мо-
дульовану плоску хвилю, де по своєму змiсту праметр k дуже нагадує одномiрний
хвильовий вектор, а функцiя φk(x) задає її модуляцiю. Очевидно, що модуляцiя ви-
никає за рахунок того, що електрон не вiльний, а знаходиться у кристалi.
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19.1.2 Зони Бриллюена. Квазi-iмпульс електрона

Зауважимо, що якщо у функцiї Блоха (19.3) k замiнити на k ± 2π
a
n, де n довiльне

цiле число, то умова (19.2) не змiниться:

ψk± 2π
a
n(x+ a) = eikaψk± 2π

a
(x).

Отже, такий зсув не впливає на фiзичнi результати i тому не втрачаючи загальностi
можна вважати, що k змiнюється у iнтервалi

−π
a
≤ k ≤ π

a
, (19.4)

який називається 1-ю зоною Бриллюена.
У деяких випадках зручно розглядати розширений k-простiр, який включає зони

Бриллюена вищого порядку. Так значення k, якi вiдносяться до 2-ї зони Бриллюена
одномiрного кристала, визначаються нерiвностями

−2π

a
≤ k ≤ −π

a
,

π

a
≤ k ≤ 2π

a

i так далi.
Далi побачимо, що iз умови невилiтання електрона iз зразка випливає, що k при-

ймає N значень, де N — число iонiв у зразку. Якщо N → ∞ то дискретний спектр
значень k переходить у неперервний.

Цi результати узагальнюються на кристал бiльшої розмiрностi. В цьому випадку
хвильова функцiя Блоха є

ψk(x) = eik·xφk(x), (19.5)

а зони Бриллюена визначаються поверхнею, яку описує вектор k, що задовольняє
умовi

k · g + πg 2 = 0, (19.6)

де g — вектор оберненої ґратки.
Для прикладу розглянемо, як конкретизується ця умова для двомiрної квадратної

ґратки. У цьому випадку вектор оберненої ґратки визначається через два цiлих числа
n1 та n2

g = (nxe1 + nye2) /a,

де e1 та e2 — два взаємно ортонормованi вектори i умова (19.6) зводиться до

kxnx + kyny = −π(n
2
x + n2

y)

a
.

1-а зона Бриллюена визначається таким вибором чисел nx та ny

nx = 0, ny = ±1, або nx = ±1, ny = 0.

В результатi одержуємо квадрат у центрi координат з стороною 2π
a

, рис. 19.4. Зовнiшнi
границi 2-ї зони визначаються вибором

nx = ±1, ny = ±1.
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Рис. 19.4. Перша (широка штриховка) та друга (дрiбна штриховка) зони Бриллюена для
двумiрної квадратної ґратка

Величина
p = ~k

дуже нагадує iмпульс електрона. Проте правильно називати цю величину не iмпуль-
сом, а квазi-iмпульсом. Це пов’язано з двома обставинами. По-перше, стан електрона
не має певного значення p, в чому легко переконатись, якщо подiяти оператором
iмпульса на хвильову функцiю Блоха (19.5):

~

i
∇ψk(x) = ~kψk(x) +

~

i
eik·x∇φk(x).

По-друге, модуль iмпульсу повинен змiнюватись вiд нуля до безмежностi, в той час
як вектор p лежить у межах 1-ї зони Бриллюена.

19.1.3 Ефективна маса електрона

Якщо екстремум енергiї електрона знаходиться при значеннi k = k0, то при неве-
ликих вiдхиленнях вiд цього значення енергiю можна розкласти в ряд

E(k ) ≈ E(k0) +
1
2

3∑

i,j=1

∂2E(k0)

∂ki∂kj
∆ki∆kj ,

де ∆ki = ki − k0i. Величина

1

~2

∂2E(k0)

∂ki∂kj
≡
(

1

M∗

)

ij

має властивостi симетричного тензора оберненої ефективної маси електрона. Вiдомо,
що поворотами координат цей тензор можна звести до головних осей. В цьому випадку
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Табл. 19.1. Вiдношення ефективної маси електрона для лужних металiв до маси вiль-
ного електрона

Елемент Li Na K Ru Cs
M∗/Me 1,40 0,98 0,94 0,87 0,83

енергiя приймає вигляд

E(k ) ≈ E(k0) +

3∑

i=1

p2i
2M∗

i

, pi = ~ki.

Ефективна маса може приймати рiзнi значення в залежностi вiд структури криста-
лiчної ґратки i навiть бути вiд’ємною.

Для кубiчних кристалiв (типовими представниками можуть бути лужнi метали)
обернена маса зводиться до скаляру M∗

x =M∗
y =M∗

z =M∗. Вiдношення цiєї величини
до маси вiльного електрона наведено у табл. 19.1.

19.1.4 Зонна структура енергетичного спектра

Тепер поставимо питання про енергетичний спектр електрона в кристалi. З цi-
єю метою пiдставимо у стацiонарне рiвняння Шрьодiнгера хвильову функцiю Блоха
(19.5). В результатi отримаємо рiвняння

[
− ~

2

2Me
(∇− ik)2 + U(x)

]
φk(x) = Eφk(x).

При фiксованому значеннi хвильового вектора k це рiвняння визначає спектр значень
енергiї Eα,k та вiдповiнi їм хвильовi функцiї φα;k(x), якi характеризуються набором
квантових чисел α. Це означає, що енергiя розпадається на групи, якi вiдповiдають
одному набору α i мають N рiзних значень k. Цi групи називають зонами. В межах
однiєї зони k змiнюється майже неперервно. Вiдповiдно майже неперервно змiнюється
i енергiя. А при переходi вiд однiєї зони до iншої енергiя має розрив.

Таким чином енергiя електрона в кристалi має не довiльнi значання, а лише тi, якi
вiдповiдають окремим дiлянкам спектру (дозволенi енергетичнi зони). Вони роздiленi
дiлянками, на яких електрон не може знаходитись (забороненi енергетичнi зони).

У вiльному атомi зародками дозволених зон є енергетичнi рiвнi. При зближеннi
окремих атомiв виникає перекриття електронних оболонок i в результатi цього рiвень
атома розщеплюється на стiльки пiдрiвнiв, скiльки атомiв зблизилось.

Розглянемо бiльш детально питання виникнення зон. Для цього обговоремо два
крайнiх випадки, випадок майже вiльних електронiв та випадок, коли електрони силь-
но зв’язанi з iонною ґраткою.

19.1.4.1 Наближення майже вiльних електронiв

Наближення майже вiльних електронiв означає, що потенцiал U(r ) грає незначну
роль i в нульовому наближеннi їм можна знехтувати. Таке наближення має мiсце для

247



електронiв, радiуси орбiт яких порядка вiдстанi мiж сусiднiми iонами. Наприклад,
для електронiв зовнiшнiх орбiт лужних металiв.

В результатi хвильова функцiя ψ(x) є розв’язком рiвняння Шрьодiнгера для вiль-
ної частинки. Цей розв’язок добре вiдомий i представляє собою плоскi хвилi. Далi на
цi розв’язки потрiбно наложити умову невилiтання електронiв iз зразка. Це накладує
умови на спектр значень хвильового вектору, який стає дискретним. Подивимось, як
це вiдбувається у випадку одномiрного кристала.

Для одномiрного кристалу рiвняння Шрьодiнгера є

− ~
2

2Me

d2ψ(x)

dx2
= Eψ(x),

а умова невилiтання електрона зводиться до граничних умов на кiнцях кристалу

ψ(0) = ψ(L) = 0, (19.7)

де L = Na — довжина кристала. Ця задача спiвпадає з задачею про частинку у
безмежно глибокiй потенцiальнiй ямi (див. розд. 5.2.4). Нагадаємо вiдповiдь

En =
~
2k2n
2Me

, де kn = n
π

Na
, n = 1, 2, 3, ...

ψn(x) =

{ √
2
L
sin knx, якщо 0 < x < L,

0, якщо x ≤ 0, x ≥ L.

Таким чином хвильова функцiя представляє стоячу хвилю. Вiдомо, що стоячу хви-
лю можна замiнити на двi плоскi хвилi, якi розповсюджуються у протилежних на-
прямках. Проте для них вже не будуть виконуватись граничнi умови (19.7). Замiсть
останнiх можна вимагати умови перiодичностi

ψ(x) = ψ(x+ aN). (19.8)

Тому далi будемо описувати електрон як плоску хвилю, яка задовольняє перiодичнiй
умовi (19.8)

ψk(x) =
1√
L
eikx, k = n

π

Na
. (19.9)

Множник 1√
L

введено для нормування хвильової функцiї:

∫ L

0

|ψk(x)|2dx = 1.

Слiд вiдмiтити, що для такої хвильової функцiї густина ймовiрностi не залежить вiд
координати,

ρ = |ψk(x)|2 = const.

Розглянуте наближення справджується, якщо k лежить далеко вiд границi зони Бри-
ллюена. Справдi, рiвностi в умовах (19.4) є не що iнше, як умови Брега-Вульфа. Це
означає, що сусiднiй електрон вiдбиває хвилю

ψ′
k(x) =

1√
L
e−ikx,
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Рис. 19.5. (Лiворуч.) Енергiю електрона представлено у розширеному k-просторi (1-й та 2-й
зонах Бриллюена). (Праворуч.) Залежнiсть енергiї вiд хвильового вектора k, коли областi
2-ї зони Бриллюена зсунуто до 1-ї зони Бриллюена (−2π/a ≤ k ≤ 0 → 0 ≤ k ≤ π/a та
0 ≤ k ≤ 2π/a → −π/a ≤ k ≤ 0)

яка розповсюджується у протилежному напрямку до хвилi (19.9), i замiсть хвилi, що
розповсюджується, треба вживати одну iз стоячих хвиль

ψ
(1)
k=±π/a(x) ∼ ψk(x) + ψ′

k(x) ∼

∼ cos kx = cos
(
π
x

a

)
,

ψ
(2)
k=±π/a(x) ∼ ψk(x)− ψ′

k(x) ∼

∼ sin kx = sin
(
π
x

a

)
.

У цьому випадку густина ймовiрнiсть знайти електрон близько iона

ρ(1) =
∣∣∣ψ(1)

k (x)
∣∣∣
2

∼ cos2
(
π
x

a

)
,

ρ(2) =
∣∣∣ψ(2)

k (x)
∣∣∣
2

∼ sin2
(
π
x

a

)
.

буде максимальною для хвилi ψ(1), а для хвилi ψ(2) — мiнiмальною. В результатi
взаємодiя електрона з iонною ґраткою буде рiзною для двох хвиль, причому

E2 > E1.

Це означає, що на границi зони Бриллюена енергiя має розрив i енергiя електрона
лежить в межах

0 ≤ E ≤ E1, E2 ≤ E ≤ E3,

якi i є дозволеними енергетичними зонами, див. рис. 19.5. Мiж значеннями енергiї E1

та E2 знаходиться заборонена енергетична зона.
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19.1.4.2 Наближення сильного зв’язку

Тепер розглянемо наближення сильного зв’язку для електронiв. Це наближення
використовують для електронiв внутрiшнiх орбiт, тобто орбiт, радiуси яких набагато
меншi нiж мiжатомна вiдстань. У такому наближеннi можна вважати, що потенцiал
U(x) представляє суму потенцiалiв для окремих атомiв

U(x) =

N∑

n=1

v(x− na)

(далi обмежимось розглядом одномiрного кристалу). В такому випадку оператор Га-
мiльтона для електрона в кристалi буде

Ĥ = − ~
2

2Me

d2

dx2
+

N∑

n=1

v(x− na). (19.10)

Далi задача полягає у тому, щоб побудувати хвильову функцiю, яка задовольняє
перiодичнiй умовi

ψαk(x+ a) = eikaψαk(x).

В наближеннi сильного зв’язку така функцiя обирається у виглядi

ψαk(x) = N
∑

n

einkaϕα(x− na), (19.11)

де N — коефiцiент нормування, а ϕα(x) — хвильова функцiя електрона у вiльному
атомi, яка вiдповiдає енергiї εα

Ĥ0ϕα(x) = εαϕα(x),

причому Ĥ0 — гамiльтонiан для електрона у вiльному атомi

Ĥ0 = − ~
2

2Me

d2

dx2
+ v(x).

У зв’язку з тим, що вiдстань мiж електроном i атомом набагато менша a, слiд вважати,
що виконується умова

∫
ϕα(x−ma)ϕα(x− na)dx = δmn. (19.12)

Крiм цього вважається, що iнтеграли

Hα
mm′ =

∫
ϕα(x−m′a)Ĥϕα(x−ma)dx

(у квантовiй механiцi вони носять називу матричних елементiв оператора Гамiльтона
Ĥ) вiдмiннi вiд нуля лише за умов

m = m′ або m = m′ ± 1. (19.13)
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Гамiльтонiан Ĥ визначений у (19.10). Умова (19.13) означає, що електрон, який знахо-
диться поблизу m-го атому, може взаємодiяти лише з найближчими сусiднiми iонами.

Таким чином, при фiксованому α маємо два незалежних матричних елемена, Hα
0 =

Hα
mm = εα та Hα

1 = Hα
mm+1 = Hα

mm−1, якi, очевидно, не залежать вiд порядкового
номера iону m.

Використовуючи умову (19.12) легко знайти коефiцiєнт нормування хвильової фун-
кцiї (19.11):

∫
|ψαk(x)|2 dx = N 2

∑

n

∑

n′

ei(n−n′)ka×

×
∫
ϕα(x− n′a)ϕα(x− na)dx = N 2N,

тобто N =
√

1/N .
Тепер можна обчислити середнє значення гамiльтонiана (19.10) по хвильовiй фун-

кцiї (19.11) i вважати його за значення енергiї Eα(k) електрона в кристалi. Врахову-
ючи (19.13) одержимо

Eα(k) =

∫
ψ∗
αk(x)Ĥψαk(x)dx =

=
1

N

N∑

n=1

(
Hα

0 + eiakHα
1 + e−iakHα

1

)
=

= Eα(0) +Bα cos ka,

де

Eα(0) = Hα
0 , Bα = 2Hα

1 .

Таким чином, енергiя як функцiя k розпливлась у полосу завширшки 2Hα
1 . В залежно-

стi вiд знака Bα енергiя Eα(0) вiдповiдає максимуму, чи мiнiмуму енергiї електрона.
Величина ~

Bα
має розмiрнiсть часу i визначає час, за який електрон «перестрибує» з

потенцiйної ями навколо одного iона до сусiдньої потенцiальної ями.

19.2 Модель вiльних електронiв

Розглянемо бiльше докладно випадок, коли електрони можна розглядати як газ
майже вiльних електронiв. Така модель виникла задовго до формулювання квантової
механiки i успiшно описувала ряд властивостей кристалiв. Наприклад, вона дозво-
лила пояснити закон Ома у диференцiальнiй формi, а також зв’язок мiж коефiцiен-
тами електропровiдностi та теплопровiдностi (закон Вiдемана-Франца). Проте деякi
властивостi (теплоємнiсть електронного газу, дiамагнетизм) така модель не змогла
пояснити виходячи з класичних представлень. Їх вдалося пояснити лише пiсля вра-
хування квантовових законiв.

З’ясуємо цi питання.
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Рис. 19.6. Енергетичний розподiл електронiв у одномiрному кристалi, що вiдповiдає мi-
нiмальнiй повної енергiї електронного газу. На кожному рiвнi знаходиться два електрони,
спiни яких направленi в рiзнi сторони

19.2.1 Енергiя Фермi

Спочатку розглянемо випадок одномiрного руху i подивимось, за яких умов газ,
який мiстить N електронiв, буде мати найменшу енергiю. В класичному випадку вiд-
повiдь проста, найменша енергiя є NE0, де E0 — мiнiмальна енергiя, яку може мати
окремий електрон. Проте у квантовому випадку це не так, бо потрiбно врахувати
принцип Паулi, який дозволяє розмiщувати на кожному енергетичному рiвнi не бiль-
ше як два електрони, спiни яких направленi в протилежнi сторони (рис. 19.6). Таким
чином енергiя буде мiнiмальною, якщо усi N/2 нижнi рiвнi будуть зайнятi, а далi усi
рiвнi будуть вiльними.

Найвища енергiя, яку має електрон при умовi, що всi нижнi рiвнi заповнено, на-
зивається енергiєю Фермi. Остання дорiвнює

EF =
~
2

2Me

(nFπ

L

)2
=

~
2

2Me

(
Nπ

2L

)2

.

Тепер перейдемо до розгляду тривимiрного випадку. Для простоти будомо вважа-
ти, що кристал має форму куба з ребром довжини L. Рiвняння Шрьодiнгера

− ~
2

2Me

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
ψk(x ) = Ekψk(x )

потрiбно доповнити граничними умовами на кожнiй гранi куба:

ψk(x = 0, y, z) = ψk(x = L, y, z) = 0,

ψk(x, y = 0, z) = ψk(x, y = L, z) = 0,

ψk(x, y, z = 0) = ψk(x, y, z = L) = 0.

(19.14)
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Тодi хвильова функцiя електрона представляє добуток трьох стоячих хвиль

ψk(x ) = A sin
(πnx

L
x
)
sin
(πny

L
y
)
sin
(πnz

L
z
)
,

де nx, ny, nz = 1, 2, . . . , а хвильовий вектор є1

k = n
π

L
, n = (nx, ny, nz). (19.15)

Вiдповiдно мiнiмальна енергiя електронного газу, який складається iз N електронiв,
вiдповiдає точкам всереденi сфери у просторi хвильового вектора k. Сфера, яка вiдпо-
вiдає найбiльшiй енергiї окремого електрона, називається сферою Фермi, хвильовий
вектор, який описує сферу Фермi, називається хвильовим вектором Фермi, kF . Вiд-
повiдно енергiя Фермi дорiвнює

EF =
~
2

2Me
k 2
F .

Вводять також поняття iмпульсу, швидкостi та температури Фермi:

pF = ~kF , vF =
pF

Me
, TF =

EF

kБ

,

де kБ — стала Больцмана.
Кiлькiсть електронiв, якi мiстяться у сферi Фермi, є

N = 2ρVF ,

де VF = 4
3
πk3F — об’єм сфери Фермi, ρ — густина станiв, а множник 2 врахувує той

факт, що у кожному станi знаходиться два електрони з протилежно направленими
спiнами. Густина станiв визначається як

ρ =
∆nx

2∆kx
· ∆ny

2∆ky
· ∆nz

2∆kz
,

де ∆kx є змiна kx при змiнi nx на ∆nx, а дiльник 2 означає, що двом хвилям, якi
розповсюджуються у протилежних напрямках вздовж вiсi x, вiдповiдає одна стояча
хвиля. Так само визначаються ∆ky та ∆kz. Використовуючи (19.15) одержимо

ρ =

(
L

2π

)3

,

i число електронiв всереденi сфери Фермi радiуса kF дорiвнює

N =
8π

3

k3FL
3

(2π)3
=

V

3π2
k3F , (19.16)

де V = L3 — об’єм кубу.

1Усi подальшi результати можна одержати, якщо розглядати замiсть умов (19.14) перiодичнi умо-
ви ψk(x+L, y, z) = ψk(x, y, z) i так само для осей y та z. Тодi ψk(x, y, z) = eik·r, де kx = 0,± 2π

L
,± 4π

L
, ...

та аналогiчно для ky та kx.
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Табл. 19.2. Характеристаки електронного газу для деяких металiв

Елемент n kF vF EF TF
см−3 см−1 см/сек еВ K

Li 1, 55 · 1023 1, 66 · 108 1, 93 · 108 10,68 1, 24 · 105
Cu 8, 49 · 1022 1, 36 · 108 1, 58 · 108 7,13 8, 26 · 104

З (19.16) випливає, що iмпульс Фермi визначається лише густиною електронiв

pF = ~
3
√
3π2n, n =

N

V
.

При цьому енергiя Фермi є

EF =
~
2

2Me

(
3π2n

)2/3
. (19.17)

Для прикладу розрахуємо швидкiсть i температуру Фермi для ряду металiв. Гу-
стина електронiв n задається добутком валентностi метала на молярний об’єм. У свою
чергу молярний об’єм є нiщо iнше, як вiдношення молярної маси до густини матерi-
алу. Вiдповiднi величини наведено у табл. 19.2.

19.2.2 Розподiл Фермi-Дiрака

Тепер розглянемо температурний розподiл електронного газу f(E, T ), тобто число
електронiв у газi при температурi T , якi мають однакову проецiю спiна i енергiю E.

Зазначимо, що цей розподiл при нульовiй температурi вже знайдено. Дiйсно, при
T = 0 газ має найменшу енергiю i, як було встановлено в попередньому роздiлi, при
E < EF на кожному енергетичному рiвнi мiститься по одному електрону з однiєю
проекцєю спiна, а при E > EF — жодного електрона, тобто:

f(E, T = 0) =

{
1 при E ≤ EF ,
0 при E > EF .

Тепер слiд з’ясувати, як змiниться цей розподiл при ненулевiй температурi, T 6= 0.
Очевидно, що в цьому разi деякi рiвнi з енергiєю, яка перевищує енергiю Фермi, будуть
заповнюватись за рахунок електронiв, якi мали енергiю EF −kБT . E ≤ EF . З метою
розрахунку такого розподiлу розглянемо газ електронiв, в якому мiститься один атом,
що може знаходитись у двох квантових станах, якi вiдповiдають двом рiвням енергiї,
ε1 та ε2. Для однозначностi покладемо, що ε1 < ε2.

При зiткненi електрона, що має енергiю E, з атомом у першому станi останнiй може
збуджуватись i переходити у стан з енергiєю ε2. Але з урахуванням принципу Паулi
це вiдбудиться тiльки у тому випадку, коли у газi енергетичний рiвень E− (ε2−ε1) ≡
E −∆E вiльний.

Будемо позначати P (ε) ймовiрнiсть знаходження атома в станi з енергiєю ε. Тодi
ймовiрнiсть збудження атому буде визначатись як наступний добуток

P (ε1)f(E, T ) [1− f(E −∆E, T )] .
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Рис. 19.7. Розподiл Фермi-Дiрака при нулевiй та ненулевiй температурах. При T = 0 розпо-
дiл виглядає як сходинка з границею при E = µ (неперервна лiнiя), причому в цьому випадку
хiмiчний потенцiал спiвпадає з енергiєю Фермi, µ = EF . При ненульовiй температурi T 6= 0
границя розподiлу розмивається на величину порядку kБT (пунктирна лiнiя)

Рис. 19.8. Енрiко Фермi Рис. 19.9. Поль Адрiєн Морiс Дiрак

Вираз у квадратних дужках є нiщо iнше, як ймовiрнiсть того, що є вiльним енерге-
тичний рiвень E −∆E. Аналогiчно, ймовiрнiсть того, що атом перейде iз збудженого
стану в основний стан, є

P (ε2)f(E −∆E, T ) [1− f(E, T )] .

У випадку теплової рiвноваги цi два вирази дорiвнюють один одному

P (ε1)f(E, T ) [1− f(E −∆E, T )] =

= P (ε2)f(E −∆E, T ) [1− f(E, T )] .
(19.18)

В свою чергу, ймовiрнiсть того, що атом знаходиться у станi з енергiєю ε задається
розподiлом Больцмана

P (ε) = N exp

(
− ε

kБT

)
, (19.19)

де N коефiцiент нормування.
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Пiдставляючи (19.19) в (19.18) одержуємо рiвняння

f(E, T )

1− f(E, T )
= exp

(
−∆E

kБT

)
f(E −∆E, T )

1− f(E −∆E, T )
,

яке має розв’язок при усiх значеннях температури, якщо виконується умова

f(E, T )

1− f(E, T )
= exp

(
−E − µ

kБT

)
,

де µ має розмiрнiсть енергiї i є сталою величиною при сталому значеннi температури.
Величина µ є нi чим iншим, як хiмiчним потенцiалом, тобто представляє енергiю, яка
потрiбна, щоб додати ще один електрон до iснуючого газу без виконання роботи.

Таким чином одержуємо, що тепловий розподiл електронiв є

f(E, T ) =
1

exp

(
E − µ

kБT

)
+ 1

. (19.20)

Його називають розподiлом Фермi-Дiрака. При цьому хiмiчний потенцiал визначає-
ться з умови, що загальне число електронiв дорiвнює N :

∫ ∞

0

dED(E)f(E, T ) = N,

де D(E) — густина станiв електронiв з енергiєю E.
Густину станiв знайдемо трохи далi, а зараз обговоримо фiзичний змiст одержа-

ного розподiлу.
На рис. 19.7 зображено розподiл Фермi-Дiрака (19.20) при нулевiй та ненулевiй

температурах. При нулевiй температурi усi рiвнi з енергiєю E ≤ EF повнiстю запов-
ненi, а при E > EF — повнiстю вiльнi. Тому робота, яку потрiбно виконати, щоб
додати один електрон до газу µ спiвпадає з енергiєю Фермi. При ненулевiй темпера-
турi електрони з енергiю E > EF − kБT можуть бути збудженi за рахунок теплового
руху i перейти у стан з E > EF . Проте електрони з енергiєю E < EF −kБT не можуть
бути збудженими, так як стани, у якi вони можуть перейти, повнiстю заповненi. За
цих обставин границя розподiлу розмивається на величину порядку kБT .

У цьому випадку жоден з енергетичних рiвней повнiстю не заповнений. Темпера-
туру, яка задовольняє умовi kБT = µ, називають температурою виродження.

19.3 Електропровiднiсть та закон Ома

Iснування у металах вiльного електронного газу дає можливiсть пов’язати електро-
провiднiсть металiв з рядом важливих параметрiв, що характеризують електронний
газ. Для того, щоб встановити таку залежнiсть, розглянемо рiвняння руху електрона
пiд дiєю зовнiшньої сили F

Me
dvD

dt
= F+ Fтер, (19.21)
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де Fтер — сила тертя електрона при його руховi у кристалi, а vD — середня або
дрейфова швидкiсть електрона

vD =
1

N

N∑

i=1

vi.

Тут N — число електронiв у газi, а vi — швидкiсть i-го електрона.
Вiдомо, що сила тертя пропорцiйна швидкостi частинки i направлена у протиле-

жну сторону до руху частинки. Тому можна написати

Fтер = −Me

τ
vD,

де величина τ має розмiрнiсть часу. З’ясуємо фiзичний змiст часу τ . Якщо зовнiшня
сила вiдсутня, то рiвняння (19.21) зведеться до

dvD

dt
+

1

τ
vD = 0.

Його розв’язок визначається значенням швидкостi vD(0) у момент часу t = 0

vD(t) = vD(0)e
−t/τ . (19.22)

Ненулеве значення дрейфової швидкостi vD(0) означає, що в час t < 0 на газ дiяла
зовнiшня сила. Пiсля того, як в момент часу t = 0 її було виключено, за рахунок тертя
швидкiсть електрона почала зменшуватись по експоненцiальному закону (19.22). Тодi
час τ має просту iнтерпретацiю, це час релаксацiї електронного газу, тобто час, за
який (внаслiдок зiткнення електронiв мiж собою, з iонами ґратки та домiшками у
кристалi) швидкостi усiх електронiв зрiвноважаться.

Тепер розглянемо розв’язок рiвняння (19.21) при умовi, що прискорення електрона

дорiвнює нулевi,
dvD

dt
= 0. Вважається, що зовнiшня сила F виникла внаслiдок дiї

зовнiшнього електричного поля напруги E. Одержимо

vD = − eτ

Me

E . (19.23)

Неважко розрахувати густину електричного струму j, який виникає пiд дiєю зовнi-
шнього електричного поля. Це заряд, який протiкає через одиницю площi провiдника
за одиницю часу

j = −nevD,

де n— густина електронiв у металi. Пiдставляючи сюди швидкiсть iз (19.23) одержимо
закон Ома в диференцiйнiй формi

j = σE , де σ =
ne2τ

Me
— провiднiсть. (19.24)

Вiдповiдно для питомого опору маємо

ρ = σ−1 =
Me

ne2τ
.
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З останньої формули можна дiстати оцiнку на час релаксацiї. Для прикладу роз-
глянемо мiдь. Для неї питомий опiр при кiмнатнiй температурi

ρ = 1, 7 мкОм/см.

Густину електронного газу вiзьмемо з табл. 19.2. В результатi отримаємо

τ = 2 · 10−14 с.

Вважаючи, що електрон рухається iз швидкiстю Фермi одержимо, що за час релакса-
цiї електрон пройде шлях

l̄ = vF τ = 3 · 10−6 см.

Цю величину називають довжиною вiльного руху електрона.
При температурах близьких до абсолютного нуля провiднiсть значно збiльшує-

ться, що виникає внаслiдок того, що значно збiльшується довжина вiльного руху.
В деяких випадках вона навiть може досягати макроскопiчних масштабiв. Так при
T = 4 K довжина вiльного руху електрона у мiдi l̄ ≈4 см.

19.4 Теплоемнiсть електронного газу

У попередньому роздiлi електропровiднiсть металiв була розрахована базуючись
на класичному розглядi електронного газу. Виявляється, що квантовой пiдхiд до цiєї
проблеми принципово нiчого не змiнює. Проте коли спробуємо зрозумiти питання
теплоємностi твердих тiл, зразу зустрiчаємось з серьезною проблемою.

Справа в тому, що у кристалi є двi рiвноправнi складових, iони ґратки та еле-
ктронний газ. Вiдповiдно теплоємнiсть кристалу є сумою фононної та електронної
теплоємкостей. Ранiше було показано, що при температурах бiльших за температу-
ру Дебая для фононної теплоємкостi виконується закон Дюлонга-Птi. В свою чергу,
згiдно з кiнетичною теорiєю газiв кожен електрон газу має вносити величину 3

2
kБ до

теплоємностi кристала. Очевидно, що число електронiв газу має той сами порядок,
що й число iонiв у кристалi. Тому здається, що електронна теплоємнiсть повинна
бути того самого порядку, як i фононна теплоємнiсть. Проте експеримент говорить,
що внеском електронної теплоємностi у кристалах при кiмнатнiй температурi можна
знехтувати. Це протирiччя пов’язано з тим, що у вищенаведених мiркуваннях не було
ураховано принцип Паулi.

Справдi, виходячи iз результатiв розд. 19.2.2 слiд чекати, що при температурi
нижче температура виродження поглинати тепло будуть лише тi електрони, якi зна-
ходяться на розмитiй границi сходинки (див. рис. 19.7). Площа цiєї границi становит
величину порядку kБT . Тому теплоємнiсть електронного газу повинна бути не ста-
лою, а пропорцiйною до температури. Одержемо цей результат виходячи iз розподiлу
Фермi-Дiрака (19.20).

При умовi термодинамiчної рiвноваги енергiя електронного газу визначається як

Ee =

∫ ∞

0

f(E, T )ED(E)dE,

а теплоємнiсть

Ce =
∂Ee

∂T
=

∫ ∞

0

dED(E)E
∂f(E, T )

∂T
.
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У зв’язку з тим, що величина кiлькостi електронiв, не залежить вiд температури
одержуємо тотожнiсть

EF
∂N

∂T
=

∫ ∞

0

dED(E)EF
∂f(E, T )

∂T
= 0.

Тодi теплоємнiсть можна переписати у наступному виглядi

Ce =
∂Ee

∂T
− EF

∂N

∂T
=

=

∫ ∞

0

dED(E)(E −EF )
∂f(E, T )

∂T
.

(19.25)

При температурах значно нижчих температури Фермi

T ≪ TF =
EF

kБ

похiдна
∂f(E, T )

∂T
(19.26)

вiдмiнна вiд нуля лише у вузькiй смузi коло E ≈ EF . Тому (19.25) зводиться до

Ce ≈ D(EF )

∫ ∞

0

dE(E − EF )
∂f(E, T )

∂T
.

При цьому слiд вважати, що
EF ≈ µ = const.

Розрахуємо похiдну (19.26)

∂f(E, T )

∂T
=

(E − EF )e
(E−EF )/kБT

kБT [e(E−EF )/kБT + 1]
2 =

=
x

T
· ex

(1 + ex)2
,

де використано позначення

x ≡ E − EF

kБT
.

В результатi

Ce ≈ D(EF )k
2
БT

∞∫

−TF /T

x2
ex

(1 + ex)2
dx. (19.27)

Вiдмiтимо, що згiдно з навединими вище оцiнками TF ∼ 105K, тому при кiмнатнiй
температурi e−TF /T практично дорiвнює нулевi i iнтеграл у виразi (19.27) просто дає
число ∞∫

−TF /T

exx2dx

(1 + ex)2
=

∫ ∞

−∞

exx2dx

(1 + ex)2
=
π4

3
.
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Рис. 19.10. Залежнiсть вiдношення C/T вiд T 2 для срiбла при дуже низьких температурах
(з роботи W.S. Corak et al., Phys. Rev. 98, p.1699 (1958))

Тепер знайдемо густину станiв D(EF ) у точцi E = EF . З цiєю метою з формули
(19.17) визначимо густину електронного газу як функцiю енергiї Фермi

n(EF ) =
1

3π2

(
2MeEF

~2

)3/2

.

Тодi можна написати

D(EF ) = V
∂n(EF )

∂EF
=

=
V

2π2

(
2Me

~2

)3/2√
EF =

3N

2EF

.

Таким чином одержуємо остаточний вираз для теплоємностi електронного газу

Ce ≈ D(EF )
π2

3
k2БT =

= 1
2
π2kБN

T

TF
.

(19.28)

У зв’язку з тим, що при кiмнатних температурах TF ≫ T , теплоємнiсть електрон-
ного газу виявляється дуже маленькою, її внеском у теплоємнiсть кристала можна
знехтувати. Проте при температурах нижче температури Дебая фононна теплоєм-
нiсть починає зпадати по закону куба температури. В результатi маємо таку зале-
жнiсть для повної теполємностi кристала

C = γT + AT 3,
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Табл. 19.3. Експериментальнi значення сталої Лоренца (у 10−8×Вт×Ом/К2) для де-
яких металiв

Елемент T =273K T =373K
Al 2,14 2,19
Cu 2,20 2,29
Fe 2,61 2,88
Ag 2,31 2,38
Au 2,32 2,36

де перший член вiдповiдає електроннiй, а другий фононнiй теплоємностi. З уiєї фор-
мули очевидно, що лише при дуже низьких температурах фононна теплоємнiсть зни-
кає i теплоємнiсть кристала визначається теплоємнiстю електронного газу.

Легко бачити, що залежнiсть величини C/T = γ + AT 2 вiд T 2 представляє пря-
му. Її нахил є A, а перетин з вiссю ординат — γ. На рис. 19.10 привдена вiдповiдна
залежнiсть для кристала срiбла при дуже низьких температурах.

19.5 Закон Вiдемана-Франца

У кристалi є два носiя тепла: коливаня ґратки (фонони) та електронний газ. Вiдпо-
вiдно треба вiдрiзняти фононну та електронну теплопровiдностi. У дiелектрикiв вiль-
ний електронний газ вiдсутнiй i тому їх теплопровiднiсть майже повнiстю пов’язана з
фононним газом. У металiв, як правило, навпаки — саме електронний газ i визначає
теплопровiднiсть.

Використовуючи кiнетичну теорiю газiв теплопровiднiсть електронного газу за-
писується через швидкiсть електронiв, питому теплоємнiсть електронного газу ce =
Ce/V та довжину вiльного руху електрона

λe =
1
3
cevF l̄e. (19.29)

У зв’язку з тим, що швидкiсть електронiв на багато прядкiв перевищує швидкiсть
звуку (див. табл. 18.2), електронна теплопровiднiсть виявляється у десятки разiв бiль-
шою фононнї теплопровiднiстi. Це, зокрема, пояснює, чому метали хорошi провiдники
тепла, а дiелектрики — поганi.

Пiдставляючи (19.28) у формулу (19.29) для теплоємностi електронного газу отри-
маємо

λe =
1
3
cev

2
F τ =

1

6

π2nk2Бv
2
F τ

EF

T.

Тепер вiзьмем вiдношення коефiцiенту теплопровiднстi λe до електропровiдностi
(19.24)

λe
σ

=
1

6

π2nk2БMev
2
F τ

ne2τEF

T =
π2

3

(
kБ

e

)2

T = LT.

Отже, вiдношення коефiцiенту теплопровiдностi до електропровiдностi металу про-
порцiйно температурi, причому коефiцiент пропорцiйностi L не залежить вiд типу

261



металу. Цю залежнiсть називають законом Вiдемана-Франца, а коефiцiент L — ста-
лою Лоренца. Важливо пiдкреслити, що стала Лоренца виражається лише через фун-
даментальнi сталi i не залежить нi вiд маси електрона, нi вiд густини електронного
газу. При кiмнатнiй температурi закон Вiдемана-Франца добре узгоджується з екс-
периментом за виключенням лише деяких металiв (наприклад, Be). Вiдхилення вiд
закону Вiдемана-Франца пояснюються впливом електрон-фононної взаємодiї.

19.6 Магнiтна сприйнятливiсть електронного газу

Якщо зразок знаходиться у зовнiшньому магнiтному полi B магнiтний момент
зразка змiнюється. Ця змiна характеризується питомою магнiтною сприйнятливiстю,
яка визначається як друга похiдна вiд змiни енергiї по полю на одиницю об’єма зразка

χ = −∂
2∆E

∂B2

1

V
.

У випадку, коли магнiтна сприйнятливiсть додатня, кажуть, що речовина парамагнi-
тна, якщо ж вона вiд’ємна, то говорять про дiамагнiтну речовину.

Змiна магнiтного моменту пояснюється тим, що елементарнi магнiтнi моменти
зразка починають орiєнтуватися по полю. Зясуємо, як виникає така орiєнтацiя у еле-
ктроному газi метала. Для цього розглянемо середню енергiю взаємодiї електрона з
зовнiшнiм магнiтним полем

〈∆E〉 = −〈µ ·B〉 = −µB〈cos θ〉,

де µ — магнiтний момент електрона. Середнє значення косинуса кута мiж напрямками
магнiтного моменту електрона та полем визначимо з розподiлу Больцмана

〈cos θ〉 =
∫
dΩe−∆E/kБT cos θ∫
dΩe−∆E/kБT

=

=

∫ 1

−1
d cos θ cos θeµB cos θ/kБT

∫ 1

−1
d cos θeµB cos θ/kБT

=

= ctha− 1

a
, де a =

µB

kБT
.

L(a) = ctha− 1
a

називається функцiєю Ланжевена. Її залежнiсть показано на рис. 19.11
неперервною лiнiєю.

При невеликих значеннях a функцiя Ланжевена веде себе як L(a) ≈ a/3 (штрихова
лiнiя на рис. 19.11) i магнiтна сприйнятливiсть виявляється обернено пропорцiйною
температурi

χ ≈ 2

3

µ2n

kБT
. (19.30)

Це знаходиться у протирiччi з експериментом, який показує, що:

• як правило метали мають не залежну вiд температури електронну об’ємну па-
рамагнiтну сприйнятливiсть;
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Рис. 19.11. Залежнiсть функцiї Ланжевена L вiд a = µB
kБT

(неперервна крива)

• розрахована сприйнятливiсть приблизно на два поряди бiльша експерименталь-
но вимiряноъ величини.

Правильна теорiя була побудована Паулi, який обчислив сприйнятливость з врахува-
нням статистики Фермi-Дiрака.

Справа в тому, що переважна бiльшiсть електронiв металу знаходиться на рiвнях
з однаковою енергiєю та спiнами направленими у рiзнi сторони. В силу принципу
Паулi такi електрони не можуть зорiєнтуватися по полю i тому не дають внесок до
iндукованого магнiтного моменту. Внесок дають лише електрони, енергiя яких близь-
ка до енергiї Фермi. Їх кiлькiсть складає ∼ T/TF вiд загальної кiлькостi електронiв.
Таким чином результат, який випливає з теорiї Ланжевена, потрiбно домножити на
величину ∼ T/TF .

В результатi одержимо, що сприйнятливiсть буде незалежною вiд температури.
Причому, внаслiдок того, що тепер у знаменнику замiсть кiмнатної температури зна-
ходиться велика величина TF , спрiйнятливiсть буде приблизно у T/TF ∼ 1/100 разiв
менша сприйнятливостi, яку одержано на основi формули (19.30).

Отримаємо цей результат виходячи безпосередньо з розподiлу Фермi-Дiрака. Вва-
жаючи, що намагнiченiсть зразка визначається як сума магнiтних моментiв окремих
електронiв, пишемо для намагнiченостi одиницi об’єму:

M =
µ

2

∫
dE [D(E + µB)−D(E − µB)] f(E, T ),

де перший та другий доданки у квадратних дужках вiдповiдають густинам станiв еле-
ктронiв iз спiнами направленими по полю та проти поля, множник 1/2 показує, що
кiлькiсть електронiв iз спiнам направленими у рiзнi сторони були однаковi до вклю-
чення поля. Для слабкого поля густини станiв можна розложити в ряд та врахувати
лише доданки пропорцiйнi напрузi поля:

D(E ± µB) ≈ D(E)± µBD′(E).
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Таким чином одержимо для сприйнятливостi:

χ =
1

V

∂M

∂B
= µ2

∫ ∞

0

D′(E)f(E, T )dE ≈

≈ µ2

∫ ∞

0

D′(E)f(E, T = 0)dE =

=
µ2

V

∫ EF

0

D′(E)dE =
µ2

V
D(EF ) =

3

2

nµ2

kБTF
.

(19.31)

Подалi цей результат був уточнений Ландау, який показав, що потрiбно також ура-
ховувати вплив поля на рух електронiв, який додає свiй внесок у сприйнятливiсть.
Цей факт не враховувався при виводi формули (19.31). З урахуванням впливу по-
ля на рух електронiв одержується наступний вираз для магнiтної сприйнятливостi
електронного газу метала:

χ =
nµ2

kБTF
.

Контрольнi запитання i завдання

1. Що таке функцiя Блоха i яка причина її виникнення?
2. Як визначаються зони Бриллюена в одномiрному кристалi?
3. Що таке ефективна маса електрона в кристалi?
4. Що таке дозволенi та забороненi енергетичнi зони в кристалi? Причина їх виникне-
ння у випадку майже вiльних електронiв.
5. Що таке енергiя, iмпульс, швидкiсть та температура Фермi?
6. Як пов’язананi енергiя Фермi та густина електронного газу?
7. Запишiть розподiл Фермi-Дiрака?
8. Як пов’язананi хiмiчний потенцiал та енергiя Фермi електрнного газу при нульовiй
температурi?
9. Що таке довжина вiльного пробiгу електрона в кристалi?
10. Чому теплоемнiсть електронного газу практично не впливає на теплоємнiсть кри-
сталу? При яких температурах теплоемнiсть електронного газу дає значний внесок в
теплоємнiсть кристалу i чому?
11. Сформулюйте закон Вiдемана-Франца.
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Додаток А

Математичнi додатки

А.1 Сферична система координат

Нехай вектор r заданий в декртових координатах:

r = (x, y, z).

Його компоненти x, y, z наступним чином виражаються через координати r, θ, ϕ в
сферичнiй системi координат, рис. А.1:

x = r sin θ cosϕ,

y = r sin θ sinϕ,

z = r cos θ,

0 ≤ r <∞, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π.

Обернене перетворення:

r =
√
x2 + y2 + z2,

θ = arccos

(
z√

x2 + y2 + z2

)
,

ϕ = arctg
(y
x

)
.

Для того, щоб знайти компоненти оператора градiєнта потрiбно знати наступнi похi-
днi:

∂r

∂x
= sin θ cosϕ,

∂r

∂y
= sin θ sinϕ,

∂r

∂z
= cos θ,

∂θ

∂x
=

cos θ cosϕ

r
,

∂θ

∂y
=

cos θ sinϕ

r
,

∂θ

∂z
= −sin θ

r
,

∂ϕ

∂x
= − sinϕ

r sin θ
,

∂ϕ

∂y
=

cosϕ

r sin θ
,

∂ϕ

∂z
= 0.

(А.1)

Тодi
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Рис. А.1. Сферичнi координати.

∂

∂x
= sin θ cosϕ

∂

∂r
+

cos θ cosϕ

r

∂

∂θ
− sinϕ

r sin θ

∂

∂ϕ
,

∂

∂y
= sin θ sinϕ

∂

∂r
+

cos θ sinϕ

r

∂

∂θ
+

cosϕ

r sin θ

∂

∂ϕ
,

∂

∂z
= cos θ

∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ
,

△ = ∇2 =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂

∂r

)
+

1

r2

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂

∂ϕ2

]
.

А.2 Полiноми Ермiта

Полiноми Ермiта (їх також називають полiномами Чебишева-Ермiта):

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
e−x2

.

Умова ортогональностi:

∫ ∞

−∞
e−x2

Hn(x)Hm(x) =
√
π2nn!δnm.

Iз визначення полiномiв Ермiта витiкає, що

xHn(x) =
1
2
Hn+1(x) + nHn−1(x).
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А.3 Полiноми та приєднанi полiноми Лежандра

Приєднанi полiноми Лежандра визначаються як

Pm
ℓ (cos θ) =

sinm θ

2ℓℓ!

dm+ℓ

(d cos θ)m+ℓ

(
cos2 θ − 1

)ℓ
, (А.2)

де m = 0, 1, 2, 3, ..., ℓ . Вони задовольняють диференцiальному рiвнянню

1

sin θ

d

d sin θ

(
sin θ

dPm
ℓ

dθ

)
+

[
ℓ (ℓ+ 1)− m2

sin2 θ

]
Pm
ℓ = 0.

В тому випадку, коли m = 0 , приєднанi полiноми Лежандра називають полiномами
Лежандра та позначають Pℓ(cos θ). Поклавши в (А.2) m = 0 одержимо явний вигляд
найнижчих полiномiв Лежандра

P0 (u) = 1; P1 (u) = u;
P2 (u) =

1
2
(3u2 − 1) ; P3 (u) =

1
2
(5u3 − 3u) .

Приєднанi полiноми Лежандра задовольняють наступнiй умовi ортогональностi

1∫

−1

duPm
ℓ′ (u)P

m
ℓ (u) = δℓ′ℓ

2 (ℓ+m)!

(2ℓ+ 1) (ℓ−m)!
,

де введено позначення u = cos θ .
Серед важливих властивостей приєднаних полiномiв Лежандра, якi часто вико-

ристовуються в квантовiй механiцi, вiдмiтимо рекурентнi формули для приєднаних
полiномiв Лежандра

uPm
ℓ (u) =

1

(2ℓ+ 1)

[
(ℓ−m+ 1)Pm

ℓ+1 (u) + (ℓ+m)Pm
ℓ−1 (u)

]
,

√
1− u2Pm−1

ℓ (u) =
1

(2ℓ+ 1)

[
Pm
ℓ+1 (u)− Pm

ℓ−1 (u)
]
.

Для повноти викладення варто вiдмiтити теорему додавання. Нехай два напрями
заданi векторами

n1 = (sin θ1 cosφ1, sin θ1 sinφ1, cos θ1) ,

n2 = (sin θ2 cosφ2, sin θ2 sinφ2, cos θ2)

i α - кут мiж ними, тодi має мiсце спiввiдношення

Pℓ (cosα) =
4π

2ℓ+ 1

ℓ∑

m=−ℓ

Y ∗
ℓm(θ1, φ1)Yℓm(θ2, φ2).

В деяких задачах зручно використовувати розклад |r− r′|−1 по полiномам Лежандра

1

|r− r′| =





1
r′

∞∑
l=0

(
r
r′

)ℓ
Pℓ(cos θ) при r < r′,

1
r

∞∑
l=0

(
r′

r

)ℓ
Pℓ(cos θ) при r > r′.

де θ - кут мiж векторами r та r′.
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