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Вступ 
 

 Матеріал цієї книжки охоплює курс лекцій, читаних автором протягом кількох 

семестрів студентам III-IV курсів фізичної спеціалізації фізико-математичного факультету 

КПІ ім. Ігоря Сікорського (Національного технічного університету України “Київський 

політехнічний інститут імені Ігоря Сікорського”) на тему «Квантова механіка».  

 Квантова механіка як предмет викладання суттєво відрізняється від таких класичних 

предметів як класична механіка, електродинаміка, теорія відносності насамперед тим, що не 

існує загальноприйнятої точки зору з приводу основних її принципів, а також того, як її слід 

викладати, і взагалі, що квантова механіка означає. Безперечно, засади квантової механіки 

основані на принципі корпускулярно-хвильового дуалізму, але навіть у цьому корінному 

принципі знаходимо багато парадоксів та непорозумінь. Фотон є частинкою 

електромагнітного випромінювання, чи не так? Який тоді розмір цієї частинки? З іншого 

боку, в рамках сучасних теорій елементарних частинок, електрон є точковим зарядом, тобто 

нульового розміру. Тоді як це узгоджується з тим, що електрон – це також хвиля зі 

скінченою довжиною? 

 Можна назвати кілька суттєво різних “шкіл” викладання квантової механіки, 

заснованих на підручниках та лекціях, що читались відомими вченими минулого сторіччя та 

сучасності. Як приклад, згадаємо Лева Ландау, Річарда Файнмена (обидва Нобелівські 

лауреати), класичні в Україні підручники Олександра Давидова та Івана Вакарчука, та низку 

західних підручників, менш відомих на теренах України. 

 Отже, з необхідністю, вміст курсу квантової механіки відображає смак та бачення 

його автора. В цьому курсі я здебільшого притримувався логіки підручників Давидова та 

Вакарчука (які також є рекомендованими підручниками до курсу), між тим часом 

відхиляючись в деталях. Маючи намір створити практичний посібник, я додаю багато вправ 

та задач з метою кращого засвоєння матеріалу та оволодіння практичними навичками. 

 Кажуть, що історія вчить. Ще кажуть, що історія карає за невивчені уроки. Так чи 

інакше, історія фізики як науки протягом трохи менше двохсот років, починаючи з робіт 

Джеймса Кларка Максвелла (13 червня 1831 – 5 листопада 1879), була більш ніж бурливою. 

Технологічна революція “дев’ятнадцятих”, як результат наукових досягнень кінця 19-го та 

початку 20-го століть, не має аналогів в історії людства. Викладаючи сучасну фізику, не 

можна не розуміти, і не доводити учням, що предмет, який вивчається, має докорінне 

значення для більшості сучасних електронних технологій, які би просто не існували без 

електродинаміки та квантової фізики. 
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“З впевненістю можна твердити, що квантову механіку не розуміє ніхто.” 

 Річард Файнмен, лауреат Нобелівської премії 1965 р. за  

 “фундаментальні роботи з квантової електродинаміки” 

 

 

1. Історія становлення квантової механіки. 
 

 На кінець 19-го сторіччя, успіхи Ньютонівської механіки та електродинаміки 

Максвела викликали певну ейфорію серед науковців. Здавалося, механіка “всесильна”, і 

спроможна описати як небесну механіку руху світил в глобальному просторі, так і рух в 

системах малих частинок, в тій мірі, що закони їх взаємодії були відомими. Альберт 

Майкельсон, знаменитий вимірюваннями швидкості світла, вважав, що у фізиці “...більшість 

основних принципів вже вповні встановлені...”.0F

1 Це висловлення видається парафразом 

Джеймса Максвела, “...цілком ймовірно, що більшість основоположних принципів вже 

вповні встановлено”.1F

2 Між тим, Максвел далі каже: “Але ми не маємо жодного права думати 

про невидимі багатства творіння, або про невимовлену родючість тих свіжих умів, до яких ці 

багатства продовжуватимуть відкриватись.” Яка передбачливість! На зламі сторіч, 

передуючи революцію в розумінні матеріального світу, Лорд Кельвін (Уільям Томсон) пише 

про “хмари” на обрії фізичної науки.2F

3 Лорд Кельвін убачав дві основні проблеми, що не 

могли бути розв’язані в рамках тогочасної механіки: інтерпретація результатів експериментів 

Майкельсона - Морлі щодо швидкості світла, та неспроможність описання теплоємності при 

низьких температурах згідно з принципом рівнорозподілу енергії. Невдовзі, перша “хмара” 

була розвіяна теорією відносності Айнштайна, а друга – теорією квантової механіки. Втім, 

існувала ще одна вельми густа пляма, яка стала згодом відома як ультрафіолетова 

                                                 
1 “While it is never safe to affirm that the future of Physical Science has no marvels in store even more astonishing than 
those of the past, it seems probable that most of the grand underlying principles have been firmly established and that 
further advances are to be sought chiefly in the rigorous application of these principles to all the phenomena which 
come under our notice.”, 1894, з промови при відкритті Фізичної лабораторії Раісона в університеті Чикаго 
(Annual Register, University of Chicago, 1896, p. 159). 
2 “This characteristic of modern experiments — that they consist principally of measurements — is so prominent, that 
the opinion seems to have got abroad, that in a few years all the great physical constants will have been approximately 
estimated, and that the only occupation which will then be left to men of science will be to carry on these measurements 
to another place of decimals. If this is really the state of things to which we are approaching, our Laboratory may 
perhaps become celebrated as a place of conscientious labour and consummate skill, but it will be out of place in the 
University, and ought rather to be classed with the other great workshops of our country, where equal ability is directed 
to more useful ends. But we have no right to think thus of the unsearchable riches of creation, or of the untried fertility 
of those fresh minds into which these riches will continue to be poured.”, Introductory Lecture on Experimental 
Physics, Cambridge, October 1871; The Scientific Papers of James Clerk Maxwell, Courier Dover Publications, 
Volume 2, 2003, p. 241. 
3 Lord Kelvin, “Nineteenth Century Clouds over the Dynamical Theory of Heat and Light”. Philosophical Magazine, 
Sixth Series, 2, pp.1–40 (1901). 
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катастрофа, яку проте на той час не помічали. Проблема стосувалась закону теплового 

випромінювання Релея-Джинса.3F

4 Розв’язок цієї проблеми Максом Планком в 1900 р. слід 

вважати першою віхою становлення квантової механіки, наступні віхи коротко розглянемо 

нижче. Але спершу, що ж таке ультрафіолетова катастрофа? 

 

 

1.1 Теплове випромінювання 
 
 Теплове електромагнітне випромінювання є наслідком хаотичного теплового руху 

частинок середовища. Зручною теоретичною моделлю є так зване “абсолютно чорне тіло”, 

тобто таке, що повністю поглинає падаючу електромагнітну енергію і знаходиться в 

термодинамічній рівновазі з електромагнітним полем. Моделлю такої рівноважної системи 

може бути замкнена порожнина, оточена тепловим резервуаром при температурі T, 

Рис.1.1(а). Спостерігати випромінювання можна через невеликий отвір, достатньо малий, 

щоб втратою енергії через нього можна було знехтувати, Рис.1.1(а). Зовнішнє 

випромінювання, що падає на отвір, проходить всередину і там залишається, тобто повністю 

поглинається. Отже, такий отвір є моделлю абсолютно чорного тіла. 

 

 

                                                 
4 Перша згадка про спектральний розподіл пропорційно до 4−λ  зустрічається в короткому повідомленні Лорда 
Релея: Lord Rayleigh, “Remarks upon the law of complete radiation”, Philosophical Magazine 49 (1900), 539-540. 
Термін “ультрафіолетова катастрофа” вперше був вжитий Паулем Еренфестом на першому конгресі Solvay 
Conference в 1911 році, і також в статті: P. Ehrenfest, “Welche Züge der Lichtquantenhypothese spielen in der 
Theorie der Wärmestrahlung eine wesentliche Rolle?”, Annalen der Physik 341, 91-118 (1911). 

 

Рис. 1.1. Теплове випромінювання. (а) Порожнина розміром L, заповнена рівноважним 
тепловим випромінюванням при температурі T.  (б) Нормальні коливання (моди) в 
порожнині.. 

y 

z 

x 
L 

T 

V = L3 

kx 

ky 

kz 

dk 

k 

π 
L 

(а) (б) 
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 Густав Кірхгоф (1824-1887) експериментально та теоретично досліджував теплове 

випромінювання, і вивів закони, що пізніше були названі його іменем. Нехай спектральна 

густина енергії рівноважного електромагнітного поля теплового випромінювання при 

температурі T  дорівнює νν dTduTu )()( = , де )(Tu  - густина енергії поля (енергія на 

одиницю об’єму), ν  – частота. Тоді, вочевидь, якщо енергія поля в об’ємі V становить E, то 

∫
∞

=
0

)( νν dTu
V
E  

 Згідно з Кірхгофом, )(Tuν  є універсальною функцією, що не залежить від природи 

випромінювача, в тій мірі що він є “абсолютно чорним”. Проте знайти цю функцію Кірхгофу 

не вдалось. 

 В тепловій рівновазі, в порожнині на Рис.1.1(а). встановлюються нормальні коливання 

електромагнітного поля (нормальні моди), що є стоячими хвилями. Для стоячої хвилі на 

довжині L  має вкладатись ціле число півхвиль, так що  

   ,,,,,2,1,0, zyxin
L

nk iii === 
π     (1.1) 

де ),,( zyx kkk=k  – аналог хвильового вектора для стоячої хвилі (стояча хвиля не має 

справжнього хвильового вектора). У k–просторі, Рис.1.1(б), кожній стоячій хвилі (моді 

коливань) відповідає точка з координатами ),,( zyx kkk . Ці точки утворюють кубічну гратку з 

періодом Lπ , Рис.1.1(б). Тоді кількість усіх стоячих хвиль в інтервалі хвильових чисел від 0 

до k  дорівнює кількості точок гратки в 1/8 кулі з радіусом k  (фактор 1/8 виникає через те, 

що для стоячої хвилі zyx kkk ,,  мають бути додатними). Кожній точці відповідає об’єм 

комірки 3)( Lπ , так що слід поділити 1/8 об’єму кулі з радіусом k  на об’єм комірки. 

Оскільки кожна хвиля може мати дві ортогональні поляризації, що відповідають різним 

модам, то для визначення кількості мод отримане число слід ще помножити на 2. Отже, 

кількість мод N  в k–об’ємі 33481 kπ  становить 

    .
3
1

)(
34

8
12 2

33

3

3

ππ
π Lk
L

kN =××=     (1.2) 

Виражаючи k  через частоту моди ν  та швидкість світла с, ck πν2= , отримуємо: 

    .2,
3

8
3

33

c
k

c
LN πννπ

==      (1.3) 

Тоді кількість мод на одиницю частоти і об’єму 3LV =  становить 

     3

281
cd

dN
V

πν
ν

= ,     (1.4) 
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так що спектральна густина енергії випромінювання становить 

    〉〈=〉〈= E
c

E
d
dN

V
Tu 3

281)( πν
νν ,    (1.5) 

де 〉〈E  – середня енергія на одну моду. Оскільки моди є гармонічними осциляторами, то в 

тепловій рівновазі має бути TkE B=〉〈  на один осцилятор, так що 

    Tk
c

Tk
d
dN

V
Tu BB 3

281)( πν
νν == .    (1.6) 

Це формула Релея-Джинса. Повна енергія випромінювання в одиничному об’ємі дорівнює 

інтегралу від )(Tuν  по всім ν . Але ∞=∫
∞

0
)( νν dTu , інтеграл розходиться при високих 

частотах ! Це і є ультрафіолетова катастрофа. 

 Макс Планк вирішив проблему в 1900 р., дійшовши до висновку, що електромагнітна 

енергія має випромінюватися порціями, квантами νhE = , де h = 6.626×10–34 Дж⋅с тепер 

відома як стала Планка. Його результат, закон теплового випромінювання Планка: 

    
1

18)( 3

3

−
= Tkh Bec

hTu νν
νπ .     (1.7) 

Планк отримав цей результат на основі глибоких термодинамічних міркувань (детальний 

опис дає Вакарчук в підручнику), і дійшов до висновку про квантування енергії лише в кінці, 

проте особливого значення цьому не надав. На рис. 1.2 графічно порівнюються закони Релея-

Джинса та Планка. 
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Рис. 1.2. Закони випромінювання Релея-Джинса та Планка. 
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1.2 Фотоефект 
 

 Якщо світло з частотою ν  (ультрафіолетове для більшості металів, але також і видиме 

для лужних металів) освітлює поверхню металу (Герц 1887), то з неї випромінюються 

електрони з максимальною кінетичною енергією 

   AhmE e −== ν
2

2v ,  де А – робота виходу електрона з металу. 

Це привело Альберта Айнштайна, який був прекрасно обізнаний з роботами Макса Планка, в 

1905 р. до гіпотези, що електромагнітне випромінювання не тільки випромінюється 

порціями (квантами), але і існує як сукупність квантів з енергією νh . Це природно пояснило 

всі доти незрозумілі властивості фотоефекту і поклало основу концепції корпускулярно-

хвильового дуалізму. 

 

 Далі наведемо короткий хронологічний перелік подій, що відіграли центральну роль в 

становленні квантової механіки. 

 

1913 р. Модель Нільса Бора атома водню, що пояснювала лінійчасті спектри атомів та 

квантування їх енергій. 

 

1922 р. Досліди Штерна і Герлаха, що встановили квантування проекції магнітного моменту 

частинки. 

 

1923 р., досліди А.Комптона з розсіяння рентгенівського випромінювання на електронах 

середовища зі зміною частоти випромінювання, явища неможливого в рамках класичної 

електродинаміки, яке проте знаходило природне пояснення, приймаючи квантову природу 

випромінювання. 

 

1924 р. Гіпотеза Луї де Бройля про хвильові властивості матеріальних частинок. Гіпотеза, що 

на той час жодними експериментальними свідченнями підтримана не була. Згідно з 

гіпотезою, матеріальній мікрочастинці з імпульсом  р  відповідає хвильовий процес з 

довжиною хвилі 
p
h

=λ . Сьогодні ці хвилі відомі як “хвилі матерії” або “хвилі де Бройля”. 

 

1927 р. Досліди Девісона і Джермера з дифракції електронів, що явили собою беззаперечне 

свідчення хвильових властивостей мікрочастинок. 
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1.3 Корпускулярно-хвильовий дуалізм фотонів та матеріальних частинок 
 

 Найяскравішими ранніми свідченнями квантової природи світла є фотоефект та його 

квантова теорія Айнштайна, та досліди Комптона. Між тим немає сумнівів, що світло є 

електромагнітними хвилями, прекрасно описуваними електродинамікою Максвела. Це 

приводить до концепції корпускулярно-хвильового дуалізму, тобто поєднання на перший 

погляд несумісних властивостей в одному об’єкті. Підсумуємо ці властивості для фотонів, 

квантів електромагнітного випромінювання. 

 

Енергія: ων == hE ,    де 341005.12 −×== πh  Дж с – зведена стала Планка, 

     πνω 2=  кутова частота.  

     Згідно з принципом еквівалентності енергії та маси 

     2mcE = , фотон має масу. 

Маса:  22 c
h

c
Em ν

== .  Отже, має імпульс k
c

hmcp ===
ν  ( k  – хвильове 

     число), 

  або векторно 

Імпульс: kp =   (k  – хвильовий вектор). 

 

 Ліві частини цих рівностей відображають корпускулярну сторону властивостей 

фотонів, а праві частини – хвильову. 

 Першим беззаперечним свідченням хвильових властивостей матеріальних частинок є 

досліди Девісона і Джермера з дифракції електронів. Хвильові та корпускулярні властивості 

матеріальних частинок пов’язані дещо подібно до властивостей фотонів: 
p
h

=λ ,  kp = . 

 

 

1.4  Хвильова функція. Постулати квантової механіки 
 

 З дослідів Девісона-Джермера по дифракції електронів можна зробити висновок, що 

електрони проявляють властивості плоских хвиль з хвильовою функцією (поки що в сенсі 

класичної хвильової фізики) 

    
)()(),(

tEi
ti eCeCt

−− ==Ψ
rprkr ω .    (1.8) 



 13 

Таким чином, поняття положення частинки (а отже і траєкторії) втрачає смисл, бо яке 

положення має плоска хвиля? Але який смисл цієї хвильової функції? Що саме коливається? 

Властивостям квантово-механічної хвильової функції можна знайти деякі раціональні 

пояснення, але в цілому ці властивості ні звідки не слідують, і тому формулюватимуться як 

постулати. 

 

Постулат 1. 

 

Хвильова функція ),( txΨ  системи з N  ступенями вільності, іншими назвами якої є: 

• функція стану, 

• Ψ-функція, 

• вектор стану 

(смисл останньої назви стане зрозумілим дещо пізніше) є взагалі кажучи комплекснозначною 

функцією  N  координат х, і повністю описує стан системи. 

 Відзначимо суттєву відмінність з класичною 

механікою, де стан механічної системи з N  частинок 

описується вектором },{ rpx =  з N  імпульсів р та N  радіус-

векторів r у фазовому просторі координат та імпульсів. Стан 

системи в кожен момент часу визначається точкою в 

фазовому просторі, що з часом описує траєкторію. 

 В квантовій механіці, функція стану ),( txΨ  

залежить від усіх значень координат, так що описання 

стану має елемент невизначеності. 

 Далі для простоти розглядатимемо одну частинку в трьохвимірному просторі r. 

 

Постулат 2. 

 

 Квадрат модуля хвильової функції частинки 2|),(| trΨ  визначає густину ймовірності 

знаходження частинки в точці r в момент t, де під густиною ймовірності слід розуміти 

наступне. Нехай ймовірність знаходження частинки в нескінченно малому об’ємі dV, що 

оточує точку r, складає dР. Тоді густина ймовірності ρ  складає 
dV
dP

=ρ . Отже, 

   ,|| *2 ρ=ΨΨ=Ψ      (1.9) 

 

t 

x x = x(t) 

t0 

стан системи 
при t0 – точка 

x 

t1 

ψ(x) t2 
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де зірочка * означає комплексне спряження. Таким чином, Ψ є амплітудою ймовірності. 

 

Нормування. 

 

 Оскільки 2|| Ψ  є густиною ймовірності, то інтеграл від 2|| Ψ  по всьому простору є 

ймовірністю того, що частинка знаходиться десь у просторі, тобто взагалі існує, і таким 

чином дорівнює одиниці. Отже, умова нормування ψ-функції: 

     ,1|| 332 * =ΨΨ=Ψ ∫∫ rr dd     (1.10) 

де мається на увазі інтегрування по всьому простору, а r3d  є іншим позначенням для  dV. 

 

Суперпозиція. 

 

 Як відомо з хвильової фізики, інтерференція та дифракція хвиль є наслідком принципу 

суперпозиції, що твердить, що при накладанні хвиль величини збурень, що переносяться 

хвилями, додаються лінійно. В результаті при накладанні хвиль з різними фазами їх 

амплітуди додаються в різних пропорціях, так що результуюча інтенсивність 

перерозподіляється в просторі. Оскільки експеримент свідчить про інтерференцію та 

дифракцію матеріальних частинок, то їх хвильові функції також мають підкорятися 

принципу суперпозиції. Сформулюємо його як постулат. 

 

Постулат 3. 

 

 Якщо ψ1 та ψ2 є можливими станами частинки (чи системи частинок), то можливий 

також і стан ψ = С1ψ1 + С2ψ2, де С1 та С2 є константами (нормування, вочевидь, вимагає, що 

|С1|2 + |С2|2 = 1). 

 

Це, зокрема, означає, що стан системи має описуватись лінійним рівнянням. 

 

 

Хвильова функція де Бройля. 

 

 Хвильову функцію у вигляді плоскої хвилі 

    
)()(),(

tEi
ti eCeCt

−− ==Ψ
rprkr ω     (1.11) 
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називають також хвильовою функцією де Бройля. Цю функцію неможливо віднормувати у 

звичайному сенсі, оскільки 

    




=
≠∞

==Ψ ∫∫ 0,0
0,

|||| 3232

C
C

dCd rr . 

Отже, такі стани з точно визначеними імпульсом р та енергією Е фізично не реалізуються. 

Між тим, функція де Бройля є зручною абстракцією, і для неї існують наступні два штучні 

метода нормування. 

 

1. Метод об’єму періодичності. 

 

 Нехай функція стану визначена в кубічному об’ємі розміром L  та об’ємом V = L3. 

Накладемо на функцію де Бройля ),( trΨ  періодичні граничні умови: 

    ),,,(),,,( tzyxtLzLyLx Ψ=+++Ψ , 

так що ,1,1,1 === LikLikLik zyx eee і тоді 

  .,2,1,0,,де,2,
2

,2
==== zyx

z
z

y
y

x
x nnn

L
nk

L
n

k
L
nk πππ  

Тепер нормуємо ),( trΨ  по об’єму періодичності V : 

   
V

CVCdVCdV
VV

11|||||| 222 =⇒===Ψ ∫∫ . 

Отже, хвильова функція де Бройля, нормована по об’єму періодичності V : 

 .,2,1,0,,),(2,1),( )( =++==Ψ −
zyxzyx

ti nnnnnn
L

e
V

t kjikr rk πω  (1.12) 

2. Нормування на δ – функцію. 

 

    Математичний відступ: δ – функція   

Визначення:  
0,
0,0

)(
=∞
≠

=
x
x

xδ ; ∫−
>=

b

a
badxx )0,(1)(δ ; 

)(1)( x
a

ax δδ = ;  )()()()( zyx δδδδ =r ;  одне з можливих представлень:  ∫
+∞

∞−

±= dkx e ikx

π
δ

2
1)( . 

 

 

 Розглянемо координатну частину функції де Бройля )(),( tieCt ω−=Ψ rkr , а саме 

rk
k r ieC=)(ψ . Розглянемо стани з хвильовими векторами k та k0 та знайдемо наступний 

інтеграл: 
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   )()2(|||| 0
323)(23* 0

0
kkrr rkk

kk −== ∫∫ −− δπψψ CdeCd i . 

Вимагаємо умову нормування 

   )( 0
3*

0
kkrkk −=∫ δψψ d , 

так що 3
2

)2(
1||
π

=C , і тоді хвильова функція де Бройля, нормована на δ – функцію: 

   
)(

2/3
)(

2/3 )2(
1

)2(
1),(

tEi
ti eet

−− ==Ψ
rprkr 

ππ
ω .   (1.14) 

 

 

Хвильовий пакет з вузьким розподілом імпульсів. 

 

 Як ми бачили, стан з точно визначеним імпульсом, що описується функцією де 

Бройля, фізично не реалізується. Між тим, можливі стани, де імпульс не є точно визначеним, 

а розподілений в деякому (вузькому) інтервалі. Такі стани називають хвильовими пакетами. 

 Розглянемо одновимірний випадок руху вздовж ОХ, причому імпульс р = рх 

розподілений у вузькому інтервалі з функцією розподілу С(р). Тоді хвильову функцію можна 

виразити як інтеграл по розподілу С(р) від функції де Бройля: 

 dpepCtx
t

m
pxpi )
2

(
2

)(),(
−∞

∞−∫=Ψ  ,  (1.15) 

де mpE 22=  є кінетично енергією частинки з масою m. 

Нехай імпульс р  рівномірно розподілений у вузькому 

інтервалі шириною 2∆р в околі р0. Тоді 

   dpeCtx
t

m
pxpipp

pp

)
2

(

0

2

0

0

),(
−∆+

∆−∫=Ψ  . 

Позначимо 0pp −=ξ   р0, так що ξddp = . Тоді наближено,  

   


2
00

2
00

22
0

2 22)(
0

pppppp +=++=+=
≈

ξξξξ . 

Підставляючи в попередній вираз, маємо 

ξξξ
ξξξ

deeCdeCdeCtx
t

m
pxip

p

t
m

pxpit
m

pt
m
pxxpip

p

t
m

pxpip

p

)()
2

(

0

)
2

(

0

)
2

(

0

00
0

2
00

0

2

),(
−∆

∆−

−−−+∆

∆−

−∆

∆− ∫∫∫ ===Ψ  . 

З показника експоненти перед інтегралом бачимо, що фазова швидкість хвильового пакету 

складає 
2
v v ==

m
p
2

0
ф  (оскільки vmp =0 , де v – швидкість частинки), тобто половину 

швидкості частинки. Між тим, інтеграл визначає огинаючу хвильової функції, так що з 

 p 

C ( p) 

 p0 

 C0 

2∆p p0 
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показника експоненти під інтегралом групова швидкість пакету складає v v ==
m
p0

г , тобто 

дорівнює швидкості частинки, як і має бути. Знайдемо інтеграл в попередньому виразі, що 

визначає огинаючу Ψ –функції хвильового пакету: 

  













 −

∆
∆=







 −

∆















 −

∆

∆=
−∆

∆−∫ t
m
pxpp

t
m
pxp

t
m
pxp

pde
t

m
pxip

p
0

0

0

)(
sinc2

sin
2

0






 ξ

ξ
, 

де yyy sin)(sinc = . Тоді в початковий 

момент часу 0=t  густина ймовірності 
2|)(| xΨ  визначається як 

 





 ∆

∆=Ψ xppCx


222
0

2 sinc4|||)(| . 

Форма цієї функції схематично вказана 

на малюнку. 

 

Знайдемо ще С0 : 

  14|||)(| 22
0

2 =
∆

∆=Ψ∫
∞

∞−
π

p
pCdxx  ,  звідки  

p
C

∆
=

π4
12

0  

(була використана тотожність π=∫
∞

∞−
dyy)(sinc2 ). 

 

 

Вправи 
 

1. Приймаючи, що νnhE = , знайти 〉〈E  з законів статистики, і далі отримати закон 

теплового випромінювання Планка. 

 

2. Чи потребує квантово-механічного описання частинка в тепловій рівновазі з 

оточенням при Т=300 K, якщо частинка – це а) кулька 1 мг б) нейтрон 1,67×10-27 кг ? 

 

3. Віднормувати наступні хвильові функції (знайти А)  

а) tix eAetx ωλ −−=Ψ ||),( ,   б) //),( iEtar eAet −−=Ψ r . 

Для ψ-функції а), яка енергія цього стану? Знайти ймовірність, що |x|<1/λ. Для ψ-

функції б), знайти ймовірність, що r < a. 

 π    –π    ϕ   

 sinc2
 (ϕ )  

 1 
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2. Функції розподілу ймовірності. 
 

 Хвильова функція квантової механіки має імовірнісний смисл, так що описання 

властивостей системи є предметом математичної статистики, що оперує з функціями 

розподілу імовірності. 

 Нехай деяка випадкова змінна х може набувати дискретних значень х1, х2, х3, …  з 

ймовірностями Р1, Р2, Р3, … . Тоді Рі (хі) є дискретною функцією розподілу ймовірності 

величини х. Оскільки величина х з певністю набуває якогось значення, то ∑ Рі  = 1. Середнє 

значення величини х, або її математичне сподівання, визначається як 

     ∑=〉〈
i

ii Pxx ,      (2.1) 

а середнє значення деякої функції F(x) величини х 

     ∑=〉〈
i

ii PxFxF )()( .     (2.2) 

Нехай для неперервної випадкової величини х ймовірність її знаходження в інтервалі 

],[ dxxxx +∈  складає dP, так що 

     dxxfdP )(= .      (2.3) 

Тоді )(xf  – це функція розподілу ймовірності величини х, а середні значення х та деякої 

функції F(x) від х складають 

   dxxfxx )(∫=〉〈 ,   dxxfxFxF )()()( ∫=〉〈 ,    (2.4) 

де інтегрування проводиться по інтервалу можливих значень х. 

 Оскільки 2|)(| xψ  є густиною ймовірності, то вона є функцією розподілу ймовірності 

координати х, або деякої функції координати F(x), так що середнє значення координати 

    dxxxx 2|)(|ψ∫=〉〈       (2.5) 

і аналогічно для функції координати F(x), 

    dxxxFxF 2|)(|)()( ψ∫=〉〈 .     (2.6) 

 

 

2.1 Координатне та імпульсне представлення функції стану 
 

 Нехай функція стану ),( trΨ  є суперпозицією нескінченної кількості плоских хвиль з 

розподілом імпульсів )(pC , так що 



 19 

    ppr
rp 3)(

)(),( deCt
tEi

∫
−

=Ψ  .     (2.7) 

Позначимо 

    ),(
)2(

1)( 2/3 teC
tEi

pp ϕ
π 

 =
−

.    (2.8) 

Функція ),( tpϕ  є функцією стану в імпульсному представленні (зображенні) і є рівноцінним 

описанням стану порівняно з функцією ),( trΨ  в координатному представленні. 

Підставляючи в (2.7), 

    ppr
rp 3

2/3 ),(
)2(

1),( dett
i

∫=Ψ 


ϕ

π
.    (2.9) 

Це обернене перетворення Фур’є функції ),( tpϕ . Пряме перетворення: 

    rrp
rp 3

2/3 ),(
)2(

1),( dett
i

∫
−

Ψ= 

π
ϕ .    (2.10) 

Співвідношення (2.9) та (2.10) дають співвідношення між функціями стану в координатному 

та імпульсному зображеннях. 

 

Теорема Планчереля. Нормування функції стану не залежить від представлення, 

    1|),(||),(| 3232 ==Ψ ∫∫ pprr dtdt ϕ .    (2.11) 

Доведення. 

  
,),(),(

)2(
1

),(),(
)2(

1),(),(|),(|

1
33)(

13

1
3

1
3

3
2

1

1

*

**

rrrr

rrrrppp

rrp

rprp

ddett

detdetttt

i

ii

−

−

ΨΨ=

=ΨΨ==

∫∫

∫∫









π

π
ϕϕϕ

 

  
,1),(),(),(),(

),(),(
)2(

1|),(|

3
11

33

3)(

1
33

13
32

*

),(

)(*

)()2(

*

1

1
3

1

=ΨΨΨΨ=

=ΨΨ=

∫∫∫

∫∫∫∫

=

Ψ

−

−

−

rrrrrrr

prrrrpp

r

rr

rr

rrp

dtttdtd

deddttdt

t

i

  






δ

δπ
π

ϕ

 

що і слід було довести. 

 Середнє значення координати х, як бачили раніше, визначається як 

   
  

записуформастандартна

* ,)()(|)(| 2 ∫∫
∞

∞−

∞

∞−

==〉〈 dxxxxdxxxx ψψψ    (2.12) 

і аналогічно для радіус-вектора 
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   .)()( 3* rrrrr dψψ∫=〉〈       (2.13) 

А чому дорівнює середнє значення імпульсу? Вочевидь, 2|),(| tpϕ  є густиною розподілу 

(функцією розподілу ймовірності) імпульсу, так що 

   ,)()( 3* ppppp dϕϕ∫=〉〈       (2.14) 

і аналогічно для проекції імпульсу 

   ∫
∞

∞−

=〉〈 xxxxx dppppp )()(* ϕϕ .     (2.15) 

А як виражається середнє значення імпульсу через Ψ–функцію ),( trΨ  в координатному 

представленні? Дослідимо градієнт ),( trΨ∇  в імпульсному представленні, де оператор 

набла (або “del”) 

    kji
zyx ∂

∂
+

∂
∂

+
∂
∂

=∇ .     (2.16) 

  ppppr

rpp

rprp 3
2/3

3
2/3 ),(

)2(
1),(

)2(
1),( detdett

i
ei

ii

∫∫

=









∇=








∇=Ψ∇








 ϕ
π

ϕ
π

. 

Тоді, опускаючи для скорочення аргументи Ψ–функції 

  
.),(),(

)2(
1

),(),(
)2(

1

1
33)(

113

1
31

1
3

3

1

1

*

**

ppppp

ppppp

rpp

rprp

ddetti

deitdet

i

ii

−

−

∫∫

∫∫

=

==Ψ∇Ψ









ϕϕ
π

ϕϕ
π

 

  

.)14.2(див.,),(),(

),(),(
)2(

1

3

3)(

1
3

11
3

3
3

*

),()2(

)()2(

**

3

3
1

1

〉〈==

==Ψ∇Ψ−

∫

∫∫∫∫
−

−

ppppp

rpppppr

pp

pp

rpp

dtt

dedtdtdi

t

i

ϕϕ

ϕϕ
π

ϕπ

δπ
  

  








 

Отже, 

    ,)( 3* rp di∫ Ψ∇−Ψ=〉〈       (2.17) 

 

або    ,ˆ 3* rpp d∫ ΨΨ=〉〈       (2.18) 

 

де     ∇−= ip̂       (2.19) 
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оператор імпульсу в координатному представленні. Отже, 〉〈p  це “середнє значення” 

оператора імпульсу. В імпульсному ж представленні оператор імпульсу – це сам імпульс р, 

див. (2.14). Для проекції імпульсу на ОХ маємо 

     .ˆ
x

ipx ∂
∂

−=        (2.20) 

 Аналогічно до попереднього можна показати, що оператор координат в імпульсному 

представленні 

   kjir pp
zyx ppp

i
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇∇= де,ˆ  ,    (2.21) 

а в координатному представленні оператори координат – це самі координати, див. (2.13). 

Таким чином, оператор величини у власному представленні – це сама ця величина. 

 Підсумовуючи, механічні величини та їх оператори в координатному та імпульсному 

представленнях: 

 

 

Представлення 

 

Величина 

 

Оператор 

),( trΨ  х х 

 r r 

 рх 
x

ipx ∂
∂

−= ˆ  

 р ∇−= ip̂  

),( tpϕ  х 

xp
i

∂
∂

  

 r kjir pp
zyx ppp

i
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇∇= ,ˆ   

 рх рх 

 р р 
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Надалі матимемо справу лише з координатним представленням. 

 В квантовій механіці всім механічним величинам ставляться у відповідність 

оператори. Так що, якщо величині А відповідає оператор Â , то середнє значення 

(математичне сподівання) величини А складає 

      .ˆ 3* rdAA ∫ ΨΨ=〉〈  

Як саме визначаються оператори механічних величин, обговорюватиметься дещо пізніше. 

 

 

2.2 Роль вимірювання в квантовій механіці. 
 

 Квантова механіка оперує з статистичним описанням властивостей квантово-

механічних систем, коли механічні величини не мають точних значень, а визначені лише в 

статистичному, імовірнісному сенсі. Що ж тоді означає виміряти ту чи іншу величину, 

наприклад координату, в той час як ця величина не є точно визначеною? Адже результат 

вимірювання – це, вочевидь, цілком визначена величина? 

 Нехай деяка механічна величина, наприклад, координата х, може приймати значення в 

інтервалі [a, b] з ймовірністю, що визначається 2||Ψ , див. рис. Нехай в момент часу t = t0 

виконують вимірювання, результат якого х0. Це може бути будь-яка величина з інтервалу 

[a, b]. А якщо вимірювання проводилось би в попередній момент часу tt ∆−0 , де t∆  

нескінченно малий інтервал, чи була б 

отримана та сама величина х0? Виявляється, 

що відповідь на це питання можна отримати з 

досліду:4F

* ні, може бути отримане будь-яке 

значення з інтервалу [a, b] ! 

 А якщо після вимірювання в момент  t0 

виконується вимірювання в наступний момент 

tt ∆+0 ? Буде отримане те саме значення х0 ! 

Вимірювання в момент t0 надало величині х 

певного значення, так що 2||Ψ  тепер є δ–

функцією. Ця властивість, що називається 

колапсом або редукцією стану в результаті вимірювання, підтверджується дослідом. 

                                                 
* J.S.Bell, On the Einstein Podolsky Rosen paradox, Physics Physique Fizika 1, 195.  
  DOI: https://doi.org/10.1103/PhysicsPhysiqueFizika.1.195 

a x 

|Ψ(x)|2 

b 

t = t0 

x0 

a x 

|Ψ(x)|2 

b 

t0 + 
 

x0 

після 
вимірювання 
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 Підсумовуючи, до вимірювання величина є невизначеною. Після вимірювання вона 

набуває точного значення, наданого їй самим актом вимірювання. 

 Доцільно порівняти квантово-механічне вимірювання з класичним макроскопічним, 

наприклад довжини стола лінійкою. Ніякого впливу вимірювання на довжину стола не має. І 

скільки разів не повторювати вимірювання, завжди з точністю до похибок буде отримане те 

саме значення. 

 

 

Вправи 
 

1.  Для частинки в квадратній потенціальній ямі, в імпульсному зображенні (попередня 

практика) знайти 〉〈 p , 〉〈 2p , та середню кінетичну енергію 〉〈 кінE . (Для 〉〈 2p  нетривіальний 

інтеграл, знайти в таблицях.) 

 

2.  Хвильова функція гармонічного осцилятора в основному стані частинки в одновимірній 

параболічній потенціальній ямі 2221)( xmxU ω=  складає 
2

2
4/1 2

)(
tixm

emx
ωω

π
ωψ

−−






= 


. 

 а) Яка енергія цього стану? 

 б) Знайти імпульсне представлення ),( tpϕ . 

 б) Використовуючи імпульсне зображення, знайти 〉〈 p , 〉〈 2p , та середню кінетичну 

     енергію 〉〈 кінE . 

 г) Використовуючи координатне зображення, знайти середню потенціальну енергію 

    〉〈U . Відповідь очевидна, але підтвердити розрахунком. 

 

3.  Для частинки в квадратній потенціальній ямі (попередня практика), в координатному 

зображенні знайти 〉〈x , 〉〈 2x , 〉〈 p , 〉〈 2p , та середні кінетичну та потенціальну енергії 〉〈 кінE , 

〉〈U . Для 〉〈x  та 〉〈 p  відповідь очевидна, але підтвердити розрахунком. Знайти відхилення ∆х 

та ∆р від середнього, проаналізувати їх добуток. Це черговий приклад співвідношень 

невизначеності. 
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3. Операторна алгебра квантової механіки. 
 
 Як ми бачили, координата та імпульс в квантовій механіці виражаються операторами. 

Це справедливо і для інших величин, вони виражаються операторами. Оператор Â  в цьому 

сенсі – це об’єкт, що діє на функцію )(xψ , перетворюючи її на іншу функцію, )(ˆ)( xAxf ψ= . 

Якщо величині А відповідає оператор Â , то середнє значення (математичне сподівання) 

величини А складає 

     .ˆ 3* rdAA ∫ ΨΨ=〉〈      (3.1) 

Що означає визначити (виміряти) 〉〈A ? В сенсі статистичної фізики, це означає визначити 

середнє значення 〉〈A  по ансамблю ідентичних систем А. Або, визначити середнє 〉〈A  серед 

систем, що приведені до ідентичного початкового стану А (наприклад, внаслідок 

вимірювання величини А, див. попередню лекцію). 

 В певному сенсі, квантова механіка є алгеброю лінійних операторів. 

 

 Середнє відхилення випадкової величини від її середнього значення (вочевидь, рівне 

нулю) визначається як 0≡〉〉〈−〈 AA . Квадрат відхилення є невід’ємною величиною 

    ( ) 222222 2 〉〈−〉〈=〉〈+〉〈−〉〈=〉〈− AAAAAAA , 

так  що середньоквадратичне (стандартне) відхилення складає 

    22 〉〈−〉〈=∆ AAA .      (3.2) 

 В класичній механіці, стан  системи визначається імпульсами рі та координатами rі 

частинок, так що будь-яка механічна величина А є функцією координат та імпульсів, 

),( iiAA pr= . У квантовій механіці, згідно з принципом відповідності, механічній величині А 

відповідає оператор  

     )ˆ,ˆ(ˆˆ
iiAA pr=       (3.3) 

де, в координатному зображенні,  

     ∇−== iprr ˆ,ˆ .     (3.4) 

А як розуміти функцію від оператора? Передбачається, що йдеться про аналітичні функції, 

що можуть бути розкладені в степеневий ряд 

   +′′+′+= 2ˆ)0(
!2

1ˆ)0()0()ˆ( AfAffAf ,    (3.5) 

де nÂ  означає послідовну дію оператора Â  підряд n разів. Наприклад, 
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    т.д.і,де,)(ˆ
n

nn
nn

xx
i

∂
∂

=







∂
∂

∇−= p  

 Кінетична енергія mpEk 22= , так що її оператор 

     2
2

2
ˆ ∇−=

m
Ek

 .      (3.6) 

 Оператор потенціальної енергії )(rU , уважаючи що це функція координат і не 

залежить від часу, є самою цією функцією, так що оператор повної механічної енергії 

     )(
2

ˆ 2
2

rU
m

H +∇−=
 .     (3.7) 

 Це квантово-механічний оператор Гамільтона, або гамільтоніан, один з центральних 

операторів квантової механіки. 

 

 

3.1 Властивості квантово-механічних операторів 
 

Принцип суперпозиції (лінійності) вимагає, що оператори спостережуваних величин (таких, 

які можна виміряти) мають бути лінійними: 

   2121
ˆˆ)(ˆ,ˆˆ ψψψψψψ AAAAaaA +=+= .    (3.8) 

Спостережувані величини є дійсними, так що *〉〈=〉〈 AA , або 

   rr 33 *** ˆˆ dAdA ∫∫ ΨΨ=ΨΨ .     (3.9) 

Це умова самоспряженості, або ермітовості оператора Â . Ермітово спряжений оператор 
†Â  визначається як 

   .,)ˆ(ˆ
21

3
21

3
21

** ΨΨ∀ΨΨ=ΨΨ ∫∫ rr † dAdA    (3.10) 

Або визначення через транспонований оператор TÂ , визначення якого 

   21
3

12
3

21 ,ˆˆ ** ΨΨ∀ΨΨ=ΨΨ ∫∫ rr dAdA T ,    (3.11) 

так що ермітове спряження виражається як 

     ( )*ˆˆ TAA =† .      (3.12) 

Отже, оператори спостережуваних величин є самоспряженими, або ермітовими, 

     .ˆˆ AA =†       (3.13) 

Наприклад, розглянемо оператор xA ∂∂=ˆ , для якого 



 26 

   ∫∫∫ 







∂
Ψ∂

−Ψ=Ψ
∂
∂

Ψ−ΨΨ=Ψ
∂
∂

Ψ

→Ψ= ∞

∞+

∞−
xd

x
xd

x
xd

x
**

)0(0

** 1
2122121


, 

отже     
xxxx

T

∂
∂

−=







∂
∂

∂
∂

−=







∂
∂ †

, , 

і цей оператор не є ермітовим. Оператор імпульсу 

   p
dx
dip

dx
dip

dx
dip T ˆˆ,ˆ,ˆ =−==−=  †    (3.14) 

є ермітовим (самоспряженим). Надалі матимемо справу лише з ермітовими операторами, що 

описують спостережувані величини. 

 

 Приймемо наступну домовленість щодо дії операторів. У виразі 

      21
ˆ ΨΨA  

оператор Â  діє на всі функції, що за ним слідують. А у виразі 

      ( ) 21
ˆ ΨΨA  

оператор Â  діє лише на функцію 1Ψ . 

 Добуток операторів BA ˆˆ , взагалі кажучи, непереставний, так що якщо 

     Ψ=ΨΨ=Ψ ABBA ˆˆтаˆˆ
21 , 

то 21 Ψ≠Ψ . Уводять комутатор операторів Â  та B̂  

     ABBABA ˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[ −= , 

і якщо 0]ˆ,ˆ[ =BA , то кажуть, що оператори  Â  та B̂  комутують. 

Наприклад, координата та імпульс не комутують: 

    ixppxpx
dx
dxiixp

dx
dxipx =−=−−=−= ˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[,ˆˆ,ˆˆ  

 

 

Ермітове спряження добутку операторів. 

 

Для добутку операторів Â  та B̂  маємо 

   ∫∫∫ ΨΨ=ΨΨ=ΨΨ dxABdxBAxdBA 212121
*** )ˆˆ(ˆ)ˆ(ˆˆ ††† , 

так що ермітове спряження добутку 

     ( ) ,ˆˆˆˆ †††
ABBA =      (3.15) 
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і добуток є ермітовим (самоспряженим) лише якщо оператори комутують. 

 

 

Обернений оператор 1ˆ −A . 

 

 За визначенням,  1ˆˆˆˆ 11 == −− AAAA . 

 

 

Унітарний оператор. 

 

Якщо 1ˆˆ −= AA† , то оператор Â  є унітарним. 

 

 Розглянемо оператор відхилення величини А від середнього значення, 

     〉〈−=∆ AAA ˆˆ .      (3.16) 

Вочевидь, якщо Â  ермітів, то Â∆  також ермітів. 

 

 Фізичні величини квантової механіки мають статистичний смисл. Але чи можуть вони 

набувати точних значень? Можуть, наприклад внаслідок виміру, див. вище. І тоді 0ˆ =∆ A , 

так що 

     Ψ=Ψ AÂ ,      (3.17) 

що є задачею на власні функції та власні значення оператора Â . Ця задача має розв’язки 

лише при деяких, можливо дискретних, значеннях  А. В останньому випадку, 

     nnn AA Ψ=Ψˆ ,      (3.18) 

де Аn = А1 , А2 , А3 , …  спектр оператора Â . Індекс стану n називають квантовим числом. 

Вимірювання А дасть одне зі значень nA . 

 

 

Властивості Ψ–функції, “стандартні умови”. 

 

1. Неперервна, гладка (задовольняє лінійне диференціальне рівняння). Можливо, перша 

похідна розривна у точках з нескінченною потенціальною енергією ∞→)(rU . 

2. Скінченна (можливо, за винятком особливих точок), але квадратично інтегровна, 
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     ∞<Ψ∫ r32|| d .     (3.19) 

3. Однозначна (інакше передбачення теорії були б неоднозначними). 

 

 Можна показати, що система власних функцій nΨ   є повною, тобто будь-яку функцію 

Ψ  можна представити як лінійну комбінацію nΨ , 

    )()()( xxCx n
n

n Ψ∀Ψ=Ψ ∑ ,    (3.20) 

причому )(xnΨ  є ортогональними, nmmn dx δ=ΨΨ∫ * , а умова нормування вимагає, що 

     1|| 2 =∑
n

nC .      (3.21) 

В цьому сенсі (3.20) можна розглядати як розклад Ψ  по базисним функціям )(xnΨ , або 

говорити про представлення Ψ  через базисні вектори )(xnΨ  з компонентами розкладу nC . 

Доведемо, що система функцій )(xnΨ  є ортонормованою, тобто nΨ  та mΨ  ортогональні для 

різних nA , mA . Спершу маємо 

    ( ) ( )**ˆ
mmm AA Ψ=Ψ ,      (3.22) 

множимо на nΨ  та інтегруємо, 

    ( ) rr 33 **ˆ dAdA nmmmn ∫∫ ΨΨ=ΨΨ .    (3.23) 

Тепер 

    nnn AA Ψ=Ψˆ ,       (3.24) 

множимо на *
mΨ  та інтегруємо, 

    rr 33 ** ˆ dAdA nmnnm ∫∫ ΨΨ=ΨΨ .    (3.25) 

Віднімаємо (3.25) від (3.23): 

   ( ) rr 33 **** )(ˆˆ dAAdAA nmnmnmmn ∫∫ ΨΨ−=




 ΨΨ−ΨΨ , 

        ↑___| 

де в другому доданку першого інтегралу, з огляду на ермітовість Â , його можна перенести 

вперед (ця операція часто застосовуватиметься в майбутньому, запам’ятайте), 

   ( ) ( ) rr 33 *

0

** )(ˆˆ dAAdAA nmnmnmmn ∫∫ ΨΨ−=




 ΨΨ−ΨΨ

=
  

 

Отже, 03* =ΨΨ∫ rdnm , якщо nm AA ≠ , або 
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    nmnm d δ=ΨΨ∫ r3* ,      (3.26) 

умова ортонормованості. 

 

 

3.2 Додаток: Комутатори та їх властивості 
 

 Комутатор двох операторів Â  та B̂  позначається ]ˆ,ˆ[ BA  та є, за визначенням, 

   ABBABA ˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[ −= . 

Корисним є також антикомутатор }ˆ,ˆ{ BA : 

   ABBABA ˆˆˆˆ}ˆ,ˆ{ += . 

З визначення комутатора випливають його наступні очевидні властивості: 

   

]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆˆ,ˆ[

]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[

0],ˆ[

]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[

0]ˆ,ˆ[

CABACBA

BAcBcABAc

cA

ABBA

AA

±=±

==

=

−=

=

, 

де c  - комплексна або дійсна стала. Далі, маємо наступні тотожності: 

   
]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆˆ,ˆ[

ˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ˆ]ˆ,ˆˆ[

CABCBACBA

BCACBACBA

+=

+=
. 

Зауважимо, що ці тотожності дійсні лише для скалярних операторів або матриць необхідної 

розмірності (таких, для яких існують добутки BA ˆˆ та CB ˆˆ ). Для векторних операторів ці 

тотожності не дійсні, оскільки вимагають асоціативності )ˆˆ(ˆˆ)ˆˆ( CBACBA = , що неможливо для 

векторів. 

 Якщо f та g є поліноміальними функціями, або такими, що можуть бути розкладені в 

степеневий ряд, то справедливе наступне: 

   
)]ˆ(),ˆ(ˆ[)ˆ()]ˆ(,ˆ[

]ˆ)ˆ(),ˆ([]ˆ),ˆ()[ˆ(

BgBfABfBgA

BAfAgBAgAf

=

=
. 

Ці тотожності дозволяють вносити та виносити оператори всередину та назовні комутаторів. 

 Далі кілька комутаторів, що стосуються положення, імпульсу, та моменту імпульсу. 

Вважається, що працюємо в декартових координатах та координатному представленні, де 

оператор положення – це радіус-вектор ),,( zyx=r , а оператор імпульсу 

∇−== ihppp zyx )ˆ,ˆ,ˆ(p̂ , де ∇  - del, або набла-оператор, kji zyx ∂
∂+∂

∂+∂
∂=∇ . Тоді 
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оператор моменту імпульсу prL ˆˆ ×= . Основні співвідношення, з яких випливають всі 

наступні: 

   

xzy

yxz

zyx

yxzxzy

zyx

zxzyyx

LiLL

LiLL

LiLL

pzpzpypypxpx
ipzpypx

pppppp
zxzyyx

ˆ]ˆ,ˆ[

ˆ]ˆ,ˆ[

ˆ]ˆ,ˆ[

0],[],[],[],[],[],[

],[],[],[

0]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[
0],[],[],[









=

=

=

======

===

===
===

 

Зокрема, для положення та імпульсу: 

   

22

2

ˆ2]ˆ,ˆ[

ˆ]ˆ,ˆ[
]ˆ,[

ˆ2]ˆ,[
3]ˆ,[

pip
i

i
ip

i











=⋅

−=⋅
=⋅

=

=

pr
pprp

rprr
pr

pr

, 

де 2p̂  - це, природно, 2222 ˆˆˆˆ zyx pppp ++= , де xipx ∂
∂−= ˆ , yipy ∂

∂−= ˆ , zipz ∂
∂−= ˆ . 

 

 Нарешті, кілька співвідношень стосовно моменту імпульсу: 

   0]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ 222 === zyx LLLLLL  

або, компактно, 

   0]ˆ,ˆ[ 2 =LL . 

Далі: 

   
0],ˆ[,],ˆ[,],ˆ[

,0],ˆ[,],ˆ[,],ˆ[

=−==

=−==

zzxyzyxz

zzz

pLpipLpipL

zLxiyLyixL




. 

Також маємо 

   0]ˆ,ˆ[],ˆ[ 22 == pLrL zz , 

і аналогічно для yx LL ˆ,ˆ . Це, зокрема, означає, що L̂  комутує з гамільтоніаном 

VmpH += 2ˆˆ 2  для ізотропного потенціалу, тобто такого, що залежить лише від відстані, 

але не від напрямку, )(rVV = . 

 

 Тепер кілька співвідношень з антикомутаторами, що тривіально випливають зі 

співвідношень, наведених вище: 
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BDACBADCDBCABDCADCBA

BCACBACBA

CABCBACBA

BCACBACBA

BCACBACBA

ˆˆ}ˆ,ˆ{ˆ}ˆ,ˆ{ˆˆ}ˆ,ˆ{ˆ}ˆ,ˆ{ˆˆ]ˆˆ,ˆˆ[

,ˆ}ˆ,ˆ{}ˆ,ˆ{ˆ]ˆ,ˆˆ[

],ˆ,ˆ[ˆˆ}ˆ,ˆ{}ˆˆ,ˆ{

,ˆ]ˆ,ˆ[}ˆ,ˆ{ˆ}ˆ,ˆˆ{

,ˆ}ˆ,ˆ{]ˆ,ˆ[ˆ}ˆ,ˆˆ{

+−+−=

−=

−=

−=

+=

 

 

 

Вправи 
 

1.  Довести операторні тотожності: 

BCACBACBA ˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ˆ]ˆ,ˆˆ[ += , 

1]ˆ,[ −= n
x

n nxipx  , 

dx
dfipxf x =]ˆ),([ . 

 

2.  Зважаючи на те, що 0]ˆ,[]ˆ,[,]ˆ,[ === zyx pxpxipx  , показати, що комутатор ppr ˆ2]ˆ,[ 2 i= , 

розкладаючи r  та p̂  по компонентам і знаходячи ]ˆ,[ 2
xpx  і т.д. А тепер інакше: 

  ppppprprpprpprprpprpr ˆ6ˆ33ˆˆ]ˆ,[]ˆ,[ˆˆˆˆˆˆˆ]ˆ,[ 222  iii =+=+=−+−= . 

Щось тут явно не так, але що?! 

 

3.  Знайти власні функції та власні значення операторів ∇− i  (неперервний спектр), 

ϕd
di−  (дискретний – накласти стандартні умови!),  та 2

2

dx
d . 

 

4.  Задано оператор Â :   а) x
dx
di ;   б ) 2

2

dx
di ;   в) 

2









∂
∂

+
∂
∂

x
y

y
x ;   г) 2ˆ xpxi . 

Знайти ермітово спряжений оператор †Â  та визначити, чи Â  є ермітовим (самоспряженим). 

(Використовувати правило спряження добутку та при сумнівах пробну функцію.) 

 

5.  Дано оператор трансляції  constaeaT xpia == − ,)(ˆ ˆ  . Довести, що він унітарний. Довести, 

що )()()(ˆ axxaT −=ψψ . (Розберіться, як )( ax −ψ  розкладається в ряд.) 
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6.  Частинка в нескінченно глибокій прямокутній потенціальній ямі при t=0 знаходиться в 

стані )()( xaAxx −=ψ  ( ax ≤≤0 ). Знайти А. Розкласти по базису стаціонарних станів 

a
xna πsin/2 . Які значення може набувати енергія частинки? З якими ймовірностями? 

Середнє значення енергії? (Повна енергія тут дорівнює кінетичній енергії, що є власним 

значенням оператора кінетичної енергії.) 
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4. Вектори стану та нотація Дірака. Принцип невизначеності 
 

 Квантова теорія базується на поняттях хвильових функцій та операторів. Стан системи 

виражається її хвильовою функцією, а спостережувані величини операторами. Математично, 

хвильові функції задовольняють визначення абстрактних векторів у векторному просторі, 

а оператори діють на них як лінійні перетворення. Отже, природною мовою квантової 

механіки є лінійна алгебра. 

 Як ми бачили, хвильова функція може бути виражена в різних представленнях 

(зображеннях): координатному, імпульсному, у формі розкладу по базисних функціях. Між 

тим зазвичай зручніше формулювати теорію незалежно від конкретного представлення. Це 

можна проілюструвати на прикладі векторів в евклідовому просторі. Деякий вектор А можна 

визначити через його компоненти Ax, Ay, Az нескінченною кількістю способів, по-різному 

вибираючи осі координат. Між тим сам вектор А при цьому не змінюється, обертається лише 

система координат. 

 Аналогічно, в квантовій механіці стан може бути виражений в координатному, 

імпульсному зображеннях та у розкладі по різним системам базисних функцій, а саме 

(опускаючи залежність від часу): 

   


 === ∑∫ )()(
)2(

1)( 3
2/3 rppr

rp

n
n

n

i

Cde ψϕ
π

ψ  ,  (4.1) 

але це лише різні зображення одного і того ж стану. Абстрагуючись від конкретного 

зображення, стан можна розуміти як вектор в скінченно- або нескінченно-вимірному 

векторному просторі, який в нотації “бра-кет” Дірака (від англійського “bracket”, дужка) 

позначатимемо 

   вектор стану   →   〉ψ| .      (4.2) 

Це так званий “кет-вектор”, далі будуть введені ще і “бра-вектори”. Оператори, діючи на 

вектор стану, перетворюють його на інші вектори стану: 

    〉=〉 fAg |ˆ| .       (4.3) 

Повертаючись до координатного представлення, функції стану мають бути квадратично 

інтегровними,  

    ∞<∫ rr 32|)(| dψ .      (4.4) 

Множина квадратично інтегровних функцій утворює функціональний простір Гільберта. 

Отже, 

            (4.5) Хвильові функції живуть в просторі Гільберта. 
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Добуток функцій )(rf  та )(rg  в бра-кет нотації Дірака позначається як 

    〉〈=∫ gfdgf |)()( 3* rrr ,     (4.6) 

де 〉〈 gf |  це внутрішній добуток векторів 〉f|  та 〉g| , аналогічний скалярному добутку в 

евклідовому просторі. Отже, бра-вектор |f〈  є функціоналом 

    ∫=〈 rr 3][)(| * dff  ,     (4.7) 

який діє на вектор з простору Гільберта, що опиняється на місці квадратних дужок та трьох 

крапок під інтегралом. 

 Можна визначити і зовнішній добуток || fg 〈〉 . Оскільки |f〈  є функціоналом, а 〉g|  

функцією, то зовнішній добуток є оператором, 

     ||ˆ fgB 〈〉= .      (4.8) 

Якщо він діє на кет-вектор 〉ψ| , то результатом буде інший кет-вектор, 

  〉=〉〈〉=〉 gCfgB ||||ˆ ψψ ,   де   〉〈= ψ|fC .   (4.9) 

Множина бра-векторів |f〈  утворює простір функціоналів, спряжений по відношенню до 

функціонального простору Гільберта. 

 Середнє значення величини А, оператором якої є ермітів оператор Â  для стану 〉ψ| , в 

нотації Дірака визначається як 

   〉〈=〉〈=〉〈=〉〈 ψψψψψψ |ˆˆ||ˆ| AAAA ,    (4.10) 

де остання рівність показує що, як це слідує з визначення ермітовості, ермітів оператор 

можна переносити між частинами бра-кет. 

 Звернімось тепер до розкладу вектора стану ψ  по ортонормованому базису власних 

функцій nψ  деякого оператора Â  з власними значеннями nA , що є розв’язками задачі на 

власні функції та власні значення 

     nnn AA ψψ =ˆ ,      (4.11) 

     n
n

nC ψψ ∑= .      (4.12) 

Ортонормованість nmmn d δψψ =∫ r3*  системи функцій nψ  вже доводилась, див. 

співвідношення (3.22 –3.26). Тепер доведемо, що система є  повною, так що розклад (4.12) 

можливий для будь-якої функції ψ  з простору Гільберта. Це зручно зробити, 

використовуючи нотацію бра-кет, що також слугуватиме прикладом її використання. Будемо 

позначати nψ  індексом n (квантове число),  〉= nn |ψ . Маємо 
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 〉







〈〉=〉〈〉=〉〉〈=〉= ∑∑∑∑ ψψψψ |||||||| nnnnnnnC

nnnn
n ,   (4.13) 

так що ∑ 〈〉
n

nn ||  є оператором тотожності Î . Це і є співвідношення/умова повноти базису 

〉n| .5F

* Остаточно, для повного ортонормованого базису 〉n|  маємо 
 
         повнота   (4.14а) 
 
    ортонормованість  (4.14б) 
 
З другої рівності в співвідношенні (4.13) видно, як визначаються коефіцієнти розкладу nC : 

     .| 〉〈= ψnCn       (4.14) 

Це очевидно з того, що внутрішній добуток 〉〈 ψ|n  відмінний від нуля лише для доданку з 

n  через ортонормованість системи векторів n . В інтегральній формі, 

     .3* rdC nn ∫= ψψ      (4.15) 

 Використовуючи розклад (4.12), середнє значення 〉〈 A : 
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    (4.16) 

При вимірюванні величини А буде з ймовірністю 2|| nC  отримане одне із значення nA , і 

нормування вимагає 1|| 2 =∑ nC . Остаточно, 

     
,1||

,||

2

2

=

=〉〈

∑

∑

n

n

n

nn

C

CAA
     (4.17) 

величина А має значення nA  із ймовірністю 2|| nC . 

 Власні стани nψ  оператора Â  можуть бути виродженими, коли декільком різним 

станам nψ  відповідає одне і те ж власне значення А. Такі стани не є ортогональними, і отже 

непридатні для розкладу по базису. Більше того, з лінійності співвідношення (4.11) випливає, 

що будь-яка лінійна комбінація вироджених станів також є власним станом з тим самим 

                                                 
* Оператор || nn 〈〉  є оператором  проекції  вектора стану на вектор 〉n| . Співвідношення  ∑ 〉〈〉=

n
nn ψψ ||  

означає, що аналогічно до векторів в евклідовому просторі, сума всіх векторних компонентів вектора дорівнює 
самому вектору. 

.|

,||ˆ

nmmn

nnI
n

δ=〉〈

〈〉= ∑
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власним значенням  А. Між тим це дає можливість ортогоналізувати систему вироджених 

векторів стану. Продемонструємо це на прикладі двох вироджених станів 1ψ  та 2ψ . Ці стани 

не ортогональні, так що їх внутрішній добуток відмінний від нуля, cd =∫ r3
21

*ψψ , де  с – 

константа. Побудуємо наступну лінійну комбінацію 1ψ  та 2ψ : 

    





 −

−
= 2123

1
||1

|| ψψψ
cc

c .     (4.20) 

Неважко переконатись, що  3ψ  та 1ψ  ортогональні,  03
13

* =∫ rdψψ . Існують схеми 

ортогоналізації будь-якої кількості вироджених станів. 

 

 Особливе значення має розклад по базису власних станів оператора повної енергії, 

тобто гамільтоніана (3.7), 

     nnn EH ψψ =ˆ ,      (4.18) 

де nE  – повна енергія стану nψ . Представлення в цьому базисі часто називають 

енергетичним представленням. Рівняння (4.18) є стаціонарним рівнянням Шрьодінгера, 

одним з центральних рівнянь теорії. Розкладаючи по цьому базису, 

     ∑=〉〈
n

nn CEE 2||      (4.19) 

є середньою енергією системи. 

 Коефіцієнти розкладу оператора nC  в деякому базисі, співвідношення (4.12), (4.14) та 

(4.15), є рівноцінним зображенням стану ψ . Отже, стан можна зображати вектором зі 

скінченою чи нескінченою кількістю компонент nC , 

     〉=















= ψψ |2

1



C
C

.     (4.22) 

Оператори, що діють на ці вектори стану, виражаються матрицями, 

    〉〈== ∫ nAmdAA nmmn |ˆ|ˆ 3* rψψ .    (4.23) 

Для конкретних значень m та n,  Аmn називають матричним елементом  оператора Â  в 

даному представленні. В результаті дії оператора на вектор стану, що виконується за 

звичайними правилами матричної алгебри, утворюється новий вектор стану: 
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Ермітово спряжений вектор  визначається наступним чином: 

   ( ) |***
21 ψψψ 〈=





== CCT† ,    (4.25) 

де  Т  означає транспонування, а  *  комплексне спряження (пригадаємо, що це аналогічно до 

визначення ермітового спряження оператора в координатному представленні). Внутрішній 

добуток векторів 〉f|  та 〉g|  є числом, 
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а зовнішній добуток – матрицею (оператором), 
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4.1 Сумісні та несумісні величини 
 

 Деяка, – в принципі, будь-яка, – механічна величина може набувати точних значень, – 

наприклад, в результаті квантово-механічного вимірювання. Чи можуть дві різні величини 

одночасно мати точне значення? Здавалось би, що можуть, – наприклад, якщо їх виміряти 

одночасно. Проте це не так, величини мають бути сумісними. Несумісні величини одночасно 

виміряти неможливо. 

 Нехай система знаходиться у стані Aψ , що є власною функцією оператора Â , тобто 

AA AA ψψ =ˆ . Тоді в розкладі (4.12) буде один єдиний доданок з функцією Aψ , і величина А 

достовірно приймає точне значення, що є власним значенням, відповідним до Aψ . Отже, 

спостережувана величина приймає точне значення в стані, що є власним станом оператора 

цієї величини. Нехай тепер система знаходиться в стані Bψ , що є власною функцією 

оператора B̂ , тобто BB BB ψψ =ˆ , так що величина В має точне значення. Якщо Bψ  розкласти 

по базису Aψ , і якщо AB ψψ ≠ , то в розкладі будуть різні доданки, так що величина А 
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точного значення не має. Отже, величини А і В можуть одночасно приймати точні значення 

лише якщо власні функції операторів цих величин однакові, 

     
.ˆ
,ˆ

ψψ

ψψ

BB

AA

=

=
      (4.28) 

Такі величини називають сумісними. З (4.28) маємо 

     
,ˆˆˆ
,ˆˆˆ

ψψψ

ψψψ

BAABBA

ABBAAB

==

==
 

звідки     0ˆˆˆˆ =− ψψ ABBA ,  так що  0ˆˆˆˆ =− ABBA , 

оператори сумісних величин комутують, 

     0]ˆ,ˆ[ =BA ,      (4.29) 

і в цьому, і тільки в цьому разі оператори Â  і B̂  мають спільну систему власних функцій. 

Величини А та В  “можуть одночасно приймати точні значення” не означає, що завжди 

приймають. Якщо стан системи не є власним станом операторів, то жодна з величин А та В 

точного значення не має. 

 Приклади сумісних величин, оператори яких комутують: 
m

Eppp zyx 2
ˆˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ

2

кін
pp =  всі 

комутують між собою. Є сумісними координати r̂,,, zyx .  xp̂  комутує з y  та z . Mіж тим, 

0]ˆ,[ ≠= ipx x , координата та проекція імпульсу не комутують і не є сумісними. Ми вже 

бачили це на прикладі хвильового пакету: чим точніше визначено його положення, тим менш 

точно визначений імпульс, і навпаки. 

 

 

4.2 Співвідношення невизначеностей 
 

Нехай оператори Â  та B̂  не комутують, 0]ˆ,ˆ[ ≠BA , так що величини, які вони 

описують, не можуть одночасно мати точних значень. Уведемо ермітів оператор K̂ , 

     KiBA ˆ]ˆ,ˆ[ = ,      (4.30) 

та оператори відхилень від середніх значень 

     
.ˆˆ
,ˆˆ

〉〈−=∆

〉〈−=∆

BBB

AAA
      (4.31) 

Вочевидь,    KiBA ˆ]ˆ,ˆ[ =∆∆ .     (4.32) 

Розглянемо функцію )(ξI , де ξ  – дійсна величина: 
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 ∫∫ ∆−∆∆−∆=∆−∆= rr 332 )ˆˆ(])ˆˆ[(|)ˆˆ(|)( * dBiABiAdBiAI ψξψξψξξ . (4.33) 

Вочевидь, 0)( ξI , оскільки підінтегральна функція є квадратом модуля. З огляду на 

визначення ермітового спряження та ермітовість операторів Â∆  і B̂∆ , переносимо ермітово 

спряжений оператор в круглих дужках в лівій частині останнього інтегралу вправо та 

перемножуємо, використовуючи співвідношення (4.32): 
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або остаточно 

   0)( 222 〉∆〈+〉〈+〉∆〈= BKAI ξξξ .    (4.34) 

Це квадратний трьохчлен відносно ξ  типу cba ++ ξξ 2 , і для того, щоб він був невід’ємний, 

необхідно щоб дискримінант відповідного квадратного рівняння був не більшим від нуля, 

042 cab − . В даному разі це означає  

    222

4
1

〉〈〉∆〈〉∆〈 KBA  , 

або    .]ˆ,ˆ[
2
1 222 〉〈〉∆〈〉∆〈 BA
i

BA      (4.35) 

Це і є співвідношення невизначеностей для несумісних величин. Якщо під A∆  та B∆  

розуміти середньоквадратичні (стандартні) відхилення величин від середніх значень, 

    〉∆〈=∆〉∆〈=∆ 22 , BBAA ,    (4.36) 

то співвідношення невизначеностей набуває вигляду 

 

    .]ˆ,ˆ[
2
1

〉〈∆∆ BA
i

BA       (4.37) 

Зокрема, для координати та проекції імпульсу, для яких ipx x =]ˆ,[ , маємо 

     ,
2


xpx ∆∆       (4.38) 

знамените співвідношення невизначеностей Вернера Гайзенберга (1927 р.). Підкреслимо, що 

співвідношення є нерівностями, що визначають нижню межу добутку невизначеностей двох 

несумісних величин. Верхньої межі не існує, невизначеності можуть бути як завгодно 

великими. 
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 З’ясуємо умови, коли нерівності перетворюються в рівності. В (4.34) рівність 

досягається, коли квадратне рівняння 

    0222 =〉∆〈+〉〈+〉∆〈 BKA ξξ     (4.39) 

має один вироджений корінь, тобто 

    
〉∆〈

〉〈
−= 22 A

Kξ .      (4.40) 

Підставляючи у вираз (4.33) та прирівнюючи отриманий вираз нулю, маємо 

    0ˆ
2

ˆ
2 =










∆+

〉∆〈
∆〉〈 ψBi
A

AK .     (4.41) 

Нехай xA =∆ ˆ ,  
dx
dipB x −==∆ ˆˆ ,  =K̂ . Тоді вираз (4.41) зводиться до диференціального 

рівняння 

    0
2 2 =








+

〉〈
ψ

dx
d

x
x       (4.42) 

з розв’язком  

    .)(
22 4 〉〈−= xxeCxψ       (4.42) 

Це так званий гаусів пакет з мінімальною невизначеністю, оскільки в такому стані 

невизначеності імпульсу та координати мінімальні, 4ˆ 222 =〉〈〉〈 xpx . Такий пакет описується 

функцією Гауса також і в імпульсному представленні. 

 

 

Вправи 
 

1. Використовуючи бра-кет нотацію Дірака, довести нерівність Шварца 

〉〈〉〈≤〉〈 mmnnmn ||||| 2 . (Сформувати 〉
〉〈
〉〈

−〉=〉 m
mm
nmnz |

|
||| , далі аналізувати 0| ≥〉〈 zz  і 

т.д.) 

 

2.  Використовуючи бра-кет нотацію Дірака показати, що оператор ||ˆ nnP 〈〉=  проекції на 

〉n|  ідемпотентний, тобто його повторна дія не змінює результату,  PP ˆˆ 2 = . Знайти власні 

значення λ цього оператора та охарактеризувати його власні функції. (Відповідь: λ = 1 для 

власних функцій 〉nC | , λ = 0 для власних функцій 〉m|  ортогональних до 〉n| , 0| =〉〈 nm .) 
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3.  Знайти матричні елементи оператора імпульсу 
dx
dip −=ˆ  в базисі векторів стану 

a
xna πsin/2  частинки в нескінченній квадратній потенціальній ямі. (Відповідь: 

)(
4

22 mna
mnipnm −

−=   для n та m різної парності, 0 для однакової.) 

 

4.  Мінімальний Гаусів пакет є мінімальним лише в початковий момент часу. Чому? 
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5. Момент імпульсу (кількості руху) 
 
 Класично, момент імпульсу частинки з імпульсом р та радіус-вектором r відносно 

початку координат складає 

     .prL ×=       (5.1) 

Отже, за принципом відповідності оператор моменту імпульсу 

     

zyx ppp
zyx
ˆˆˆ

ˆˆ
kji

prL =×= ,    (5.2) 

   

,ˆˆˆ
,ˆˆˆ
,ˆˆˆ

xyz

zxy

yzx

pypxL

pxpzL

pzpyL

−=

−=

−=

  циклічні перестановки.  (5.3) 

Проаналізуємо комутатори операторів проекцій моменту імпульсу. В співвідношеннях (5.3) 

не комутують між собою лише координати та проекції імпульсу на ці координати, наприклад 

ipx x =]ˆ,[ , так що для xL̂ , yL̂  маємо 

 
.ˆ)ˆˆ(]ˆ,[ˆ],ˆ[ˆ

]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆˆ,ˆˆ[]ˆ,ˆ[
00

zxyzyzx

zyxyzzxzzxyzyx

Liipypxpzpxzppy

pxpzpzpzpxpypzpypxpzpzpyLL

ii








=−=+=

=+−−=−−=

−

==
 

Циклічними перестановками x, y, z отримуємо аналогічні співвідношення для інших проекцій 

L: 

   

,ˆ]ˆ,ˆ[

,ˆ]ˆ,ˆ[

,ˆ]ˆ,ˆ[

xzy

yxz

zyx

LiLL

LiLL

LiLL







=

=

=

   циклічні перестановки.  (5.4) 

Це фундаментальні комутаційні співвідношення для оператора моменту імпульсу, з яких 

випливають його основні властивості, зокрема його власні значення. 

 Проекції моменту імпульсу не комутують між собою, і отже не можуть одночасно 

набувати точних значень та підпорядковуються співвідношенням невизначеності. 

Наприклад, 

    2
2

22 ˆ
4

ˆˆ 〉〈≥〉∆〈〉∆〈 zyx LLL  .     (5.5) 

Це, зокрема, означає, що напрямок L невизначений, оскільки для визначення напрямку 

вектора необхідно визначити всі його компоненти. 

x 

z 

y 

x 

z 

y 
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 Оператор квадрату моменту імпульсу, вочевидь 

    2222 ˆˆˆˆ
zyx LLLL ++= .      (5.6) 

Проаналізуємо комутатор ]ˆ,ˆ[ 2
xLL , використовуючи операторну тотожність 

BCACBACBA ˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ˆ]ˆ,ˆˆ[ += : 

  

,0ˆ)ˆ()ˆ(ˆˆ)ˆ()ˆ(ˆ

ˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ˆˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ˆ

]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ 2222

0

=++−+−=

=+++=

=++=
=

zyyzyzzy

zxzxzzyxyxyy

xzxyxxx

LLiLiLLLiLiL

LLLLLLLLLLLL

LLLLLLLL





 

і аналогічно для ]ˆ,ˆ[ 2
yLL  та ]ˆ,ˆ[ 2

zLL . Отже, 

   0]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[ 222 === zyx LLLLLL ,     (5.7) 

квадрат моменту та його проекції є сумісними величинами і для них існує спільна система 

власних функцій. Наприклад, для 2L̂  та zL̂  з власними функціями ψ : 

     
,ˆ
,ˆ2

ψµψ

ψλψ

=

=

zL

L
      (5.8) 

де λ та µ – власні значення операторів 2L̂  та zL̂ . 

 

 Уведемо неермітові оператори +L̂  та −L̂ : 

    .ˆˆˆ,ˆˆˆ
yxyx LiLLLiLL −=+= −+  

Оператори xL̂  та yL̂  ермітові, так що вочевидь 

    +−−+ == LLLL ˆˆ,ˆˆ †† .      (5.9) 

Зі співвідношень (5.7) слідує, що оператори ±L̂  комутують з квадратом моменту 2L̂ , 

    0]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[
00

222 =±=

==
±  yx LLiLLLL .    (5.10) 

Тепер розглянемо комутатори з zL̂ : 

  ±± ±=±±=−±=±= LLiLLiiLiLLiLLLL yxxyyzxzz
ˆ)ˆˆ()ˆ(ˆ]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[]ˆ,ˆ[  , 

     ±± ±= LLLz
ˆ]ˆ,ˆ[  .     (5.11) 

Зі співвідношень (5.10) випливає, що якщо ψ  є власною функцією оператора квадрата 

моменту 2L̂ , то ψ±L̂  також є власною функцією з тим же власним значенням λ .  Дійсно, 

    )ˆ()(ˆ)ˆ(ˆ)ˆ(ˆ 22 ψλλψψψ ±±±± === LLLLLL .   (5.12) 
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В свою чергу, зі співвідношень (5.11) маємо 

   

,ˆ)()(ˆˆ

)ˆ(ˆ]ˆ,ˆ[ˆˆˆˆˆˆ)ˆ(ˆ

(5.11) див.
,ˆ

ψµψµψ

ψψψψψψ

±±±

±

±

±±±±±

±=+±=

=+=+−=

±=

LLL

LLLLLLLLLLLL zzzzzz

L




  

тобто 

    ψµψ ±± ±= LLLz
ˆ)()ˆ(ˆ  ,     (5.13) 

ψ±L̂  є власними функціями оператора проекції моменту zL̂  з новими  власними значеннями, 

що відрізняються на ± . 

 В лінійній алгебрі оператори такого типу, що збільшують/зменшують власне значення 

іншого оператора, називають драбинними операторами, відповідно підвищуючим та 

понижуючим операторами. Можна говорити і про драбину станів, де сусіднім щаблям 

драбини відповідають стани, для яких власні значення оператора проекції моменту імпульсу 

zL̂  відрізняються на  . Дія підвищуючого оператора +L̂  відповідає підйому драбиною вгору, 

понижуючого оператора −L̂  – спусканню вниз. 

 Драбина не може бути нескінченно високою, оскільки проекція моменту не може 

перевищувати його модуль, LLz ≤|| , що визначає найвищий та найнижчий щаблі драбини. 

Позначимо найвищий стан через 1ψ  з власним значенням l , а найнижчий стан 2ψ  з 

власним значенням ′l , де l та l′ – поки що невідомі числа, смисл введення яких стане 

невдовзі зрозумілим. Над щаблем 1ψ  станів немає, і тому результат дії оператора підвищення 

+L̂  на 1ψ  є нульовим, 

  0ˆ
1 =+ψL .    (5.14) 

Так само і результат дії оператора пониження −L̂  на 2ψ  є 

нульовим, 

  0ˆ
2 =−ψL .    (5.15) 

Проаналізуємо добутки операторів +L̂  та −L̂ : 

 ,)ˆ(ˆˆ]ˆ,ˆ[ˆˆ
)ˆˆ()ˆˆ(ˆˆ

2222

ˆ
zz

z

yxyx

yxyx

LiiLLLLLL

LiLLiLLL

Li












−=+=

=±=±

 

так що 

 

Рис. 5.1. Драбина станів 
 моменту імпульсу. 

2ψ

ψ
ψ+L̂

1ψ

−L̂

+L̂
ψ2ˆ

+L

µ

ψ−L̂
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2−µ

2+µ

l

′l

⋅⋅
⋅

⋅⋅
⋅

⋅⋅
⋅⋅⋅
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    zz LLLLL ˆˆˆˆˆ 22  += ± .     (5.16) 

Тоді 

    
 ,)1()0(

)ˆˆˆˆ(ˆ

1
2

1
22

1

1
2

1
2

0ˆ
ψψ

ψψ

ψ

+=++=

=+=

=+

+−

llll

LLLLL

L

zz





 

так що власне значення оператора квадрату моменту 2L̂  для стану 1ψ  складає 

    )1(2 += llλ .       (5.17) 

З точки зору квадрату моменту верх і низ драбини еквівалентні, так що таке ж власне 

значення буде і для стану 2ψ . Повторюючи для цього стану міркування, аналогічні до 

наведених вище, починаючу зі співвідношення (5.15), маємо 

    )1(2 −′′= llλ .      (5.18) 

Порівнюючи з (5.17), має бути або 1+=′ ll , що не має сенсу, або ll −=′ . Оскільки драбина 

має ціле число щаблів, що можна пронумерувати 

цілим індексом 
 
 ,,1,,1, llllm −+−−=    (5.19) 

то l має бути цілим або напівцілим, 

,23,1,21,0=l . Як побачимо пізніше, 

напівцілі значення не реалізуються. З причин, що 

будуть зрозумілі значно пізніше, т називають 

магнітним квантовим числом. З причин 

зрозумілих, l є орбітальним квантовим числом. 

Власні значення оператора проекції імпульсу 

вочевидь складають m . Нумеруючи стани 

індексами l та т, тобто lmψ  або 〉ml| , маємо 

     
.ˆ

,)1(ˆ 22

lmlmz

lmlm

mL

llL

ψψ

ψψ





=

+=
    (5.20) 

 Нерідко ці результати ілюструють векторною діаграмою, подібною до Рис. 5.2, де 

вектор моменту зображається стрілками довжиною )1( +ll  (в даному разі 6  для для 

l = 2), а його z-компоненти набувають значень  2,,0,,2 −− . Ілюстрація невдала. По-

перше, звернімо увагу на те, що L не може бути напрямленим вздовж OZ, оскільки 

62  < . І головне, саме зображення вектора L стрілкою не має сенсу, оскільки передбачає, 

 

Рис. 5.2. Векторна модель орбітального 
 моменту імпульсу для l = 2. 

2

xL

yL

zL
L

2−



−

0
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що вектор має певний напрямок. Для вектора моменту імпульсу L це неможливо, оскільки 

його компоненти є несумісними величинами. 

 

 

5.1 Власні функції оператора моменту імпульсу 
 

 В попередньому підрозділі власні значення оператора квадрата моменту та його 

проекцій були отримані з комутаційних співвідношень (5.4) алгебраїчним методом, тобто 

методами операторної алгебри. Для визначення власних функцій алгебраїчного методу 

недостатньо, і слід звернутись до методу аналітичного. 

 Оператор орбітального моменту виражається наступним чином через оператор 

імпульсу 

    ( )∇×−=×= rprL iˆˆ .     (5.21) 

Для подальшого аналізу зручно перейти до сферичних координат, де 

   
ϕθθ ϕθ ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇
sin
11

rrrr eee ,     (5.22) 

ϕθ eee ,,r – орти сферичної системи, так що rr er = . Тоді 

 ( )
















∂
∂

−=

×+
∂
∂

=

×+
∂
∂

=

×−=∇×−=
ϕθθ

θ

ϕ

ϕ

θ sin
1

0

ˆ




e

ee
e
eeeerL rrrr r

rii , 

 отже   .
sin

1ˆ 







∂
∂

−
∂
∂

−=
ϕθθ θϕ eeL i     (5.23) 

Зважаючи на те, що 

    
,cossin

,sinsincoscoscos
ϕϕ

θϕθϕθ

ϕ

θ

jie
kjie

+−=
−+=

, 

маємо kjiL zyx LLL ˆˆˆ ++= , де 

    
,ctgsincosˆ

,ctgcossinˆ









∂
∂

−
∂
∂

+−=









∂
∂

−
∂
∂

−−=

ϕ
θϕ

θ
ϕ

ϕ
θϕ

θ
ϕ





iL

iL

y

x

 

    .ˆ
ϕ∂
∂

−= iLz        (5.24) 

(Звернімо увагу на особливо просту форму оператора zL̂  та порівняємо з 
x

ipx ∂
∂

−= ˆ .) 
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Звідси неважко отримати оператори yx LiLL ˆˆˆ ±=±  та 2222 ˆˆˆˆ
zyx LLLL ++=  в сферичних 

координатах: 

   
,ctgctgˆˆ

,ctgˆ

2

2
2

2

2
2









∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂
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∂
∂

±
∂
∂

±=

−+

±
±

ϕϕ
θ

θ
θ

θ

ϕ
θ

θ
ϕ

iLL

ieL i





 

   .
sin

1sin
sin

1ˆ
2

2

2
22









∂
∂

+







∂
∂

∂
∂

−=
ϕθθ

θ
θθ

L    (5.25) 

 

 Тепер формулюємо задачу на власні функції операторів 2L̂  та zL̂  (власні значення, 

тобто спектри цих операторів, вже визначені раніше алгебраїчним методом): 

    






=

+=

.ˆ
,)1(ˆ 22

lmlmz

lmlm

mL

llL

ψψ

ψψ




     (5.26) 

Помічаємо, що 2L̂  є сумою двох диференціальних операторів за незалежними змінними θ  та 

ϕ . В такому разі власні функції факторизуються на добуток функцій від цих змінних, 

)()( ϕθψ ΦΘ=lm . (Довести! Втім, це повинно бути відомо з курсу математичних методів 

фізики.) Підставляючи в lmlmz mL ψψ =ˆ  , маємо 

   ⇒Φ=
Φ

− ,m
d
di 

ϕ
.

2
1)( ϕ

π
ϕ ime=Φ     (5.27) 

З умови однозначності (періодичності) )(ϕΦ  маємо 

  ⇒=⇒Φ=+Φ 1)()2( 2πϕπϕ ime   ,2,1,0 ±±=m ,   (5.28) 

тобто лише цілі значення m , напівцілі значення зникли, – як видно, це наслідок вимоги 

однозначності функції. 

 Далі, підставляємо )()( ϕθψ ΦΘ=lm  в lmlm llL ψψ )1(ˆ 22 +=  : 

  


ΦΘ+=



















Θ

Φ−

∂
Φ∂

+Φ







∂
Θ∂

∂
∂

− )1(
sin

1sin
sin

1 2

2

2

2

2
2 ll

m


ϕθθ

θ
θθ

, 

Φ  скорочується, лишається рівняння для Θ : 

   [ ] 0sin)1(sinsin 22 =Θ−++





 Θ mll

d
d

d
d θ

θ
θ

θ
θ  .   (5.29) 

З заміною θcos=x , це рівняння зводиться до рівняння Лежендра, 
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   0)(
1

)1()()1( 2

2
2 =








−

−++



 − xP

x
mllxP

dx
dx

dx
d m

l
m

l  ,  (5.30) 

розв’язки якого – це асоційовані функції Лежендра )(xPm
l : 

   l
ml

ml
m

l

m
m

l x
dx
dx

l
xP )1()1(

!2
)1()( 222 −−

−
= +

+

 .    (5.31) 

Отже, )(cos)()( θθθ m
llm PA=Θ=Θ , де A  – нормувальний множник. Остаточно, для 

нормованих lmψ  маємо: 

  ,),()(cos
!)(
!)(

2
12

2
)1(),( ϕθθϕθψ

ϕ

lm
m

l

im
m

lm YP
ml
mlle

=
+
−+

−=   (5.32 

де ),( ϕθlmY  – сферичні функції (сферичні гармоніки). Вони ортонормовані,  

   mmllmllm dYYd ′′′′ =∫∫ δδθθϕ
ππ

sin
0

*2

0
 ,     (5.33 

і складають повний базис у просторі ),( ϕθ . Індекси азимутальне l  та m  (квантові числа) з 

історичних причин мають назви: 

 

 

 

 

Нижче наведені кілька сферичних гармонік нижчих порядків. 
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 – азимутальне, або орбітальне квантове число, 
 – магнітне квантове число, 

. 
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5.2 Орбітальний момент вільного електрона 
 

Орбітальний момент електрона чи будь-якої 

частинки, розглянутий вище, стосувався руху відносно 

деякого центру, наприклад електрона відносно ядра. Між 

тим електрон, та і будь-яка інша частинка, може мати 

внутрішній орбітальний момент, ніяк не зв’язаний з 

конкретною системою координат. На перший погляд це 

видається неможливим, і розуміння цього явища було 

досягнуто відносно недавно. У всякому разі для 

акустичних хвиль першою теоретичною роботою у 

цьому напрямку є напевно робота Nye & Berry (1974 р.).6F

* 

Внутрішній орбітальний момент є суто хвильовим 

явищем, і відмінний від нуля у хвиль з гелікоїдальною 

(спіральною) хвильовою поверхнею, чому також назва 

“скручені хвилі” (для світла, “twisted light”), Рис. 5.3. 

Практично це явище було вперше досліджене для світла, 

і на початок 90-х років були розроблені методи 

отримання лазерних променів з, у принципі, довільним орбітальним моментом. Пізніше 

подібні методи були розроблені і для матеріальних частинок (електронів).7F

† Кванти світла 

(або матеріальні частинки, в тому сенсі що вони є хвилями) з гелікоїдальною структурою 

позначаються індексом (квантовим числом) т (інколи l), ,2,1,0 ±±=m  , що визначає 

порядок спіралі. Орбітальний момент такої частинки в напрямки руху z складає mLz = . 

 

                                                 
* J.F. Nye and M.V. Berry, “Dislocations in Wave Trains” Proceedings of the Royal Society of London. Series A, 
Mathematical and Physical Sciences, Vol. 336, No. 1605 (Jan. 22, 1974), pp. 165-190. 
https://www.jstor.org/stable/78498 
† M.Uchida & A.Tonomura, Generation of electron beams carrying orbital angular momentum, Nature 464, pp.737–739 
(2010). https://doi.org/10.1038/nature08904 

 

Рис. 5.3. Фазові поверхні (зліва) 
 та радіальний розподіл 
 інтенсивності 
 гелікоїдальних хвиль. 

m = +2 

m = +1 

m = 0 

m = – 2 

m = – 1 
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Вправи 
 

1.  Довести LLL ˆˆˆ i=× . (Звернути увагу: для евклідових векторів 0=× AA ;  для векторних 

операторів зовсім не обов’язково...) 

 

2.  Довести  

 0]ˆ,ˆ[,ˆ]ˆ,ˆ[,ˆ]ˆ,ˆ[,0],ˆ[,],ˆ[,],ˆ[ =−===−== zzxyzyxzzzz pLpipLpipLzLxiyLyixL  . 

 

3.  Знайти ]ˆ,ˆ[ 2pL y  та ]ˆ,ˆ[ 22 pL . 

 

4.  Отримати 







∂
∂

±
∂
∂

±= ±
± ϕ

θ
θ

ϕ ctgˆ ieL i  (перше зі співвідношень (5.25)). 

 

5.  Виходячи з попереднього, довести 







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−=−+ ϕϕ
θ

θ
θ

θ
iLL 2

2
2

2

2
2 ctgctgˆˆ  . 

(Обов’язково використати пробну функцію, інакше помилок не уникнути!) 

 

6.  Оператори ±L̂  змінюють стан m на одиницю, ),(),(ˆ
1 ϕθψϕθψ ±± = lmlmlm AL . Знайти lmA , якщо 

ψ –функції нормовані (підказка: доведіть та використайте zz LLLLL ˆˆˆˆˆ 22  += ± ). Перевірити, 

що трапляється на верхньому та нижньому щаблях драбини станів при застосуванні, 

відповідно, +L̂  та −L̂ , тобто визначити llL ψ+
ˆ  та llL −−ψˆ . 

 

7.  Чому дорівнює llYL +
ˆ  ?  Використовуючи цей результат, разом із результатом вправи 4 

вище, визначити llY . 
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6. Власний момент імпульсу елементарних частинок: спін 
 

Більшість елементарних частинок (електрони, протони, баріони, і т.і.) мають власний, 

внутрішній момент імпульсу, що прийнято називати спін. Це внутрішня властивість 

частинок, так само як, наприклад, заряд і маса. Її природа невідома. Проте відомо, що 

величина цього моменту, який ми позначатимемо S , визначається деяким квантовим числом 

s , аналогічним до орбітального квантового числа l . Втім, на відміну від орбітального 

моменту L , де l  може набувати будь-яких невід’ємних цілих значень, s  може бути 

напівцілим і є фіксованим для кожного типу частинок. В подальшому термін “спін”, в 

залежності від контексту, означатиме сам спіновий момент S , або спінове число s . В 

наступній таблиці перелічуються спіни (спінові числа s ) деяких частинок:  

 

s = 0 1/2 1 3/2 2 

мезони електрон e–, протон p+, нейтрон n фотон ∆-баріон 
гіпотетичний 

гравітон 

 

Вводимо оператори Ŝ , 2Ŝ , xŜ , yŜ  та zŜ , властивості яких вважаємо ідентичними до 

відповідних властивостей орбітального моменту. Зокрема, фундаментальні комутаційні 

співвідношення 

   [ ] [ ] [ ] .ˆˆ,ˆ,ˆˆ,ˆ,ˆˆ,ˆ
xzyyxzzyx SiSSSiSSSiSS  ===   (6.1) 

На відміну від орбітального моменту, де відповідні співвідношення виводились з відомої 

форми операторів, тут вони постулюються. (У більш строгому підході, їх можна отримати з 

обертальної інваріантності, що є вираженням ізотропії простору, і тому ці фундаментальні 

співвідношення справедливі для всіх форм моменту імпульсу: орбітального, спінового, та їх 

комбінацій.) По аналогії з орбітальним моментом, власні стани цих операторів, що 

називаються спінорами, визначаються двома квантовими числами s та m. Проте, спінори не 

є функціями і не мають координатного r–представлення. Тому для позначення спінорів 

(спінових станів) будемо використовувати нотацію Дірака bra-ket, так що sm  позначає стан 

зі спіном s = 0, 2/1 , 1, 2/3 , … (фіксованим для кожного типу частинок) та магнітним 

квантовим числом ssssm ,1,,1, −+−−=  . 

 З комутаційних співвідношень, по аналогії з орбітальним моментом, випливають 

спектри операторів 2Ŝ  та zŜ : 



 52 

 

     
.ˆ

,)1(ˆ 22

smmsmS

smsssmS

z 



=

+=
    (6.2) 

Оператори підвищення/пониження стану: 

     yx SiSS ˆˆˆ ±=± ,      (6.3) 

так що   ( )1)1()1(ˆ ±±−+=± msmmsssmS  ,    (6.4) 

як і для ±L̂ . 

 

 

6.1 Спін ½ 
 

 Звичайна матерія збудована з електронів, протонів та нейтронів, тобто частинок зі 

спіном 1/2. Так що в певному сенсі їх властивості, і насамперед властивості електронів, є 

визначальними для властивостей матерії взагалі. 

 Якщо 21=s , то m  може приймати лише два значення, 21±=m . Таким чином, існує 

лише два власних спінори, які позначатимемо та називатимемо так: 

   〉2121| ,   або  ↑χ ,  або  ↑ , “спін вгору”, та   (6.5) 

   〉− 2121| ,   або  ↓χ ,  або  ↓ , “спін вниз”.   (6.6) 

Чому “спін вгору/вниз” а не, скажімо, вліво/вправо? Походження цього сленгу в тому, що 

мається на увазі проекція спіну на вісь OZ, яку зазвичай проводять вертикально вгору. 

 А як же бути з іншими осями? Дещо незграбно, будемо також говорити “спін 

вгору/вниз”, маючи на увазі вздовж/протилежно осі та явно вказуючи, про яку вісь йдеться. 

 Довільний спінор (спіновий стан) можна виразити як лінійну комбінацію власних 

спінорів та представити як двокомпонентний вектор: 

    







==+= ↓↑ b

a
abba χχχ .     (6.7) 

(Тут і далі в подібних випадках знак рівності означає “еквівалентно до”.) Зазначимо, що при 

вимірюванні zS  в цьому стані, з ймовірностями 2|| a  та 2|| b  будуть отримані, відповідно, 

значення 2+  та 2− , причому 1|||| 22 =+ ba  (умова нормування). 

 Для власних спінорів (відносно осі OZ !) маємо, в кількох еквівалентних позначеннях: 

  







===↑= ↑↑ 0

1
2
1

2
1 )( χχ z , 








===↓=− ↓↓ 1

0
2
1

2
1 )( χχ z . (6.8) 
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Зі станами, вираженими через двокомпонентні вектори, оператори виражаються через 

матриці 22× . 

Позначимо оператор квадрату спінового моменту 







=

fe
dc

S 2ˆ  і знайдемо елементи 

матриці. Маємо ↑↑↑ =+= χχχ 222

4
3)1(ˆ  ssS , так що 
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. Аналогічно, з ↓↓↓ =+= χχχ 222
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3)1(ˆ  ssS  маємо 
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звідки 
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Остаточно, оператор квадрату спіну: 

      .
10
01

4
3ˆ 22









= S     (6.9) 

 

Аналогічно, з ↑↑ += χχ 2ˆ zS  та ↓↓ −= χχ 2ˆ zS  отримуємо оператор проекції спіну на 

вісь OZ: 

      .
10

01
2

ˆ








−

=


zS     (6.10) 

Для знаходження xŜ  та yŜ  скористаємось операторами ±Ŝ , для яких 

   ( )1)1()1(ˆ ±±−+=± msmmsssmS  . 

Отже, маємо ( ) ↑↑↓+ =+−−−+= χχχ  )1½(½)1½(½Ŝ , ↓↓↑− =−−+= χχχ  )1½(½)1½(½Ŝ , 

та 0ˆˆ == ↓−↑+ χχ SS . Звідси, по аналогії з попереднім, знаходимо 









=+

00
10ˆ S ,  








=−

01
00ˆ S . Оскільки yx SiSS ˆˆˆ ±=± , то ( )−+ += SSSx

ˆˆ
2
1ˆ  та ( )−+ −= SS

i
Sy

ˆˆ
2
1ˆ , 

звідки отримуємо оператори проекцій спіну на осі OX та OY: 
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SS yx


   (6.11) 

 

Оператори zyxS ,,
ˆ  прийнято виражати через безрозмірні спінові матриці Паулі  
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01
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= zyx

i
i

σσσ   (6.12) 
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так що σS ˆ
2

ˆ 
=  – трикомпонентний вектор з матриць Паулі, тобто 

    .ˆ
2

ˆ,ˆ
2

ˆ,ˆ
2

ˆ
zzyyxx SSS σσσ 

===    (6.13) 

 Пригадаємо, що ермітове спряження оператора може бути виражене як 

транспонування та комплексне спряження, ( )*ˆˆ TAA =† , де транспонування матриці має 

звичайний смисл дзеркального відображення відносно головної діагоналі. Неважко 

переконатись, що матриці (оператори) iσ̂  та iŜ  є ермітовими (самоспряженими). 

 

 Досі йшлося про спінори в представленні оператора zŜ . А як вони виглядають в 

представленнях (базисах) операторів xŜ  та yŜ ?  З’ясуємо це на прикладі xŜ . Позначимо 

власні спінори ↑χ  та ↓χ , виражені в базисі оператора xŜ , як 







==↓↑ β

α
αβχ )(

,
x , де α  і β  слід 

знайти. Так само як і для zŜ , власні значення xŜ  є також 2± , тобто 
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, так що αβ ±= . Звідси, разом з 

умовою нормування 1|||| 22 =+ βα , отримуємо власні спінори в базисі оператора xŜ : 
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Тепер виразимо загальний спінор 
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b
a

χ  в базисі xŜ . Для цього цей спінор слід розкласти 

по базисним спінорам xŜ , )(
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xx CC
b
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= χχχ , за звичайним рецептом для коефіцієнтів 

розкладу, ( ) χχχχ †)(
,

)(
,2,1

xxC ↓↑↓↑ ==   (аналогічно до nn nC ψψ ∑= ,  де ψψ nnC = ). 
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Якщо вимірювати xS , то буде отримано 
2


+  з ймовірністю 
2

2
ba + та 

2


−  з 

ймовірністю 
2

2
ba − . Припустимо, що в цьому стані вимірюється zS  і отримано 

2


+ . Що 

тепер можна сказати про xS  і yS ?  Нічого! Після вимірювання проекція zS  набула значення 

2


+ , а xS  і yS  стали повністю невизначеними, і результат їх вимірювання буде 

рівноймовірно 
2


+  чи 
2


− . А після вимірювання xS  або yS , проекція zS  стане повністю 

невизначеною. 

 

 

6.2 Додавання моментів імпульсу 
 

 Припустимо, що маємо систему, складові якої мають моменти імпульсів ,, 21 JJ  . 

Це можуть бути орбітальні, спінові моменти, або їх комбінації. Наприклад, орбітальні та 

спінові моменти електронів в атомі, спіновий момент ядра. Що можна сказати про сумарний 

момент імпульсу системи? В загальному випадку це нетривіальна проблема. Обмежимося 

найпростішим випадком системи з двох незалежних, не взаємодіючих моментів 21, JJ . 

Момент 1J  описується операторами zJ,J 1
2

11
ˆˆ,Ĵ , квантовими числами 11, mj  та 

власними станами 11mj , і аналогічно 22222
2
22 ,,,ˆˆ,ˆ mjmjJ,J zJ  для 2J . Через незалежність 

1J та 2J  оператори zz J,JJ,J 2
2
21

2
1

ˆˆ,ˆˆ  комутують між собою. Для власних значень та власних 

станів маємо 
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 (6.14) 

Задача полягає в тому, щоб визначити оператори zJ,J ˆˆ,ˆ 2J , квантові числа mj,  та власті 

стани jm  для повного моменту J . 

 

 Класично, 21 JJJ += , так що 21
ˆˆˆ JJJ += . Зокрема, zzz JJJ 21

ˆˆˆ += . Неважко 

переконатись, що добутки 2211 mjmj  є власними функціями zĴ : 
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( )

( ) ,

ˆˆˆˆˆ

22112211212221122111

22112221112211212211

mjmjmmjmjmmmjmmjmjmjm

mjmjJmjmjJmjmjJJmjmjJ zzzzz

 =+=+=

=+=+=
 

звідки маємо 

     .21 mmm +=       (6.15) 

 Оскільки для кожного 1j  існує 12 1 +j  станів 11mj  з різними 1m  та, аналогічно, для 

кожного 2j  існує 12 2 +j  станів 22mj  з різними 2m , то для кожної комбінації 1j  та 2j  існує 

( )( )1212 21 ++= jjN  станів 2211 mjmj  з різними комбінаціями 1m  та 2m . 

 Максимальне значення 1m  дорівнює 1j , а максимальне 2m  дорівнює 2j . Отже, 

максимальне значення 21 mmm += , а разом з ним і j , дорівнює 21 jj + . А мінімальне? 

Класично, величина суми 21 JJJ +=  змінюється від 21 JJ −  (припускаючи 21 JJ > ) до 

21 JJ +  для різних взаємних напрямків 1J  та 2J . Це підказує, що мінімальне значення j  

дорівнює 21 jj − , припускаючи 21 jj > . Доведемо це. Для цього достатньо довести, що повна 

кількість станів з різними j  від 21 jj − до 21 jj +  дорівнює ( )( )1212 21 ++= jjN , знайденому 

вище. Для кожного j  існує 12 +j  станів з різними m , так що повна кількість станів 

дорівнює 

   ( ) ( ) ( ) ( )( ) Njjjjj
jj

j

jj

j

jj

jjj
=++=+−+=+ ∑∑∑

−−

=

+

=

+

−=

1212121212 21

1

00

212121

21

, 

де ми використали 
2

)1(
0

+
=∑

=

nnj
n

j
 та 11

0
+=∑

=

n
n

j
. Що і слід було довести. Отже, 

   21212121 ,1,,1, jjjjjjjjj +−++−−=  .    (6.16) 

Для квадрату повного моменту маємо ( ) 21
2
2

2
1

2

21
2 ˆˆ2ˆˆˆˆˆ JJJJ ++=+= JJJ . Оператори 2Ĵ  та 

zzz JJJ 21
ˆˆˆ +=  комутують, так що для них існує спільна система власних функцій. Між тим, 

2211 mjmj  не є власними функціями 2Ĵ  через останній доданок 21
ˆˆ2 JJ . Спільну систему 

власних функцій слід будувати з лінійних комбінацій 2211 mjmj , 

∑
=+

=
mmm

jm
mjmj mjmjCjm

21

2211 2211 , де jm
mjmjC

2211
– так звані коефіцієнти Клебша-Гордана, які можна 

знайти в спеціальних посібниках чи Інтернет-ресурсах (наприклад, див. Griffiths стор. 188 

для деяких комбінацій 1j  та 2j ). 

 Підсумовуючи, 
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C
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=

+=

−−

=

+=−+−−=

+−++−−=

+=++=

∑
=+

JJ

   (6.17) 

 

 

Вправи 
 

 1)  Знайти власні стани (спінори) операторів xŜ  та yŜ . Для загального спінового стану 









b
a

 в базисі (представленні) оператора zŜ , розкласти його в базисах xŜ  та yŜ . 

 

 2)  Електрон знаходиться у спіновому стані 






 −
2
21 i

A . Знайти А.  При вимірюванні 

2,,, SSSS zyx  які значення, та з якими ймовірностями будуть отримані? Чому рівні 

zyx SSS ,, ? 

 

 3)  Електрон знаходиться в стані з 2/=zS . При вимірюванні xS , які значення та з 

якими ймовірностями будуть отримані? Нехай в результаті вимірювання визначено 

2/−=xS . Далі вимірюють zS . Які значення та з якими ймовірностями будуть отримані? 

 

 4)  Додавання моментів імпульсу на прикладі двох частинок зі спінами ½. (наприклад, 

атом водню або позитронію). Синглетні та триплетні стани. (див. Griffiths p.184.) 
 

 5)  Griffiths, p.189, Problems 4.34 – 4.37. 
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7. Рівняння Шрьодінгера 
 

 В класичній механіці Гамільтона, центральний об’єкт – це функція Гамільтона 

(гамільтоніан), що для однієї частинки в полі потенціальних (консервативних) сил дорівнює 

повній енергії, 

   )(
2

2

напотенціалькінетична rU
m

pEEH +=+= , 

де p  – імпульс, )(rU  – потенціальна енергія. Згідно з принципом відповідності квантової 

механіки, відповідний оператор повної енергії, або оператор Гамільтона (гамільтоніан) 

 )(
2
ˆˆ

2
rU

m
pH += ,   або  )(

2
ˆ 2

2
rU

m
H +∇−=

 ,   де  )(rU  – оператор потенціальної енергії, 

 
2

2

2

2

2

2
2

zyx ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇  – оператор Лапласа. 

 Рівняння для власних значень та власних функцій оператора Гамільтона 

(гамільтоніана): 

   ,ˆ ψψ EH =     або .)(
2

2
2

ψψ EU
m

=





 +∇− r

 

Це – рівняння Шрьодінгера для стаціонарних станів (часом, досить незграбно, його 

називають стаціонарним рівнянням Шрьодінгера). Чому стаціонарні стани? Стани Eψψ =  з 

визначеною повною енергією E , що задовольняють рівняння Шрьодінгера, є незмінними з 

часом, тобто стаціонарними, що буде невдовзі показано. 

 Основний стан – це стан 0ψ  з мінімальною повною енергією 0EE = , а стани з 0EE >  

– це збуджені стани (енергетичні рівні nE ), в смислі, що вони мають додаткову енергію по 

відношенню до 0ψ . Якщо станам nψ  відповідають різні енергії nE , то такі стани є 

невиродженими. В противному разі, якщо k  станів αψ n , де k,,2,1 =α , мають однакову 

енергію nE , то такі стани є  виродженими, а k  є кратністю виродження. 

 

Нагадаємо стандартні умови для ψ : 

 1)  неперервність ψ  та x∂
∂ψ  (за винятком особливих точок,  

      де потенціальна енергія ∞→U , і x∂
∂ψ  має розриви); 

 2) квадратична інтегровність ∞<∫ r32|| dψ ;  

 3) однозначність. 
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7.1 Хвильове рівняння Шрьодінгера 
 

Якщо система не перебуває в стаціонарному (незмінному) стані, то її стан змінюється з 

часом, ),( trΨ=Ψ . Між тим, стан має підпорядковуватись загальному принципу 

причинності, тобто поточний стан визначається станом в попередній час, будь то 

мікросекунду назад або під час “великого вибуху”. Математично це означає, що 

диференціальне рівняння руху (еволюції) ),( trΨ  має бути першого порядку відносно t , 

оскільки в цьому разі розв’язки підпорядковуються початковим умовам )0,(rΨ , а у випадку, 

скажімо, рівняння другого порядку, розв’язки мали б також підпорядковуватись початковим 

умовам для похідних 
0

),(
=∂

Ψ∂
tt

tr , що порушує причинність (тобто однозначність 

залежності ),( trΨ  від )0,(rΨ ). Крім того, рівняння руху має бути лінійним, згідно з 

принципом суперпозиції станів. Таким чином, рівняння руху має бути таким: 

     ,),(ˆ),( tL
t

t rr
Ψ=

∂
Ψ∂      (7.1) 

де L̂  – деякий лінійний оператор. 

 Функція стану вільної частинки – це хвильова функція де Бройля, )(),( tEieCt −⋅=Ψ rpr  , 

яка має задовольняти рівняння руху (7.1). Підставляючи функцію де Бройля в (7.1), маємо 

 ),(ˆ),(),( )()( tHitEieCEie
t

C
t

t tEitEi rrr rprp Ψ−=Ψ−=−=
∂
∂

=
∂

Ψ∂ −⋅−⋅


 , 

і порівнюючи з (7.1), отримуємо 

    HiL ˆˆ


−= .       (7.2) 

Далі припускаємо, що (7.2) справедливе не тільки для станів вільної частинки, але і для всіх 

можливих станів. Тоді з (7.1) отримуємо хвильове рівняння Шрьодінгера  

       ,ˆ
t

iH
∂
Ψ∂

=Ψ   або  
t

iU
m

p
∂
Ψ∂

=Ψ





 + )(

2
ˆ 2

r , або  ,)(
2

2
2

t
iU

m ∂
Ψ∂

=Ψ





 +∇− 

 r  (7.3) 

з початковими умовами .)(),( 00 rr ψ=Ψ t  

 Хвильове рівняння Шрьодінгера (Erwin Schrödinger, 1926) – основне рівняння 

квантової механіки. 

 Зазначимо, що наведені вище міркування не можна вважати виведенням рівняння 

Шрьодінгера, – його не можна вивести, як не можна вивести і рівняння Ньютона. Його 

чинність слідує лише з того, що воно адекватно описує реальні мікроскопічні системи. 

 Також зазначимо, що рівняння Шрьодінгера є нерелятивістським, хоч Шрьодінгер 

спершу невдало пробував сформулювати релятивістське рівняння. Успіх нерелятивістської 
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теорії Шрьодінгера визначається насамперед тим, що швидкості руху електронів та ядер в 

звичайній матерії набагато менші від швидкості світла. 

 Нехай гамільтоніан Ĥ  не залежить явно від часу, так що 0
ˆ

=
∂

∂
t

H , тобто йдеться про 

стаціонарні стани (незмінні з часом t ). Тоді, якщо переписати рівняння (3) як 

0)(ˆ =Ψ







∂
∂

−
t

iH r , то оператор 
t

iH
∂
∂

− )(ˆ r  є сумою двох операторів за різними змінними 

r  і t , так що розв’язки факторизуються на добуток функцій від r  та t , )()(),( tft rr ψ=Ψ . 

Підставляючи в (3), маємо 

 )(ˆ)()()(ˆ)()( rrr ψψψ HtftfH
dt

tdfi ==  для довільних r  і t , що можливо лише якщо 

 Econst
tf
dt

tdf
iH

===
)(

)(

)(
)(ˆ


r

r
ψ

ψ . 

Звідси одразу маємо рівняння Шрьодінгера для стаціонарних станів з енергією E  для 

координатної частини функції стану )(rψ , 

     ,)()(ˆ rr ψψ EH =      (7.4) 

між тим як )()( tfE
dt

tdfi = , звідки constCeCtf tEi

==
− ,)(  . Остаточно, хвильова функція 

стаціонарного стану з повною енергією E  

     ,)(),(
tEi

et 
−

=Ψ rr ψ      (7.5) 

де координатна частина )(rψ  задовольняє стаціонарне рівняння Шрьодінгера (7.4) і 

вважається нормованою, 1=ψψ . 

 В стаціонарних станах, густина ймовірності 22 |)(||),(| rr ψρ =Ψ= t  не залежить від 

часу t . Також не залежать від часу і середні значення спостережуваних величин A , 

ψψ AAA ˆˆ =ΨΨ= . 

 Підсумовуючи, стаціонарні стани є стани з визначеною повною енергією E , в яких 

залежність від часу входить як 
tEi

e 
−

, так що густина ймовірності та середні значення усіх 

спостережуваних величин незмінні з часом. 
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7.2 Закон збереження ймовірності. Потік ймовірності.  
Рівняння неперервності. 

 

Проаналізуємо швидкість зміни густини ймовірності ΨΨ=Ψ= *2||ρ  з часом: 

 ( )
tttt ∂

Ψ∂
Ψ+Ψ

∂
Ψ∂

=
∂

ΨΨ∂
=

∂
∂ *

**ρ , підставляємо з (3) Ψ=
∂
Ψ∂ H

it
ˆ1


 та *

*
ˆ1
Ψ−=

∂
Ψ∂ H

it 
, 

так що 

 ( ) ( )*22***

2
ˆˆ1

Ψ∇Ψ−Ψ∇Ψ=ΨΨ−ΨΨ=
∂
∂

m
iHH

it




ρ . 

 Визначимо густину потоку ймовірності j : 

     ( ),
2

** Ψ∇Ψ−Ψ∇Ψ−=
m

ij     (7.6) 

так що ( )
tm

i
∂
∂

−=Ψ∇Ψ−Ψ∇Ψ−=∇=
ρ*22*

2
div jj . Отже маємо 

     ,0=∇+
∂
∂ j

t
ρ       (7.7) 

рівняння неперервності для густини ймовірності, що виражає закон збереження 

ймовірності. (Порівняйте з відповідними законами збереження маси, заряду, і т.і.) 

 Принагідно відмітимо, що для дійсних функцій Ψ  густина потоку ймовірності j  

дорівнює нулю. 

 Проінтегруємо (7.7): 

     0=∇+
∂
∂

∫∫ VV
dVdV

t
jρ . За теоремою Остроградського-Гауса ∫∫∫ ⋅=∇

SV
ddV Sjj , так що 

     0=⋅+ ∫∫∫ SV
ddV

dt
d Sjρ , де поверхня S  охоплює нескінченний об’єм V . 

Умова квадратичної інтегровності Ψ  вимагає, що в нескінченності 0→Ψ , так що також 

0→j , отже 0=⋅∫∫S
dSj  (довести!), і попереднє рівняння зводиться до 

     ,0=∫V dV
dt
d ρ      (7.8) 

що виражає закон збереження ймовірності в інтегральній формі.  

 

 Нехай θϕψ ie= , де )(rϕϕ = , )(rθθ =  – дійсні функції. Знайдемо густину потоку 

ймовірності  ( )**

2
ψψψψ ∇−∇−=

m
ij .  Використовуючи fggffg ∇+∇=∇ )( , маємо 

   
( )

( ),
,

*

*

θϕϕϕψψ
θϕϕϕψψ

θθθ

θθθ

∇−∇=∇
∇+∇=∇

−−

−

iii

iii

eiee
eiee
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так що θϕ ∇= 2

m
j . Оскільки ρψϕ == 22 || , то 

    .θρ ∇=
m
j  

З загальних міркувань, якщо частинка з густиною ймовірності ρ  рухається зі швидкістю v , 

то vρ=j . Отже, швидкість частинки в стані θϕψ ie=  

    .θ∇=
m
v  

 

 

7.3 Оператор еволюції в часі. Представлення Гайзенберга. 
 

 Нехай стан ),( trΨ  змінюється з часом згідно з рівнянням Шрьодінгера Ψ=
∂
Ψ∂ H
t

i ˆ , 

де гамільтоніан Ĥ  не залежить від часу, з початковим станом )()0,( rr ψ=Ψ . Виразимо 

),( trΨ  через )(rψ , 

     ,)()(ˆ),( rr ψtSt =Ψ      (7.9) 

де )(ˆ tS  – оператор еволюції стану з часом. Підставляючи в рівняння Шрьодінгера,  

     






=

=
∂
∂

,1)0(ˆ

,ˆˆˆ

S

SH
t
Si  

так що 

     ,)(ˆ ˆ tHi

etS 
−

=       (7.10) 

де функцію від оператора слід розуміти в смислі розкладу функції в степеневий ряд, 

+++= 2

!2
11 xxex  , так що 

    


+





−+






−+=

2
ˆ

!2
1ˆ1)(ˆ tHitHitS  . 

За законом збереження ймовірності, ∫∫ =ΨΨ rrrrrr 3*3* )()(),(),( ddtt ψψ , так що  

 ( ) ∫∫∫∫ ===ΨΨ rrrrrrrr † 3*3*3
*

3* ˆˆ)()(ˆ)()(ˆ),(),( ddSSdtStSdtt ψψψψψψ , 

отже ,ˆˆ,1ˆˆ 1−== SSSS ††  і оператор еволюції )(ˆ tS  є унітарним. 
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Це можна побачити і так: 

 1
ˆˆˆ ˆˆ −−

===





= SeeeS tHitHitHi


†

†

† . 

 Нехай деяка спостережувана величина A  описується оператором Â , причому в теорії 

Шрьодінгера оператори спостережуваних величин незалежні від часу. Її середнє значення 

 ( ) ∫∫∫∫ ===ΨΨ= rrrrrrrr † 3*3*3
*

3* )(ˆˆˆˆ)()(ˆˆ)()(ˆ),(ˆ),( dtAdSASdtSAtSdtAtA ψψψψψψ , 

де      tHitHi

eAeSAStA
ˆˆ ˆˆˆˆ)(ˆ 

−
== †     (7.11) 

є представленням оператора Â  як залежного від часу. Разом з (9) та (10), це відомо як 

представлення (зображення) Гайзенберга (Werner Heisenberg),  в якому вектори стану 

)(rψ  не залежать від часу, а часова залежність перенесена до операторів )(ˆ tA . Знайдемо 

dt
tAd )(ˆ

:         ( ) [ ]HtAiHtAtAHieAeHieAeHi
dt

tAd tHitHitHitHi
ˆ),(ˆˆ)(ˆ)(ˆˆˆˆˆˆ)(ˆ ˆˆˆˆ


 −=−=−=

−−  ,    так що 

     [ ],ˆ),(ˆ1)(ˆ
HtA

idt
tAd


=      (7.12) 

рівняння Гайзенберга для оператора )(ˆ tA . 

 

 

7.4 Представлення Дірака (представлення взаємодії) 
 

 Це представлення буде детально розглянуте пізніше, в рамках теорії збурень. Наразі 

дамо загальний, схематичний опис. 

 Виразимо гамільтоніан Ĥ  як VHH ˆˆˆ 0 += , де 0Ĥ  незалежний від часу, а V̂  може 

залежати, )(ˆˆ tVV = . Позначимо tHi

etS 0ˆ
0 )(ˆ 

−
= , оператор еволюції в представленні взаємодії, 

що включає лише частину часової залежності. Виразимо вектор стану як 

 ),(),()(ˆ),( 0ˆ
0 tettSt I

tHi

I rrr Ψ=Ψ=Ψ
−
 ,  де ),( tI rΨ  – функція стану в представленні 

взаємодії (індекс “I” – “Interaction”), і підставимо в рівняння Шрьодінгера (3): 

 ( ) I
tHi

ItHi

I
tHi

eVH
dt

dieeHii Ψ+=
Ψ

+Ψ





−

−−− 000 ˆ
0

ˆˆ
0 ˆˆˆ  


 ,  так що 

 ),()(ˆ),(

)(ˆ

ˆˆ 00 tetVe
dt

tdi I

tV

tHitHi
I

I

rr
Ψ=

Ψ −

  
  ,  де tHitHi

I etVetV 00 ˆˆ
)(ˆ)(ˆ 

−
=  – гамільтоніан взаємодії 

(індекс “I” в )(ˆ tVI  – від “Interaction”, “взаємодія”). 
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 Отже, в представленні Дірака, функції стану ),( tI rΨ  задовольняють рівняння 

Шрьодінгера з гамільтоніаном взаємодії )(ˆ tVI , а залежні від часу оператори )(ˆ tA  

задовольняють рівняння Гайзенберга з гамільтоніаном 0Ĥ ,  [ ]0ˆ),(ˆ1)(ˆ
HtA

idt
tAd


= . 

 Підсумовуючи, в представленні (зображенні) Шрьодінгера, вектори стану залежать 

від часу, а оператори не залежать. 

 В представленні Гайзенберга, вектори стану незалежні від часу, ця залежність 

перенесена на оператори. 

В представленні Дірака (взаємодії), залежність від часу поділяється між векторами 

стану та операторами. 

 

 

7.5 Співвідношення невизначеностей для Е та t 
 

 Канонічне співвідношення невизначеностей Гайзенберга для середньоквадратичних 

відхилень результатів вимірів імпульсу 2
xx pp ∆=∆  та координати 2xx ∆=∆  від їх 

середніх значень, має вигляд 

      
2


≥∆∆ xpx .     (7.13) 

Це співвідношення зазвичай доповнюється аналогічним співвідношенням для енергії E  та 

часу t , 

      
2


≥∆∆ tE .     (7.14) 

З точки зору релятивістської теорії відносності, співвідношення (14) має бути наслідком 

(7.13), – дійсно, в теорії відносності x  і t  (вірніше, ct ) є компонентами одного 4-вектора, так 

само як і E  та xp . Між тим, наразі маємо справу з нерелятивістською квантовою теорією. Як 

же тоді розуміти співвідношення (7.14) і, в першу чергу, що таке t∆ ? Час t  є параметром 

теорії, але не є динамічною змінною, тобто величиною, яка сама змінюється з часом і, в 

певний момент часу, може бути виміряною. Не мають смислу поняття “середній час 

системи”, або “відхилення часу від середнього”. Так що t∆  має інший смисл, ніж x∆ , p∆ , 

тощо. З’ясуємо його. 

 Середнє значення деякої величини Q , що описується оператором Q̂  і, взагалі кажучи, 

залежить від координат, імпульсів, та часу 

     ΨΨ= QQ ˆ . 
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Знайдемо швидкість зміни середнього значення Q  з часом. 

  
t

Q
t
QQ

t
Q

dt
dQ

dt
d

∂
Ψ∂

Ψ+Ψ
∂
∂

Ψ+Ψ
∂
Ψ∂

=ΨΨ= ˆˆˆˆ . 

Згідно з рівнянням Шрьодінгера Ψ=
∂
Ψ∂ H
t

i ˆ , попереднє рівняння зводиться до 

  
t
QHQ

i
QH

i
Q

dt
d

∂
∂

+ΨΨ+ΨΨ−=
ˆˆˆ1ˆˆ1


. 

Оператор Ĥ  ермітів, так що ΨΨ=ΨΨ QHQH ˆˆˆˆ , і попереднє рівняння зводиться до 

    .
ˆ

]ˆ,ˆ[
t
QQHi

dt
Qd

∂
∂

+=


     (7.15) 

Це вельми цікавий результат. Здебільшого, оператори не залежать від часу, так що 0
ˆ

=
∂
∂

t
Q . 

Тоді 

    ]ˆ,ˆ[ QHi
dt
Qd


= .      (7.16) 

Якщо Q̂  комутує з гамільтоніаном Ĥ , 0]ˆ,ˆ[ =QH , то constQ
dt
Qd

== ,0 , і величина Q  є 

інтегралом руху та підпорядковується відповідному закону збереження. 

 

Тепер згадаємо загальні співвідношення невизначеностей для величин A  та B ,  

    [ ]
2

ˆ,ˆ
2
122 BA
i

BA ≥∆∆ .     (7.17) 

Нехай .ˆˆ,ˆˆ QBHA ==  Визначимо, як зазвичай, ( )2
2 ˆ EHEE −=∆=∆  та 

( )22 QQQQ −=∆=∆ . Тоді зі співвідношень (16) та (17) маємо 
dt
Qd

QE
2


≥∆∆ . 

Припустимо, const
dt
Qd

= . Тоді час, за який Q  зміниться на Q∆  (одне стандартне 

відхилення), складає 
dtQd

Qt ∆
=∆ .  Так що t∆  в співвідношенні (14) 

2


≥∆∆ tE  є часом 

суттєвої зміни стану системи. Або, як інша інтерпретація, t∆  – це час перебування системи 

в стані з енергією E . 
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Приклад: ∆ -баріон, частинка з коротким часом життя 2310−≈∆ t с. В серії вимірів маси m  

цієї частинки, гістограма розподілу результатів вимірювань виглядатиме приблизно так: 

Ширина розподілу маси/енергії складає 

≈120 
2

МеВ
c

, отже E∆ ≈
2

120  
2

МеВ
c

, так що 

маємо 

   ( )
22

2с10МеВ
2

120 23
2


>≈×






=∆∆ −

c
tE . 

 

 

Вправи 
 

1.  Показати, що квадратична інтегрованість ψ  означає достатньо швидкий спад j в 

нескінченності, так що поверхневий інтеграл перед співвідношенням (7.8) дорівнює нулю,  

0=⋅∫∫S
d Sj . 

 

2.  Довести унітарність оператора еволюції )(ˆ tS  з його розкладу в ряд. 

 

3.  Довести, що для спостережуваної величини Q,  
t
QQHi

dt
Qd

∂
∂

+=
ˆ

]ˆ,ˆ[


. Проаналізувати 

це співвідношення у випадках p=== QxQHQ ˆ,ˆ,ˆˆ . 

 

4.  В яких випадках 0=
dt
Qd

? Тоді Q - це інтеграл руху, тобто підпорядковується закону 

збереження. 

 

5.  В яких випадках 
dt
Ad

dt
Ad

=
ˆ

?  Довести це корисне співвідношення. 

 

6.  Довести наступні корисні співвідношення: ],ˆ[ˆ rp Hmi


=  (звести комутатори до 

канонічних ipx x =],[  і т.д.), звідки 
dt

d
m

r
p =ˆ  (використати 3.). Це частина теореми 

Еренфеста (Ehrenfest), що твердить, що середні значення (математичні сподівання) величин 









2

МеВ
c

m

1232 

120 
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підпорядковуються класичним законам. Співвідношення з 3., що є набагато більш загальним, 

належить Вернеру Гайзенбергу. 

 

7.  Два перші стаціонарні стани частинки в нескінченній прямокутній потенціальній ямі 

шириною а: 
a
x

a
x πψ sin2)(1 =  з енергією 2

22

1 2ma
E π

=  та 
a

x
a

x πψ 2sin2)(2 =  з 

енергією 2

22

2
2
ma

E π
=   ( ax ≤≤0 ). Стан частинки в момент t=0 є суперпозицією цих 

двох стаціонарних станів, ))()(()0,( 21 xxAx ψψ +=Ψ . 

  a) Знайти А (не забудьте, що різні вектори станів взаємно ортогональні, і закон 

збереження ймовірності). Чи змінюється А з часом? 

  б) Знайти ),( txΨ  та 2),( txΨ . Чи змінюється цей стан з часом? 

  в) Знайти x . Ця величина періодично змінюється. Знайти частоту та 

амплітуду. 

  г) Знайти p  (дуже просто з допомогою 6.).  

  д) Якщо вимірювати енергію частинки, то які величини, і з якою ймовірністю 

будуть отримані? Середнє значення? 

 

8.  Знайти j для хвилі де Бройля /)( prr iAe−=ψ . Проінтерпретувати результат. 
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8. Прості задачі квантової механіки 
 

 

 8.1 Вільна частинка 
 

 Хвильова функція вільної частинки з імпульсом p  та кінетичною енергією 
m

p
2

2
 – це 

хвильова функція де Бройля, 

     
( )

.
2

1),( 2
23

2









−⋅

=Ψ
t

m
pi

et
rp

r 

π
    (8.1) 

Енергетичний спектр вільної частинки неперервний, імпульс та енергія можуть набувати 

будь-яких значень. Нагадаємо, що функція (8.1), будучи зручною математичною 

абстракцією, не є квадратично інтегровною і її не можна віднормувати в звичайному сенсі, 

так що вона не може описувати реальний стан. Іншими словами, вільна частинка не може 

перебувати в стані з точно визначеними імпульсом та енергію. Станами, що можуть 

реалізуватись, є хвильові пакети, що є лінійними комбінаціями хвиль де Бройля з різними 

імпульсами, 

    
( )

,)(
2

1),( 32
23

2

ppr
rp

det
t

m
pi

∫








−⋅

=Ψ 


ϕ

π
   (8.2) 

де )(pϕ  є імпульсним зображенням стану та виражає розподіл імпульсів. 

 

 

 8.2 Прямокутна потенціальна яма 
 

 Потенціальна яма – область простору, де потенціальна енергія частинки мінімальна. 

Розглянемо потенціальну яму простої форми, а саме одновимірної прямокутної ями вздовж 

x , де потенціальна енергія 0)( =xU  при ax ≤≤0  та є нескінченною поза цим інтервалом, 

   




∞
≤≤

=
інакше.

,0,0
)(

ax
xU  

Видається, що це вельми абстрактна модель. Між тим, існують реальні 

системи, що добре цією моделлю описується, наприклад лінійні молекули зі 

спряженими хімічними зв’язками, де валентні електрони можуть відносно 
C 

C C 
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вільно рухатись вздовж молекули, кінці якої утворюють границі потенціальної ями. Відомий 

приклад такої сполуки – це β - каротин, або провітамін А, що надає оранжевого кольору 

моркві. 

 Рівняння Шрьодінгера для стаціонарних станів набуває вигляду 

  )()()()(
2 2

22
xExxU

dx
xd

m
ψψψ

=+−
 , 

так що поза межами ями, де ∞=U , має бути 0=ψ . В межах ями ax ≤≤0  маємо 

  )()(
2 2

22
xE

dx
xd

m
ψψ

=−
 , або 02

2

2
=+ ψψ k

dx
d , де 



mEk 2
= . 

Загальний розв’язок цього рівняння можна виразити як ( )ϕψ += kxAx sin)( . Неперервність 

)(xψ  на кінцях інтервалу ],0[ a  вимагає 0)()0( == aψψ , так що 0=ϕ , ,,0 π±=ka  . 

Нульовий розв’язок 0=k  відкидаємо, а розв’язки з 0<k  є ідентичними до розв’язків 0>k , 

в смислі густини ймовірності та середніх значень величин. Отже, ,2,1, === n
a

nkk n
π  , а 

енергія стаціонарних станів 
m
kE n

n
2

22
= . З умови нормування 1sin|||)(| 2

2

0

2
== ∫∫ dxkxAx

a
ψ  

маємо 
a

A 2
= , так що, остаточно, 

    
.,2,1,

2

,sin2)(

2
2

22



==

=

nn
ma

E

a
xn

a
x

n

n

π

πψ
 

 

 
Рис. 8.1. Перші три стаціонарні стани нескінченної прямокутної ями. 

 

Відмітимо кілька цікавих властивостей стаціонарних станів, що справедливі і для 

одновимірних потенціальних ям іншої форми. 
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(1) Стани є поперемінно парними та непарними відносно центра ями: 1ψ  парна, 2ψ  

непарна, і т.д. 

(2) 1ψ  не має вузлів, 2ψ  має один вузол, nψ  має 1−n  вузлів (кінці інтервалу вузлами не 

вважаються). 

(3) nψ  ортонормовані, nmmn δψψ = . 

(4) nψ  утворюють повний набір (ортонормований базис): 

    ,)()(),0()(
1∑∞

=
=≤≤∀

n nn xCxaxx ψψψ  де 

    ψψ nnC = ,   ∑∞

=
=

1

2 1
n nC . 

  2
nn CP =  – ймовірність того, що при вимірюванні E  буде отримано nE . 

  Отже, ∑∞

=
=

1

2 ,ˆ
n nn ECH   так що Ĥ  не залежить від t   

  (квантово-механічний варіант закону збереження механічної енергії). 

 

 

 8.3 Трикутна потенціальна яма. 
 

 Розглянемо потенціальну яму іншої простої форми, а саме трикутної,  див. рис. 8.2. 

Потенціальна енергія виражається як 

  ||)( xxU λ= , 

де λ  – додатна стала. 

 Класична частинка з енергією Е, що 

рухається в такому потенціалі, має точки повороту 

(зміни напрямку руху) при 0xx ±= , де 0xE λ= . Ці 

точки будуть важливими для розуміння поведінки 

квантової частинки з масою m  в цьому потенціалі. 

 Рівняння Шрьодінгера має вигляд 

 ψψλψ Ex
dx
d

m
=+− ||

2 2

22 . 

 Маючи справу з абсолютними значеннями х, 

зручно обмежитись невід’ємними значеннями, 0≥x . Тоді повні розв’язки, включно в 

області від’ємних x , легко отримати з огляду на симетрію потенціалу. Дійсно, оскілки 

задача симетрична відносно 0=x , бо потенціал описується парною функцією )()( xUxU =− , 

то і 2||ψ  має бути парною. Отже, можливі два типи розв’язків: “парні” )()( xx ψψ =−  та 

 

Рис. 8.2. Трикутна потенціальна яма. 

x 

U(x) 

U(x) = λ|x| 
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“непарні” )()( xx ψψ −=− . Ми вже це бачили на прикладі прямокутної потенціальної ями 

відносно її середини 2ax = . Для непарних розв’язків має бути 0)0( =ψ , адже ψ -функція є 

неперервною, між тим як для парних має бути 0| 0 ==xdxdψ , оскільки 0)()( =−− εψεψ , 

зокрема і при 0→ε .  

 Для спрощення рівняння Шрьодінгера робимо заміну ξ→x , а саме 

 
3/1

2
2















 −=



λ
λ

ξ mEx ,     так що  
λ

λξ Emx +





=

− 3/1

2
2


. 

Тоді рівняння Шрьодінгера набуває вигляду 

    0)()(
2

2

=− ξξψ
ξ

ξψ
d

d . 

 
Це так зване рівняння Ейрі (англ. Airy), також відоме як рівняння Стокса. Його розв’язок – 

функція Ейрі )Ai(ξ , графічно 

зображена на рисунку 8.3. Ця 

функція цікава, зокрема, тим, що 

вона коливається (неперіодично) при 

від’ємних значеннях аргументу, та 

швидко згасає до нуля при додатних 

значеннях. Очевидно, це очікувана 

поведінка, адже 0=ξ  відповідає 

0xEx == λ , класичній точці 

повороту. Отже, 0<ξ  – це область 

всередині потенціальної ями, а 

0>ξ  - ззовні. Таким чином, при 

0>ξ  хвильова функція частково “проникає” в область потенціального бар’єру, де вона 

швидко згасає. Це приклад квантового тунелювання, яке буде детальніше обговорено 

пізніше. 

 Квантування, як і для прямокутної потенціальної ями, виникає в результаті 

накладання граничних умов, в даному разі при 0=x , які є вимогою парності або непарності 

розв’язків: 

   0|)( 0 ==xdxxdψ , парні; 

   0)0( ==xψ ,   непарні. 

Чисельний розрахунок дає 

       
 

 

Рис. 8.3. Функція Ейрі )Ai(ξ . 

Ai(ξ) 

ξ 
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  0| 0 ==xdxdψ  при =ξ - 1.019,   - 3.249,   - 4.820,  ... (парні), 

  0)0( =ψ  при =ξ - 2.338,   - 4.088,   - 5.521,  ...  (непарні), 

що відповідає станам з енергіями 

  
3/1

2

22 −









−=

m
E λξ  . 

Зокрема, енергія основного стану при =ξ - 1.019 складає 
3/1

2
019.1

22 −









=

m
E λ . 

 На перший погляд, трикутний потенціал видається штучною конструкцією, що не має 

нічого спільного з реальністю. Між тим виявляється, що така форма потенціалу 

використовується при вивченні зв’язаних станів кварка та антикварка, що утворюють так 

званий кварконіум. При цьому x  має смисл відстані між кварком та антикварком, а силова 

константа λ  виявляється рівною 1.6×105 Н (16 тон !). 

 Інший реальний приклад лінійного потенціалу – м’яч, що підстрибує, відбиваючись 

від підлоги, в гравітаційному полі Землі. Якщо x  - це висота над підлогою, то потенціальна 

енергія м’яча дорівнює mgx , так що силова константа mg=λ . Природно, це справедливо 

лише для 0≥x . При 0=x  маємо непроникний потенціальний бар’єр (підлога). Отже, 

квантово-механічне описання дозволяє лише непарні розв’язки 0)0( ==xψ . 

 Вочевидь, футбольний м’яч, що підскакує на підлозі, не проявляє жодних квантових 

ефектів – потрібен квантовий, мікроскопічний м’яч. Такими м’ячами можуть слугувати нейт-

рони, як було експериментально показано в елегантній експериментальній роботі8F

* з дослі-

джень квантових станів надповільних (~10 м/с) нейтронів в гравітаційному полі Землі. В цій 

роботі горизонтальний потік нейтронів спрямовувався в щілину, утворену горизонтальним 

нейтронним дзеркалом (відбивачем нейтронів) та, над нею, паралельною пластиною-

поглиначем. Вертикальний рух нейтронів при русі в щілині відбувався під дією 

гравітаційного поля. Система була сконструйована так, що пролетіти крізь щілину могли 

лише нейтрони, що “підскочили” при відбитті від дзеркала на висоту не більшу, ніж висота 

щілини, яка механічно варіювалась з високою точністю порядку мікрометру. Висота 

підскоку – це точка повороту 0xx =  = ( ) 3/122 2 −
− gmξ . Для трьох найнижчих станів 

нейтрона з масою 271068.1 −×=m  вона складає ( ) 3/122 2338.2 −gm  = 14 мкм, 

( ) 3/122 2088.4 −gm  = 24 мкм, та ( ) 3/122 2521.5 −gm  = 32 мкм. Результати експерименту 

                                                 
* V.V. Nesvizhevsky et al., “Measurement of quantum states of neutrons in the Earth’s gravitational field”, Phys. Rev. 
D 67 (2003) 102002;  
V.V. Nesvizhevsky et al., “Study of the neutron quantum states in the gravity field”, Eur. Phys. J. C 40 (2005) 4792005. 
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представлені на рисунку 8.4, де 

зображена залежність потоку 

нейтронів, що пройшли через 

щілину, від її висоти. Бачимо, що 

нейтрони не проходять крізь 

щілину, якщо її висота менша від 

14 мкм. Далі нейтронний потік 

починає зростати, і при висоті 

щілини 24 мкм це зростання 

стрибкоподібно збільшується. 

Наступний стрибок спостері-

гається при висоті 32 мкм – в 

повній відповідності з 

передбаченнями квантової 

механіки. 

 

 

 8.4 Зв’язані та незв’язані стани. Розсіяння. 
 

 Як ми бачили на попередніх прикладах, існують два якісно різних типи стаціонарних 

станів: зв’язані дискретні стани, в яких рух частинки відбувається в обмеженій області 

простору, як в розглянутих вище потенціальних ямах, і незв’язані стани з неперервним 

спектром, як для вільної частинки. В останньому випадку, в залежності від форми 

потенціальної енергії )(xU  (обмежуємось одним виміром), напрямок руху частинки може 

змінюватись, тобто відбуватись розсіяння, проте в цілому частинка рухається в 

нескінченному об’ємі. Цим двом типам станів відповідають наступні умови для повної та 

потенціальної енергії: 

   




+∞>−∞>
±∞<

.станязанийнезв'),(або)(
,станязанийзв'),(

UEUE
UE

 

Для більшості реальних потенціалів 0)( =±∞U , так що ця умова набуває простішої форми, 

   




>
<

.станязанийнезв',0
,станязанийзв',0

E
E

 

Для деяких форм )(xU , в залежності від енергії E , можливі як зв’язані, так і незв’язані 

стани з розсіюванням. Як приклад, розглянемо дельта-подібний потенціал. 

      
 

 

Рис. 8.4. Експериментальне спостереження квантових  
станів нейтронів в гравітаційному полі Землі. Суцільна  
крива – передбачення класичної фізики. 

Висота щілини, мкм 
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 8.5 Дельта-подібна потенціальна яма 
 

Нехай )(xU  описується δ -функцією, 

  )()( xxU αδ−= , де α – додатна стала.  (8.3) 

Існують реальні системи з цікавими властивостями, що описуються таким 

потенціалом, – квантові точки, що являють собою металеві або 

напівпровідникові наночастинки в діелектричній матриці. 

Рівняння Шрьодінгера для стаціонарних станів: 

    )()()()(
2 2

22
xExx

dx
xd

m
ψψαδψ

=−−
 ,    (8.4) 

що вочевидь допускає як зв’язані ( 0<E ), так і незв’язані стани ( 0>E ). 

 Розглянемо спершу зв’язані стани, 0<E . 0)( =xU  всюди крім 0=x , так що 

    ψκψψ 2
22

2 2
=−=



mE
dx
d ,     (8.5) 

де каппа 


mE2−
=κ  – дійсна додатна величина. Загальним розв’язком (8.5) є лінійна 

комбінація експонент xeκ  та xe κ− , причому скінченність ψ  при ±∞→x  та неперервність при 

0=x  вимагають, що 

   




≥
≤

=
− ,0,

,0,
)(

xeA
xeA

x
x

x

κ

κ

ψ    або   .)( xeAx κψ −=    (8.6) 

Нормуючи (8.6), маємо κκκ 2
0

2222 21 AdxeAdxeA xx === ∫∫
∞

−
∞

∞−

− , так що κ=A , і 

    .)( xex κκψ −=       (8.7) 

Поки що δ -потенціал ніяк не враховувався в розв’язку. Щоб 

отримати додаткову умову для )(xψ  при 0→x , проінтегруємо 

(8.4) в нескінченно вузькому інтервалі 0],,[ →+− εεε : 

 
  



0)0()(

)()()()(
2 2

22

==
=

∫∫∫
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=−−
ε

ε

ε

ε

ε

ε
ψψδαψ

ψαψ

dxxEdxxxdx
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xd
m

dx
xdd

, 

звідки     ,)0(2
20

ψαψ


m
dx
d

x
−=






∆

=
    (8.8) 

де  
εε

ψψψ

−=+==






−






=






∆

xxx dx
d

dx
d

dx
d

0
 – зміна похідної 

dx
dψ  при переході через 0=x . 

)(xU

x

x

κ

)(xψ

xe κκ −
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Оскільки κκψ

ε
=








±=xdx
d , то κκψ 2

0
−=






∆

=xdx
d , і з (8.8) отримуємо  

    
2

ακ m
= , 

2

222

22 

 ακ m
m

E −=−= . 

 Остаточно, існує єдиний зв’язаний стан, 

    .
2

,)(
2

2
2


 ααψ α mEemx xm −== −    (8.9) 

 Далі проаналізуємо незв’язані стани з енергією 0>E . Оскільки потенціал (8.3) 

0)( =xU  всюди, крім 0=x , то рух частинки вільний і описується хвильовою функцією де 

Бройля, 

     ( )tkxiAetx ω−±=Ψ ),( ,     (8.10) 

де E=ω ,  а  k±  відповідає хвилі в додатному/від’ємному напрямку ОХ. Густина потоку 

ймовірності такої хвилі 

    
m
kA

xd
d

xd
d

mi
j  2

*
*

2
±=







 Ψ
Ψ−

Ψ
Ψ= .   (8.11) 

Нехай хвиля де Бройля з амплітудою A  та густиною потоку 0j   падає з боку ∞−=x  на δ -

яму. Тоді частина потоку 1j  відіб’ється, а частина 2j  буде пропущена потенціальною ямою. 

За законом збереження ймовірності, 

      210 jjj =+ , 

так що  222 CBA += , де B  і C  – амплітуди відбитої та пропущеної хвиль. 

 Коефіцієнти відбиття R   та пропускання T  

     2

2

2

2

,
A
C

T
A
B

R ==     (8.12) 

визначають ймовірності відбиття та пропускання частинки потенціальною ямою. 

 Вочевидь, 1=+TR . 

 Стаціонарне рівняння (8.4), з огляду на те, що 0)( =xU  всюди, крім 0=x , 

записується як 

     ψψψ 2
22

2 2 kmE
dx
d

−=−=


,    (8.13) 

де 


mEk 2
=  – дійсна додатна величина. Припускаючи, як і раніше, що падаючий потік 

надходить зліва, розв’язки рівняння (8.13) 
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=
−

.0,
,0,

)(
xCe
xBeAe

x
ikx

ikxikx

ψ      (8.14) 

З умови неперервності 0)( 0 =∆ =xxψ  маємо 

     ,BAC +=       (8.15) 

 а умова (8.8) для похідної зводиться до 

    ,)(2)( 2 BAmBAikikC +−=−−


α  

або     .)21()21(
22 k

miB
k

miAC


αα
−−+=     (8.16) 

Розв’язуючи  (8.15)  і  (8.16)  разом з  (8.12)  та підставляючи 


mEk 2
= , отримуємо для 

коефіцієнтів відбиття та пропускання 

   .
21

1,
21

1
2222 Em

T
mE

R
 αα +

=
+

=     (8.17) 

Чим більша енергія частинки E , тим більша ймовірність пропускання T , як і слід очікувати. 

 Відмітимо ще раз, що стани (8.14), як і для хвилі де Бройля, неможливо віднормувати, 

так що неможливо і розрахувати густини ймовірностей, між тим їх відношення  (8.12)  мають 

смисл, є спостережуваними величинами і можуть бути розраховані. Можна було б 

аналізувати цю проблему в термінах не хвиль де Бройля, а хвильових пакетів. Втім, крім 

суттєвого математичного ускладнення особливої користі такий підхід не дає. 
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8.6 Рух в лінійному потенціалі 
 
 (факультативна тема, буде детальніше розглядатись в наступному семестрі). 

 

 Нехай частинка рухається вздовж осі x 

в лінійному потенціалі xxU λ=)( . Ми вже 

мали справу з подібним потенціалом для 

трикутної потенціальної ями, і аналіз 

проблеми буде подібним. 

 Класично, це рівноприскорений рух з 

прискоренням ma λ=  та з квадратичною 

залежністю зміщення x  від часу t  з 

класичною точкою повороту (зміни напрямку 

руху) λEx =0 , де E  - повна енергія, див. 

рис. 8.5 

 Складаємо рівняння Шрьодінгера для стаціонарних станів, що має вигляд 

 ψψλψ Ex
dx
d

m
=+− 2

22

2
 , 

і спрощується заміною змінних, вводячи безрозмірну змінну ξ , 

 
3/1

2
2















 −=



λ
λ

ξ mEx ,    так що    
λ

λξ Emx +





=

− 3/1

2
2


 . 

З цією заміною рівняння Шрьодінгера набуває вигляд 

 0)()(
2

2

=− ξξψ
ξ

ξψ
d

d . 

Це – рівняння Ейрі (англ. Airy), див. раніше. Його розв’язком є функція Ейрі )Ai(ξ , що може 

бути виражена через наступний інтеграл: 

 ∫
∞

∞−

+= due uui )3/( 3

2
1)Ai( ξ

π
ξ .  

Отже, 

 )Ai()( ξξψ A= ,  

де A  – стала. Хвильова функція згасає при 0>ξ  та неперіодично коливається при 0<ξ  

(див. рис. 8.3). Класична точка повороту відповідає 0=ξ . 

 Очевидно, частинка в лінійному потенціалі не є зв’язаною, так що її енергетичний 

спектр є неперервним. В такому разі ψ -функція нормується на δ -функцію, див. раніше: 

 

Рис. 8.5. Рівноприскорений рух частинки. 

t 

x 

x0 
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 )()()( EEdx −′=′∫
∞

∞−
δξψξψ ,  

де 
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Для знаходження амплітуди A  скористаємося рівністю 

 )()Ai()Ai( abdybyay −=++∫
∞

∞−
δ ,  

яку неважко довести з інтегрального визначення функції Ейрі ∫
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2
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Підставляючи )Ai()( ξξψ A=   в  )()()( EEdx −′=′∫
∞

∞−
δξψξψ , отримуємо 
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звідки, з огляду на )()()( EEdx −′=′∫
∞

∞−
δξψξψ , 

 
λ

λ 1
3/1

2

2






=


mA .  

 Рівняння Шрьодінгера ψψλψ Ex
dx
d

m
=+− 2

22

2
  можна розв’язати інакше, 

використовуючи імпульсне зображення. Переходячи до імпульсного зображення, маємо  

 )()(,,ˆ px
dp
dixpp ϕψ →→→  ,  

де )( pϕ  – хвильова функція в імпульсному зображенні. Переписавши рівняння Шрьодінгера 

у вигляді  

 )()()(
2
ˆ 2

xExxx
m

p ψψλψ =+   
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і переходячи до імпульсного зображення, рівняння набуває вигляду 

 )()()(
2

2

pEp
dp
dip

m
p ϕϕλϕ =+  .  

Це рівняння легко розв’язується розділенням змінних: 
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m
piCp
6

exp)(
3

λ
ϕ ,  

де C  - стала інтегрування. Це – розв’язок задачі в імпульсному зображенні. Знаходимо C  з 

огляду на те, що нормування )()()( EEdx −′=′∫
∞

∞−
δξψξψ  не змінюється при переході до 

імпульсного зображення (теорема Планчереля), так що 

 )()()(* EEdppp EE −′=∫
∞

∞− ′ δϕϕ ,  

де )( pEϕ  є хвильовою функцією (в імпульсному зображенні) стаціонарного стану з повною 

енергією E . Підставляючи з попередніх рівнянь, маємо 

 dpEEpiCdppp EE ∫∫
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 ′−= )(exp)()( 2*

λ
ϕϕ .  

Вводячи змінну λpu = , отримуємо 

 [ ] )(2)(exp)(exp 222 EECduEEiuCdpEEpiC −′=′−=
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отже 
λπ2

1
=C .  

Переходимо до координатного зображення через перетворення Фур’є: 

 dpepx ipx∫
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)(

2
1)( ϕ
π

ψ .  

Виконуючи заміни ξ→x  (див. вище) та up → , так що 31)2( λmup = , відтворюємо 

розв’язок через функцію Ейрі:  )Ai(2
2

)2()( 1
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 mduemC uui . 

 

 

Вправи 
 

1.  Проаналізувати результату вправи 7 з попереднього практичного заняття з огляду на 

співвідношення невизначеностей для  E  та  t . 
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2.  Розв’язуючи стаціонарне рівняння Шрьодінгера для частинки в нескінченній прямокутній 

ямі показати, що стани з  Е = 0  або  E < 0  неможливі, бо для них неможливо задовольнити 

граничні умови. 

 

3.  В початковий момент часу частинка в нескінченній прямокутній ямі шириною а  

рівноймовірно знаходиться в будь-якій точці інтервалу 0 < х < а/2. Чи змінюється цей стан з 

часом? Чому дорівнює початкова (нормована) хвильова функція )0,(xΨ ?  З якою 

ймовірністю при вимірюванні енергії частинки буде отримане значення 222 2 amπ  ? 

 

4.  Частинка в нескінченній прямокутній ямі шириною а  знаходиться в основному стані. 

Раптово, права стінка ями зміщується до 2 а , так що хвильова функція в цей момент 

лишається незмінною. Вимірюють енергію частинки. 

а)  Яке значення енергії найбільш ймовірне, і чому воно дорівнює ? 

б)  Яке значення енергії наступне за ймовірністю, і яка його ймовірність? 

в)  Чому дорівнює середнє значення (математичне сподівання) енергії? 

 

5.  Покажіть, що хвильова функція частинки в нескінченній прямокутній ямі повертається до 

своєї попередньої форми за квантовий час відновлення π24maT = , тобто 

),(),( txTtx Ψ=+Ψ , для будь-якого (не обов’язково стаціонарного) стану. (Виразіть 

загальний стан через стаціонарні стани.) 

 

6.  Для частинки в трикутній потенціальній ямі, з загальних міркувань намалюйте 

приблизний вигляд хвильових функцій для основного та перших двох збуджених станів. 

Зробіть те саме для “половинної” ями з потенціалом 




>
<∞

=
.0,
;0,

xx
x

U
λ

 

 

7.  Для δ–бар’єру )()( xxU αδ+= , які стани (зв’язані, незв’язані) можливі? Чому дорівнюють 

коефіцієнти відбиття та пропускання? Чи можна скористатись результатами для δ–ями? 
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9. Гармонічний осцилятор 
 

 Класичний приклад гармонічного осцилятора – це 

частинка з масою m  на пружині з жорсткістю k , рис. 

9.1. Якщо частинка зміщується з рівноважного 

положення 0=x , то на неї діє сила пружності kxF −= , 

так що рівняння руху частинки (рівняння Ньютона) 

      
2

2

dt
xdmkxF =−= . 

Якщо частинка почала рухатись з початкового положення 0x , то її координата змінюється з 

часом як 

      txx ωcos0= ,  де  
m
k

=ω . 

Це – гармонічний рух з кутовою частотою ω , при якому потенціальна енергія змінюється 

квадратично з координатою,  

     222

2
1

2
1)( xmkxxU ω== ,    (9.1) 

так що такий квадратичний (параболічний) потенціал ще називають гармонічним (часто 

терміни “потенціал” та “потенціальна енергія” 

використовуються як синоніми). 

 Модель гармонічного осцилятора є однією з 

найбільш важливих в квантовій механіці. Більше 

того, це одна з небагатьох систем, для яких відомий 

аналітичній розв’язок. Зрозуміло, що ідеальних 

гармонічних осциляторів не існує: якщо надто 

сильно розтягнути пружину на рис. 9.1, то вона 

розірветься, а задовго до цього перестане 

виконуватись закон Гука. Між тим, будь-який 

потенціал, що описується гладкою функцією 

координати, буде приблизно параболічним в околі 

локальних мінімумів. Наприклад, потенціал (потенціальна енергія) взаємодії двох зв’язаних 

атомів в молекулі або в твердому тілі має складний вигляд, рис. 9.2. Між тим, в околі 

рівноважного положення атомів він приблизно параболічний, рис. 9.2. 

 

 

 

Рис. 9.1. Класичний гармонічний 
 осцилятор. 

 

Рис. 9.2. Схематичний міжатомний 
 потенціал. 

x0

k
m

kxF −=

)(xU

x
0x

2
0 )( xx −
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Гамільтоніан системи з потенціальною енергією (9.1) має вигляд 

   22
2

22
22

2

2
1

22
1

2
ˆˆ xm

dx
d

m
xm

m
pH ωω +−=+=

 .   (9.2) 

Задача на стаціонарні стани осцилятора зводиться до розв’язування рівняння Шрьодінгера 

   ψψωψ Exm
dx
d

m
=+− 22

2

22

2
1

2
 .     (9.3) 

Існують два способи розв’язку цієї задачі, які зараз і будуть проаналізовані. Називатимемо їх 

алгебраїчний (в сенсі операторної алгебри) та аналітичний методи. 

 

 

 9.1 Алгебраїчний метод 
 

 Перепишемо (9.3) у вигляді 

    [ ] ψψω Exmp
m

=+ 22 )(ˆ
2
1      (9.4) 

та спробуємо факторизувати гамільтоніан 

    [ ]22 )(ˆ
2
1ˆ xmp
m

H ω+= .     (9.5) 

Для чисел це було би просто: ))((22 vvv +−+=+ iuiuu . Між тим, p̂  – це диференціальний 

оператор, так що така факторизація для (9.5) не справедлива. 

 Введемо наступні оператори: 

    
,)ˆ(

2
1ˆ

,)ˆ(
2

1ˆ

xmpi
m

a

xmpi
m

a

ω
ω

ω
ω

+−=

+=





†
     (9.6) 

які з причин, що будуть невдовзі зрозумілими, називаються  операторами знищення та 

породження квантів енергії. (Символ † , як завжди, означає ермітове спряження.) Вочевидь, 

â  та †â  не комутують,  

    1ˆˆˆˆ,1]ˆ,ˆ[ +== aaaaaa ††† .     (9.7) 

Проаналізуємо їх добуток: 

( )
2
1)(ˆ

2
1)ˆˆ()(ˆ

2
1)ˆ()ˆ(

2
1ˆˆ 2222

]ˆ,[

++=















−−+=+−+=

=

xmp
m

xppximxmp
m

xmpixmpi
m

aa
ipx

ω
ω

ωω
ω

ωω
ω 



†

або, з огляду на (9.5), 

    
2
1ˆ1ˆˆ += Haa

ω
† .      (9.8) 
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Аналогічно, 

    
2
1ˆ1ˆˆ −= Haa

ω
† .      (9.9) 

З (9.8) та (9.9) маємо 

    





 +=






 −=

2
1ˆˆ

2
1ˆˆˆ aaaaH †† ωω  .    (9.10) 

Це гамільтоніан в представленні вторинного квантування (в сенсі, що (9.2) – це “первинне” 

квантування). 

 Проаналізуємо )ˆ(ˆ ψ†aH : 

 

 .)ˆ)(()ˆ(ˆ)ˆ(ˆ
2
11ˆˆˆ

2
1ˆˆˆˆ

2
1ˆˆˆˆ

2
1ˆˆ)ˆ(ˆ

(9.10),ˆ

(9.7),1/21ˆˆ(9.10),ˆ

ψωωψψψωψω

ψωψωψωψ

ψ
ω

†††††

†

††††††††

aEHaHaaaa

aaaaaaaaaaaH

E
H

aaH



  













+=+=+













 ++=

=





 +=






 +=






 +=

=

+

++
 

Отже, )ˆ)(()ˆ(ˆ ψωψ †† aEaH += , так що ψ†â  є власною функцією гамільтоніана Ĥ  зі 

збільшеною на ω  енергією, порівняно зі станом ψ . 

 Аналогічно, починаючи з )ˆ(ˆ ψaH , легко показати, що )ˆ)(()ˆ(ˆ ψωψ aEaH −= , так що 

ψâ  описує власний стан з енергією, меншою на ω  порівняно зі станом ψ . 

 Висновок: оператори †â  та â  змінюють 

власний стан з енергією E  на інший з енергією ω±E

. Тепер зрозуміла назва “оператори 

породження/знищення”, адже їх дія призводить до 

“породження/знищення” кванта енергії ω . Можна 

також сказати, що †â  та â  є операторами 

підвищення/пониження стану на один стан вгору/вниз,  

і говорити про драбину станів (по аналогії з власними 

станами оператора моменту імпульсу), рис. 9.3. 

“Вгору” драбина простягається нескінченно, але 

“знизу” повинна починатись з основного стану 0ψ  з 

найменшою енергією 0E , оскільки стани з від’ємною 

енергією в даному разі неможливі. Доведемо останнє твердження в більш загальному 

випадку як теорему. 

 

 

Рис. 9.3. Драбина станів 
 гармонічного осцилятора. 
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Теорема. 

Енергія стаціонарних станів завжди перевищує найменшу потенціальну енергію, minUE > . В 

противному разі функція стану не може бути нормованою. 

 

Доведення. 

Запишемо рівняння Шрьодінгера у вигляді ψψ ))((2
22

2
ExUm

dx
d

−=


. 

Припустимо, що minUE < . Тоді 
2

2

dx
d ψ  та ψ  всюди мають однаковий знак 

(додатний або від’ємний), так що )(xψ  має всюди однакову за знаком 

кривину (додатну або від’ємну), відхиляючись все далі від осі ОХ при ±∞→x , як 

схематично показано на рисунку. Таким чином, 0)( ≠xψ  при ±∞→x , або 0)( =xψ  всюди. І 

в тому, і іншому випадку, така функція не може бути нормованою, так що minUE <  не є 

можливим. Що і слід довести. 

 Отже, для гармонічного осцилятора 0>E , і драбина станів має найнижчий щабель, 

що відповідає основному стану 0ψ  з енергією 0E . Тоді результат дії оператора знищення на 

0ψ  має бути нульовим, оскілки нижчих станів нема, 

     0ˆ 0 =ψa ,      (9.11) 

або  

     0)(
2

1
0 =+ ψω

ω
xm

dx
d

m



, 

або 

      0
0 ψωψ xm

dx
d


−= . 

Це диференційне рівняння легко розв’язується методом розділення змінних, з розв’язком 

2
20 )( xm

Aex 

ω

ψ −
= , де амплітуда А, як завжди, визначається з умови нормування (пригадаємо 

інтеграл Гауса 
a

dxe ax π
=∫

∞+

∞−
− 2 ). Остаточно, ψ –функція основного стану гармонічного 

осцилятора 

     .)(
2

2
4/1

0

xm

emx 



ω

π
ωψ

−






=     (9.12) 

Підставимо 0ψ  в рівняння Шрьодінгера: 
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    000

(9.10),ˆ

2
1ˆˆˆ ψψωψ EaaH

H

=





 +=



 †  

звідки, з огляду на те, що 0ˆ 0 =ψa , отримуємо енергію основного стану 

     ω
2
1

0 =E .      (9.13) 

Це так звана нульова енергія, тобто найнижча можлива енергія квантової системи, дозволена 

принципом невизначеності Гайзенберга. Дійсно, 00 =E  означало б нерухому частинку з 

визначеною координатою та визначеним (нульовим) імпульсом, що неможливо згідно з 

принципом невизначеності. 

 Маючи ψ –функцію основного стану 0ψ  та послідовно діючи на неї оператором 

породження †â , отримуємо збуджені стани, енергія яких на кожному кроці збільшується на 

ω : 

   ( ) .,2,1,0,
2
1),(ˆ)( 0  =






 +== nnExaAx n

n
nn ωψψ †   (9.14) 

Лишилось визначити нормувальні коефіцієнти nA , що зараз і зробимо. Перепишемо рівняння 

Шрьодінгера nnnn nEH ψωψψ ½)(ˆ +==   з використанням (9.10), 

    
( )
( ) ,½)(½ˆˆ

,½)(½ˆˆ

nn

nn

naa
naa

ψωψω
ψωψω

+=−
+=+




†

†

 

звідки отримуємо 

    
.)1(ˆˆ

,ˆˆ

nn

nn

naa
naa

ψψ
ψψ
+=

=
†

†

      (9.15) 

Далі, має бути 

    1ˆ += nnn Ca ψψ† ,      (9.16) 

де nC  – поки що невідомі коефіцієнти. Формуємо внутрішні добутки лівих та правих частин 

(9.16) самих з собою,  

  1ˆˆ 2
11

2
11 ⋅=== ++++ nnnnnnnnnn CCCCaa ψψψψψψ ††  

(вважаємо 1+nψ  нормованою). Отже,  

 1)1()1(ˆˆˆˆ2 +=+=+=== nnnaaaaC nnnnnnnnn ψψψψψψψψ ††† , 

де друга рівність випливає з визначення ермітового спряження та з того, що â  та †â  є 

взаємно спряженими, третя рівність випливає з (9.15), а остання – з того, що nψ  нормована. 

Отже, 1+= nCn , і з (9.16) маємо 11ˆ ++= nn na ψψ† . Повторюючи для оператора знищення 
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â  міркування, починаючи з (9.16) і далі, отримаємо аналогічне співвідношення 

1ˆ −= nn na ψψ . Підсумовуючи, 

     
.ˆ

,1ˆ

1

1

−

+

=

+=

nn

nn

na

na

ψψ

ψψ†
     (9.17) 

Отже, 

     nn a
n

ψψ †ˆ
1

1
1

+
=+ ,     (9.18) 

так що 

     ( ) .ˆ
!

1
0ψψ n

n a
n

†=      (9.19) 

 

 

 9.2 Аналітичний метод 
 

 Перепишемо рівняння Щрьодінгера (9.3) для гармонічного осцилятора, 

    ψψωψ Exm
dx
d

m
=+− 22

2

22

2
1

2
     (9.3) 

і розв’яжемо його методом розкладу в степеневий ряд (метод 

Фробеніуса). Зробимо заміну 

   
0x

xxm
==



ωξ ,   (9.20) 

де ωmx /0 =  – класична точка повороту для осцилятора з 

енергією 2ω , див.рис. З цією заміною (9.3) набуває вигляду 

   )(2)( 2
2

2
ξψ

ω
ξ

ξ
ξψ







 −=



E
d

d .      (9.21) 

Для скорочення записів позначимо 

     
ω
EK 2

= ,      (9.22) 

що має смисл енергії в одиницях ω½ . Тоді  

     ( ) )()( 2
2

2

ξψξ
ξ

ξψ K
d

d
−= .    (9.23) 

В граничному випадку K>>2ξ  маємо 

     K
d

d
>>= 22

2

2

),()( ξξψξ
ξ

ξψ .   (9.24) 

0x

ExU ),(

x

2
ω

=E

22

2
1)( xmxU ω=
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Розв’язок цього рівняння 

     KeA >>= − 22 ,)(
2

ξξψ ξ     (9.25) 

описує асимптотичну поведінку розв’язку рівняння (9.23) при ∞→ξ  (розв’язок з додатним 

показником експоненти відкинуто, оскільки він необмежено зростає на нескінченності). 

Отже, розв’язок рівняння (9.23) варто шукати у вигляді 

     22

)()( ξξξψ −= eHC ,     (9.26) 

де )(ξH  – невідома функція, що зростає при ∞→ξ  повільніше ніж 22ξe , а С – стала 

нормування. Підставляючи (9.26) в (9.23), отримуємо рівняння для )(ξH , 

    0)1(22

2

=−+− HK
d
dH

d
Hd

ξ
ξ

ξ
.    (9.27) 

Шукаємо його розв’язок у вигляді степеневого ряду 

     ∑
∞

=

=
0

)(
k

k
kaH ξξ .     (9.28) 

Підставляючи (9.28) в (9.27), отримуємо 

   [ ] 0)1(2)2)(1(
0

2 =−+−++∑
∞

=
+

k

k
kkk aKkaakk ξ .   (9.29) 

Унікальність розкладу функції в ряд вимагає, щоб коефіцієнти при кожному степені ξ  

дорівнювали нулю, звідки отримуємо рекурентне співвідношення для коефіцієнтів ka : 

     kk a
kk

Kka
)2)(1(

12
2

++
−+

=+ .    (9.30) 

Ця рекурентна формула в повній мірі еквівалентна рівнянню Шрьодінгера для гармонічного 

осцилятора і визначає його розв’язок з двома довільними константами 0a  та 1a , як і повинно 

бути для диференціального рівняння другого порядку. Константи 0a  та 1a  визначають парні 

та непарні частини ряду з парними та непарними k . Для великих 1>>k  співвідношення 

(9.30) наближено зводиться до kaa kk 22 =+ , розв’язком якого є ( )!2k
Cak =  з деякою 

константою С. Підставляючи в (9.28), маємо (для 1>>k , коли вищі степені ξ  домінують) 

    ( )
22

1 !
1

!2
1)( ξξξξ Ce

k
C

k
CH k

k

k === ∑ ∑
>>

, 

і підставивши в (9.26) бачимо, що )(ξψ  необмежено зростає. Єдиний спосіб уникнути цього 

є обірвати ряд при деякому nk = , так що 02 =+na . В цей спосіб обривається парна (парне n ) 

або непарна (непарне n ) частина ряду. Щоб уникнути розходження іншої частини, 

покладаємо її рівною нулю, тобто вимагаємо 
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=
=

парне.,0
непарне,,0

1

0

na
na

     (9.31) 

Підставляючи умову nk = , 02 =+na  в (9.30), бачимо, що K  може набувати лише дискретних 

дозволених значень  

     12 +== nKK n      (9.32) 

або, пригадуючи визначення (9.22),  

     ,2,1,0,
2
1

=





 += nnEn ω  ,    (9.33) 

що відтворює результат (9.14), отриманий в зовсім інший спосіб. Підставляючи (9.32) в 

рекурентну формулу (9.30) та додаючи умову (9.31), маємо 

 kk a
kk
nka

)2)(1(
)(2

2
++

−
=+   з додатковою умовою  





=
=

парне.,0
непарне,,0

1

0

na
na

  (9.34) 

Функції )()( ξξ nHH =  з коефіцієнтами, визначеними з (9.34), 

     ∑
=

=
n

k

k
kn aH

0
)( ξξ ,     (9.35) 

є поліномами Ерміта. Підставляючи (9.35) в (9.26) та нормуючи )(xψ  (тут нормування не 

виконуватиметься; якщо зацікавлені, див. підручник Вакарчука), остаточно отримуємо для 

стаціонарних станів гармонічного осцилятора 
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1)()( 2
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2ξξ
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= e
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    (9.36) 

Поліноми Ерміта зручно визначаються різновидом формули Родрігеса 

    ( ) 22

1)( ξξ

ξ
ξ −−= e

d
deH n

n
n

n .     (9.37) 

 Кілька перших поліномів Ерміта )(ξnH : 
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Кілька перших функцій стаціонарних станів )(xnψ  та відповідних 2)(xnψ  зображені 

на Рис. 9.4. Класична точка повороту 0x  показана для основного стану 0ψ . Заштрихована 

область при 0xx > , де UE < , є класично забороненою зоною. Ненульова ймовірність 

знаходження частинки в цій зоні є проявом квантово–механічного тунелювання, що буде 

детальніше розглянуте пізніше. 

 

 

Вправи 
 

Маючи справу з гармонічним осцилятором, зазвичай вигідно працювати в 

представленні вторинного квантування з операторами породження/знищення. З визначення 

цих операторів 

  )ˆ(
2

1ˆ xmpi
m

a ω
ω

+=


,         )ˆ(
2

1ˆ xmpi
m

a ω
ω

+−=


†  

отримуємо x  та p̂  в зображенні вторинного квантування: 

   ( ) ( ).ˆˆ
2

ˆ;ˆˆ
2

aamipaa
m

x −=+= †† ω
ω


 

 

Рис. 9.4. Енергетичні рівні nE , стаціонарні стани nψ , та густини ймовірності 2
nψ  

 гармонічного осцилятора. (Графіки )(xnψ  та 2)(xnψ  зміщені вертикально 

 пропорційно до nE .) 

x0x x00

Потенціал  )(xU

ω
2
1,0 0 == En

ω
2
3,1 1 == En

ω
2
5,2 2 == En

ω
2
7,3 3 == En

Exn ),(ψ Exn ,)( 2ψ

,UE < тунелювання  
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Нагадаємо також 

 





 +=






 −=

2
1ˆˆ

2
1ˆˆˆ aaaaH †† ωω  ,       

,)1(ˆˆ
,ˆˆ
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ψψ

+=

=
†

†
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na

na
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1.  Знайти naa ψˆˆ †  та naa ψ†ˆˆ  (підказка: виразити )2/1ˆˆ()2/1ˆˆ(ˆ −=+= †† aaaaH ωω   та 

використати nn nH ψωψ )2/1(ˆ +=  ). 

 

2.  Довести, що 11 ˆ,1ˆ −+ =+= nnnn nana ψψψψ†  (підказка: скласти нормувальні інтеграли 

для na ψ†ˆ  та naψˆ , скористатись результатами 2) та тим, що †â  та â  ермітово спряжені).  

 

Приклад. Знайти середнє значення потенціальної енергії U  гармонічного осцилятора. 

Потенціальна енергія ( ) ( )( )222222 ˆˆˆˆˆˆ
4

ˆˆ
22

1
2
1)( aaaaaaaa

m
mxmxU +++=+== †††† ω

ω
ωω  , так 

що  
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2
1

2
1010

4

11
4

ˆˆˆˆˆˆ
44
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 †††

 

середня потенціальна енергія складає половину повної. Інша половина – це, природно, 

кінетична енергія. Гармонічний осцилятор – єдина система, в якій ці енергії діляться порівну. 

 

4.  З умови 0)(ˆ 0 =xaψ , знайти )(0 xψ  та 0E . 

 

5.  Виходячи з 0ψ , знайти 2ψ , застосовуючи †â . Інтегруванням довести ортогональність 0ψ , 

1ψ , та 2ψ . 

 

6.  Виходячи з ( ) 0ˆ
!

1 ψψ
n

n a
n

†=  довести, що nψ  ортонормовані, тобто nmmn δψψ = . 

(почніть з ( ) ( ) 00 ˆˆ ψψ
mn aa †† , прийнявши nm ≤ , і не забудьте, що ψψψψ aa ˆˆ =† ). 
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7. Використовуючи методи з наведеного вище прикладу для U , знайти 

kineticEpxpx ,,,, 22 . Перевірити, чи задовольняється співвідношення невизначеності 

(пригадати, що 222 AAA −=∆ ). Для якого стану невизначеності мінімальні? 

 

8.  В початковий момент, ( ))(4)(3)0,( 10 xxAx ψψ +=Ψ . 

 а)  Знайти А. 

 б)  Знайти ),( txΨ  та 2),( txΨ . 

 в)  Якщо вимірюється енергія частинки, то які величини і з якими ймовірностями 

      будуть отримані? 
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10. Рух в полі центральної сили 
 

Сила F  на частинку з радіус–вектором r  відносно деякої фіксованої точки О є центральною, 

якщо F  має напрямок вздовж або протилежно r . Якщо крім того величина сили F  залежить 

лише від відстані r , тобто )(rFF = , то така сила є консервативною (потенціальною), і з нею 

зв’язаний сферично симетричний потенціал (потенціальна енергія) )(rUU = . Прикладом 

таких сил є ядерна, гравітаційна та сила Кулона. Рух в сферично симетричному потенціалі 

природно аналізувати в сферичних координатах. 

 

 

 10.1 Рівняння Шрьодінгера в сферичних координатах 
 

 Рівняння Шрьодінгера для стаціонарних станів в трьох вимірах 

    )()()()(
2

2
2

rrr ψψψ ErU
m

=+∇−
 ,    (10.1) 

де оператор Лапласа в декартових координатах 
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В сферичних координатах 
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φθθ
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θθ
, (10.3) 

де 2L̂  – оператор квадрату моменту імпульсу (див. розділ  5), 

   







∂
∂
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∂
∂

∂
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−= 2

2

2
22
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1sin

sin
1ˆ

ϕθθ
θ

θθ
L .   (10.4) 

Власними функціями оператора 2L̂  є сферичні гармоніки ),( φθlmY  з власними значеннями 

)1(2 +ll , див. розділ 5: 

    ),()1(),(ˆ 22 φθφθ lmlm YllYL +=  ,    (10.5) 

де l  – цілі невід’ємні числа, а llllm ,1,,1, −+−−=  . 

 З оператором Лапласа (10.3) гамільтоніан виражається як 

   2

2

2

22
2

2

2

ˆ
)(1

2
)(

2
ˆ

mr
LrUr

rrm
rU

m
H ++

∂
∂

−=+∇−=
 ,   (10.6) 

так що рівняння Шрьодінгера (10.1) набуває вигляду 
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)(1
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2

2

22

rr ψψ E
mr
LrUr

rrm
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++

∂
∂

−
 .   (10.7) 

Перший і останній доданки в квадратних дужках є диференціальними операторами за 

незалежними змінними, радіальною та кутовими, отже розв’язок (10.6) факторизується на 

добуток радіальної та кутової функцій. Оскільки оператор 2L̂ , вочевидь, комутує з 

гамільтоніаном Ĥ  (бо він очевидно комутує з радіальною частиною (10.6) та сам з собою), 

то для них існує спільна система власних функцій. Отже, кутова частина функції )(rψ  має 

бути власною функцією 2L̂ , тобто сферичною гармонікою ),( φθlmY , так що 

     ),()()( φθψ lmYrR=r ,     (10.8) 

де )(rR  – радіальна функція. Оскільки ),( φθlmY  нормовані, 

    1),(sin 2

0

2

0
=∫∫ θφθθϕ

ππ
dYd lm ,    (10.9) 

і вважаємо, що )(rψ  нормована, то 

     1)(2

0

2 =∫
∞

drrRr .     (10.10) 

Підставляючи (10.8) в (10.7), використовуючи (10.5) та скорочуючи ),( φθlmY , отримуємо 

рівняння для радіальної функції: 

  [ ] )()(
2

)1()()()(1
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2
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22

rRErR
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llrRrU
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rRrd

rm
=

+
++−
 .   (10.11) 

Зробивши заміну 

    )()( rRrr =χ ,       (10.12) 

рівняння (10.11) зводиться до 

    )()()(
2 2

22

rErrU
dr
d

m l χχ =








+−
 ,    (10.13) 

що виглядає як одновимірне рівняння Шрьодінгера з ефективним потенціалом 

    2
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2
)1()()(

mr
llrUrUl

+
+=
 .     (10.14) 

Останній доданок в (10.14), ( ) )1(2 22 +llmr , – так звана відцентрова енергія, внаслідок якої 

частинка, через 2r  в знаменнику, ефективно виштовхується далі від центра, подібно до дії 

відцентрової сили в класичній механіці. Умова нормування (10.10) з визначенням (10.12) 

набуває вигляду 

    1)(
0

2 =∫
∞

drrχ .      (10.15) 
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Дослідимо асимптотичну поведінку )(rχ . Вважаємо, що 0)( =∞→rU  та 0<E , так що 

маємо лише зв’язані стани. 

 

(1) 0→r , 

(10.13) зводиться до  0)()1()(
22

2

=
+

+− r
r
ll

dr
rd χχ  з розв’язком 1+lr   

(розв’язок lr −  відкидаємо через розбіжність). 

 

(2) ∞→r , 

(10.13) зводиться до  )()( 2
2

2

rk
dr

rd χχ
−=− ,  де  

        2

2


mEk −
= ,      (10.16) 

з розв’язком kre−  (розв’язок kre+  відкидаємо через розбіжність). 

 

 Отже, розв’язок рівняння (10.13) слід шукати у вигляді 

     )()( 1 rerr krl w−+=χ ,     (10.17) 

де )(rw  – невідома функція. Подальший аналіз вимагає явного визначення потенціалу )(rU . 

 

 

 10.2 Система з двох взаємодіючих частинок:  
зведення до одночастинкової задачі 

 

Нехай дві частинки взаємодіють центральними силами, що залежать лише від відстані 

між ними, – наприклад, дві різнойменно заряджені частинки. Такі сили є консервативними 

(потенціальними) з потенціальною енергією взаємодії, що також залежить лише від відстані, 

( )|| 21 rr −= UU , де ),,( 1111 zyx=r  та ),,( 2222 zyx=r  – радіус–вектори частинок. 

Гамільтоніан системи: 

    ( )||
2
ˆ

2
ˆˆ

21
2

2
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1

2
1 rrpp

−++= U
mm

H ,    (10.18) 

де 1m  та 2m  – маси частинок, а 1p̂  та 2p̂  – оператори їх імпульсів: 
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   (10.19) 

Позначимо через ( )ZYX ,,=R  радіус–вектор центра мас, 

    ( )
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rrR ,     (10.20) 

та через ( )zyx ,,=r  радіус–вектор першої частинки відносно другої: 

    ( ) 21,, rrr −== zyx .      (10.21) 

Виразимо 1∇  та 2∇  через R  та r . Оскільки 
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=  та 21 xxx −= , то за ланцюговим 

правилом диференціювання при переході до нових змінних маємо 
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Об’єднуючи (10.22) для x , y  та z , отримуємо для диференціальних операторів 
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де kjiR ZYX ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇   та  kji
zyx ∂

∂
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∂
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+
∂
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=∇ . Тоді оператори імпульсу частинок 
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де RP ∇−= iˆ  має смисл оператора імпульсу центра мас, а ∇−= ip̂  – оператора імпульсу 

відносного руху частинок. Підставляючи (10.24) в (10.18), отримуємо 

    ( )rU
mM

H ++=
2
ˆ

2

ˆˆ
22 pP ,     (10.25) 

де 

    21 mmM +=  – повна маса системи, а   (10.26) 
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mm
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+
=  – зведена маса.    (10.27) 

Гамільтоніан (10.25) є сумою двох операторів за незалежними змінними R  та r : 
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H
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HHHH +==+=
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ˆˆ,
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rRrR .   (10.28) 

Отже, розв’язки рівняння Шрьодінгера 
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++=    (10.29) 

факторизуються на добуток функцій цих змінних, 

    )()(),( rRrR R ψψψ = .     (10.30) 

Гамільтоніан 
M

H
2

ˆˆ
2P

R =  описує вільний рух центра мас (тобто системи в цілому) з  

ψ –функцією 
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та енергією 
M2

2P  (кінетична енергія центра мас), де P  – повний імпульс системи: 
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RPR RRR ψψ
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H = .     (10.32) 

Підставляючи (10.30) та (10.32) в (10.29) та скорочуючи )(RRψ , отримуємо рівняння для 

)(rψ : 
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ErU
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,    (10.33) 

де ME 22P−  – повна енергія відносного руху частинок. Оскільки поступальний рух центра 

мас нас не цікавитиме, то вважаємо, що центр мас знаходиться в спокої, 0=P . Остаточно, 

рівняння Шрьодінгера для відносного руху частинок набуває вигляду 

   )()()()(
2

2
2

rrr ψψψ ErU
m

=+∇−
 ,     (10.34) 

і таким чином задача описання системи з двох частинок зведена до одночастинкової задачі 

для “частинки” зі зведеною масою m . 
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Вправи 
 

1.  З допомогою формули Родрігеса (9.37), знайти  Н3  та  Н4 .2.  Використовуючи рекурентну 

формулу (9.38) та попередній результат, знайти  Н5  та  Н6 . 

 

3.  Частинка знаходиться в нескінченній сферичній потенціальній ямі 

     




>∞
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=
.,
,,0

)(
ar
ar

rU  

Знайти (нормовані) хвильові функції та енергії стаціонарних станів з нульовим орбітальним 

моментом ( l = 0 ). 

 

4.  Частинка знаходиться в скінченній сферичній потенціальній ямі 

     




>
≤−

=
.,0
,,

)( 0

ar
arU

rU  

Знайти хвильову функцію основного стану з l = 0. Знайти (трансцендентне) рівняння, що 

описує енергії стаціонарних станів з нульовим орбітальним моментом ( l = 0 ). 
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11. Атом водню 
 

 Водень є визначним елементом у багатьох відношеннях. Це найпростіший атом, що 

складається з протона та електрона. Атомарний водень складає 75% звичайної матерії 

Всесвіту (не враховуючи темну матерію). Теорія атома водню Нільса Бора (1913 р.) була 

однією з основних віх становлення квантової механіки. Теоретичне описання спектра водню 

слугувало мотивацією Ервіна Шрьодінгера до формулювання його квантової теорії (1926 р.). 

З огляду на квантову механіку, атом водню (і подібні системи з двох протилежно заряджених 

частинок) був і лишається єдиним атомом, для якого існують аналітичні розв’язки. 

Перейдемо до аналізу цієї проблеми. 

 Потенціальна енергія кулонівської взаємодії електрона з ядром (протоном) 

     
r
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2

04
1)(

πε
−= ,     (11.1) 

так що радіальне рівняння (10.13) набуває вигляду 
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де m  – зведена маса (10.27) електрона та протона. (Оскільки протон в ~2000 разів важчий від 

електрона, то emm 9995.0= , так що з хорошою точністю emm = , і протон можна вважати 

нерухомим.) У випадку водневоподібних іонів з атомним номером Z  (He+, Li++ і т.д.), 

потенціальна енергія у Z разів більша від (11.1), так що остаточні результати для таких 

систем отримаємо з водневих заміною Zee → . 

 Перейдемо до безрозмірних величин для радіусу та енергії, 
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радіус Бора, а  
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енергія основного стану в моделі Бора. Зі змінними (11.3) рівняння (11.2) набуває вигляду 
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Згідно з (10.17), розв’язки слід шукати у вигляді 

   )()( 1 ρρρχ ερ fel −+= ,      (11.7) 

   де   222 2
2

ma
EmEaak


−=

−
==ε . 

Підставляючи (11.7) в (11.6), отримуємо 

   ( ) 0)()(1)(
2

2

=+−++ xfN
dx

xfdx
dx

xfdx κ ,    (11.8) 

де   ερ2=x ,        (11.9) 

   12 += lκ ,        (11.10) 

   )1(1
+−= lN

ε
.       (11.11) 

Рівняння (11.8) – це рівняння Лагерра (Edmond Laguerre), розв’язками якого є приєднані 

поліноми Лагерра9F

* )(xLN
κ . (Стандартна індексація для поліномів Лагерра є k

nL . Ми змушені її 

уникнути, аби не виникало конфліктів з іншими змістами k та n.) Поліноми Лагерра зручно 

визначаються різновидом формули Родрігеса 

   ( )κ
κ

κ +−
−

= Nx
N

Nx

N xe
dx
d

N
xexL

!
)( .      (11.12) 

Рівняння Лагерра (11.8) має розв’язки лише для цілих невід’ємних N, тобто  

    N = 0, 1, 2, … .       (11.13) 

Позначимо   11
++== lNn

ε
.      (11.14) 

З (11.11) та (11.13) зрозуміло, що n є цілим числом. Оскільки 01 >ε , то 

 

       (11.15) 

 

З (11.14) бачимо, що для певного n максимальне значення  l = n – 1 досягається при N = 0. 

Отже, орбітальне квантове число l може набувати значень 
 
           (11.16) 

                                                 
* G.Arfken, H.Weber, Mathematical Methods for Physicists, Elsevier (2005). 

n = 1, 2, 3, … , 

головне квантове число. 

l = 0, 1, 2, … , n – 1. 



 100 

 
З позначення (11.14), 21 n=ε , так що енергія може набувати лише певних дискретних 

значень в залежності від n. Повертаючись через визначення (11.3) до розмірної енергії Е, 

енергії стаціонарних станів атома водню 
 

  ,,3,2,1,еВ 6.131
42 22
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em
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EEn πε

  (11.17) 

 
що було отримано ще Бором в його квазікласичній моделі. Енергії стаціонарних станів не 

залежать від орбітального l та магнітного m квантових чисел, так що стани є виродженими. 

Оскільки для кожного l можливі 2l+1 різних значень m, а  l змінюється від 0 до n – 1, то для 

даного n існують ( ) 2
1

0
12 nl

n

l
=+∑

−

=

 станів з різними l та m, так що кратність виродження станів 

дорівнює 2n . Основний стан n = 1 є невиродженим. 

 Звернімось до векторів (функцій) стаціонарних станів. Розв’язки (11.8) є приєднаними 

поліномами Лагерра, 

    )()()( 12
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−−== κ .     (11.18) 

Повернемося до розмірного радіусу r. Згідно з (11.9), (11.3) та (11.17), 
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Повертаючись до (11.7) та з огляду на (11.3), 
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Пригадуючи визначення )(rχ  зі співвідношення (10.12), радіальна функція )(rR  що, як 

тепер зрозуміло, залежить від  n та  l, виражається як 
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де нормувальні коефіцієнти nlA  отримують з умови (10.10). Процедура нормування досить 

громіздка і тут не наводиться, див. підручник Вакарчука. Остаточний результат: 
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Кілька перших радіальних функцій: 
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Остаточно, хвильові функції стаціонарних станів атома водню (10.8) виражаються як 
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Функції основного та перших збуджених станів: 
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На рис. 11.1 схематично показані густини ймовірності 2||ψ  для кількох збуджених станів. 

 Під дією електромагнітного випромінювання з енергією, що відповідає відносній 

енергії збуджених станів, атом водню поглинає квант випромінювання та переходить в 

збуджений стан. Або, якщо атом знаходиться в збудженому стані Em (наприклад, через 

зіткнення атомів в атмосфері зірок), то він зрештою переходить в нижчі стани En з 

випромінюванням кванта світла з енергією mnnmmn EEE ω=−=  що, згідно з (11.17), є 

   





 −==−= 22
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RyEEE mnnmmn ω ,    (11.23) 
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      (11.24) 

стала Рідберга (яку також часто наводять в одиницях частоти, кутової частоти, або 

хвильового числа). На Рис. 11.2 схематично показані енергетичні рівні En атома водню, 

переходи між ними та відповідні спектральні серії. 



 102 

 

 

 
Рис. 11.1. Поверхні постійної густини ймовірності 2||ψ  електрона в атомі водню 
 в станах 3,2=n . Основний стан 1=n  сферично симетричний. 
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Рис. 11.2. Енергетичні рівні En атома водню, переходи між ними та спектральні серії. 
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12. Квантово-механічне тунелювання (проходження через 
потенціальний бар’єр) 
 

Потенціальний бар'єр для частинки, що рухається – 

це область простору, де потенціальна енергія має максимум, 

як на рис. 12.1. Якщо класична частинка з енергією E 

наближається до області простору, де її потенціальна 

енергія U > E, то пройти через цю область (заборонену 

зону) частинка не може і “відбивається” від потенціального 

бар’єру, рис. 12.1. Класичний приклад – м’яч, що 

штовхають зі швидкістю v  в напрямку гірки з висотою h: 

якщо mgh2mv2 < , то м’яч скотиться назад. Отже, класична 

частинка або проходить потенціальний бар’єр (Umax < E), 

або відбивається від нього (Umax > E). 

Для квантово–механічного “м’яча” ситуація 

інакша: це хвиля, амплітуда якої (і густина ймовірності) 

може відрізнятись від нуля в області U > E, як ми вже 

бачили для трикутної та параболічної потенціальних ям. 

Отже, якщо частинка (хвиля) з енергією E < Umax та 

густиною потоку ймовірності 0j  падає зліва на 

потенціальний бар’єр, то з деякою ймовірністю вона 

відбивається (потік 1j ) або проходить через бар’єр 

(потік 2j ), рис. 12.2, що називається квантово–

механічним тунелюванням. (Ця назва – черговий приклад 

квантово–механічного сленгу, походження якого, напевно, 

полягає в уявленні про “тунель” в гірці, на яку штовхають м’яч, 

і через який він пролітає.) 

 Розглянемо простий одновимірний бар’єр прямокутної 

форми з висотою U  та шириною a, рис. 12.3. Нехай частинки 

падають на бар'єр зліва, а їх хвильові функції в різних областях 

позначені як на рис. 12.3. 1ψ  та 3ψ  описують вільний рух 

(U = 0). По аналогії з проходженням через δ –подібну 

потенціальну яму,  

 

Рис. 12.1. Потенціальний 
 бар’єр, класичний. 

 

Рис. 12.2. Потенціальний бар’єр, 
 квантово–механічний. 

 

Рис. 12.3. Прямокутний 
 потенціальний бар’єр. 
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де 2

2


mEk = , а 02 =C , оскільки зворотного потоку в області ax >  нема. Далі розглянемо 

два випадки, E > U та E < U. 

 

Випадок 1. E > U. 

 

Рівняння Шрьодінгера в області ax <<0 : 

   222
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2
ψψψ EU

dx
d

m
=+−

  з розв’язком     (12.2) 

   xikxik eBeA 11
112

−+=ψ ,       (12.3) 

де ( )
21

2


UEmk −
= . Накладаючи умови неперервності ψ  та 

dx
dψ  при x = 0 та x = a  на (12.1) 

та (12.2) та розв’язуючи результуючу систему лінійних рівнянь відносно AC , отримуємо 

для коефіцієнта пропускання бар’єра T, що в даному разі ще називається коефіцієнтом 

прозорості бар’єра D, 

    22 ACD = ,      (12.4) 
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Природно, що 

    1=+ RD ,       (12.6) 

де R  – коефіцієнт (ймовірність) відбиття від бар’єру. 

 

Випадок 2. E < U. 

 

Тепер в рівнянні (12.2) E < U, так що його розв’язок має вигляд 

    xx eBeB κκψ −+= 212       (12.7) 

де ( )
2

2


EUm −
=κ . Як видно, розв’язок (12.7) можна отримати з (12.3) заміною κik −→1 . 

Отже, і остаточний результат для прозорості D  бар’єра у випадку E < U отримуємо з (12.5) 

заміною κik −→1 : 
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оскільки ( ) y
i

yi sh1sin =− , де 
2

sh
yy eey

−−
=  гіперболічний синус. У випадку бар’єра значної 

ширини та висоти маємо 1≥aκ , так що наближено виражаємо 2sh aea κκ ≈  та нехтуємо 

одиницею в знаменнику (12.8), отримуючи 
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або, підставляючи ( )
2

2


EUm −
=κ , 

    ( )





 −−= EUmaDD 22exp0


    (12.10) 

де yey =)exp( . 

 Як приклад, якщо U  та E  порядку кількох еВ, то суттєво відмінні від нуля 

ймовірності тунелювання електрона досягаються для бар’єрів шириною порядку або менше 

кількох  нм. 

 Тепер розглянемо бар’єр довільної форми з висотою maxU  та проаналізуємо 

проходження через нього частинки з енергією maxUE < , рис. 12.4(а). Знехтуємо взаємодією 

частинки з бар’єром в областях UE >  (заштриховані на рис. 12.4(а)), а решту інтервалу 

значень x розіб’ємо на n відрізків довжиною ∆x кожний, див. рис. 12.4(б). Наближено, на 

кожному відрізку ∆x вважаємо, що constxUxU n == )()( . Таким чином, потенціальний бар’єр 

виявився розбитим на n прямокутних бар’єрів однакової ширини ∆x, рис. 12.4(б).  

  

Рис. 12.4. а) Потенціальний бар'єр довільної форми. Для наближеного обчислення 
прозорості бар’єру, нехтуємо взаємодією частинок з бар’єром в областях UE >  
(відкидаємо заштриховані області). 

  б) Розглядаємо )(xU  як послідовність з n бар’єрів прямокутної форми  
шириною x∆ . 
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 Прозорість D  потенціального бар’єру – це ймовірність проходження через нього 

частинки. Тоді ймовірність проходження n послідовних бар’єрів дорівнює добутку 

ймовірностей проходження кожного окремо, 

   ( ) 







∆−−== ∑

j
jn xExUmDDDDD )(22exp021


   (12.11) 

При граничному переході 0, →∆∞→ xn  сума в показнику експоненти перетворюється на 

інтеграл, 

   ( ) 
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)(22exp0


    (12.12) 

де x1 та xn визначаються з умови U(x) = E. 

 

 

12.1 Холодна емісія 
 

Холодна емісія – це явище виривання електронів з металу сильним електричним 

полем. Для того, щоб електрон покинув метал, він повинен мати енергію, не меншу від 

роботи виходу електрона з металу А, що типово складає кілька еВ для простих металів. 

Таким чином, поверхня металу утворює для електронів нескінченно широкий потенціальний 

бар’єр з висотою 0U , пропорційною до А, рис.12.5(а). 

 Під дією електричного поля з напруженістю  , що напрямлене з вакууму в бік 

поверхні, )(xU  змінюється: 

    xeUxU −= 0)(       (12.13) 

де е – елементарний заряд. Тепер потенціальний бар’єр має скінченну ширину 12 xx − , див. 

рис. 12.5(б), так що можливе тунелювання. З допомогою (12.12) визначимо ймовірність 

тунелювання електрона назовні металу: 

 

Рис. 12.5. Потенціальний бар’єр для електронів в металі,  
 a) без поля, б) з електричним полем  . 

)(xU
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−−= ∫

2

1

)(22exp0

x

x
dxExUmDD


   (12.14) 

де 01 =x , 
e

EUx −
= 0

2 , а )(xU  визначається з (12.13). Знаходимо інтеграл 

 ( ) ( )3/2
00

3/2
00 3

2
3

2)(
0

2

1

2

1

EU
e

ExeU
e

dxExeUdxExU e
EU

x

x

x

x
−=−−=−−=−

−

∫∫ 



   

так що ймовірність тунелювання 

    ( ) 







−−= 3/2

00 3
222exp EU
e

mDD


.   (12.15) 

Тунельний струм І є пропорційним до D , так що залежність струму від напруженості поля 

  буде така: 

   0
0

−= eII ,   де ( ) 3/23/2
00 3

24
3

24 A
e

mEU
e

m


=−= .  (12.16) 

Таку залежність і спостерігають експериментально. 

 

 

12.2 Елементарна теорія α–розпаду (Георгій Гамов, 1928 р.) 
 

 α–розпад – вид радіоактивного розпаду ядер важких елементів з випромінюванням α–

частинок (ядер He4
2 , що складаються з двох протонів та двох нейтронів), при якому масове 

число ядра зменшується на 4, а атомний номер Z на 2. Енергії α–частинок Е, що 

випромінюються ядрами різних елементів, відрізняються в вузькому діапазоні від 4 до 

9 МеВ, в той час як часи напіврозпаду 1/2t , що залежать від Е, відрізняються на десятки 

порядків. Наприклад, для Nd144
60 , 1/2t = 2×1015 років та Е = 4 МеВ, в той час як Po212

84  має 1/2t

= 3×10–7 секунди та Е = 9 МеВ. Теорія Гамова10F

*, основана на теорії квантового тунелювання, 

була першим успішним застосуванням квантової механіки до ядерних процесів. 

 В спрощеній моделі вважаємо, що α–частинка всередині ядра знаходиться в 

потенціальній ямі глибиною 0U , створеною ядерними взаємодіями. Ядерні сили дуже 

короткодіючі, з радіусом взаємодії ~10–15 м, так що покинувши ядро, α–частинка рухається в 

кулонівському потенціалі дочірнього ядра з атомним номером Z – 2, і її потенціальна енергія 

складає 

                                                 
* G. Gamow, "Zur Quantentheorie des Atomkernes", Zeitschrift für Physik 51, 204–212 (1928), 
https://doi.org/10.1007/BF01343196 
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r

eZrU
2

0

)2(2
4

1)( −
=

πε
     (12.17) 

де е – елементарний заряд. Для скорочення записів позначимо 

    
0

2

4
)2(2

πε
eZA −

=       (12.18) 

так що (12.17) записується як 

    
r
ArU =)(  .       (12.19) 

 

 

Рис. 12.6. Енергетична діаграма  
 α–розпаду. 

 

Енергетична діаграма схематично зображена на рис. 12.6. Кулонівський потенціал утворює 

для α–частинки потенціальний бар’єр з шириною 01 rr − , де 0r  – радіус ядра (кілька одиниць 

на 10–15 м), а EAr =1 . Прозорість бар’єру, що дорівнює ймовірності α–розпаду, визначаємо 

з допомогою (12.12): 
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.        (12.20) 

З заміною 1
2 rrx =  переписуємо (12.20) як 
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0

)(rU

r0r

E

0U

EAr =1

α–частинка 
з енергією Е 

r
ArU =)(
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Кулонівські сили є далекодіючими, так що 01 rr >> . В цьому наближенні (12.21) 

набуває вигляду 

 ( ) ( ) mrZe
E

meZ
r
rmEr

D
D

0
00

2

1

01

0

24
2

22
4

24ln −+
−

−=







−−=

πεε
π


.  (12.22) 

Час напіврозпаду 1/2t  обернено пропорційний до ймовірності розпаду D , Dt 1~1/2 , так що 

  ( )
E

ZmemrZe
D
Dt 2

2
224ln~ln

0

2

0
00

1/2
−

+−−=−
επε 

,   (12.23) 

що добре узгоджується з експериментальною залежністю 

  
E

Zt 35.3108ln 1/2 +−=        (12.24) 

де 1/2t  в секундах, а Е в МеВ. 

 

 

Вправа 
 

1) Оцінити “глибину проникнення” електронів поза поверхню металу. (Почати з рівняння 

Шрьодінгера. Для роботи виходу взяти 4 еВ, типове значення для багатьох металів.) 
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13. Заряджена частинка в стаціонарному електромагнітному 
полі 
 

 

Система одиниць, деякі позначення 
 

 Використовується система одиниць SI (Système International), як вже давно 

загальноприйнято. Між тим в підручниках Давидова та Вакарчука використовується система 

Гауса (СГС). Так що будьте уважні. В електростатиці перехід від SI до системи Гауса 

відбувається заміною πε 410 → . 

 Позначення: 

Енергія:   Е. 

Напруженість та індукція електричного поля: E, D;       їх абсолютні значення: E, D. 

Напруженість та індукція магнітного поля: H, B;       їх абсолютні значення: H, B. 

Електричний дипольний момент: d, абсолютне значення  d. 

Магнітний дипольний момент: µ, абсолютне значення  µ  (не плутати з магнітною 

проникністю, яка в контексті цього курсу фігурувати на буде). 

Векторний магнітний потенціал: А. 

Скалярний електричний потенціал:    ϕ. 

 

 

13.1 Гамільтоніан зарядженої частинки з нульовим спіном в 
електромагнітному полі 

 

 В класичній механіці Гамільтона електромагнітне поле описується не в термінах його 

силових характеристик E та B, а в термінах потенціалів А та ϕ. З рівнянь Максвела випливає 

зв’язок між полями та потенціалами: 

   
;

,0

t∂
∂

−=×∇

=⋅∇
BE

B
 ⇔  

.

,

t∂
∂

−−∇=

×∇=
A

A

ϕE

B
   (13.1) 

В присутності магнітного поля звичайний (кінетичний, лінійний) імпульс vm=кінp (англ. 

kinetic momentum) не є збереженою величиною. Натомість, збереженою величиною частинки 

з зарядом q є її узагальнений (канонічний) імпульс (англ. canonical momentum) 

     Ap qm += v .      (13.2) 

Тоді гамільтоніан (повна енергія) частинки 
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    ( ) ϕϕ q
m
qqmH +

−
=+=

22

2Ap2v .    (13.3) 

Отже, за принципом відповідності, квантово–механічний оператор Гамільтона 

    
( ) ,

2
ˆˆ

2

ϕq
m
qH +

−
=

Ap
      (13.4) 

де в статичних полях А та ϕ  є функціями координат, так що їх оператори дорівнюють самим 

цим функціям. Таким чином, хвильове рівняння Шрьодінгера має вигляд 

    ( ) .
2

ˆ 2

Ψ







+

−
=

∂
Ψ∂ ϕq

m
q

t
i Ap
      (13.5) 

 

 

13.2 Рух зарядженої частинки в однорідному електричному полі  E 
 

 Нехай частинка з зарядом q  та масою 

m  рухається вздовж осі x в однорідному та 

стаціонарному електричному полі з 

напруженістю ( )0,0,E−=E  та потенціалом 

xE=ϕ . Тоді потенціальна енергія частинки 

складає xqxU E=)( . Більш загально можна 

говорити про рух в лінійному потенціалі 

xxU λ=)(  )0( >λ , де силова константа λ  

для електричного поля становить q=λ . 

Ми вже мали справу з подібним потенціалом 

для трикутної потенціальної ями, і аналіз проблеми буде подібним. 

 Класично, це рівноприскорений рух з прискоренням ma λ=  та з квадратичною 

залежністю зміщення x  від часу t  з класичною точкою повороту (зміни напрямку руху) 

λEx =0 , де E  – повна енергія, див. рис. 13.1 

 Складаємо рівняння Шрьодінгера для стаціонарних станів, що має вигляд 

    ψψλψ Ex
dx
d

m
=+− 2

22

2
 ,     (13.6) 

і спрощується заміною змінних, вводячи безрозмірну змінну ξ , 

 
3/1

2
2















 −=



λ
λ

ξ mEx ,    так що    
λ

λξ Emx +





=

− 3/1

2
2


 . 

 

Рис. 13.1. Рівноприскорений рух частинки. 
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З цією заміною рівняння Шрьодінгера набуває вигляду 

    0)()(
2

2

=− ξξψ
ξ

ξψ
d

d .      (13.7) 

Це – рівняння Ейрі (англ. Airy). Його розв’язком є функція Ейрі )Ai(ξ , що може бути 

виражена через наступний інтеграл:  

    ∫
∞

∞−

+= due uui )3/( 3

2
1)Ai( ξ

π
ξ .        (13.8) 

Отже, 

 )Ai()( ξξψ A=         (13.9) 

де A  – стала. Хвильова функція 

згасає при 0>ξ  та неперіодично 

коливається при 0<ξ  (див. рис. 

13.2). Класична точка повороту 

відповідає 0=ξ . 

 

 Очевидно, частинка в лінійному потенціалі не є зв’язаною, так що її енергетичний 

спектр є неперервним. В такому разі ψ –функція нормується на δ –функцію, див. раніше: 

 

    )()()( EEdx −′=′∫
∞

∞−
δξψξψ ,     (13.10) 

де    
3/1

2

2














 ′

−=′


λ
λ

ξ mEx . 

Для знаходження амплітуди A  скористаємося рівністю 

    )()Ai()Ai( abdybyay −=++∫
∞

∞−
δ ,    (13.11) 

яку неважко довести з інтегрального визначення функції Ейрі ∫
∞

∞−

+= due uui )3/( 3

2
1)Ai( ξ

π
ξ . 

Підставляючи )Ai()( ξξψ A=   в  )()()( EEdx −′=′∫
∞

∞−
δξψξψ , отримуємо 

 dxmExmExAdx ∫∫
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З заміною змінної 
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=


λmxy  маємо 

       
 

                     Рис. 13.2. Функція Ейрі . )Ai(ξ

Ai(ξ) 

ξ 
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звідки, з огляду на )()()( EEdx −′=′∫
∞

∞−
δξψξψ , 

    
λ

λ 12 3/1

2 





=


mA .      (13.12) 

 Рівняння Шрьодінгера ψψλψ Ex
dx
d

m
=+− 2

22

2
  можна розв’язати інакше, 

використовуючи імпульсне зображення. Переходячи до імпульсного зображення, маємо  

 )()(,,ˆ px
dp
dixpp ϕψ →→→  ,  

де )( pϕ  – хвильова функція в імпульсному зображенні. Переписавши рівняння Шрьодінгера 

у вигляді  

 )()()(
2
ˆ 2

xExxx
m

p ψψλψ =+   

і переходячи до імпульсного зображення, рівняння набуває вигляду 

    )()()(
2

2

pEp
dp
dip

m
p ϕϕλϕ =+  .    (13.13) 

Це рівняння легко розв’язується розділенням змінних: 

    dpE
m

pid








−=

2

2

λϕ
ϕ ,  

    















−= Ep

m
piCp
6

exp)(
3

λ
ϕ ,    (13.14) 

де C  – стала інтегрування. Це – розв’язок задачі в імпульсному зображенні. Знаходимо C  з 

огляду на те, що нормування )()()( EEdx −′=′∫
∞

∞−
δξψξψ  не змінюється при переході до 

імпульсного зображення (теорема Планчереля), так що 

 )()()(* EEdppp EE −′=∫
∞

∞− ′ δϕϕ ,  

де )( pEϕ  є хвильовою функцією (в імпульсному зображенні) стаціонарного стану з повною 

енергією E . Підставляючи з попередніх рівнянь, маємо 
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 dpEEpiCdppp EE ∫∫
∞

∞−

∞

∞− ′ 





 ′−= )(exp)()( 2*

λ
ϕϕ .  

Вводячи змінну λpu = , отримуємо 

 [ ] )(2)(exp)(exp 222 EECduEEiuCdpEEpiC −′=′−=



 ′− ∫∫

∞

∞−

∞

∞−
πδλλ

λ



,  

отже 
λπ2

1
=C .  

Переходимо до координатного зображення через перетворення Фур’є: 

 dpepx ipx∫
∞

∞−
= 


)(

2
1)( ϕ
π

ψ .  

Виконуючи заміни ξ→x  (див. вище) та up → , так що 31)2( λmup = , відтворюємо 

розв’язок через функцію Ейрі:  

  )Ai(2
2

)2()( 1
3/1

2
)3/(

31
3

ξλ
π
λξψ

λ
ξ 






== ∫

∞

∞−

+



 mduemC uui .   (13.15) 

 

 

13.3 Рух зарядженої частинка в однорідному магнітному полі B.  
Рівні Ландау 

 

 Розглянемо динаміку зарядженої частинки з зарядом q та масою m в однорідному 

магнітному полі B вздовж осі OZ, так що B = (0, 0, B). Ця проблема відіграє важливу роль в 

фізиці твердого тіла, зокрема в теорії квантового ефекту Холла. Класично, частинка 

рухається по спіралі з віссю, паралельною до B, з радіусом Bqm ⊥v  і кроком Bqm ||2 vπ  ( ⊥v  

та ||v  – паралельна та перпендикулярна складові швидкості частинки відносно напрямку B), 

та обертаючись з частотою mqB=ω  (циклотронна частота), див. рис. 13.3. Координати 

центру циклотронного руху x0, y0: 

    
ωω

xy yyxx vv
−=+= 00 , ,     (13.16) 

де vx та vy – проекції швидкості на OX та OY. 

 

 

Вправа. 
 

Доведіть, що класична частинка рухається саме так, як описано. 
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 Співвідношення (13.1) визначають векторний 

потенціал А не однозначно, а з точністю до 

градієнта довільної скалярної функції координат. 

Говорять про різні калібрування векторного 

потенціалу. Наприклад, поле B || OZ може бути 

описане векторним потенціалом ( )0,,0)( xB=rA , або 

( ) 2/0,,)( Bxy−=rA , або і таким: 

  ( )0,0,)( yB−=rA ,  (13.17) 

що зазвичай називають калібруванням Ландау.11F

* З 

потенціалом (13.17) та гамільтоніаном (13.4) 

стаціонарне рівняння Шрьодінгера )()(ˆ rr ψψ EH =  

має вигляд 

 

 ( )[ ] ).()(ˆˆˆ
2
1)(ˆ 222 rrr ψψψ Eppyqp
m

H zyx =+++= B     (13.18) 

Ĥ  є сумою трьох диференціальних операторів за різними змінними, так що розв’язок 

рівняння (13.18) факторизується на добуток функцій від x, y та z. Крім того, оскільки Ĥ , xp̂  

та zp̂  комутують, то для цих операторів існує спільна система власних функцій. Власні 

функції операторів xp̂  та zp̂  – це хвильові функції де Бройля xipxe  та zipze , так що 

розв’язки рівняння (13.18) слід шукати у вигляді 

    )()( )( ye zpxpi zx χψ +=r ,     (13.19) 

де )(yχ  – поки що невідома функція. Підставляючи (13.19) в (13.18), отримуємо рівняння 

для )(yχ : 

   ( ) )(
2

)(
2
1

2
ˆ 2

2
0

2
2

y
m

pEyyym
m

p zy χχω 







−=












−+ ,   (13.20) 

де  

    Bqpy x−=0 ,      (13.21) 

    mqB=ω        (13.22) 

класична циклотронна частота. Це – рівняння гармонічного осцилятора, що коливається 

вздовж OY відносно 0y  і має дискретні рівні енергії 

                                                 
* Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Квантовая механика. Нерелятивистская теория // Теоретическая физика. – М.: 
Физматлит, 2008. – Т. 3. – 800 с. 

 

Рис. 13.3. Класичний рух зарядженої  
частинки в магнітному полі. 
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 +=

2
1nEn ω ,  де ,2,1,0=n  – квантове число, так що 

   
m

pnE z
pn z 22

1 2

, +





 += ω ,      (13.23) 

де останній доданок відповідає вільному руху вздовж OZ. Хвильові функції стаціонарних 

станів гармонічного осцилятора виражаються через поліноми Ерміта. Енергетичні рівні nE  в 

даному контексті називають рівнями Ландау. Відмітимо, що стани (13.19) описують вільний 

рух вздовж ОХ з визначеним імпульсом xp , так що координата х повністю невизначена, в 

той час як 0y , рівняння (13.21), набуває точного значення. Відмітимо також, що nE  не 

залежить від xp  та yp , так що рівні Ландау є виродженими. Оскільки xp  та yp  є 

неперервними змінними, що можуть набувати нескінченну кількість значень, то кратність 

виродження є нескінченною. (Якщо рух обмежений скінченною областю простору, то 

кратність виродження стає скінченною та пропорційною до B.) 

Тепер проаналізуємо цю ж проблему з іншим калібруванням векторного потенціалу, а 

саме 

    ( )0,,0)( xB=rA .      (13.24) 

З міркувань, аналогічних до попередніх, хвильові функції виражаються як 

    )()( )( xe zpypi zy χψ +=r ,     (13.25) 

де )(xχ  є хвильовою функцією гармонічного осцилятора, що задовольняє рівняння 

   ( ) )(
2

)(
2
1

2
ˆ 2

2
0

2
2

x
m

pExxxm
m

p zx χχω 







−=








−+ ,   (13.26) 

і описує коливання вздовж ОХ з середньою координатою 

    Bqpx y=0        (13.27) 

та з тими ж енергіями (рівнями Ландау), що і раніше, рівняння (13.22). Між тим, хвильові 

функції (13.19) та (13.25) очевидно відрізняються. Зокрема, тепер в напрямку OY 

відбувається вільний рух з визначеним імпульсом yp  та невизначеною координатою y, в той 

час як x0 набуває точного значення. Як це можливо з огляду на те, що (13.17) та (13.24) 

описують ідентичне поле B? Справа в тому, що як вказувалось раніше, рівні Ландау є 

виродженими, так що (13.19) та (13.25) описують два можливі стани з нескінченної кількості 

вироджених станів. 

 Два розглянуті випадки є граничними в тому сенсі, що одна з координат, x або y , є 

повністю невизначеною. Розглянемо проміжний випадок з симетричним калібруванням 

Кулона, 
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    2/)0,,()( Bxy−=rA .     (13.28) 

Для скорочення записів вважатимемо, що рух відбувається в площині XY, тобто pz = 0 (в 

противному разі рух вздовж OZ вільний, з енергією mpz 22  та хвильовою функцією де 

Бройля zpi ze ˆ ). Тоді гамільтоніан (13.4) набуває вигляду 

    

















 −+






 +=

22

2
ˆ

2
ˆ

2
1ˆ xqpyqp
m

H yx
BB .   (13.29) 

Розглянемо оператори 

    





 −=






 +=

2
ˆˆ,1

2
ˆˆ xqpP

q
yqpX yx

B
B

B ,   (13.30) 

що мають розмірності, відповідно, координати та імпульсу і є канонічно спряженими, 

задовольняючи канонічне комутаційне співвідношення 

     [ ] iPX =ˆ,ˆ .      (13.31) 

З цими операторами гамільтоніан (13.29) записується як 

     22
2

ˆ
2
1

2

ˆˆ Xm
m

PH ω+= ,     (13.32) 

де ω, як і раніше, – циклотронна частота (13.22). Це гамільтоніан гармонічного осцилятора зі 

спектром (13.23), 





 +=

2
1nEn ω  (рівні Ландау). Координати “центра циклотронного руху” 

(13.16) тепер, згідно з принципом відповідності, описуються операторами 

     
ωω

xy yyxx vv ˆˆ,
ˆ

ˆ 00 −=+= .    (13.33) 

Переходячи від звичайного імпульсу v̂m  до узагальненого (канонічного) ,ˆˆ Ap qm += v  

маємо 

   ( ) ( )xxyy qAp
q

yyqAp
q

xx −−=−+= ˆ1ˆ,ˆ1ˆ 00 BB
.   (13.34) 

Суттєво, що 0x̂  та 0ŷ  не комутують, 

     [ ]
Bq

iyx 
−=00 ˆ,ˆ ,     (13.35) 

так що x0 та y0 не можуть одночасно набувати точних значень і підпорядковуються принципу 

невизначеності 

     
Bq

yx
200


≥∆∆ .     (13.36) 
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Найменше значення невизначеності координати гармонічного осцилятора досягається в 

основному стані Е0 і складає 
ωm

yx
2


=∆=∆ , і тоді нерівність (13.36) перетворюється на 

рівність. 

 

 

Вправа. 
 

Довести (13.35) та вивести (13.36) з відомих властивостей операторів несумісних величин. 

Пригадати, чому для гармонічного осцилятора ( )12
2

+=∆ n
m

x
ω
   (легко отримати в 

представленні вторинного квантування, – пригадати). 
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14. Магнітний дипольний момент µ 
 

14.1. Орбітальний магнітний момент 
 

 Нехай класична частинка з зарядом q та масою m 

рухається зі швидкістю v по коловій орбіті з радіусом r, 

див. рис. 14.1. Момент імпульсу частинки складає L = m v r. 

Заряд q обертається по контуру довжиною 2π r та площею 

π r2 з періодом ,2 vrT π= так що з його рухом можна 

зв’язати струм TqI = та магнітний дипольний момент 

rmqr
r

qrI v
2m

v
=== 22

2
π

π
πµ , так що для векторів L та μ  маємо Lμ

2m
q

= , тобто 

магнітний момент орбітального руху пропорційний до механічного моменту з коефіцієнтом 

пропорційності, що називається (класичним) гіромагнітним співвідношенням,  

     
2m
q

=0γ .      (14.1) 

Згідно з принципом відповідності, маємо для операторів магнітного та механічного 

орбітального моментів 

     .ˆˆˆ 0LLμ γ==
2m
q      (14.2) 

 

 

14.2. Спіновий магнітний момент 
 

 Більшість елементарних частинок (електрони, протони, нейтрони і т.д.) мають 

ненульовий внутрішній момент імпульсу – спін (спіновий момент)  і також ненульовий 

магнітний момент .μ̂  Внутрішня природа спіну і відповідного магнітного моменту невідома, 

вони не мають класичних аналогів, і співвідношення (14.2) для них не дійсне. Між тим, для 

кожної елементарної частинки можна встановити співвідношення між μ̂ та  подібне до 

(14.2): 

     ,ˆˆˆ SSμ
2m
eg== γ      (14.3) 

,Ŝ

,Ŝ

 

Рис. 14.1. Класична частинка 
на коловій орбіті. 

v 
q, m 

r 
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де e = 1.6 ×10–19 Кл елементарний заряд, m  маса частинки, а g – так званий g–фактор Ланде, 

так що 0γγ g= . Вочевидь, для орбітального моменту 1=g . В контексті магнітного моменту 

використовується ще одна споріднена величина, магнетон Бора, 

     
e

B m
e

2


=µ ,      (14.4) 

де em – маса електрона, так що для електрона Sμ ˆˆ


Bg µ
= . Нижче наведені g–фактори кількох 

частинок. 

елементарна частинка g–фактор 

електрон –2,00232 

нейтрон –3,82609 

протон   5,58569 

мюон –2,00233 

 

Від’ємний знак означає, що μ та S мають протилежні напрямки. Знак часто опускають, і для 

електрона використовують g = 2. Як видно, для електрона проекції як спінового, так і 

орбітального моменту в стані з  l = 1 дорівнюють одному магнетону Бора. 

 

 

14.3 Магнітний диполь в магнітному полі: прецесія Лармора 
 

 Енергія магнітного диполя в магнітному полі складає 

     B⋅−= μU .      (14.5) 

Нехай магнітний момент належить частинці зі спіном Ŝ , так що Sμ ˆˆ γ= . Вважатимемо, що 

частинка знаходиться в спокої (в противному разі, рух зарядженої частинки в полі 

описувався вище). Тоді гамільтоніан частинки буде таким: 

     Ŝˆˆ ⋅−== BγUH .     (14.6) 

Розглянемо найпростіший випадок частинки зі спіном 1/2. Нехай B || OZ,  B = (0, 0, B). Тоді 

    







−

−=−=
10

01
2

ˆˆ BB γγ zSH .    (14.7) 

Оскільки Ĥ  пропорційний до zŜ , то власні стани цих операторів однакові і є власними 

спінорами оператора zŜ . Позначимо їх ↑χ  “спін вгору” та ↓χ  “спін вниз”: 
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Хвильове рівняння записується як 

    ( ) ( )
t
titH

∂
∂

=
χχ ˆ .      (14.9) 

Оскільки Ĥ  (14.7) не залежить від часу, то ( )tχ виражається через стаціонарні стани. 

Пригадаємо, звідки це випливає. Стан )(tΨ  в момент t = 0 виражається через стан ψ  в 

початковий момент t = 0 як ψ)(ˆ)( tSt =Ψ , де )(ˆ tS  – оператор еволюції, 
tHi

etS
ˆ

)(ˆ 
−

= . 

Розкладемо ψ  по базису стаціонарних станів ψn , ∑=
n nnC ψψ . Тоді 

∑∑∑
−−

===Ψ
n

tEi

nnn n

tHi

nn nn
neCeCCtSt  ψψψ

ˆ
)(ˆ)( , оскільки nnn EH ψψ =ˆ . Так що 

∑
−

=Ψ
n

tEi

nn
neCt ψ)( . В даному разі стацінарних спінорів ↑χ  та ↓χ  маємо 
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з початковою умовою 

     ( ) 







=

b
a

0χ ,      (14.11) 

причому 1|||| 22 =+ ba  (умова нормування). Якщо a і b дійсні, то  a, b ≤ 1 і їх можна виразити 

як 2cosα=a  та 2sinα=b , де α – деякий кут, смисл якого невдовзі з’ясується. Тоді 

(14.10) записується як 
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Знайдемо середні значення zyx SSS ,, . 
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 (14.13) 

де † , як зазвичай, означає ермітове спряження (транспонування і комплексне спряження). 

Аналогічно, 
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    (14.14) 

З (14.13) та (14.14) випливає, що Ŝ  напрямлений під 

кутом α до OZ і описує конус довкола OZ, обертаючись з 

частотою Bγ , див. рис. 14.2. Це явище називають 

прецесією Лармора, а її частота 

   Bγω =    (14.15) 

є частотою Лармора. Як бачимо, Ŝ  поводить себе як 

класична дзиґа. Кут α  приймає різні значення для станів 

“спін вгору/вниз”, але частота Лармора для цих станів 

однакова. 

 У випадку довільного магнітного моменту µ, 

спінового чи орбітального, проекція Sz і разом з нею α  

можуть набувати більш ніж двох значень. Між тим, оскільки частота Лармора (14.15) не 

залежить від α, то вона однакова для всіх станів довільного µ. 

 Прецесія Лармора лежить в основі явища ядерного магнітного резонансу (ЯМР). 

Останнє явище лежить в основі методу магнітно–резонансної томографії (МРТ), що 

протягом останніх декад знайшов широке застосування в медицині. В ході сеансу МРТ 

визначається розподіл частот Лармора протонів (ядер атомів водню) в тілі пацієнта. Ці 

частоти дещо відрізняються для різних тканин тіла, що дозволяє отримати об’ємне 

зображення тканин тіла. Частота Лармора протонів складає 42.6 МГц / Тл. 

 

 

14.4 Магнітний диполь в неоднорідному магнітному полі. 
Досліди Штерна–Герлаха 

 

 Досліди Штерна–Герлаха (1922 р.) продемонстрували квантування компонент 

(проекцій) моменту імпульсу. На початок 1920-х років стало зрозуміло, що теорія Бора атома 

водню (і її подальша версія, теорія Бора–Зоммерфельда) передбачала не тільки квантування 

енергії та орбітального моменту, але і напрямку останнього: траєкторія електрона атома Н в 

магнітному полі мала бути перпендикулярною до поля, так що проекція моменту імпульсу на 

напрямок поля могла приймати лише одне з двох значень, ± . Це передбачення і надихнуло 

 

Рис. 14.2. Прецесія Лармора. 
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Отто Штерна, і невдовзі Вальтера Герлаха, на експериментальну його перевірку. 

Експерименти були підготовані та проведені Герлахом в Університеті Франкфурта в 1922 

році, так що правильніше було б говорити “досліди Герлаха”, хоч Штерн також приймав 

участь. Про історію та цікаві маловідомі деталі цих революційних дослідів можна прочитати 

в статті Фрідріха і Хершбаха12F

*. 

 В дослідах Герлаха струмінь атомів срібла спрямовувався в область неоднорідного 

магнітного поля, створеного магнітом спеціальної форми, див. рис. 14.3. При проходженні 

області поля струмінь розщеплювався на два, в залежності від проекції магнітного моменту 

атомів на напрямок поля. Атом срібла містить 47 електронів, сумарний орбітальний момент 

яких в основному стані атома дорівнює нулю. Спіни 46-ти електронів взаємно скомпенсовані 

(“спарені”), лишаючи один електрон з неспареним спіном. Таким чином, атом срібла 

виглядає як нейтральна частинка зі спіном 1/2. Між тим на час проведення дослідів існування 

спіну було невідоме, так що Штерн і Герлах вважали, що вони визначили орбітальний 

магнітний момент атома, що виявився рівним одному магнетону Бора, цілком згідно з 

теорією Бора. Втім, природа поклала так, що спіновий момент електрона також дорівнює 

одному магнетону Бора. 

 

На магнітний диполь µ з боку магнітного поля діє сила ( )B⋅∇= μF . Нехай неоднорідне 

магнітне поле напрямлене вздовж OZ та має градієнт в тому ж напрямку, 
                                                 
* B. Friedrich and D. Herschbach, Stern and Gerlach: How a Bad Cigar Helped Reorient Atomic Physics. Physics 
Today, 56(12), 53–59 (2003). doi:10.1063/1.1650229. 
На середину 2020 року, стаття вільно доступна на сторінках www.fhi.mpg.de та інших. 

 

          Рис. 14.3. Дослід Штерна–Герлаха з атомами срібла в неоднорідному магнітному полі. 
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    ( ) ( )kj zyzy,x, αα ++−= 0BB ,    (14.16) 

де α  визначає величину градієнту. Перший доданок в (14.16) приблизно описує 

горизонтальну складову поля в магніті Штерна і Герлаха, рис.2.3, і є необхідним, щоб 

задовольнити 0=⋅∇ B . Сила з боку цього поля на магнітний диполь µ = γ S складає 

     ( )kjF zy SS +−= αγ , 

а енергія диполя в полі 

    ( ) zy SzSyU αγαγ +−=⋅−= 0BBμ .   (14.17) 

Оскільки відбувається швидка прецесія довкола OZ, то проекція Sy осцилює і в середньому 

рівна нулю. Тоді переписуємо (14.17) як 

    ( ) zSzU αγ +−= 0B .      (14.18) 

Тепер розглянемо сучасний варіант квантової теорії дослідів Герлаха для атомів срібла, 

нейтральних частинок зі спіном s = 1/2. Нехай система відліку рухається разом з частинками 

вздовж ОХ, так що кінетична складова енергії дорівнює нулю. Нехай частинки влітають в 

область поля в початковий момент t = 0 і вилітають через час Т. Гамільтоніан частинки 

UH ˆˆ = , де Û  визначається з (14.18), так що 

    ( ) ( ) ,0
.,0

,ˆ
,0,0

ˆˆ
0 Tt

Tt
Sz

t
tHH z ≤≤









>
+−

<
== αγ B    (14.19) 

При t < 0 частинка рухається вільно, перебуваючи в деякому спіновому стані 

    ↓↑ += χχχ ba ,      (14.20) 

що є початковим станом при входженні в область поля в момент t = 0. Далі рух відбувається 

під дією незалежного від часу гамільтоніану ( ) zSzH ˆˆ
0 αγ +−= B , так що ( )tχ  виражається 

через стаціонарні спінори (див. вище), 

    
( )

( ) ,
2

,

0,
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↓↑

+
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↓↑

B
    (14.21) 

де 2± в останній рівності є власними значеннями оператора zŜ . На виході з магніту 

   
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,22

2222

00

00

zpi
Tizpi

Ti

zTiTizTiTi

zz eebeea

eebeeaT
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BB

BB

 (14.22) 
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де 2Tpz γα= . Але 
zpi

ze 
±

 – це хвильові функції де Бройля для частинки з імпульсом zp± . 

Отже, на виході з магніту частинки несуть імпульс 2Tpz γα±=  паралельно до OZ і 

розходяться. 

 Дослід Штерна–Герлаха, крім історичного значення, має суттєве концептуальне 

значення в сенсі філософії квантової механіки. По-перше, він показує, як створити, або як 

кажуть підготувати визначений квантовий стан: пропустіть потік частинок через прилад 

Штерна–Герлаха, і тоді частинки, що відхилились вгору чи вниз, знаходяться у визначеному 

стані ↑χ  або ↓χ . По-друге, він демонструє можливість певних квантових вимірювань, тобто 

визначення квантового стану: пропустіть потік частинок через прилад Штерна–Герлаха і 

проаналізуйте, відхилились вони вгору чи вниз. (Зверніть увагу, що це все ж не дає 

можливості визначити стан однієї частинки. Чому?) 

 

 Непросте питання для допитливих, відповіді на яке я не знаю. При проходженні через 

прилад Штерна–Герлаха атоми набувають імпульсу паралельно до OZ, і отже кінетичної 

енергії. Звідки береться енергія? 

 

 

14.5 Рівняння Шрьодінгера для електрона зі спіном 1/2: рівняння Паулі 
 

 Нерелятивістське рівняння Паулі є рівнянням Шрьодінгера для електрона, в яке 

“штучно” введений спіновий магнітний момент. (Релятивістське рівняння Дірака для 

електрона, де спін фігурує більш природно, розглядатиметься пізніше.) 

 Оператор магнітного моменту електрона ( 2≅g ): 

    SSSμ ˆˆˆˆ
m2m
qqg ≅== γ ,     (14.23) 

де q = – e,  e = 1.6×10–19 Кл елементарний заряд. Оператор спіну (спінового моменту) 

    ( ) ( ) σS ˆˆ,ˆ,ˆˆ,ˆ,ˆˆ
22


=== zyxzyx SSS σσσ ,   (14.24) 

де ( )zyx σσσ ˆ,ˆ,ˆˆ =σ  – вектор з матриць Паулі, так що оператор магнітного моменту електрона 

     σμ ˆˆ
2m
q

= .      (14.25) 

Оператор енергії магнітного диполя 

     BB ⋅−=⋅−= σμ ˆ
2

ˆˆ
m

qU  .    (14.26) 

З цим доданком гамільтоніан (1.4) набуває вигляду 
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    ( )[ ] ϕqqq
m

H +⋅−−= BσAp ˆˆ
2
1ˆ 2

     (14.27) 

і є 2×2 матрицею завдяки оператору Паулі σ̂ . З цим гамільтоніаном хвильове рівняння 

Шродінгера (1.5) записується як 

  ( )[ ] Ψ
∂
∂

=Ψ






 +⋅−−=Ψ

t
iqqq

m
H  ϕBσAp ˆˆ

2
1ˆ 2 ,   (14.28) 

де вектор стану Ψ  складається з двох компонент, 

     







Ψ
Ψ

=Ψ
↓

↑ ,      (14.29) 

де ↑Ψ , ↓Ψ  відповідають спіновим станам “спін вгору/вниз”. 

 Рівняння (14.28) і є рівнянням Паулі. В більш загальній формі воно записується так: 

   ( )( ) Ψ
∂
∂

=Ψ



 +−⋅

t
iqq

m
ϕ2ˆˆ

2
1 Apσ .    (14.30) 

 

 

Вправи 
 

1) Показати, що (14.28) слідує з (14.30). Скористатись векторною тотожністю Паулі 

    ( )( ) ( )baσbabσaσ ×⋅+⋅=⋅⋅ ˆˆˆ i  

і звернути увагу на те, що на відміну від векторів векторний добуток оператора 

Ap q−ˆ  самого на себе відмінний від нуля. При бажанні, довести цю тотожність. Вона 

ще використовуватиметься пізніше. 

 

2) Показати, що середня швидкість частинки Aprr qmdt
d

dt
d −== ˆ1 . Підказка: 

згадати t
QQHi

dt
Qd

dt
Qd

∂
∂+==

ˆ
]ˆ,[

ˆˆ 


. 

 

3) Визначивши оператор швидкості частинки як )(1ˆ Apr qmdt
d −== v  показати, що 

комутатор zm
qi B2yx ]ˆ,ˆ[ =vv . (Підказка: Як варіант, можна використати симетричне 

калібрування rA ×= B21 . Можна і безпосередньо аналізувати комутатор.) 

Проінтерпретувати результат з огляду на принцип невизначеності. 
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4) (Дещо складна). Показати, що потенціали t
f

∂
∂−=′ ϕϕ  та f∇+=′ AA , де f  – 

довільна дійсна функція координат і часу, відповідають таким же полям, як і ϕ та А 

(калібрувальна інваріантність). Довести, що ψ – функція ψψ /fqie=′  (q – заряд) 

задовольняє рівняння Шрьодінгера зі зміненими потенціалами ϕ′  та A′ . 
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15. Наближені методи квантової механіки 
 

 В квантовій механіці є небагато важливих проблем, для яких існують аналітичні 

розв’язки. Це насамперед гармонічний осцилятор, інші потенціальні ями простої форми, 

частинки в періодичному потенціалі, та атом водню. В цілому проблеми, для яких існують 

аналітичні розв’язки, можна перелічити на пальцях. Абсолютна більшість практично 

важливих проблем аналітичних розв’язків не має. Тому протягом десятиріч було розвинуто 

потужний математичний апарат наближених та чисельних методів розв’язку задач квантової 

механіки. Більшість з цих методів основана на припущенні, що гамільтоніан можна 

розділити та суму “основного”, для якого аналітичний або чисельний розв’язок відомий, та 

відносно невеликого доданку, або збурення. Такі методи належать до області теорії збурень. 

 

 

15.1 Стаціонарна теорія збурень, невироджені стани 
 

 Нехай незалежний від часу гамільтоніан проблеми можна представити як 

     VHH ˆˆˆ
0 += ,      (15.1) 

де V̂  називають оператором збурення, або гамільтоніаном збурення, а розв’язки задачі з 

оператором 0Ĥ , 

     )0()0()0(
0

ˆ
nnn EH ψψ = ,     (15.2) 

відомі і є невиродженими, тобто різним станам відповідають різні енергії. Задача полягає в 

тому, щоб розв’язати 

     ( ) nnnn EVHH ψψψ =+= ˆˆˆ
0 .    (15.3) 

Модифікуємо рівняння (15.1), вводячи параметр 10 ≤≤ λ : 

     VHH ˆˆˆ
0 λ+= ,      (15.4) 

де λ  інколи називають параметром вмикання збурення: при λ = 0 збурення відсутнє, при 

λ = 1 воно “ввімкнене”. Смисл цієї махінації стане невдовзі зрозумілим. Розкладемо nψ  по 

базису )0(
nψ , 

     ∑=
m mmnn C )0(ψψ ,     (15.5) 

де nmmnC ψψ )0(= . Тоді рівняння (15.3) з гамільтоніаном (15.4) записується як 

    ( ) ∑∑ =+
m mmnnm mmn CEVHC )0()0(

0
ˆˆ ψψλ .   (15.6) 
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Складемо внутрішні добутки )0(
n′ψ  з лівою та правою частинами р-ня (15.6), тобто 

домножимо р-ня (15.6) зліва на ( )*)0(
n′ψ  та проінтегруємо по всій області динамічних змінних: 

   ∑∑ ′′ =+
m mnmnnm mnmn CEVHC )0()0()0(

0
)0( ˆˆ ψψψλψ , 

   ( ) mnm mnnm mnmnmmn CEVEC ′′′ ∑∑ =+ δλδ)0( ,    (15.7) 

де mn′δ  – це δ–символ Кронекера. Остаточно переписуємо (15.7) як 

    ( ) mnm mnnnnn VCCEE ′′′ ∑=− λ)0( ,    (15.8) 

де 

    )0()0( ˆ
mnmn VV ψψ ′′ =       (15.9) 

матричний елемент оператора збурення. Величини nE  та mnC  залежать від λ як від 

параметра. Розкладемо nE  та mnC  в ряд по степеням λ : 

    
.

,
)2(2)1()0(

)2(2)1()0(





+++=

+++=

nnnn

mnmnmnmn

EEEE
CCCC

λλ

λλ
    (15.10) 

)0(
mnC  та )0(

nE  – це основні значення за відсутності збурення (λ = 0), а решта коефіцієнтів при 

степенях λ  – це поправки різного порядку. При λ = 0 р-ня (15.5) зводиться до 

     ∑==
m mmnnn C )0()0( ψψψ , 

так що 

     mnmnC δ=)0( .      (15.11) 

Підставляємо р-ня (15.10) в (15.8), 

  
( )( )

( ) ,)2(2)1(

)2(2)1()2(2)1()0()0(

mnm mnmnmn

nnnnnnnnnn

VCC
CCEEEE

′

′′′′

∑ +++=

=++++++−





λλδλ

λλδλλ
  (15.12) 

та прирівнюємо коефіцієнти при однакових степенях λ . В цьому і полягає смисл “трюку” з 

введенням параметра λ , який ніякої іншої ролі далі не відіграє. 

 Прирівнюємо в р-ні (15.12) коефіцієнти при λ0 = 1, 

    ( ) 0)0()0( =− ′′ nnnn EE δ . 

Ця тривіальна рівність ніяких результатів не дає. Далі прирівнюємо коефіцієнти при λ , 

    ( ) nnnnnnnnn VECEE ′′′′ =+− δ)1()1()0()0( ,    (15.13) 

звідки отримуємо поправки до стаціонарних векторів стану та їх енергій в першому 

наближенні. Зокрема, 

    )0()0()1( ˆ
nnnnn VVE ψψ== .     (15.14) 



 131 

З практичної точки зору, це – центральний результат теорії збурень: основна поправка до 

енергії дорівнює математичному сподіванню збурення в незбуреному стані. Далі отримуємо 

з рівняння (15.13) поправки до коефіцієнтів розкладу )1(
nnC ′  при nn ≠′  (замінивши mn →′ ): 

    nm
EE

VC
mn

mn
mn ≠

−
= ,)0()0(

)1( .     (15.15) 

Знаходимо )1(
nnC  з умови нормування. Перепишемо р-ня (15.5) як 

    ∑ ≠
+=

nm mmnnnnn CC )0()0( ψψψ .     (15.16) 

В першому порядку розкладу mnC  (р-ня (15.10)) та з огляду на (15.11) маємо: 

    )1()1()0(
mnmnmnmnmn CCCC λδλ +=+= . 

Підставляємо в р-ня (15.16), 

    ( ) ∑ ≠
++=

nm mmnnnnn CC )0()1()0()1(1 ψλψλψ , 

та нормуємо с огляду на ортонормованість базисних функцій, mnnm δψψ =)0()0( ,  

    ∑ ≠
++==

nm mnnnnn CC
2)1(22)1(11 λλψψ . 

В першому наближенні відкидаємо доданки з λ2, так що 

     )1(211 nnCλ+= , 

звідки 

     0)1( =nnC .      (15.17) 

Остаточно, зводячи разом результати першого наближення (першого порядку) стаціонарної 

теорії збурень, 
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    (15.18) 

Поправки другого порядку отримуємо, прирівнюючи в р-ні (15.12) коефіцієнти при λ2 та 

повторюючи міркування, аналогічні до попередніх: 
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  (15.19) 
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Звідси, умова малості збурення 

     mnV  )0()0(
mn EE − .     (15.20) 

З першого р-ня (15.19), поправка енергії основного стану n = 0 (з найменшою енергією) 

від’ємна, 

     0)2(
0 <E .      (15.21) 

Поправки вищих порядків розраховуються аналогічно. Між тим, в більшості практичних 

задач задовільна точність досягається в першому порядку для функцій стану, і в другому для 

енергій.  

 Поправки вищих порядків слід розраховувати після того, як розраховані поправки 

нижчих порядків. 

 Досі йшлося про систему з невиродженими станами. Якщо існує кілька вироджених 

станів αψ  з однаковою енергією, і вони змішуються оператором збурення, тобто матричні 

елементи αα′V  відмінні від нуля, то розглянута вище теорія не працює, оскільки в рівняннях 

(15.18) та (15.19) будуть доданки з скінченними чисельниками та нульовими знаменниками, і 

умову (15.20) задовольнити неможливо. Потрібна інша теорія. Але спершу приклад на 

використання теорії збурень для невироджених станів. 

 

 

Приклад 15.1, надтонке розщеплення в атомі водню. 

 

Протон та електрон мають напівцілий спін 1/2 та ненульові власні магнітні моменти 

    ,ˆˆ,ˆˆ SμSμ
m2mp

eeg eppp −==     (15.22) 

де mmp ,  маси протона та електрона, SS ˆ,ˆ
p  їх спінові оператори, та g–фактор протона 

gp = 5.59. Взаємодія цих моментів і призводить до “надтонкого” (дуже малого) розщеплення 

основного енергетичного рівня атома водню на два дещо зміщені рівні. Енергію взаємодії 

можна аналізувати як енергію електрона в магнітному полі протона, або навпаки енергію 

протона в магнітному полі електрона. Оскільки протон нерухомий, то перший підхід значно 

простіший. Згідно з класичною електродинамікою, магнітне поле диполя µ  

    ( ) ( )rμμrrμ δµ
π

µ
3

23
4

0
35

0 +





 −

⋅
=

rr
B .   (15.23) 

Останній доданок з δ–функцією відмінний від нуля лише при r = 0. В підручниках з 

електродинаміки він зазвичай відсутній. Між тим, цей доданок необхідний для забезпечення 
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0=⋅∇ B  у всьому просторі, зокрема при r = 0. І, як невдовзі з’ясується, цей доданок 

відповідає за надтонке розщеплення в атомних спектрах. З огляду на принципову важливість 

цього доданку, його виведення подано в Додатку в кінці лекції. 

 Розглядаємо енергію електрона в магнітному полі ядра як збурення, 
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pp mm
B . (15.24) 

В першому порядку теорії збурень поправка до енергії стану дорівнює математичному 

сподіванню гамільтоніана збурення, 

      
( )( ) ( ) 2
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2
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35

2
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1001000 0ˆˆ
3
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де 100ψ  – хвильова функція основного стану, ( ) 32
100 10 aπψ = , а – радіус Бора. В основному 

стані (і у всіх інших з l = 0) хвильова функція сферично симетрична, так що перший доданок 

дорівнює нулю. (В цьому неважко переконатись, інтегруючи в сферичній системі та 

використовуючи тотожність ( )( ) ( )barbra ⋅=⋅⋅∫ 34sin πφθθ ddrr . При цьому інтеграл від 

r1  розходиться при r = 0, але перший доданок в (15.23–3.25) визначений лише при r > 0, як 

детальніше пояснено в кінці Додатку). Отже маємо 

    SS ˆˆ
3 3

2
0

0 ⋅=∆ p
p

am
eg

E
pmπ

µ
.     (15.26) 

За правилами додавання моментів, оператор повного спінового моменту атома 

    SSJ ˆˆˆ += p ,       (15.27) 

причому можливі два спінових стани: синглет з антипаралельними спінами (j = 0) та триплет 

з паралельними (j = 1). Піднесемо (15.27) до квадрату та виразимо SS ˆˆ ⋅p  через квадрати 

спінових операторів: 

    ( )222 ˆˆˆ
2
1ˆˆ

pp SSJ −−=⋅SS .     (15.28) 

Електрон та протон мають спін s = 1/2, так що 2222 43)1(  =+== ssSS p . Квадрат повного 

спіну )1(22 += jjJ   дорівнює 0 в синглетному стані ( j = 0) та 22  в триплетному ( j = 1). 

Підставляючи в (15.36), маємо для зміщення рівнів 
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     (15.29) 

Розщеплення основного стану, тобто відстань між зміщеними рівнями, складає 
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як схематично показано на рис. 15.1. 

 

 

Рис. 15.1. Надтонке розщеплення основного стану атома водню. 

 

Розщеплення (15.40) можна виразити ще і так: 
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де 137.03614 0
2 == ce πεα  стала тонкої структури, еВ6.130 −=E  енергія основного стану 

атома. Довжина хвилі фотона, що випромінюється при переході з триплетного в синглетний 

стан, складає 21 см. Водень є найпоширенішим елементом у всесвіті, так що не дивно, що ця 

“21–сантиметрова радіолінія” є всюдисущою складовою електромагнітного випромінювання 

в міжзоряному просторі. 

 

 

15.2 Стаціонарна теорія збурень для вироджених станів 
 

 Нехай існують вироджені стани )0(
αψ , де k,,1 =α  (k – кратність виродження) з 

однаковими енергіями )0(E , так що 

     )0()0()0(
0

ˆ
αα ψψ EH = .     (15.32) 

Наприклад, енергія електрона в атомі водню (нехтуючи спіном) не залежить від орбітального 

та магнітного квантових чисел l та m, так що ( )ml,=α , і оскільки 1,,0 −= nl   та 

llm ,, −= , то кратність виродження складає 2nk = , де n – головне квантове число. 
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Слід знайти наближенні розв’язки рівняння 

     ( ) ψψ EVH =+ ˆˆ
0      (15.33) 

з оператором збурення V̂ . Набір функцій )0(
αψ  не є унікальним, їх лінійні комбінації 

     ∑
=

=
k

C
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)0()0(

α
αβαβ ψψ      (15.34) 

також є власними функціями 0Ĥ  з тою ж енергією )0(E . Для спрощення нотації позначимо 

     βψαψ βα == )0()0( , ,    (15.35) 

так що р-ня (15.34) записується як 

     ∑
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=
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C
1α

βα αβ .     (15.36) 

Матриця оператора збурення 

     αααα VV ˆ′=′      (15.37) 

в базисі α , взагалі кажучи, недіагональна, і доданки з недіагональними елементами в 

рівняннях (15.18) та (15.19) будуть розбіжними. Якщо ж вибрати новий базис β  так, щоб 

матриця ββ ′V  була діагональною, тобто 

     βββββ δββ ′′′ =′= VVV ˆ ,    (15.38) 

то з огляду на р-ня (15.13) проблематичні доданки в р-нях (15.18) зникають, і поправки до 

енергії в р-ні (15.18) дорівнюють діагональним елементам ββV . Оскільки ββV , взагалі кажучи, 

відрізняються для різних β , то внаслідок дії збурення енергетичний рівень вироджених 

станів розщеплюється і кажуть, що виродження знімається. Підставляючи (15.36) в (15.38), 

отримуємо умову діагональності 

    βββ
αα

βααααβ δββ ′′
=′

′′′∑ ==′ VCVCV
k

1,

*ˆ ,   (15.39) 

 де   ββδ βββββ VVV ˆ==′′ .     (15.40) 

Існують загальні формальні методи діагоналізації операторів, що тут розглядатися не будуть. 

У всякому разі, для будь-якого ермітового оператора Q̂  існує унітарне перетворення UQU ˆˆˆ †  

з унітарним оператором 1ˆˆ −= UU † , що діагоналізує оператор Q̂  (вірніше, його матрицю). 

Нижче розглянемо практичний метод розв’язку проблеми. Зауважимо, що вираз для 

поправок енергії в р-ні (15.18) не містить підозрілих доданків, так що можна наївно 

припустити, що можна було б ці поправки розраховувати в базисі α  без діагоналізації. Це 
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не так: вектори цього базису сингулярні, їх зміни скінченні при нескінченно малих 

збуреннях. 

 Підставимо рівняння (15.36) в стаціонарне рівняння Шрьодінгера (15.33), 

    ( ) ββ βEVH =+ ˆˆ
0 ,      (15.41) 

де βE  – енергія стану β  під дією збурення: 
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Сформуємо внутрішній добуток α′  з лівою та правою частинами рівняння (15.42), тобто 

множимо зліва на ( )*)0(
αψ ′  та інтегруємо, 
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де αα′V  матричний елемент (15.37), а 

    kEEE ,,2,1,0 =−=∆ βββ     (15.44) 

зсув рівня енергії (поправка до енергії) виродженого стану β  під дією збурення. В 

співвідношенні (15.43) k,,2,1 =′α , так що це співвідношення визначає систему з k  

лінійних рівнянь, що формулюють проблему власних векторів та власних значень матриці 

αα′V . Умовою існування нетривіального розв’язку проблеми є рівність нулю детермінанта 

    ( ) 0det =∆− ′′ ααβαα δEV ,      (15.45) 

що є характеристичним (секулярним) рівнянням проблеми. Це алгебраїчне рівняння k –го 

степеня відносно βE∆ , розв’язками якого є зсуви енергії βE∆  вироджених станів β  під 

дією збурення. Розв’язки проблеми (15.43) дають коефіцієнти βαC  для визначення базису 

∑
=

=
k

C
1α

βα αβ , рівняння (15.36). Слід ще додати умову нормування β : 

     ∑
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α
βα .      (15.46) 

Лишається пересвідчитись, що розв’язки дійсно діагоналізують гамільтоніан взаємодії V̂ . 

Помножимо рівняння (15.43) на *
αβ ′′C  та просумуємо по α′ : 
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Базиси α  та β  ортонормовані. З умови (15.46) маємо, що для кожного β   
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β  та β ′  для ββ ≠′  ортогональні, так що 
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З огляду на (15.48) та (15.49) маємо, що сума в правій частині (15.47) 

    ββ
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Підставляючи (15.50) в (15.47), відтворюємо умову діагональності (15.39), причому поправки 

до енергії складають 

     βββ VE =∆ ,      (15.51) 

як і у невиродженому випадку (15.18). 

 З отриманим так званим “хорошим базисом” ∑
=

=
k

C
1α

βα αβ  можна продовжувати 

розвивати теорію по аналогії з теорією для невироджених станів, оскільки розщеплені рівні 

можуть тепер розглядатись нарівні зі станами невиродженої теорії. Ми зупинимось на вже 

проведених обрахунках β  та поправок першого порядку βE∆ . 

 

 

Приклад 15.2, двократне виродження k = 2. 

 

Проблема (15.43) зводиться до 
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Розв’язуючи характеристичне рівняння 
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,     (15.53) 

отримуємо 
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причому з (15.37) та з огляду на ермітовість V̂  очевидно, що *
αααα ′′ = VV , так що 2

122112 VVV = . 

Розв’язки  (15.52) для 2,1C : 
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   (15.55) 

Якщо V21  дійсний, то дійсними також є С1,2  та V12 = V21 . 

 Нерідко діагональні елементи матриці збурення дорівнюють нулю, 02211 == VV , як в 

наступному прикладі з ефектом Штарка, так що матриця оператора збурення має вигляд 
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причому *
1221 VV = , див. вище. Тоді результати значно спрощуються, і якщо V21 = V12  дійсні, 

то 
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Неважко пересвідчитись, що в новому базисі, βψβ =   ( )2,1=β , матриця ββ ′V  

діагональна, 

    







∆

∆
=







−
=′

2

1

21

12

0
0

0
0

E
E

V
V

V ββ .    (15.58) 

 

 

Приклад 15.3, лінійний ефект Штарка в атомі водню. 

 

 Ефект Штарка13F

* – це зміщення та розщеплення енергетичних рівнів атомів та молекул 

(і, більш загально, інших систем, як-то напівпровідників) під дією зовнішнього електричного 

поля. Проаналізуємо це явище для найпростішого атома, а саме атома водню. Взаємодія 

атома з полем описується оператором 

     E⋅−= d̂V̂ ,      (15.59) 

де 

     rd e−=ˆ       (15.60) 
                                                 
* J. Stark, Beobachtungen über den Effekt des elektrischen Feldes auf Spektrallinien I. Quereffekt, Annalen der Physik, 
vol. 43, pp. 965–983 (1914). Початкова версія роботи опублікована в матеріалах Sitzungsberichte der Königlich 
Preussischen Akademie der Wissenschaften засідання Прусської академії наук 20 листопада 1923 р. 
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оператор електричного дипольного моменту атома, е = 1.6 ×10–19 Кл – елементарний заряд, r 

– радіус-вектор електрона відносно ядра. Нехай поле E || OZ,  E = (0, 0, E), так що 

    θcosˆ rezeeV EE ==⋅= Er ,    (15.61) 

де θ  – полярний кут, розглядається як оператор збурення. 

 Функції стану атома водню nlmnlm =ψ , нехтуючи спіном, в основному n = 1 та 

першому збудженому n = 2 станах: 
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    (15.62) 

де а – радіус Бора. Основний стан невироджений, збуджений стан чотирикратно 

вироджений. В основному стані, матричний елемент оператора збурення дорівнює нулю, 

   ( ) 0100ˆ100 2
100 == ∫ dzdydxzerV Eψ ,    (15.63) 

оскільки внаслідок сферичної симетрії ( )r2
100ψ  підінтегральна функція є непарною відносно z. 

Отже, поправка до енергії (15.18) в першому наближенні дорівнює нулю. Поправки другого 

порядку (15.19) пропорційні до квадрату матричних елементів, і отже до квадрату поля E2. 

Це квадратичний ефект Штарка, що спостерігається у всіх атомах. Між тим збуджені стани 

атома водню є виродженими, так що для них можливе розщеплення рівнів в першому 

порядку, лінійному за E. Оскільки ефекти першого порядку значно перевищують ефекти 

другого порядку, то лінійний ефект Штарка є основним механізмом розщеплення для 

вироджених станів. 

 Для подальшого аналізу першого збудженого стану слід визначити матричні елементи 

    lmremllmVml 2cos22ˆ2 θE′′=′′ ,   (15.64) 

що в сферичній системі координат виражаються як 

   drddrrelmVml lmml φθθψψθ sincos2ˆ2 2
22

*∫ ′′=′′ E .  (15.65) 

Більшість з цих інтегралів дорівнюють нулю, зокрема з огляду на симетрію функцій при 

rr −→ , тобто θπθ −→ , πφφ +→ : 

• θcosr  непарна, 

• 200ψ  парна, 
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• m21ψ  (m = –1, 0, 1) непарна,  

і елементарні правила: парна×парна = парна, непарна×парна = непарна, 

непарна×непарна = парна. Оскільки інтеграл по всьому простору від непарної функції 

дорівнює нулю, то 

   1,0,1,021ˆ21200ˆ200 −==′= mmVmV .   (15.66) 

Далі, оскільки 0
2

0
=∫ ± φ

π φ de i , то 

  0200ˆ1,21200ˆ2111,21ˆ200211ˆ200 =−==−= VVVV . (15.67) 

Відмінними від нуля є лише (дійсні) 200ˆ210210ˆ2002112 VVVV === : 
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Остаточно, матриця оператора збурення V̂ : 
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де справа і зверху від матриці вказані bra і ket вектори, внутрішні добутки яких дорівнюють 

відповідним матричним елементам. Наприклад, другий елемент у першому рядку матриці 

210ˆ2003 Vae =− E . Як бачимо, збурення (електричне поле) не змішує стани 1,21 ±  між 

собою та з іншими станами, оскільки відповідні матричні елементи дорівнюють нулю. Отже, 

стани 1,21 ±  лишаються виродженими, з незміненою енергією. Далі достатньо розглянути 

лише змішування станів 200  та 210 , яким відповідає виділений пунктиром лівий верхній 

блок 2×2 в матриці оператора збурення, так що “стискуємо” матрицю αα′V : 
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Таким чином, проблема зведена до попередньої з прикладу 3.2, так що з (15.56) та (15.57) 

маємо 

   
( )
( ) .21020021,3

,21020021,3

22102

12001

+=−=∆=∆

−=+=∆=∆

ψ

ψ

aeEE

aeEE

E

E
  (15.71) 



 141 

 Еволюція енергетичних рівнів при збільшенні зовнішнього поля схематично показана 

на рис. 15.2. Таким чином, рівень Е2 під дією поля розщеплюється на три рівні. Кількість 

розщеплених рівнів прогресивно збільшується з енергією стану. Наприклад, рівень Е3 стану 

n = 3 розщеплюється на п'ять рівнів і т.д. 

 

 

Рис. 15.2. Еволюція енергетичних рівнів атома водню 
 в зовнішньому електричному полі E. Стала 
 Рiдберга Ry = 13.6 еВ. 

 

 Чому енергії деяких станів змінюються під дією поля, а інших ні? Дипольний момент 

атома в станах nlm  дорівнює нулю, 0ˆ == nlmnlm dd , внаслідок симетрії функцій: nlm  

парна (парне l ) або непарна (непарне l ), d непарна. Між тим стани ψ1 та ψ2 , рівняння 

(15.71), такої симетрії  не мають. Це так звані гібридні орбіталі, де електронна густина 

зміщена паралельно до OZ, і атом має ненульовий електричний дипольний момент 

   ( ) ( )aed 3,0,0,0,0ˆ
2,12,12,12,1 === ψψ dd .   (15.72) 

В результаті взаємодії цього моменту із зовнішнім полем і виникає зміщення рівнів: 

    aeE E32,12,1 ±=⋅−=∆ Ed .     (15.73) 

А чи не має d різні напрямки для різних атомів, так що і розщеплення рівнів для них різне? 

Ні, оскільки гібридизація і дипольний момент виникають унаслідок дії поля, так що 

дипольний момент завжди буде паралельним до поля. У відсутності зовнішніх полів атом 

перебуває в симетричному стані з нульовим дипольним моментом. 

 

E
  

E 
0 

0 

42 RyE −=

200

210
1,21 ±

RyE −=1 100

ae E3

еВ 6.13
42

2

0

2

2 =







=

πε
emRy



ae E3



 142 

Додаток: δ–доданок у виразі для магнітного поля точкового диполя 

 

Векторний потенціал поля точкового магнітного диполя 

    
rr
μrμA ×∇=

×
=

π
µ

π
µ

44
0

3
0 ,     (15.74) 

де друга рівність отримана з використанням векторних тотожностей 

    ( ) ( ) ( )fff ∇×−×∇=×∇ QQQ     (15.75) 

та    3
1

rr
r

−=





∇ .       (15.76) 

Тоді поле B: 

  
rrr
μμμA 2000

444
∇−






 ⋅∇∇=






 ×∇×∇=×∇=

π
µ

π
µ

π
µB ,   (15.77) 

що з використанням тотожностей 

    ( ) ( ) ( )fff ∇⋅+⋅∇=⋅∇ QQQ ,    (15.78) 

    ( )rδπ412 −=





∇

r
      (15.79) 

та (15.76) набуває вигляду 

   ( ) ( ) mr
ϕδµ

π
µδµ ∇−=






 ⋅

∇−= rμrμrμ 03
0

0 4
B ,   (15.80) 

де другий доданок – це мінус градієнт магнітного скалярного потенціалу поля точкового 

магнітного диполя, 

     3
0

4 rm
rμ ⋅

=
π

µϕ ,      (15.81) 

цілком аналогічно до поля E електричного диполя d 

     3
04

1,
r

rd ⋅
=−∇=

πε
ϕϕE .    (15.82) 

Використовуючи цю аналогію, буде зручно продовжувати міркування саме для електричного 

поля, в кінці повернувшись до рівняння (15.80). 

 

 

Доведемо допоміжну теорему. 

Об’ємний інтеграл від електричного поля E кульового розподілу заряду по об’єму 

кулі V складає   Σ−=∫ d
03

1
εV

dVE ,    (15.83) 

де dΣ – повний дипольний момент розподілу заряду. 
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Доведення. 

 

Нехай в об’ємі V знаходиться точковий заряд q в точці з радіус–вектором r. Середнє 

значення поля qE  заряду q  по об’єму V  

    ∫ ′
−′
−′

=
Vq d

V
q r

rr
rr 3

3
04πε

E ,    (15.84) 

де r′3d  – елемент об’єму. Тепер знайдемо поле в точці з радіус–вектором r відносно центру 

однорідного розподілу заряду з густиною ρ  по об’єму V : 

    ∫ ′
′−

′−
=

V
d r

rr
rr 3

3
04πε

ρ
ρE .     (15.85) 

Якщо покласти    
V
q

−=ρ ,      (15.86) 

то ці поля ідентичні,   ρEE =q .      (15.87) 

З іншого боку, поле однорідного розподілу заряду легко отримати з закону Гауса, 

     rρ
ερ

03
1

=E ,      (15.88) 

так що з огляду на (15.86) та (15.87) 

    dr
VV

q
q

00 3
1

3
1

εερ −=
−

== EE ,    (15.89) 

де d = q r – дипольний момент заряду q . Отже, 

    d
03

1
ε

−==∫ VdV qV q EE .     (15.90) 

Сумуючи по всім зарядам iq  розподілу, за принципом суперпозиції маємо 

    Σ−== ∫∑ ∫ d
03

1
εVq V q dVdV

i i
EE , 

тобто рівняння (15.83), що і слід довести. 

 

 

 В будь-якому підручнику з електродинаміки виводиться поле (15.82) електричного 

диполя d: 

    ( ) ( )






 −

⋅
= 35

0

3
4

1
rr
drrdr

πε
E ,    (15.91) 

або в сферичних координатах, приймаючи d || OZ, 
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    ( ) ( )θθθ
πε

θ eer sincos2
4

, 3
0

+=
r

drE ,   (15.92) 

де еr та еθ  – одиничні вектори радіус–вектора r та полярного кута θ . Нехай диполь d 

знаходиться в центрі кулі з об’ємом V . Знайдемо інтеграл від E по об’єму V , тобто ∫V dVE . 

Виражаємо еr та еθ  в (15.92) через i, j та k і інтегруємо в сферичній системі. Інтегруючи 

спершу по кутам, отримуємо нуль, але інтеграл по r логарифмічно розходиться при r = 0, так 

що результат невизначений. Причина в тому, що рівняння (15.91) та (15.92) не справедливі 

при r → 0, так що з центру кулі слід вилучити нескінченно малий об’єм з радіусом ε → 0. 

Тоді інтеграл по решті об’єму дорівнює нулю, і для того, щоб задовольнити (15.83), поле в 

центральній нескінченно малій кулі повинно виражатись через δ–функцію, ( )rdδ
ε 03
1

− . 

Остаточно, повне поле диполя 

   ( ) ( )rddrrd δ
επε

ϕ
0

35
0 3

13
4

1
−






 −

⋅
=−∇=

rr
E ,   (15.93) 

причому слід розуміти, що перший доданок недійсний при r = 0, так що вираз (15.93) не слід 

сприймати буквально. 

 Тепер повертаємося до магнітного поля (15.80), заміняючи в (15.93) mϕϕ → , μd →  та 

00 1 µε → , звідки отримуємо 

  
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ),
3

23
4

3
3

4

0
35

0

0
35

0
00

rμμrrμ

rμμrrμrμrμ

δµ
π

µ

δµ
π

µδµϕδµ

+





 −

⋅
=

=−





 −

⋅
+=∇−=

rr

rrmB
 (15.94) 

тобто рівняння (15.23). 

 

 

15.3 Варіаційний метод 
 

 Теорія збурень, розроблена в попередніх розділах, придатна лише якщо розв’язки 

проблеми з достатньо подібним гамільтоніаном є відомими. Варіаційний метод, що 

розглядатиметься нижче, є дуже корисним для оцінки хвильової функції та енергії Е0 

основного стану, коли таких розв’язків немає. І нерідко це все, що необхідно визначити. 

Наприклад, дослідника хімічних реакцій в розчинах насамперед цікавитимуть енергії 

основних станів реагентів та продуктів реакції, оскільки переважна більшість хімічних 
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реакцій в розчинах відбувається в основному електронному стані. Варіаційний метод 

оснований на варіаційному принципу, розглянутому нижче. 

 Нехай задача полягає в знаходженні основного стану системи з гамільтоніаном Ĥ . 

Визначимо середнє значення 〉〈Ĥ  по відношенню до довільної “пробної” нормованої функції 

ψ  з відповідного простору Гільберта квадратично інтегровних функцій, 

     ψψ HH ˆˆ =〉〈 .     (15.95) 

Варіаційний принцип твердить, що функції ψ , для яких 〉〈Ĥ  є стаціонарним (незмінним в 

першому порядку) при нескінченно малих варіаціях (змінах) δψ  функції ψ , є власними 

функціями гамільтоніана Ĥ : 

    0ˆˆˆ =−++=〉〈 ψψδψψδψψδ HHH    (15.96) 

               

      ψψ EH =ˆ ,     (15.97) 

тобто рівняння Шрьодінгера (15.97) є еквівалентним до умови стаціонарності (15.96). 

Доведення є нескладним і наведене нижче. 

 Загалом, варіація δψ  порушує нормування, так що до умови стаціонарності (16.2) слід 

ще додати умову нормування 1=++ δψψδψψ . Таким чином, маємо варіаційну задачу на 

знаходження умовного екстремуму: 

    






=
〉〈

.1 умови за

ˆу функціонал екстремум знайти
ψψ

H
   (15.98) 

Як відомо з математики, така задача зводиться до задачі на знаходження безумовного 

екстремуму методом невизначених множників Лагранжа. В даному випадку, знаходимо 

екстремум функціоналу 

    ( )1ˆ −−〉〈 ψψEH ,      (15.99) 

де Е – множник Лагранжа. Для цього прирівнюємо нулю варіацію функціоналу (15.99) при 

варіації ψ  на δψ , 

   ( )[ ] 01ˆ =−−〉〈 ψψδ EH , 

або   ψψδδ EH =〉〈 ˆ , 

   ( )ψψδψψδψψψψδψψδψψ −++=−++ EHH ˆˆ , 

   ( ) .

ˆˆˆˆˆ

δψδψψδψδψψψψψψ

δψδψψδψδψψψψψψ

+++−=

=+++−

E

HHHHH
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Відкидаючи квадратичні за δψ  доданки та використовуючи ермітовість Ĥ , так що 

δψψδψψ HH ˆˆ = , остаточно маємо 

   δψψδψψδψ ∀=−+− 0ˆˆ *EHEH ,   (15.100) 

що можливо лише за умови ( ) 0ˆ =− ψEH . Це не що інше, як рівняння Шрьодінгера (16.3), що 

і слід було довести. 

 Варіаційний принцип (15.96), (15.97) є вельми цікавим, якщо і очікуваним 

результатом. Між тим, практичних рецептів знаходження ψ  він не дає. Але практичні 

результати неважко отримати. У випадку, якщо власна функція ψ  гамільтоніана мінімізує 

〉〈Ĥ , то тоді для довільної ψ  має бути ЕH ≥〉〈 ˆ , де Е – енергія стану. Строго кажучи, це 

справедливо лише для основного стану з енергією Е0, тобто 

   ,,ˆˆ  де    ,ˆ
0 ψψψ ∀=〉〈〉〈≤ HHHЕ     (15.101) 

так що 〉〈Ĥ  з довільною  пробною функцією ψ  дає верхню границю  можливих значень 

енергії основного стану Е0. Доведення є нескладним і наведене нижче. 

 Розкладемо ψ  по базису власних функцій ψn гамільтоніана Ĥ , 

     ,nnc ψψ ∑=       (15.102) 

з умовою нормування 

     1|| 2 =∑ nc .      (15.103) 

Тоді   2* ||ˆˆ
nn

mn

nmnnmnnmm cEcEccHcH ∑=∑∑=∑∑=〉〈


δ

ψψψψ , 

так що    0
2

0
2

0
2

1

||||||ˆ EcEcEcEH nnnn =∑=∑≥∑=〉〈
=


 

оскільки, за визначенням основного стану, nEE ≤0 . Отже, 0
ˆ EH ≥〉〈 , що і слід довести. 

 Варіаційний принцип разом з (16.7) дає потужний метод оцінки Е0 та ψ0 основного 

стану. Нехай з певних міркувань отримано наближення до ψ0 у вигляді функції  

     ψ0 = ),,( baψ      (15.104) 

з невідомими параметрами ,, ba  . Тоді ),,(ˆ),,(ˆ  baHbaHE ψψ=〉〈=  також 

залежатиме від ,, ba  , 

     Е = ),,(ˆ baEH =〉〈 .    (15.105) 

Згідно з варіаційним принципом та (16.7), найкраще наближення до ψ0 та Е0 отримуємо з 

параметрами ,, ba  , що мінімізують енергію (15.105), так що 
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     ,0,0 =
∂
∂

=
∂
∂

b
E

a
E   .    (15.106) 

В цій формі варіаційний метод і знаходить найбільшого застосування. 
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16. Теорія квантових переходів 
 

 Стаціонарна теорія збурень дозволяє визначити зміни стаціонарних станів системи, 

описуваної  незалежним від часу гамільноніаном, за невеликої його зміни, або збуренні. В 

результаті такого збурення можлива зміна стану системи на інші з такою ж енергією, як 

вимагається законом збереження енергії (згадаємо, як під дією електростатичного поля атом 

водню переходить в стани з ненульовим дипольним моментом). Якщо ж збурення відображає 

дію зовнішнього чинника, що змінюється з часом, то стають можливими зміни стану системи 

зі зміною її енергії, або квантові переходи між станами. Основою теорії квантових переходів 

є теорія збурень, залежних від часу. 

 

 

16.1 Теорія збурень, залежних від часу 
 

 

Нагадування / пам’ятка: властивості операторів. 

 

• Ермітове спряження †Â  оператора Â , визначення: 

   gfgfAgAf ,ˆˆ ∀= † .     (16.1) 

• Самоспряжений (ермітів) оператор Â : 

     AA ˆˆ =† .      (16.2) 

З (16.11) випливає, що ермітовий оператор Â  можна “перекидати” з одної половини 

бра-кет в іншу (що є альтернативним визначенням ермітового оператора), 

     ψψψψ AA ˆˆ = .     (16.3) 

 Ця властивість буде в подальшому часто використовуватись, без додаткових 

пояснень. 

 

• Спряження добутку операторів: 

    ( ) ( ) ( ) nn AAABBA ††††† ˆˆˆˆˆˆ =⇒= .    (16.4) 

• Унітарний оператор Â  – це такий, для якого 

    1ˆˆ −= AA† , так що 1ˆˆ =AA† .     (16.5) 

 



 149 

• Оператор еволюції в часі (для незалежного від часу гамільтоніану Ĥ ): 

    tHietS ˆ)(ˆ −= .       (16.6) 

• Якщо Ĥ  ермітів, то наступний оператор є унітарним: 

    1ˆˆˆ )()( −− == HiHiHi eee † .     (16.7) 

 Доведення: 

  
( )

,)ˆ(½)ˆ(1

)ˆ(½)ˆ(1)ˆ(½ˆ1

ˆ2

22ˆ

(16.4) див.ˆˆ

)(

Hi

Hi

eHiHi

HiHiHiHie
HH

−=+−+−+=

=+−+−+=+++=

=






 †

†

†††

 

 ⇒  оператор еволюції (16.6) унітарний. 

 

 

 Нехай залежний від часу гамільтоніан проблеми )(ˆ tH  можна виразити як суму 

стаціонарного  гамільтоніану 0Ĥ  з відомими стаціонарними станами ψn та відносно 

незначного залежного від часу “збурення” )(ˆ tV , 

    )(ˆˆ)(ˆ
0 tVHtH += ,      (16.8) 

так що  

    nnn EH ψψ =0
ˆ ,      (16.9) 

де ψn – незбурені стаціонарні стани. Позначимо 

    nn =ψ .       (16.10) 

Тоді стан )(tnψ  в момент часу t  за умови, що nn ψψ =)0( , визначається дією оператора 

еволюції в часі (16.18), 

    neetSt tiE
n

tHi
nn

n  −− === ψψψ 0
ˆ)(ˆ)( .   (16.11) 

Задача полягає в тому, щоб знайти наближені розв’язки хвильового рівняння 

     ( ) )()(ˆˆ)(
0 ttVH

t
ti ψψ

+=
∂

∂
     (16.12) 

при тому, що точні розв’язки невідомі. Зауважимо, що )(tψ  можна розкласти по базису 

)(tnψ , 

     )()()( ttCt nn ψψ ∑= ,     (16.13) 

де коефіцієнти розкладу (амплітуди ймовірностей) 

     )()()( tttC nn ψψ=      (16.14) 
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залежать від часу, так що можливі зміни стану з часом, або квантові переходи. 

 Нехай система початково знаходиться в стані m . Між тим, )(tCn  є амплітудою 

ймовірності знаходження в стані n  в момент часу t. Таким чином, 2|)(| tCn , є ймовірністю 

переходу mnP  системи зі стану m  в стан n  за час t, 

     2|)(| tCP nmn = .     (16.15) 

Отже, задача зводиться до знаходження ймовірностей mnP  переходів між станами під дією 

збурення. Цю задачу зручно розв’язувати, використовуючи представлення (зображення) 

взаємодії Дірака, яке і було розроблене для аналізу квантових переходів14F

*. 

 

 

Представлення взаємодії Дірака 
 

 Для позначення об’єктів представлення взаємодії використовуватимемо індекс І  

(Interaction, взаємодія). Зокрема, вектори стану в зображенні взаємодії позначатимемо )(tIψ , 

оператор збурення позначимо )(ˆ tVI . 

 За визначенням, функція стану в представленні взаємодії 

    )()( 0
ˆ tet tHi

I ψψ = .      (16.16) 

Експоненціальний оператор видаляє з )(tψ  тривіальну часову залежність tHie 0
ˆ− , переносячи 

її, як буде невдовзі показано, в оператор збурення )(ˆ tVI . З (16.28) отримуємо обернене 

співвідношення 

    )()( 0
ˆ tet I

tHi ψψ −= .      (16.17) 

Подіємо на рівняння (16.16) оператором ti ∂
∂ : 

  =
∂

∂
+−=

∂
∂


 

t
tieteH

t
ti tHitHiI )()(ˆ)(

00
ˆˆ

0
ψψψ  

 ψ




 += )(ˆˆ

0 tVH ,  р-ня Шрьодінгера 

  =++−= )()(ˆ)(ˆ)(ˆ 000
ˆˆ

0
ˆ

0 ttVeteHteH tHitHitHi ψψψ 

  
 

 = 0 )(0
ˆ

te I
tHi ψ−= , див. (16.17) 

 )()(ˆ 00
ˆˆ tetVe I

tHitHi ψ −= . 

                                                 
* P.A.M. Dirac, “The Quantum Theory of the Emission and Absorption of Radiation”, Proc. Roy. Soc. A 114, 243–265 
(1927). 
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Отже, рівняння руху для )(tIψ : 

    )()(ˆ)( ttV
t

ti II
I ψψ

=
∂

∂
 ,     (16.18) 

де оператор збурення в представленні взаємодії 

     tHitHi
I etVetV 00

ˆˆ )(ˆ)(ˆ −= .     (16.19) 

Підсумовуючи, представлення взаємодії поділяє часову залежність між функціями стану та 

операторами. Зокрема, часова залежність )(tIψ  зумовлена лише збуренням )(ˆ tV , а часова 

залежність )(ˆ tVI  зумовлена незбуреним гамільтоніаном 0Ĥ . 

 Інтегруємо рівняння руху (16.30) з початковою умовою )( 0tIψ  в момент t = t0, 

    ∫ ′′′+=
t

t IIII ttVtd
i

tt
0

)()(ˆ1)()( 0 ψψψ


. 

 |_______________________↑   

Це інтегральне рівняння розв’язується методом ітерацій, послідовно підставляючи )(tIψ  під 

інтеграли, як показано стрілкою. В результаті утворюється нескінченний інтегральний ряд 

 
 ∫ ∫∫

′
+′′′′′′+′′+=

t

t

t

t III

t

t IIII ttVtVtdtd
i

ttVtd
i

tt
0 00

)()(ˆ)(ˆ
)(

1)()(ˆ1)()( 0200 ψψψψ  . (16.20) 

Це точний результат, хоча просумувати цей нескінченний ряд неможливо. Наближені 

розв’язки отримують, обриваючи ряд. 

 Нехай система знаходиться в початковому стані m , що є власним станом 

незбуреного гамільтоніана 0Ĥ , так що meeet tHi
m

tHi
m

tiE
m

m  00
ˆˆ)( −−− === ψψψ  (див. 

(16.11)). Тоді початкове значення )( 0tIψ  знаходимо як 

mmeetet tHitHi
m

tHi
I === −  000

ˆˆˆ
0 )()( ψψ , тобто 

     mtI =)( 0ψ .      (16.21) 

Підставляємо (16.21) в (16.20), 

 
 ∫ ∫∫

′
+′′′′′′+′′+=

t

t

t

t II

t

t II mtVtVtdtd
i

mtVtd
i

mt
0 00

)(ˆ)(ˆ
)(

1)(ˆ1)( 2ψ  .  (16.22) 

Амплітуда ймовірності )(tCn  переходу з початкового стану m  в стан n  на момент часу t, 

див. (16.14), 

   )()()()()()( 00
ˆˆ tntentetttC I

tHi
n

tHi
nn ψψψψψψ ==== −  . 

  |______↑   

  tHie 0
ˆ

,  див. (16.1), (16.7) 
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Підставляємо )(tIψ  з (16.22) і остаточно отримуємо для амплітуди ймовірності переходу з 

початкового стану m  в стан n  за час t : 

 

.)()()(

)(ˆ)(ˆ
)(

1)(ˆ1)(

)2()1()0(

2
0 00






+++=

=+′′′′′′+′′+= ∫ ∫∫
′

tCtCtC

mtVtVntdtd
i

mtVntd
i

mntC

nnn

t

t

t

t II

t

t I

nm

n

δ  (16.23) 

 наближення (переходи) вищих порядків 
 наближення (переходи) 2-го порядку 
 наближення (переходи) 1-го порядку 
 нульове наближення nmn tC δ=)()0( , переходів nm →  нема 

Це центральний результат теорії квантових переходів. 

 

 

16.2 Переходи першого порядку 
 

Для амплітуди ймовірності переходів першого порядку з (16.23) маємо 

    ∫ ′′=
t

t In mtVntd
i

tC
0

)(ˆ1)()1(


.    (16.24) 

Матричний елемент mtVn I )(ˆ ′  оператора )(ˆ tVI ′  можна виразити через матричний елемент 

оператора збурення )(ˆ tV , див. (16.19): 

mtVneemtVnemetVenmtVn tEEitiEtiEtHitHi
I

mnmn )(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ )(ˆˆ
00 ′=′=′=′ ′−′−′′−′  . 

 ↑____|      
 tHie ′− 0

ˆ  me tiEm ′−=  

Отже, 

  )()(ˆ)(ˆ )()( tVemtVnemtVn nm
tEEitEEi

I
mnmn ′=′=′ ′−′−  ,   (16.25) 

де матричний елемент оператора збурення 

    mtVntVnm )(ˆ)( = .      (16.26) 

Підставляючи (16.25) в (16.24), остаточно 

    ∫ ′′= ′−t

t nm
tEEi

n tVetd
i

tC mn

0

)(1)( )()1( 


.    (16.27) 

Тоді ймовірність переходу першого порядку m → n, див. (16.15), 

   
.)(ˆ)(,  де

,)(1)(
2

2)1()1(

0

mtVntVEE

tVetdtCP

nm
mn

nm

t

t nm
ti

nmn
nm

=
−

=

′′== ∫ ′





ω

ω

    (16.28) 
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Це центральний результат для квантових переходів 1-го порядку. 

 

 

16.3 Переходи другого порядку 
 

 В другому порядку з (16.23) маємо 

   ∫ ∫
′

′′′′′′=
t

t

t

t IIn mtVtVntdtd
i

tC
0 0

)(ˆ)(ˆ
)(

1)( 2
)0(


.   (16.29) 

Позначимо mtVV I )(ˆ ′′=  і розкладемо V  по базису k  власних функцій незбуреного 

гамільтоніана15F

*, ∑∑∑ ===
kkk

k VkkkVkkcV . Отже, ∑ ′′=′′
k

II mtVkkmtV )(ˆ)(ˆ

. Підставляємо в (16.39): 

   ∫ ∫ ∑
′

′′′′′′=
t

t

t

t
k

IIn mtVkktVntdtd
i

tC
0 0

)(ˆ)(ˆ
)(

1)( 2
)2(


.  (16.30) 

По аналогії з (16.37), виражаємо ktVn I )(ˆ ′  та mtVk I )(ˆ ′′  через матричні елементи 

оператора збурення )(ˆ tV  

   mtVktVktVntV kmnk )(ˆ)(,)(ˆ)( == ,    (16.31) 

так що 

  ∑∫ ∫
′ ′′−′− ′′′′′′=

k

t

t

t

t kmnk
tEEitEEi

n tVtVeetdtd
i

tC mkkn

0 0

)()(
)(

1)( )()(
2

)2( 


.  (16.32) 

Ймовірність переходу m → n  другого порядку 

  

.)(ˆ)(,)(ˆ)(

,,де

,)()(1)(
2

2

2)2()2(

0 0

mtVktVktVntV

EEEE

tVtVeetdtdtCP

kmnk

mk
km

kn
nk

k

t

t

t

t kmnk
titi

nmn
kmnk

==

−
=

−
=

′′′′′′== ∑∫ ∫
′ ′′′





ωω

ωω

  (16.33) 

Більш високі порядки теорії рідко застосовуються і тут розглядатись не будуть. 

 

  

                                                 
* В більш формальному підході тотожний оператор Ι̂  записують як ∑ 〈〉=

k
kkΙ ||ˆ , де |k〈  є, природно, 

функціоналом, так що зовнішній добуток || kk 〈〉  є оператором. Для зацікавлених, це оператор проекції вектора 
стану на вектор 〉k| . Аналогічно до векторів в евклідовому просторі, сума всіх векторних компонентів вектора 
дорівнює самому вектору. 
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16.4 Теорія збурень, залежних від часу: метод варіації коефіцієнтів 
 

 Розглянемо альтернативний до теорії Дірака підхід до теорії збурень. По аналогії зі 

стаціонарною теорією збурень, запишемо гамільтоніан як 

    )(ˆˆ)(ˆˆ
0 tVHtHH λ+== ,     (16.34) 

де 0Ĥ = const, а λ – параметр “ввімкнення” збурення. По аналогії з (16.11) та (16.13), 

розкладемо функцію стану )(tψ  по базису k  власних функцій незбуреного гамільтоніана 

0Ĥ , 

    ketCt tEi

k
k

k −∑= )()(ψ .     (16.35) 

Підставляємо в хвильове рівняння Шрьодінгера ψψ Hti ˆ=∂
∂ : 

 ( )∑∑ −−−− +=





 +

k

tEi
k

tEi
k

k

tEi
kk

tEik ktVetCkHetCkeEtCke
dt

dCi kkkk )(ˆ)(ˆ)()( 0 λ , 

 〉= kEm |  

   ∑∑ −− =
k

tEi
k

k

tEik ktVetCke
dt

dCi kk )(ˆ)(  λ .   (16.36) 

Внутрішній добуток (16.36) з n : 

 nkδ  

   ∑∑ −− =
k

tEi
k

k

tEik ktVnetCkne
dt

dCi kk )(ˆ)(  λ , 

 tEi ne−  )(tVnk  

де матричний елемент ktVntVnk )(ˆ)( = . Отже, 

   ∑∑ == −

k
nk

ti
k

k
nk

tEEi
k

n tVetCtVetC
dt

dCi nkkn )()()()( )( ωλλ    (16.37) 

де, як і раніше, )( knnk EE −=ω . Розв’язки )(tCn  цієї системи диференціальних рівнянь 

залежать від λ, як від параметра. Розкладемо )(tCn  в ряд по степеням λ і підставимо в 

(16.37): 

   +++= 2)2()1()0()( λλ nnnn CCCtC  , 

  ( ) ( )∑ +++=+++
k

ti
nkkkknnn

nketVCCCCCC
dt
di ωλλλλλ )(2)2()1()0(2)2()1()0(  , (16.38) 

і прирівнюємо множники при однакових степенях λ . Зокрема, при λ0 = 1: 
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    constC
dt

dCi n
n == )0(

)0(

,0 . 

Якщо початковий стан системи є m , то )0()0(
mn CC = , або nmmn CC δ)0()0( = . З умови нормування, 

1
2)0( =mC , так що можна покласти 

     nmnC δ=)0( .      (16.39) 

Далі, прирівнюємо в (16.38) множники при λ : 

     )()0(
)1(

tVeC
dt

dCi nk
ti

k
k

n nkω∑= . 

Оскільки kmkC δ=)0( , див. (16.49), то 

     )(
)1(

tVe
dt

dCi nm
tin nmω= , 

так що 

    ∫ ′′= ′t

t nm
ti

n tVetd
i

tC nm

0

)(1)()1( ω


,    (16.40) 

ідентично до (16.25). Прирівнюючи множники при вищих степенях λ  в (16.38), аналогічно 

отримують результати вищих порядків. 

 

 

16.5 Гармонічне збурення. Золоте правило Фермі 
 

Важливою категорією проблем квантової механіки є квантові переходи під дією 

гармонічного збурення. Такі задачі природно виникають при аналізі взаємодії 

електромагнітного випромінювання з квантовими системами, і в багатьох інших випадках. 

Нехай гармонічне збурення16F

* 

     tieVtV ω−=)(ˆ       (16.41) 

вмикається в момент t = 0, коли система знаходиться в початковому стані 〉m| , а його 

амплітуда V можливо залежить від координат, V = V(r). Амплітуда ймовірності переходів 

〉→〉 nm ||  першого порядку, згідно з (16.37) (в подальшому працюватимемо виключно в 

першому порядку теорії збурень, так що індекс (1) відкидаємо): 

   ( ) ( )∫ −=〉〈′= ′−t

mnnm
ti

n EEmVnetd
i

tC nm

0
,||1)( 


ωωω , 

                                                 
* Цей оператор не є ермітовим, так що правильніше було б працювати з його дійсною частиною або модулем. 

Між тим, ермітовість також легко відновити, поклавши в матриці оператора збурення *
nmmn VV = . 
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tC nm
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nmn
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||,
)(
11)(

ωω
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(як бачимо, якщо V = const, то 0=nmV , 0)( =tCn , і переходів не буде). Ймовірність переходу 

〉→〉 nm ||  за час t  

  ( ) 2

2)(
2)(sin||1)()( 2

2
2
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−
==

t
tVtCtP

nm

nm
nmnmn ωω

ωω


.   (16.42) 

Залежності ймовірності переходу від часу та частоти показані на рис. 16.1. Характерні 

особливості )(tPmn : 

• Ймовірність переходу пропорційна до квадрату модуля матричного елемента 

збурення. 

• Ймовірність переходу осцилює, змінюючись періодично. В моменти часу, кратні 
2||2 ωωπ −nm , система гарантовано повертається в початковий стан. 

В залежності від частоти, рис. 16.1(б), ймовірність максимальна  в резонансі, коли частота 

збурення ω  дорівнює частоті переходу ωnm. З плином часу пік звужується і його висота 

зростає, здавалося б до нескінченності. Між тим задовго до цього, наближення малого 

збурення втрачає чинність. 

 

           Рис. 16.1. Ймовірність переходу 〉→〉 nm ||  в залежності від часу (а) і частоти (б). 

 

 А яка ймовірність переходу з стану 〉n|  в стан 〉m| ? Це еквівалентно до перестановки 

індексів nm ↔ , так що nmmn ωω −=  і tieVtV ω+=)(ˆ  (див. виноску на попередній сторінці). 

Результат (16.52) при цьому не змінюється ! Отже, ймовірності переходів 〉→〉 nm ||  та 

〉→〉 mn ||  однакові. Невдовзі побачимо, що якщо збурення викликане дією 

електромагнітного випромінювання, то ці переходи відповідають поглинанню та вимушеному 

випромінюванню електромагнітних квантів. 
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tnm
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 Розглянемо наступне представлення δ – функції: 

    )2(2)(sin1lim
2

αδπαδπ
α

α
==








∞→

t
tt

.   (16.43) 

Поклавши 2)( ωωα −= nm  та приймаючи до уваги, що nmt ω1  еквівалентно до ∞→t , з 

рівняння (16.52) маємо 

    )(lim
1

tPmn

ωt
nm



 )(||2 2
2 ωωδπ

−nmnmVt


.   (16.44) 

Звідси отримуємо ймовірність переходу за одиницю часу ttPmnmn )(=w , або швидкість 

квантових переходів: 

     
t

tPmn
mn

)(
=w ,      (16.45) 

     .)(||2 2
2 ωωδπ

−= nmnmmn V


w    (16.46) 

Як і ймовірність, швидкість переходів пропорційна до квадрату матричного елементу 

збурення. Формула (16.56) відома як золоте правило Фермі17F

*. Нагадаємо, що цей результат є 

наближеним, в першому порядку теорії. Між тим його точність зазвичай задовільно висока. 

 

 

Вправи 
 

1) Для одновимірної прямокутної потенціальної ями шириною а, проаналізувати в 

рамках теорії збурень, як змінюється енергія основного стану під дією збурення, 

що являє собою а) постійне збурення V в середній третині ями, б) збурення у 

вигляді дельта-функції )2/( axAV −= δ  (А – константа). 

2) Жорсткість пружини гармонічного осцилятора збільшилась в ε+1  разів.  

а) Знайти нові енергії станів (точний розв’язок). Тривіально. 

б) Проаналізувати в рамках теорії збурень, порівняти з а). (Працювати в 

представленні вторинного квантування, див. нагадування до вправи (7) нижче. 

Інтегрувати заборонено.) 

3) Показати, що дипольний момент атома в рівнянні (15.72) дійсно такий, як вказано. 

(Звернути увагу, зокрема, на симетрію функцій.) 

                                                 
* Попри назву, авторство цього правила належить не Енріко Фермі, а Полу Діраку (P.A.M. Dirac, “The Quantum 
Theory of the Emission and Absorption of Radiation”, Proc. Roy. Soc. A 114, 243–265 (1927)). Фермі вважав це 
правило настільки корисним, що називав його “моє друге золоте правило”, звідки і традиційна назва (E.Fermi, 
Nuclear Physics, University of Chicago Press 1950, співвідношення VIII.2). А його “перше золоте правило” 
стосувалось швидкості переходів другого порядку (там же, співвідношення VIII.19). 
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4) З прицілом на майбутнє, описати атом гелію He4
2  в наближенні невзаємодіючих 

електронів. В цьому наближенні кожен електрон поводить себе, як у 

водневоподібному атомі з зарядом ядра Z = 2. Пригадати, як результати 

водневоподібних атомів зв’язані з водневими (формально, заміною 22 Zee → , 

оскільки потенціальна енергія пропорційна до 2Ze ). Скласти хвильову функцію 

основного стану Не, визначити його енергію (відповідь: ψ  факторизується; –

 109 еВ, експериментальне значення – 78.975 еВ). 

а) Знайти енергію іонізації Еі (знайти точне значення, використавши наведені вище 

дані). Відповідь: 24.6 еВ. 

б) Збуджений стан Не є збудженням одного електрона. Чому? Що станеться, якщо 

збудити обидва електрона? (Іонізується.) 

5) Розглядаючи міжелектронну взаємодію 
||4

1

21

2

0 rr −
=

eV
πε

 як збурення, знайти енергію 

основного стану Е0 атома Не, суттєво покращивши попередню оцінку. Цей приклад є 

брутальною наругою над методом теорії збурень, оскільки міжелектронна взаємодія 

ніяк не є слабкою порівняно з електрон-ядерною. Між тим, результат буде цілком 

задовільним. Для знаходження матричного елементу 〉〈V  спершу покласти r1 || OZ та 

інтегрувати по r2 в сферичній системі. Для ледачих, інтеграл дорівнює 















 +− − are

a
r

r
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141
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8
π , де а – радіус Бора. Далі інтегрувати по r1. Результат: 

0

2

44
5

πε
e

a
V =〉〈 , Е0 = – 75 еВ. 

6) Розглядаючи заряд Z як параметр, покращити попередню оцінку Е0 з допомогою 

варіаційного метода. Фізичний смисл в тому, що кожен електрон “бачить” ядерний 

заряд частково екранованим другим електроном, так що “ефективний” заряд < Z. 

Потенціальну енергію слід розраховувати з Z = 2, між тим як в “пробній” функції в 

наближенні незалежних електронів слід вважати Z варіаційним параметром. 

Гамільтоніан зручно записати як  
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Використати скорегований попередній результат для 〉〈V  (з параметром Z).  
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Відповідь: Е0 = 〉〈Ĥ  = RyZZZZ )45)2(42( 2 −−−− . Мінімізуючи Е0, 69.11627 ==Z ,  

Е0 = – 77.5 еВ. 

 

7) Гармонічний осцилятор, що знаходився в основному стані 〉0|  при −∞→t , 

піддається збуренню 
22

)( τtexetV −−= E  (дипольний момент е х в електричному полі 
22 τte−E ). 

а) Яка ймовірність переходу 〉→〉 1|0|  при +∞→t ? Маючи справу з гармонічним 

осцилятором, як зазвичай, вигідно працювати в представленні вторинного 

квантування з операторами породження/знищення. Пригадати 

  ( )aa
m

xnnnannna ˆˆ
2

,1||ˆ,1|1|ˆ +=〉−=〉〉++=〉 ††

ω
 , 

та Фур’є-перетворення функції Гауса 42222 τωτω τπ −−∞+

∞−
=∫ eeedt tti . 

б) Яка ймовірність переходу 〉→〉 2|0|  в другий збуджений стан? (Підказка: в 

першому порядку такий перехід неможливий; вимагатиме другий порядок теорії 

збурень. Проаналізуйте kmV  і переконайтесь, що в формулі (16.32) слід 

розглядати лише один проміжний стан k = 1.) 
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17. Взаємодія з електромагнітним випромінюванням.  
Напівкласичний підхід: поле описується класично 
 

 Як відомо, електромагнітні хвилі є поперечними хвилями коливання електричного та 

магнітного полів, див. рис. 17.1. 

 

 

            Рис. 17.1. Електромагнітна хвиля. 

 

 Надалі вважатимемо, що терміни “електромагнітна хвиля”, “світлова хвиля”, або 

просто “світло” є синонімічними і не обов’язково означають “видиме світло”, так що може 

йтися про інфрачервоне, ультрафіолетове випромінювання, тощо, – різниця лише в довжині 

хвилі λ. Між тим вважатимемо, що довжина хвилі набагато більша від атомних розмірів, 

λ  а (а – радіус Бора), так що можна знехтувати просторовою залежністю поля в об’ємі 

мікроскопічної квантово-механічної системи (атома, молекули і т.д.), де відбуваються 

квантово-механічні переходи. Надалі таку систему будемо коротко називати “атом”. 

 Взаємодія з полем насамперед визначається взаємодією електричних дипольних 

моментів електронів та молекул з електричним полем хвилі. Нехай електричне поле 

гармонічної електромагнітної хвилі напрямлене вздовж осі z, як на рис. 17.1, OZ||E , і в 

об’ємі атома описується як 

     tie ω−= 0EE       (17.1) 

(як вказано вище, нехтуємо залежністю )(rE , оскільки λ  а). Електричний дипольний 

момент заряду q (електрона, іона) складає 

     rd q=       (17.2) 

(r  – радіус-вектор заряду), а його проекція на вісь z 

     zqdz = .      (17.3) 

Тоді оператор збурення )(ˆ tV , викликаного взаємодією диполя з електричним полем хвилі, 

    ti
z ezqdtV ω−−=−=⋅−= 0)(ˆ EEEd .    (17.4) 

x y 

z 
напрямок розповсюдження E

B
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Нехай переходи відбуваються між станами ψ1 та ψ2, причому Е1 < Е2 (це не обов’язково 

означає, що атом може перебувати лише в двох станах). Тоді матричний елемент оператора 

збурення 

     tiedV ω−−= 02121 E ,     (17.5) 

де    〉〈=〉〈= 121221 |||| ψψψψ zqdd z     (17.6) 

це матричний елемент дипольного моменту переходу ψ1 → ψ2 . Вочевидь, *
1221 dd = , так що 

     |||| 1221 dd = ,      (17.7) 

в той час як *
1221 VV =  (див. попередню лекцію). Тоді ймовірність переходів 1→2 та 2→1 

(попередня лекція) 

   ( ) 22

2)(
2)(sin||)()(

21

21021
2112 








−

−






==

t
tdtPtP

ωω
ωω



E ,   (17.8) 

а швидкість переходів 1→2, правило Фермі (16.46), 

    )(||2 21
021

12

2
ωωδπ −






=



Edw ,    (17.9) 

так що переходи відбуваються, якщо ω  дорівнює частоті переходу, 21ωω = . Перепишемо  

   )()()( 12
12

21 ωδωδωωδ 


−−=−−=− EEEE .   (17.10) 

Для переходів 2→1 переставляємо індекси 1↔2 та міняємо ω → – ω, див. попередню лекцію. 

Остаточно, для швидкості переходів маємо: 
 поглинання кванта енергії ω  

   )(||2
12

2
0

2
2112 ωδπ




−−= EEd Ew ,     (17.11) 

   )(||2
21

2
0

2
2121 ωδπ




+−= EEd Ew .     (17.12) 

 вимушене випромінювання кванта ω  ! 
 
Аналіз поглинання та випромінювання квантів електромагнітної енергії ω  є предметом 

квантової електродинаміки, адже в класичній електродинаміці поняття кванта відсутнє. Між 

тим, продовжимо квазікласичний аналіз, втім приймаючи, що електромагнітна енергія 

поглинається та випромінюється квантами (фотонами), Рис. 17.2. 
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Рис. 17.2. Три можливих шляхи взаємодії світла з атомом: (а) поглинання, (б) вимушене 

випромінювання, та (в) спонтанне випромінювання. 
 

Спонтанне випромінювання дотепер не згадувалось. Воно виникає внаслідок: 

• вимушених переходів при взаємодії з тепловим випромінюванням оточення, 

• взаємодії з флуктуаціями електромагнітного поля у вакуумі (так звані нульові 

коливання, аналог ω2
1  гармонічного осцилятора). 

Останнє явище є суто квантово-механічним і аналізуватиметься детальніше пізніше, в 

рамках квантової електродинаміки. 

 Як відомо з електродинаміки, густина енергії монохроматичної електромагнітної 

хвилі у вакуумі складає 

     2
0

0

2
Eε

=u ,      (17.13) 

так що ймовірність переходів (17.8) можна виразити через густину енергії и: 

   ( ) 2

2)(
2)(sin||2)()(

21

212
212

0
2112 








−

−
==

t
tdutPtP

ωω
ωω

ε 
.   (17.14) 

Надалі, для спрощення записів, залишаємо лише 12P . Співвідношення (17.13) та (17.14) 

справедливі лише для монохроматичних хвиль, що взагалі кажучи є ідеалізацією. Нехай 

маємо справу з немонохроматичним випромінюванням, з неперервним спектром та 

спектральною густиною енергії )(ωρ , так що густина енергії випромінювання в 

спектральному інтервалі ωd  складає ωωρ ddu )(= . Тоді для знаходження ймовірності 

(17.14) слід замінити duu →  і проінтегрувати по всім частотам: 

   ( ) ω
ωω

ωωωρ
ε

d
t

tdtP ∫
∞









−

−
=

0
0

02
212

0
12

2

2)(
2)(sin)(||2)(


,  (17.15) 

де 210 ωω =  – частота переходу. Функція ( ) 2

2)(
2)(sin

0

0








−

−
t

t
ωω

ωω  є вузьким піком на частоті 

переходу 0ω , див. (4.53), (4.54) та рис. 4.19(б), так що у виразі (17.15) можемо замінити 

1E

2E
ω

(а) поглинання 

ω

(б) вимушене 
випромінювання 

ω

ω

ω

(в) спонтанне 
випромінювання 
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)()( 0ωρωρ →  і розширити область інтегрування до ],[ ∞+−∞ . З подальшою заміною 

2)( 0 tx ωω −=  рівняння (17.15) зводиться до 

  tddx
x

xtdtP )(||sin
2

)(||2)( 0
2

212
0

2

2

0
2

212
0

12 ωρ
ε

π

π

ωρ
ε 

=

=

= ∫
∞

∞−
.  (17.16) 

Тоді швидкість переходів ttP )(1212 =w : 

    ).(|| 0
2

212
0

12 ωρ
ε

π d


=w      (17.17) 

Як бачимо, δ–функція рівняння (4.56) зникла, і швидкість переходів виявляється 

пропорційною до спектральної густини енергії на частоті переходу. 

 В попередньому аналізі припускалось, що світло розповсюджується в певному 

напрямку та поляризоване вздовж осі z. Нехай тепер атом опромінюється з усіх боків 

некогерентним неполяризованим світлом, наприклад тепловим випромінюванням оточення. 

Тоді в співвідношеннях для ймовірностей та швидкостей переходів матричний елемент 21d  

слід усереднити по всім можливим (рівноймовірним) напрямкам поля. Узагальнимо (17.6), 

визначивши вектор матричного елементу дипольного моменту переходу: 

    〉〈=〉〈= 1||2|| 1221 rrd qq ψψ .    (17.18) 

Нехай миттєвий напрямок електричного поля визначається одиничним вектором n , що в 

сферичній системі визначений кутами φθ , . Покладемо 21d  паралельно до осі z, 21d || OZ. 

Квадрат модуля проекції матричного елемента 21d  на напрямок поля n  складає 

    θ22
21

2
21 cos|||| dnd =⋅ ,     (17.19) 

і слід знайти його середнє значення по всім рівноймовірним напрямкам n . Середнє значення 

в сферичній системі знаходимо за відомим правилом, 

 2
21

2
2

212
21

2
21 ||

3
1sincos

4
||sin||

4
1||

23
2

ddndnd ==⋅=〉⋅〈

⋅

∫∫   

π

φθθθ
π

φθθ
π

dddd , (17.20) 

так що швидкість переходів (17.17) тепер визначається як 

    ),(||
3 0

2
212

0
12 ωρ

ε
π d


=w      (17.21) 

де матричний елемент 21d  визначається співвідношенням (17.18). 
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17.1 Коефіцієнти А, В Айнштайна (1917 р.) 
 

 Нехай в атомі під дією зовнішнього випромінювання можливі переходи між станами 

〉1|  і 〉2|  з частотою переходу )( 120 EE −=ω . (Як і раніше, під атомом розуміємо 

мікроскопічну квантово-механічну систему: атом, молекулу, точковий дефект в кристалі, 

тощо). Традиційно використовують наступні позначення, введені Айнштайном18F*: 

• А – швидкість спонтанних переходів 〉→〉 1|2| ; 

• В12 – ймовірність переходу 〉→〉 2|1|  (поглинання) за одиницю часу на одиницю 

спектрального розподілу )(ωρ  густини енергії випромінювання, так що швидкість 

таких переходів складає )( 01212 ωρB=w ; 

• В21 – аналогічно для переходів 〉→〉 1|2|  вимушеного випромінювання, швидкість 

яких складає )( 02121 ωρB=w . 

Далі наводимо аналіз Айнштайна.* Нехай маємо систему з N таких незалежних атомів, що 

знаходиться в стані динамічної рівноваги, так що в середньому N1 атомів перебувають в стані 

〉1|  та N2 атомів в стані 〉2| . В умовах рівноваги N1 та N2 не змінюються з часом, так що 

кількість переходів 〉→〉 2|1|  за одиницю часу 1012112 )( NBN ωρ=w  дорівнює сумарній 

кількості переходів 〉→〉 1|2|  за одиницю часу, 20212 )( NBNA ωρ+ : 

    20212021 )()( NBNAB ωρωρ += ,    (17.22) 

звідки    
211221

0 )(
)(

BBNN
A

−
=ωρ .     (17.23) 

Між тим з елементарної статистичної механіки відомо, що в тепловій рівновазі кількість 

частинок з енергією Е пропорційна до фактора Больцмана TkE Be− , і отже 

    Tk
TkE

TkE
B

B

B

e
e
e

N
N 0

2

1

2

1 ω== −

−

,     (17.24) 

так що (17.23) зводиться до 

    
2112

0 0
)(

BBe
A

TkB −
= ωωρ


.     (17.25) 

Але згідно з законом рівноважного теплового випромінювання Планка, спектральна густина 

енергії випромінювання становить 

    
1

)(
3

32 −
= TkBec ω

ω
π

ωρ


 .     (17.26) 

                                                 
* Einstein, A. (1917). "Zur Quantentheorie der Strahlung". Physikalische Zeitschrift. 18: 121–128. 
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Порівнюючи (17.25) та (17.26), маємо 

     
.

,

1232

3
0

2112

B
c

A

BB

π
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=

=
      (17.27) 

Ці співвідношення, що лишаються справедливими при строгому аналізі в рамках квантової 

електродинаміки, лежать в основі теорії лазерів. В той час як Айнштайн знайшов 

співвідношення (17.27) між коефіцієнтами А і В, знайти величини цих коефіцієнтів без 

екскурсів в квантову механіку, яка на той час не існувала, неможливо. Ми ж, озброєні 

результатом (17.21) і зважаючи на те, що )( 01212 ωρw=B , остаточно отримуємо 

     
.||

3

,||
3

2
213
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2
212

0
2112
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BB





επ
ω

ε
π

=

==

    (17.28) 

Відмітимо, що в співвідношення (17.28) входять лише властивості квантово-механічної 

системи (матричний елемент дипольного моменту переходу та частота переходу), і не 

входять властивості оточуючого випромінювання. 

 Оскільки А – це швидкість спонтанних переходів, що відбуваються навіть за 

відсутності зовнішнього випромінювання, то обернена величина є середнім часом 

перебування атома в збудженому стані, або часом життя (стаціонарного) збудженого стану, 

     2
21

3
0

3
0

||
31

dω
επτ c

A


== .     (17.29) 

Як бачимо, стаціонарні стани (за винятком основного стану для більшості систем) не є в 

повній мірі стаціонарними (незмінними з часом). Наприклад, час життя першого збудженого 

стану атома водню складає 1.6 нс. 

 Згідно з принципом невизначеності для енергії Е і часу t, 2tE ∆∆ , скінчений час 

життя стану означає невизначеність його енергії ∆Е  τ . Отже, спонтанне 

випромінювання не є монохроматичним; ширина його спектру не може бути меншою від 

τω 1=∆=∆ E . Це так звана природна ширина спектральної лінії.   
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18. Правила відбору 
 

 Під дією електромагнітної хвилі, квантові переходи в атомі (квантово-механічній 

системі) відбуваються насамперед внаслідок взаємодії з електричним полем хвилі (або 

флуктуаціями поля в вакуумі для спонтанного випромінювання). Це так звані електричні 

дипольні переходи. Ймовірність і швидкість електричних дипольних переходів між деякими 

станами 〉1|  та 〉2|  (див. (5.21), (5.28), і т.п.) пропорційна до квадрату модуля дипольного 

моменту переходу 21d , див. (5.18), який в свою чергу визначається матричним елементом 

〉〈 1||2 r : 

    〉〈=〉〈= 1||2|| 1221 rrd qq ψψ .    (5.18) 

Отже, електричні дипольні переходи можливі лише між станами, для яких 

      021 ≠d      (18.1) 

і, отже, 

      01||2 ≠〉〈 r .     (18.2) 

Правила, що визначають, між якими станами можливі переходи (тобто, ймовірність 

переходів відмінна від нуля) називають правилами відбору для квантових переходів, а такі 

переходи називають дозволеними. Ми вже мали справу з правилом відбору для гармонічного 

осцилятора, де переходи дозволені лише між сусідніми станами, так що правило відбору для 

квантового числа n: 

      1±=∆n .     (18.3) 

 Далі розглянемо водневоподібні системи зі сферично симетричним гамільтоніаном, де 

стани 〉nlm|  визначаються квантовими числами n, l, m. В цьому випадку правила відбору для 

n, l, m можна отримати без явного визначення матричних елементів 

      〉′′′〈 nlmmln || r ,    (18.4) 

використовуючи натомість властивості симетрії векторів стану та комутаційні 

співвідношення для моменту імпульсу. 

 

 

18.1 Правила відбору для m та m' 
 

Розглянемо наступні комутатори: 

     yixLz =],ˆ[ ,      (18.5) 

     xiyLz −=],ˆ[ ,      (18.6) 
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     0],ˆ[ =zLz .      (18.7) 

Визначимо матричний елемент ],ˆ[ zLz  (який, згідно з (18.7), дорівнює нулю), приймаючи до 

уваги, що 〉=〉 nlmmnlmLz ||ˆ  : 

 0 =〉−′′′〈=〉′′′〈= nlmLzzLmlnnlmzLmln zzz |ˆˆ||],ˆ[|  

 

 〉′′′〈−′=〉−′′′′〈= nlmzmlnmmnlmmzzmmln ||)(|)()(|  , 

де ермітів оператор zL̂  можна перенести в ліву частину бра-кет, як показано стрілкою. Отже, 

    mm =′ ,   або   0|| =〉′′′〈 nlmzmln .    (18.8) 

 Тепер аналогічно знайдемо матричний елемент ],ˆ[ xLz : 

  
,||||)(

|ˆˆ||],ˆ[|
〉′′′〈=〉′′′〈−′=

=〉−′′′〈=〉′′′〈
nlmymlninlmxmlnmm

nlmLxxLmlnnlmxLmln zzz


 

де остання рівність випливає з (18.5). Отже, 

   〉′′′〈=〉′′′〈−′ nlmymlninlmxmlnmm ||||)( .    (18.9) 

Нарешті, аналогічно знайдемо матричний елемент ],ˆ[ yLz : 

  
,||||)(

|ˆˆ||],ˆ[|
〉′′′〈−=〉′′′〈−′=

=〉−′′′〈=〉′′′〈
nlmxmlninlmymlnmm

nlmLyyLmlnnlmyLmln zzz


 

де остання рівність випливає з (18.6). Отже, 

  〉′′′〈−=〉′′′〈−′ nlmxmlninlmymlnmm ||||)( .    (18.10) 

 Помножимо (18.9) на )( mm −′  та використаємо (18.10): 

  〉′′′〈=〉′′′〈−′=〉′′′〈−′ nlmxmlnnlmymlnmminlmxmlnmm ||||)(||)( 2 . 

Отже, 

  1)( 2 =−′ mm ,   або   0|||| =〉′′′〈=〉′′′〈 nlmymlnnlmxmln .   (18.11) 

 Для того, щоб матричний елемент (18.4) 〉′′′〈 nlmmln || r  відрізнявся від нуля, 

необхідно, щоб принаймні один з матричних елементів x, y, z був відмінним від нуля. Тоді з 

рівнянь (18.8) та (18.11) отримуємо правило відбору для магнітного квантового числа m: 

 
     .0або1±=∆m      (18.12) 
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18.2 Правила відбору для l та l' 
 

 Використаємо наступне комутаційне співвідношення, 

    )ˆˆ(2]],ˆ[,ˆ[ 22222 rrr LLLL +=  ,     (18.13) 

та знайдемо матричний елемент комутатора в лівій частині (18.13), використовуючи 

)1(|ˆ 22 +=〉 llnlmL   та ермітовість 2L̂ , так що його можна переносити з правої в ліву частину 

бра-кет: 

 
( ) .||)1()1(2

|ˆˆ|2|]],ˆ[,ˆ[|
4

22222

〉′′′〈+′′++=

=〉+′′′〈=〉′′′〈

nlmmlnllll
nlmLLmlnnlmLLmln

r
rrr




   (18.14) 

З іншого боку, 

 
( )
( )
( ) .||)1()1(

|ˆˆ|)1()1(

|],ˆ[|)1()1(

|ˆ],ˆ[],ˆ[ˆ||]],ˆ[,ˆ[|
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222222

〉′′′〈+′′−+=

=〉−′′′〈+−+′′=

=〉′′′〈+−+′′=

=〉−′′′〈=〉′′′〈

nlmmlnllll

nlmLLmlnllll

nlmLmlnllll

nlmLLLLmlnnlmLLmln
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  (18.15) 

Порівнюючи (18.14) та (18.15), отримуємо 

 ( ) ( ) 〉′′′〈+′′−+=〉′′′〈+′′++ nlmmlnllllnlmmlnllll ||)1()1(||)1()1(2 2 rr .  (18.16) 

Отже, 

   ( ) ( )
.0||або

,)1()1()1()1(2 2

=〉′′′〈
+′′−+=+′′++

nlmmln
llllllll

r
    (18.17) 

Але 

    ( ) ))(1()1()1( llllllll −′++′=+−+′′  

і також 

    ( ) 1)()1()1()1(2 22 −−′+++′=+′′++ llllllll , 

так що першу умову в (18.17) можна переписати як 

    ( )( ) 01)(1)1( 22 =−−′−++′ llll . 

Вираз в перших дужках дорівнює нулю, якщо ll =′ , а вираз в других дужках – якщо 1±=′ ll . 

Між тим можна показати, що для ll =′  матричний елемент 〉′′′〈 nlmmln || r  рівний нулю. 

 Остаточно, маємо правило відбору для орбітального квантового числа l: 

     .1±=∆l       (18.18) 

 Вочевидь, можливі не всі спонтанні переходи з вищих на нижчі енергетичні рівні: 

деякі з цих переходів заборонені правилами відбору. Дозволені переходи для перших 

чотирьох рівнів атома водню показані на рис. 18.1. Зокрема, спонтанні переходи зі стану 
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〉200|  в 〉100|  неможливі, оскільки при цьому 0==′ ll . Це приклад метастабільного стану, 

час життя якого набагато більший, ніж для інших станів. Час життя такого стану скінчений, 

оскільки зрештою перехід відбудеться внаслідок атомних зіткненнях, багатофотонних 

процесів, чи так званих заборонених переходів (невдала назва, оскільки “заборонені” 

переходи все ж відбуваються, хоч і з відносно малою ймовірністю). 

 

 

 
Рис. 18.1. Дозволені переходи з вищих на нижчі рівні  

для перших чотирьох рівнів атома водню. 
 

 

Вправи 
 

1) Існують два механізми спонтанних переходів: а) під дією теплового випромінювання 

оточення, б) в результаті взаємодії з “нульовими” флуктуаціями вакууму. Знайти, для 

яких частот домінує той чи інший механізм. Який механізм домінує для оптичних 

переходів (видима область спектра)? (Підказка: слід порівняти швидкості цих 

переходів. Швидкість спонтанних переходів – це коефіцієнт Айнштайна  А. 

Швидкість вимушених переходів дається співвідношенням (17.21), де )(ωρ  – 

спектральна густина енергії теплового випромінювання, тобто спектр Планка.) 

 

2) Гармонічний осцилятор має заряд q , масу m, та осилює з частотою ω  вздовж  x. 

Знайти а) матричний елемент переходу 'nn → , б) час життя збудженого стану в 

результаті спонтанних переходів. (Підказка: формалізм вторинного квантування. 

Інтегрувати заборонено!) 
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3) Знайти час життя станів n = 2 першого збудженого рівня атома водню. Розв’язок 

зводиться до знаходження інтегралів типу 〉′′′〈 nlmxmln || , більшість з яких з огляду 

на симетрію підінтегральних функцій дорівнюють нулю. Відповідь: 1.6 нс для всіх 

станів крім 〉200| , час життя якого нескінченний. (Якщо дуже не хочеться 

вправлятись в інтегруванні, то обмежитись станом 〉210| .) 

 

4) Довести комутаційні співвідношення 0],ˆ[,],ˆ[,],ˆ[ =−== zLxiyLyixL zzz  . 

 

5) Довести )ˆˆ(2]],ˆ[,ˆ[ 22222 rrr LLLL +=  . Підказка: Спершу показати, що 

)ˆˆ(2],ˆ[ 2 ziLyLxizL xy  −−= . Використовуючи цей результат та очевидний факт, що 

0)( =×⋅=⋅ prrLr , отримати )ˆˆ(2]],ˆ[,ˆ[ 22222 zLLzzLL +=  . Далі очевидно. 

 

6) З огляду на симетрію векторів стану систем зі сферично симетричним гамільтоніаном 

показати, що якщо ll =′ , то 0|| =〉′′′〈 nlmmln r . 
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19. Багаточастинкові системи 
 

 Розглянемо просту систему з двох частинок, – наприклад, два електрони в атомі гелію 

(ядро гелію можна вважати нерухомим через його значно більшу масу, а в найпростішому 

атомі водню двочастинкова задача зводиться до одночастинкової). Нехтуючи спіном, функції 

стану такої системи ),,( 21 trrΨ  залежать від координат обох частинок і часу. Еволюція стану 

з часом визначається, як зазвичай, хвильовим рівнянням Шрьодінгера 

    ),,(ˆ),,(
21

21 tH
t

ti rrrr
Ψ=

∂
Ψ∂

      (19.1) 

з гамільтоніаном 

    ),,(ˆ
2
ˆ

2
ˆˆ

21
2

2
2

1

2
1 tU

m
p

m
pH rr++= .     (19.2) 

Якщо потенціальна енергія Û  не залежить від часу, то функції ),,( 21 trrΨ  факторизуються: 

    tiEet −=Ψ ),(),,( 2121 rrrr ψ ,     (19.3) 

де ),( 21 rrψ  задовольняє стаціонарне рівняння Шрьодінгера 

   ),(),(),(
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212121
2

2
2

1

2
1 rrrrrr ψψ EU

m
p

m
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++ ,   (19.4) 

а Е – повна енергія системи. 

 Як зазвичай, 2
21 |),(| rrψ  є густиною ймовірності, так що 

    2
3

1
32

21 |),(| rrrr ddψ       (19.5) 

є ймовірність того, що частинка 1 знаходиться в об’ємі 1
3rd , і одночасно частинка 2 

знаходиться в об’ємі 2
3rd . 

 

 

19.1 Ідентичні частинки. Принцип виключення Паулі 
 

 В класичній механіці стан системи визначається координатами та імпульсами 

частинок. Різні частинки можна “пронумерувати” і далі завжди розрізнити між собою, 

оскільки кожна частинка рухається по своїй визначеній траєкторії. В квантовій механіці 

поняття траєкторії втрачає смисл, так що якщо йдеться про ідентичні частинки (наприклад, 

електрони), то їх неможливо “позначити” різними мітками. Наприклад, електрони в 
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основному стані атома гелію рівноймовірно займають один і той же об’єм в просторі, і таким 

чином цілком тотожні і нерозрізнимі19F*. 

 В таких випадках густина ймовірності в рівнянні (19.5) не змінюється при 

перестановці частинок 1↔2, оскільки неможливо вказати, яка з двох тотожних частинок 

знаходиться в об’ємі 1
3rd , а яка в об’ємі 2

3rd : 

    2
12

2
21 |),(||),(| rrrr ψψ = .     (19.6) 

Надалі для скорочення записів позначатимемо ψ – функції індексами, 

    21121221 ),(,),( ψψψψ == rrrr ,    (19.7) 

причому вважатимемо, що індекси 1 та 2 позначають як просторові, так і спінові координати. 

Тоді умова (19.6) записується як  

    2
21

2
12 |||| ψψ =       (19.8) 

і виражає принцип тотожності (нерозрізненості) частинок. З рівності (19.8) випливає, що 

    constei == δψψ δ де,1221 .     (19.9) 

Введемо оператор перестановки частинок P̂ , так що 

    2112
ˆ ψψ =P .       (19.10) 

Вочевидь, 1ˆ 2 =P , а з (19.9) випливає, що δie  є власними значеннями оператора P̂ : 

    1212
ˆ ψψ δieP = .       (19.11) 

Зі співвідношень (19.9) та (19.10) маємо: 

   
.1,1

,ˆ)(ˆˆ
2

21
2

2112122112

±=⇒=⇒

=====
δδ

δδδδ ψψψψψψ
ii

iiii

ee
eePeePP

 

Отже, 

    
.

,ˆ

1221

1212

ψψ
ψψ

±=
±=P

       (19.12) 

Таким чином, оператор перестановки має два типи власних функцій: 

 

            (19.13) 

 

Для тотожних, нерозрізнимих частинок гамільтоніан 1221
ˆ),(ˆ HH =rr  не може змінюватись 

при їх перестановці, 

                                                 
* Це не означає, що тотожні частинки завжди неможливо розрізнити. Наприклад, дві високоенергетичні α–
частинки залишать в перенасиченій парі камери Вільсона два різних трека, оскільки рухаються по добре 
визначених траєкторіях. Лише якщо хвильові функції тотожних частинок перекриваються, то вони стають 
нерозрізненими. 

 симетричні функції , для яких , 

та антисиметричні функції , для яких . 
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     .ˆˆ

2112 HH =       (19.14) 

Скористаємось цим для знаходження комутатора оператора перестановки частинок P̂  з 

гамільтоніаном 2112
ˆˆˆ HHH == , подіявши оператором HP ˆˆ  на 12ψψ = : 

    
,ˆˆˆˆ

,ˆˆ)ˆ(ˆˆ)ˆ(ˆˆˆ
121221211212

PHHP

PHPHHHPHP

=⇒

==== ψψψψψ
 

так що 

     ,0]ˆ,ˆ[ =HP       (19.15) 

оператор перестановки частинок комутує з гамільтоніаном. Отже, властивості симетрії 

(19.13) по відношенню до перестановки частинок є інтегралами руху і не змінюються з 

часом: якщо сьогодні система електронів описується антисиметричною функцією, то вона 

описуватиметься антисиметричною функцією і завтра, і через рік. 

 Наведені твердження безпосередньо узагальнюються і на системи з будь-якою 

кількістю ідентичних частинок: функція стану системи може бути або симетричною, або 

антисиметричною по відношенню до перестановки будь-яких двох частинок. 

 З експерименту слідує, що властивості симетрії визначаються типом частинок. Так, 

системи електронів і взагалі частинок з напівцілим спіном 1/2 , 
3/2  і т.д., завжди описуються 

антисиметричними функціями, а системи альфа-частинок, і взагалі частинок з цілим спіном 0, 

1, 2 т.д. – симетричними.  

 Частинки з напівцілим спіном називають ферміонами, оскільки вони 

підпорядковуються статистиці Фермі-Дірака. Частинки з цілим спіном – це  бозонами, що 

підпорядковуються статистиці Бозе-Айнштайна. 

 

Підсумовуючи: 

 бозони, цілий спін s = 0, 1, 2, ... ,  симетричні функції стану sψ ; 

 ферміони, напівцілий спін s = 1/2 , 
3/2 , ... , антисиметричні функції стану aψ . 

Нехай в системі з двох частинок 1 і 2 одна з них знаходиться в (одночастинковому) стані 1ψ , 

а інша в стані 2ψ  (наприклад, хоч і не обов’язково, це не взаємодіючі частинки). Для 

спрощення, я в подальшому нехтуватиму спіном (або приймемо, що спінові стани частинок 

однакові). Якщо це частинки різного типу, наприклад електрон і протон, то функція стану 

системи факторизується, )()( 2211 rr ψψψ A= , де А – нормувальний множник. Ця функція не 

має ніякої визначеної симетрії, так що вона не може описувати систему з двох тотожних 
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частинок. Між тим, з функцій 1ψ  та 2ψ  неважко скласти симетричну та антисиметричну 

комбінації: 

  різні частинки: )()( 2211 rr ψψψ A= ,     (19.16) 

  бозони:  ( ))()()()( 21122211 rrrr ψψψψψ += As ,   (19.17) 

  ферміони:  ( ))()()()( 21122211 rrrr ψψψψψ −= Aa .  (19.18) 

Звернімо увагу: з (19.18) слідує, що якщо 21 ψψ = , то 0=aψ ! 

 Висновок: два (чи більше) ферміони не можуть перебувати в одному стані. 

Це принцип виключення Паулі. Слід відмітити, що це справедливо лише якщо функції 1ψ  

та 2ψ  перекриваються, тобто обидві відмінні від нуля в якійсь області простору. В 

противному разі 0)()( 2112 == rr ψψ , так що )()( 2211 rr ψψψ A= , як для незалежних частинок. 

 Для бозонів такого обмеження нема: як завгодно багато бозонів можуть займати один 

і той же стан. 

 Існує зручний метод конструювання антисиметричної функції для системи з будь-

якою кількістю N  частинок через так званий детермінант Слейтера (Slater): 
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 =  .   (19.19) 

 

 

19.2 Обмінна взаємодія 
 

 Розглянемо просту одновимірну систему з двох не взаємодіючих частинок 1 і 2, що 

перебувають в станах )(1 xψ  та )(2 xψ . Як і раніше, нехтуємо спіном (або вважаємо, що 

спінові стани частинок однакові). Вважаючи, що 1ψ  та 2ψ  нормовані та ортогональні, 

співвідношення (19.16-7.18) для різних частинок, ферміонів, та бозонів записуються як 

   ( )
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1
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+=

=

    (19.20) 
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де в першому співвідношенні я позначив функцію стану індексом “d ” (distinguishable 

particles). Виразимо середнє значення квадрату відстані між частинками 〉−〈=〉∆〈 2
21

2 )( xxx  

через функції стану для трьох різних випадків (19.20). Маємо 

   〉〈−〉〈+〉〈=〉−〈=〉∆〈 21
2
2

2
1

2
21

2 2)( xxxxxxx .    (19.21) 

Спершу, відмінні (різні) частинки:  
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Позначимо 2,1
22

2,1 〉〈=〉〈 xx ,   2,12,1 〉〈=〉〈 xx , та підставимо в (19.21): 

   212
2

1
22 2 〉〈〉〈−〉〈+〉〈=〉∆〈 xxxxx d ,     (19.22) 

де індекс “d ” в лівій частині нагадує, що йдеться про розрізнимі частинки. 

 Тепер, тотожні частинки (бозони sψ  чи ферміони aψ ). Для бозонів маємо: 
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і аналогічно для 〉〈 2
2x , так що 

   ( )2
2

1
22

2
2
1 2

1
〉〈+〉〈=〉〈=〉〈 xxxx .     (19.23) 

 Для 〉〈 21 xx  аналогічно отримуємо 

 
( ) ,||

2
1

||

2
1221122121121221

21
2

2121

〉〈+〉〈〉〈=〉〈〉〈+〉〈〉〈+〉〈〉〈+〉〈〉〈=

===〉〈 ∫
xxxxxxxxxxx

dxdxxxxx s ψ
 (19.24) 

де dxxxxx )()( 2112
* ψψ∫=〉〈  та **

121221 )()( 〉〈==〉〈 ∫ xdxxxxx ψψ   (19.25) 

це так звані обмінні інтеграли, смисл яких детальніше обговорюватиметься пізніше. 
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 Для ферміонів, аналогічно з попереднім, отримуємо 

  ( ) 2
1221212

2
1

22
2

2
1 ||,

2
1

〉〈−〉〈〉〈=〉〈〉〈+〉〈=〉〈=〉〈 xxxxxxxxx .  (19.26) 

Підставляючи (19.23), (19.24) та (19.26) в (19.21), маємо: 

   бозони, 2
12212

2
1

22 ||22 〉〈−〉〈〉〈−〉〈+〉〈=〉∆〈 xxxxxx s , 

   ферміони, 2
12212

2
1

22 ||22 〉〈+〉〈〉〈−〉〈+〉〈=〉∆〈 xxxxxx a , 

де індекси в лівій частині нагадують, що йдеться про симетричні та антисиметричні стани. 

Порівнюючи з (19.22), 

   бозони, 2
12

22 ||2 〉〈−〉∆〈=〉∆〈 xxx ds , 

   ферміони, 2
12

22 ||2 〉〈+〉∆〈=〉∆〈 xxx da . 

Таким чином, бозони виявляються в середньому дещо ближче один до одного, а ферміони 

дещо далі один від одного, ніж дві різні (розрізнимі) частинки в тих же станах. Це виглядає 

як притягання бозонів та відштовхування ферміонів, що і називають обмінною взаємодією. 

Термін невдалий, як і багато інших в квантовій механіці, оскільки ніякої взаємодії тут нема: 

пригадаємо, що на початку підрозділу ми явно вказали, що йдеться про не взаємодіючі 

частинки. Насправді обмінна взаємодія є виключно квантовим ефектом, що є результатом не 

взаємодії, а симетрії станів ідентичних частинок, що призводить до певної кореляції їх 

положення. Відмітимо, що в даному прикладі ефект виникає лише якщо обмінні інтеграли 

(19.25) відмінні від нуля, тобто хвильові функції частинок перекриваються. Це вже 

згадувалось – нема ніякого сенсу симетризувати стани електронів, що знаходяться в різних 

містах країни. Якщо би це було не так, то не можна було б говорити про окремі атоми, не 

існувало би окремих молекул, не існувало би і нас з вами – всі електрони у всесвіті тотожні і 

нерозрізнимі, так що, в принципі, не можна говорити про електрон, не приймаючи до уваги 

існування всіх інших20F*. 

 Дотепер, спін явно не враховувався. В нерелятивістській квантовій теорії гамільтоніан 

не залежить від спінових ступенів вільності, так що функція стану з урахуванням спіну 

факторизується на добуток спінової функції (спінору) )(sχ  та координатної частини )(rψ , 

     )()( rψχψ s= ,     (19.26) 

де s – спінова змінна. Тоді симетрія повної функції ψ визначається симетріями спінової χ та 

координатної )(rψ  частин, а саме: 

                                                 
* Проте, можливі так звані сплутані стани, коли дві (чи більше) частинки певним чином зв’язані між собою 
незалежно від відстані між ними. Класичний приклад мікроскопічної системи зі сплутаними станами – 
синглетний стан атома гелію, що буде невдовзі розглянутий. Спінові стани електронів невідомі, проте якщо 
стан одного з них визначений як спін вгору, то другий електрон гарантовано має спін вниз, і навпаки. Більш 
ефектними є приклади з фотонними станами, що розглядатимуться пізніше. 
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,)(або)(

та,)(або)(

rr

rr

assaa

aasss

ψχψχψ

ψχψχψ

=

=
     (19.27) 

так що бозони мають спінову та координатну частини з однаковою симетрією, а ферміони – з 

протилежною. 

 Далі розглянемо приклад системи з двох ферміонів (електронів) – атом гелію. 

 

 

19.3 Атом гелію з урахуванням спіну 
 

 Ядро атома гелію має нульовий спін, так що це система з двох ідентичних ферміонів 

(електронів). В нульовому наближенні не взаємодіючих електронів, кожен електрон 

поводить себе як у воднево подібному атомі з зарядом ядра Z = 2, так що в основному стані 

електрони описується хвильовими функціями 

   arZarZ e
a

Ze
a

Z 21

3

3

223

3

11 )(,)( −− ==
π

ψ
π

ψ rr ,   (19.28) 

так що координатна функція атома в основному стані 

   arrZe
a

Z )(
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3

221121
21)()(),( +−==

π
ψψψ rrrr     (19.29) 

є симетричною. Отже, спінова частина є антисиметричною, 

   ( ))()()()(
2

1),( 122121 ssssssaa ↓↑↓↑ −== χχχχχχ ,   (19.30) 

де 2
1, 21 ±=ss  і для станів “спін вгору/вниз”, як і раніше, використовуватимемо позначення 
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χχ .     (19.31) 

За правилом додавання моментів, оператор проекції повного спіну на вісь z: 

    zzz sss 21 ˆˆˆ += .       (19.32) 

Подіємо цим оператором на aχ : 
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            (19.33) 

Тепер подіємо на aχ  оператором квадрату повного спіну 21
2
2

2
1

2
21

2 ˆˆ2ˆˆ)ˆˆ(ˆ ssss ++=+= sss  

(стани незалежні, так що 1ŝ  та 2ŝ  комутують): 
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   aaa sss χχχ 
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Спершу знайдемо 
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= χχχχ σσss  ,   (19.35) 

де σ̂  – вектор з матриць Паулі. Зокрема, 
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і аналогічно 
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Підставляючи (19.36) та (19.37) в (19.35), отримуємо )()(ˆˆ 2121 ss ↓↑ χχss . Далі аналогічно 

аналізуємо )()(ˆˆ 2121 ss ↑↓ χχss , зрештою отримуючи 
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  (19.38) 

Нарешті, підставляємо (19.38) в (19.34), та отримуємо 0ˆ2 =as χ . Підсумовуючи та згадуючи 

(19.33), 
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az
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s

χ
χ

      (19.39) 

Отже, власні значення операторів 2ŝ  та zŝ  в основному стані атома гелію дорівнюють нулю. 

Тоді сумарний спін 0=s , так що спіни електронів антипаралельні, ↑↓, і взаємно 

компенсуються. Оскільки при цьому можливий лише один спіновий стан з нульовою 

проекцією спіну, то цей стан є синглетним (ми вже зустрічалися з такими станами в атомі 

водню). 

 Позначимо спінові стани 〉ms| , і далі скорочено позначимо синглетний спіновий стан 

(19.30) як 

    )(
2

100| ↓↑−↑↓=〉 .     (19.40) 
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 Тепер припустимо, що можливий симетричний спіновий стан з 1=s . Власне, таких 

станів три, оскільки квантове число т (проекція на вісь z) може приймати три значення 0, ±1: 

    

.11|

,)(
2

101|

,11|

↓↓=〉−

↓↑+↑↓=〉

↑↑=〉

     (19.41) 

Отже, це триплетний стан, і з такими станами ми також мали справу з атомом водню. 

 Розглянемо перший збуджений стан гелію (пригадаємо, що це збудження одного 

електрона, інакше атом іонізується). Тоді одноелектронні стани описуються функціями 
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ψ rrr .  (19.42) 

Тепер з функцій 1ψ  та 2ψ  можна скласти як симетричну, так і антисиметричну комбінації. 

Оскільки симетрії ψ  та спінового стану мають бути протилежними, то симетрична функція 

    ( ))()()()(
2

1
21122211 rrrr ψψψψψ +=s    (19.43) 

відповідає синглетному стану, а антисиметрична 

    ( ))()()()(
2

1
21122211 rrrr ψψψψψ −=a    (19.44) 

 

є функцією триплетного стану. 

 Подальший аналіз проводимо в рамках теорії збурень, див. розділ 15. Гамільтоніан 

системи записуємо як 

     VHHH ˆˆˆˆ
21 ++= , 

де оператор збурення   
||4

1ˆ
21
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0 rr −
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επ

. 

Енергія станів визначається як середнє значення гамільтоніану відносно функцій (19.43) та 

(19.44), 

 AKEEHE ±++=〉〈= 21
ˆ  (± для, відповідно, синглету та триплету),  (19.45) 

де Е1 та Е2 чотирикратно більші від енергій перших двох станів водню, кулонівський 

інтеграл 
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та обмінний інтеграл 
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Енергетичні рівні схематично показані на рис. 19.1. Гелій в синглетному стані називають 

парагелієм, а в триплетному – ортогелієм.  

 Неважко показати, що синглетні та триплетні спінові стани взаємно ортогональні: 

    0),(),( 21,00
,

21,11
21

=∑ ssss a
ss

s χχ † ,    (19.48) 

де нижні числові індекси при χ  позначать стани 〉ms| , див. (19.40) та (19.41), і аналогічно 

для двох інших симетричних станів ),( 21,10 sssχ  та ),( 21,11 sss−χ , див. співвідношення (19.41). 

Отже, матричний елемент дипольного моменту переходу між триплетними та синглетними 

станами дорівнює нулю, і переходи заборонені. Час життя ортогелію може сягати місяців, 

так що орто- і парагелій в певному сенсі є різними геліями! 

 

 

   Рис. 19.1. Енергетичні рівні атома гелію. 
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20. Атоми 
 

 Електрони в багатоелектронному атомі з атомним номером Z описуються 

гамільтоніаном 

   ∑∑
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,   (20.1) 

де доданки в першій сумі є сумою кінетичної та потенціальної енергій окремих електронів, а 

друга сума визначає потенціальну енергію міжелектронної взаємодії. Вважається, що ядро 

нерухоме, оскільки його маса в тисячі разів перевищує масу електронів. (Використання 

зведеної маси, як то було зроблено для електрона у сферично симетричному потенціалі, 

можливе лише для двохчастинкової системи, як наприклад атом водню.) Якщо знехтувати 

останньою сумою в (20.1), тобто вважати електрони незалежними, то гамільтоніан (20.1) 

зводиться до суми Z незалежних гамільтоніанів, які описують Z незалежних 

одноелектронних функцій стану. Але міжелектронна взаємодія (остання сума в (20.1)) 

“змішує” ці стани, і знайти точні розв’язки рівняння Шрьодінгера з гамільтоніаном (20.1) 

неможливо (у всякому разі, для Z > 1). Втім, певні висновки про електронні стани зробити 

можливо. 

 По-перше, електрони є ферміонами, так що повна функція стану (електронна плюс 

спінова) 

 

    ),,,(),,,( 2121 ZZ sss  χψ rrr     (20.2) 

має бути антисиметричною по відношенню до перестановки будь-яких двох електронів. 

 Далі, наближено можна вважати, що кожен електрон в багатоелектронному атомі 

знаходиться в ефективному потенціалі, створеному ядром та іншими електронами, і що цей 

потенціал є наближено сферично симетричним (згадаємо атом Не, де з хорошим 

наближенням ефективний потенціал визначається Z = 1.69). Тоді одноелектронні стани 

визначаються як 

     〉smmln ,,,| ,      (20.3) 

де стан характеризується квантовими числами smmln ,,,  які, як і раніше, називатимемо 

головним, орбітальним, магнітним, та квантовим числом проекції спіну. 

 Водночас визначимо традиційну (та архаїчну) номенклатуру позначення орбітальних 

станів символами s, p, d, f, g, і т.д.: 
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l 0 1 2 3 4 5 6 … 

позначення s p d f g h i … 

 

назва 

 

sharp 

 

principal 

 

diffuse 

 

fundamental 

(далі в 

алфавітному 

порядку) 

   

 

Наприклад, s–електрон означає електрон в стані з l = 0, p–електрон l = 1, і т.д. 

 Одноелектронні стани (20.3) 〉smmln ,,,|  називають атомними орбіталями, а 

електрони з певним значенням n  утворюють електронну оболонку. Оболонки інколи також 

позначають символами, а саме K, L, M, N, … для n = 1, 2, 3, ... . Говорять «s–орбіталь» для 

l = 0, «p–орбіталь» для l = 1, і т.д. 

 Пригадаємо атом гелію, в основному стані якого обидва електрони займають першу 

оболонку (n = 1) в s–стані (l = 0,  ⇒  т = 0), а принцип виключення Паулі вимагає, що їх 

спіни протилежні (тs = ±1/2). Отже, їх одноелектронні стани 〉± 21100| , і перша оболонка 

повністю заповнена, в ній нема вільних станів. Нехай тепер заряд ядра збільшився на 

одиницю, і додамо один електрон, тобто утворимо атом літію. Для третього електрона місця 

в першій оболонці нема, так що він має зайняти стан в другій оболонці n = 2. Тут є дві 

можливості: l = 0 або l = 1. У водневоподібному атомі ці стани (нехтуючи спіном) мають 

однакову енергію. Між тим, в багатоелектронних атомах існують два ефекти, що суттєво 

впливають на заповнення електронних оболонок: 

 

• Стани з меншим l  зазвичай мають меншу енергію. Згадаємо теорію електрона в 

сферично симетричному потенціалі: потенціальна енергія для радіальної функції, 

2

2

2
)1()()(

mr
llrUrUl

+
+=
 , містить відцентрову енергію 2

2

2
)1(

mr
ll + , в результаті чого 

електрони з меншим l  знаходяться ближче до ядра, що в багатоелектронному атомі 

означає меншу енергію. 

 

• Електрони, що знаходяться далі від ядра, “відчувають” менший ефективний 

потенціал, ніж внутрішні електрони, оскільки останні екранують заряд ядра. 

 

Повертаючись до атома літію, перше з наведених спостережень означає, що третій електрон 

займає орбіталь (стан) 〉200|  з l = 0. Продовжуючи “будувати” атоми, в наступному атомі 
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(берилій Ве, Z = 4) четвертий електрон також займає стан 〉200| , але з протилежним спіном. 

Далі атом бору (В, Z = 5), де черговий електрон повинен зайняти p–стан (l = 1), і т.д. 

 Рядки в періодичній системі елементів якісно відповідають заповненню послідовних 

електронних оболонок. 

 Наразі наведемо загальноприйняту номенклатуру позначень електронних 

конфігурацій атомів. В цих позначеннях, стан електрона визначається як n (число), l  (символ 

s, p, ... , див. таблицю вище) та верхній індекс, що визначає кількість електронів в цьому 

стані. Наприклад, 2p3 означає 3 електрони в 2-й оболонці (n = 2) в p–стані (l = 1). Або, як 

приклад для всіх електронів атома, 

     1s2 2s2 2p2,      (20.4) 

що є електронною конфігурацією вуглецю. В наступному позначенні (для електронної 

структури неону Ne) 

     [He] 2s2 2p2 

та подібних, [He] означає, що внутрішні електронні оболонки заповнені і мають структуру 

гелію He. 

 Послідовне заповнення електронних оболонок та орбіталей триває лише до аргону 

(Ar, Z = 18). Далі ефект екранування заряду ядра стає настільки помітним, що наступні 

електрони в калії (К, Z = 19) та кальції (Са, Z = 20) замість n = 3, l = 2 займають стан n = 4, 

l = 0. Зі збільшенням атомного номеру ефект екранування швидко зростає, так що, 

наприклад, енергія стану 4f може виявитись вищою від енергії 6s: 

 

 

Номер електронної 

оболонки 

 

Електронні  

стани 

 

Повне число  

електронів в оболонці 

 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

… 

 1s 

 2s, 2p 

 3s, 3p 

 4s, 3d, 4p 

 5s, 4d, 5p 

 6s, 4f, 5d, 6p 

 7s, 6d, 5f, … 

2 

8 

8 

18 

18 

32 

… 
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20.1 LS–зв’язок. Спектральні терми 
 

 Електрони в атомі мають спіновий момент імпульсу S  та можуть мати ненульовий 

орбітальний момент L . Сумарні орбітальний та спіновий моменти всіх електронів атома 

(вірніше, їх оператори): 

     ii SSLL ˆˆ,ˆˆ ∑=∑= .     (20.5) 

Наближено можна знехтувати спін-орбітальною взаємодією і вважати, що S  та L  незалежні. 

Це наближення Рассела-Саундерса (Russell–Saunders). Тоді, за правилами додавання 

моментів імпульсу, сумарний момент 

     SLJ ˆˆˆ +=       (20.6) 

визначається квантовим числом J, 

     SLSLSLJ +−+−= ,1,...|,| , 

де L та S – квантові числа повного орбітального та спінового моментів (використовуємо 

великі символи, оскільки йдеться про повні моменти). Отже, стан моменту імпульсу атома 

можна визначити квантовими числами L, S, МL, та МS, де МL, та МS  визначають проекції 

орбітального та спінового моментів, причому енергія стану не залежить від МL, та МS , 

оскільки в атомі, який не піддається дії зовнішніх полів, не існує виділеного напрямку. 

Можна визначити стан також і квантовими числами L, S, J, та М, де М визначає напрямок 

(проекцію) Ĵ . Оскільки стани 〉LSJM|  мають бути лінійними комбінаціями станів 

〉SLMLSM| , то їх енергія не залежить від J та М. Отже, стани з певним J  є  2J+1 кратно 

вироджені. 

 За незалежних S  та L , їх квадрати є інтегралами руху (закон збереження моменту 

імпульсу), і таке наближення називають схемою LS–зв'язку. 

 Стани моменту імпульсу атома називають спектральними термами21F* і позначають як 

      2S+1LJ ,       (20.7) 

де S та J є квантовими числами повного спінового та загального моментів, а L (символ, 

аналогічно позначенню орбіталей s, p, … для l = 0, 1, …) визначає повний орбітальний 

момент. Наприклад, 3Р0 означає S = 1, L = 1 (і отже Р), J = 0. 

 

                                                 
* Назва походить з атомної спектроскопії, де експериментально було визначено, що частоти спектральних ліній 
можна представити як різниці частот певних “спектральних термів”. 
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20.2 Правила Гунда 
 

 Правила Гунда (Friedrich Hund, 1927) дозволяють визначити, який стан (спектральний 

терм) є основним, і більш загально, визначити співвідношення між енергіями станів (термів). 

Це наступні правила, де слід також пам’ятати про загальну вимогу антисиметричності станів 

та про принцип виключення Паулі. 

 

(1) Стан з найбільшим повним спіном S  має найменшу енергію. 

(2) Для даного спіну, стан з найбільшим орбітальним моментом L  має найменшу 

енергію. 

(3) Якщо електронна оболонка (вірніше, її частина n, l) заповнена не більше ніж 

наполовину, то стан з найменшою енергію має || SLJ −= . Якщо більш ніж 

наполовину, то SLJ +=  має найменшу енергію. 

 

 

20.3 Магнітний дипольний момент атома 
 

 Оскільки електрон має внутрішній (спіновий) магнітний дипольний момент, і може 

мати ненульовий орбітальний магнітний момент, то і багатоелектронний атом в цілому може 

мати ненульовий магнітний момент. 

 Оператори орбітального та спінового магнітних моментів пропорційні до відповідних 

моментів імпульсу: 
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де gL  –1 та gS  –2 – орбітальний та спіновий g-фактори, а 
e

B m
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=µ  – магнетон Бора 

електрона. Оператор сумарного магнітного моменту SLJ μμμ ˆˆˆ +=  не паралельний до 

сумарного моменту імпульсу SLJ ˆˆˆ += , оскільки gL та gS відмінні. Однак виявляється, що 

середнє значення (математичне сподівання) Jμ̂  паралельне до середнього Ĵ , так що  
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де g-фактор (множник) Ланде (Alfred Landé, 1921): 
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 Якщо атом з ненульовим магнітним моментом помістити в (слабке) магнітне поле, то 

внаслідок взаємодії магнітного моменту з полем 2J+1 кратне виродження енергетичного 

рівня знімається, і рівень розщеплюється на 2J+1 рівнів. Це (аномальний) ефект Зеємана. 

Якщо S = 0, то gJ = 1 і спостерігається нормальний ефект Зеємана, аналогічний до 

розглянутого раніше розщеплення в електричному полі. 

 

 

Вправи 
 

1) Чи слід говорити про обмінну взаємодію двох електронів по різні боки Землі? (Увага: 

можливо сплутані стани?) 
 
2) Скласти ψ-функцію системи з трьох частинок з 3-х одночастинкових нормованих 

взаємно ортогональних ψ-функцій цих частинок, якщо вони а) різні, б) ферміони, в) 

бозони. 
 
3) Узагальнити попередній результат для системи з N частинок, використавши nP̂ , 

оператор n послідовних перестановок двох частинок в різних парах (всього N ! різних 

перестановок). Підказка: подібно до формули Ляйбніца для визначення детермінанта 

матриці. 
 
4) Для перших десяти елементів H, He, Li, Be, B, C, N, O, F, Ne визначити електронну 

конфігурацію (наприклад, для F це 1s22s22p5). 
 
5) Для перших чотирьох елементів, визначити спектральні терми в нотації 2S+1LJ. Для 

бора, перелічити всі можливості. Згідно з правилами Гунда, який стан основний? 
 
6) В періодичній системі елементів спектральний терм основного стану диспрозію Dy 

(Z = 66, 6-й рядок в періодичній системі) наведено як 5І8. Чому рівні квантові числа 

повного спіну, повного орбітального моменту, та загального повного моменту? Яка 

ймовірна електронна конфігурація? Чому дорівнює магнітний дипольний момент 

атома (середнє значення, тобто математичне сподівання) ? 
 
7) Для вуглецю (Z = 6), які можливі спектральні терми? Підказка: можливі синглетні та 

триплетні стани. В синглетних станах L = 0 неможливо (вимагає l1 = 0 або l2 = 0). 

Відповідь, в порядку зростання енергії: триплет: 3Р0, 3Р1, 3Р2; синглети: 1D2, 1S0. 

Переконайтесь, що цей порядок узгоджується з правилами Гунда. 
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21. Гармонічні коливання: від простого осцилятора до 
фононів 
 

 

21.1 Гармонічний осцилятор 
 

 Пригадаємо властивості одновимірного 

гармонічного осцилятора, рис. 21.1. Класично, 

 txx ωcos0= ,  де  
m
κω = .        (21.1) 

Квантово-механічно, гамільтоніан осцилятора 

 22
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2
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2
ˆˆ xm
m

pH ω+= .         (21.2) 

Стаціонарне рівняння Шрьодінгера 

    〉=〉 nEnH n ||ˆ       (21.3) 

описує стаціонарні стани 〉n|  ( ,2,1=n ) з енергіями 

    )( 2
1+= nEn ω ,      (21.4) 

де ω  – квант енергії осцилятора. В зображенні вторинного квантування, оператори 

породження та знищення квантів енергії ω : 
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комутатор яких 1]ˆ,ˆ[ =†aa , причому 
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     (21.6) 

Гамільтоніан в представленні вторинного квантування 

    )ˆˆ(ˆ
2
1+= aaH †ω .      (21.7) 

В абстрактному сенсі, осцилятор в стані 〉n|  можна вважати сукупністю n  квантів ω  і 

вважати ці кванти “квазічастинками”. В цьому сенсі n  називають числом заповнення 

квантового осцилятора квантами ω . Уведемо оператор кількості квантів n̂ , так що 

     〉=〉 nnnn ||ˆ .      (21.8) 

 

 

Рис. 21.1.  Класичний гармонічний 
    осцилятор. 

x0

κ
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Вочевидь, див. (21.6),  aan ˆˆˆ †= ,      (21.9) 

і представлення вторинного квантування називають ще представленням чисел заповнення. 

 

 

21.2 Періодичний гармонічний ланцюг 
 

 Розглянемо періодичний гармонічний ланцюг з N  однакових частинок масою m  

кожна, зв’язаних однаковими пружинами з жорсткістю κ  та довжиною а кожна, рис. 21.2. 

Пронумеруємо частинки індексом j  і позначимо їх рівноважні координати хj. Рівноважні 

положення періодичні з періодом а, 

    хj+1 = хj + а,  хj = j а.     (21.10) 

Якщо частинки коливаються, то їх положення хj (t) змінюються з часом, так що зміщення иj 

частинки j  становить 

      иj = хj (t) – хj.     (21.11) 

 

 

 Рис. 21.2. Періодичний  гармонічний ланцюг. 

 

Спершу, проведемо класичний аналіз динаміки ланцюга. Сила на j-ту частинку з боку 

деформованих пружин: 

  2

2

1111 )2()()(
td
ud

muuuuuuuF j
jjjjjjjj =−−−=−−−= −+−+ κκκ ,  (21.12) 

рівняння Ньютона. Шукаємо розв’язок у вигляді 

     )( txki
j

jeAu ω−= ,     (21.13) 

де хj = j а. Підставляючи в (21.12), маємо 

   ( )))1(())1(()()(2 2)( tajkitajkitajkitajki eeeem ωωωω κω −−−+−− −−−=− . 

Скорочуючи ajkie  та tie ω− , отримуємо 

   
2

sin4 22 akm κω = ,    або   
2

sin4 ak
mk
κωω == , 

або 

κm

j1−j 1+j 2+j

a
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2

sin2 0
ak

k ωωω == ,     (21.14) 

де mκω =0 . 

 Якщо ланцюг скінчений (складається з N  частинок), то слід визначити граничні 

умови на кінцях ланцюга. Наприклад, кінці можна вважати закріпленими, але тоді крайні і 

середні частинки не будуть еквівалентними. Визначимо періодичні граничні умови Njj uu +=  

(“згорнемо” ланцюг в кільце), так що всі частинки еквівалентні. Тоді з (21.13): 

  )()0( taNkitki eAeA ωω −−⋅ = ,   1=aNkie ,   laNk π2= ,   де  ,2,1,0 ±±=l  , 

так що 

    
N
l

a
kk l

π2
==       (21.15) 

і, оскільки Njj uu += , то маємо N  різних коливань. Це нормальні коливальні моди ланцюга. 

 Нехай N  велике парне число. Можемо покласти 
2

,,1
2

NNl +−= , так що 

a
k

a
ππ

≤<− . Залежність (21.14) )(kω  зображена на рис. 21.3. Це дисперсійне співвідношення 

нормальних мод ланцюга. 

 Нормальні моди )( txki je ω− , вочевидь, є гармонічними хвилями з груповою швидкістю 

kd
ωdv =г  та фазовою швидкістю 

k
ω

=фv . Кожна мода є гармонічним осцилятором з частотою 

)(kk ωω = , так що їх квантована енергія 

    )( 2
1+== kkn nEE ω ,     (21.16) 

де kn  – числа заповнення квантових осциляторів. 

 

 
 Рис. 21.3. Дисперсійне співвідношення нормальних мод  
  гармонічного ланцюга. 

 

k
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a
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−
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Хвиля )( txkie ω−  є аналогом хвилі де Бройля з імпульсом kp = , де k  – хвильове число. Тоді 

квантові моди можна вважати квазічастинками з енергією ω=E  та імпульсом kp = . Це 

фонони. 

 Тепер звернімось до строгого квантово-механічного описання гармонічного ланцюга 

методом вторинного квантування (зображення чисел заповнення). Почнемо з класичного 

гамільтоніана ланцюга (квантування виконаємо пізніше): 

    ∑












−+= +
j

jj
j uum

m
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H 2
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2
0

2

)(
22
ω .    (21.17) 

Це гамільтоніан системи з N  зв’язаних гармонічних осциляторів. 

 Розкладемо pj та uj в ряд Фур’є, вірніше використаємо дискретне перетворення 

Фур’є: 
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k
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      (21.18) 

Обернене перетворення (коефіцієнти Фур’є): 
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j
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      (21.19) 

Xk та Pk – це дискретні функції з періодом N. 

 Підставляємо (21.18) в гамільтоніан (21.17): 

  ∑








−−+= −−−−
+

lkj
l

ljailai
k

ikjaika
jalki

lk XeeXeem
m

ePP
N

H )1()1(
22

1 2
0

)( ω .  (21.20) 

Періодичні граничні умови, як і раніше, 

  1=aNkie    ⇒   
N
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a
kk l

π2
== ,   

2
,,1

2
NNl +−= .   (21.21) 

Тоді    
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так що з заміною kkk +′→  маємо 

    kk
j

jakki Ne −′
+′ =∑ ,

)( δ ,      (21.22) 

і переписуємо (21.20) як 
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   (21.23) 

Тепер квантуємо задачу, переходячи до операторів: 

   ,ˆ,ˆ,ˆ
kkkk XXPPHH →→→   і так далі. 

Зміщення частинки uj стає оператором її координати xj відносно рівноважного положення. 

 Знайдемо комутатор ]ˆ,ˆ[ qk PX  (див. (21.19); uj → xj, як вказано вище): 

 kq
j

jaqki

lj

lj
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qk ie

N
ipxee

N
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N
xe
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===







= ∑∑∑∑ −−−

(9.22)див.

)(]ˆ,[1ˆ1,1]ˆ,ˆ[ . 

Отже, 

    ,]ˆ,ˆ[ kqqk iPX δ=       (21.24) 

що є канонічними комутаційними співвідношеннями. Також очевидно, що kk XX −= ˆˆ †  та 

kk PP −= ˆˆ † , і що kX̂  та kP̂  мають розмірності, відповідно, координати та імпульсу. Отже, kX̂  та 

kP̂  є узагальненими канонічними координатою та імпульсом.22F

* 

 Визначимо оператор 

    )ˆˆ(
2

1ˆ kkk
k

k XmPi
m

a ω
ω

+= †


,    (21.25) 

де 
2

sin2 0
ak

k ωω = , див. (21.14). Тоді, аналогічно до гармонічного осцилятора, kqqk aa δ=]ˆ,ˆ[ † , 

а гамільтоніан 

    ∑ +=
k

kkk aaH )ˆˆ(ˆ
2
1†ω      (21.26) 

                                                 
* Оператори kX̂  та kP̂ , визначені в такий спосіб, не є самоспряженими, і отже неермітові. Це цілком 
допустимо, оскільки 

 узагальнені координата Х та імпульс Р не є спостережуваними величинами, їх не можна виміряти; 
 k має смисл хвильового числа механічної хвилі вздовж ланцюга, так що k та –k відрізняються лише 

напрямком розповсюдження; 
 періодичні граничні умови означають, що ланцюг можна “згорнути” в кільце, так що k та –k 

відповідають хвилям за та проти годинникової стрілки. Між тим, подивившись на кільце з 
протилежного боку, “за” та “проти” міняються місцями та є цілком еквівалентними; 

 оператори kX̂  та kP̂  неважко зробити самоспряженими, розширивши Фур’є суми (21.18) та (21.19) 

доданками з протилежними знаками в показниках експонент. Тоді оператор kX̂  виявляється дійсним, 
як і для звичайної координати  х. Втім такий підхід, крім деякого математичного ускладнення, ніяких 
нових результатів не дає. 
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це гамільтоніан сукупності незалежних гармонічних осциляторів в представленні вторинного 

квантування. 

 

 

Вправа. 
 Показати, що kqqk aa δ=]ˆ,ˆ[ † . Також довести (21.26) з (21.23) та (21.25). 

 

 

 Оператори †
kâ  та kâ  – це оператори породження та знищення кванту енергії kω  в 

нормальній моді k. Енергія цих осциляторів 

    ∑ +=
k

kk nE )( 2
1ω ,      (21.27) 

де kn  – числа їх заповнення. Ці нормальні моди – (одновимірні) фонони. Ці квазічастинки є 

бозонами, оскільки число фононів в стані k (число заповнення kn ) може бути довільним. 

 Наведена теорія узагальнюється до трьох вимірів, де нормальні моди є фононами в 

кристалах. Це предмет фізики твердого тіла, і тут розглядатись не буде. 
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22. Квантування вільного електромагнітного поля. Фотони. 
 

 З рівнянь Максвела для електромагнітного поля у вакуумі 

     

tc

t

∂
∂

=×∇

=⋅∇
∂
∂

−=×∇

=⋅∇

EB

B

BE

E

2

1
,0

,

,0

     (22.1) 

зокрема випливає, що 

     2

2

2
2 1

tc ∂
∂

=∇
EE ,     (22.2) 

що є хвильовим рівнянням для E (і аналогічно для B). Його можливим розв’язком є 

     ikxettx −= )(),( EE      (22.3) 

для хвилі вздовж ОХ з хвильовим числом k  і певною поляризацією α. Підставляючи в (22.2), 

     0)()( 2
2

2

=+
∂

∂ t
t

t EE ω ,     (22.4) 

що є рівнянням гармонічного осцилятора з частотою kc=ω , де с – швидкість світла. 

Квантуючи його енергію, маємо 

     )( 2
1+= nEn ω , де n = 0, 1, … . 

Квант енергії цього осцилятора – це фотон, стан якого позначимо 〉αk| , де k  – хвильовий 

вектор відповідної хвилі, а α  – її поляризація. Вочевидь, в кожному стані може перебувати 

будь-яка кількість фотонів, так що фотони є бозонами з цілим спіном. З експерименту слідує, 

що при поглинанні/випромінюванні фотона момент імпульсу атома змінюється на   

(пригадаємо правило відбору 1±=∆l ), так що зі збереження моменту імпульсу випливає, що 

момент імпульсу фотона рівний  , і його спінове число дорівнює одиниці, 

     s = 1, спін фотона.     (22.5) 

Проекція спіну фотона може бути відмінна від нуля лише в напрямку його розповсюдження, 

причому величина проекції ±  відповідає лівій/правій циркулярній поляризації у 

звичайному їх визначенні в оптиці. 
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22.1 Квантування вільного електромагнітного поля 
 

 Як відомо з електродинаміки, електромагнітне поле можна визначити через векторний 

магнітний потенціал А та скалярний потенціал ϕ , так що 

    AA
×∇=

∂
∂

−−∇= BE ,
t

ϕ .    (22.6) 

Дивергенція А при цьому не визначена, і її зазвичай вибирають рівною нулю: 

    0=⋅∇ A .       (22.7) 

 Розглянемо кубічний об’єм V  зі стороною L = V ⅓ і накладемо періодичні граничні 

умови на поле в цьому об'ємі. Ця штучна конструкція дозволить нам застосувати аналіз, 

подібний до описання фононів у попередньому розділі. В остаточні результати для 

ймовірності квантових переходів величина V  не входитиме. 

 З рівнянь Максвела (22.1) випливає хвильове рівняння для А, аналогічно до (22.2): 

     2

2

2
2 1

tc ∂
∂

=∇
AA      (22.8) 

з можливими розв’язками 

     rk
kArA ⋅−= iet),( ,     (22.9) 

де     )(tkk AA =       (22.10) 

визначає часову залежність А, а з умови (22.7) поперечності поля випливає, що 

     0=⋅ kAk .      (22.11) 

Розкладемо А в ряд 

     ∑ 
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ii ee
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k
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k AAA *1 ,   (22.12) 

де kA  є дискретним перетворенням Фур’є від А (дискретним, бо на А накладені періодичні 

граничні умови, так що згідно з цими умовами А набуває дискретних значень), а 

нормувальний множник уведено для зручності. З визначенням (22.12), А є дійсною 

величиною. Підставляючи (22.9) в (22.8), )(tkA  залежить гармонічно від часу, 

     ti ket ω−~)(kA ,      (22.13) 

де kck =ω . 

 Густина енергії електромагнітного поля становить 
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так що повна енергія поля Е  в об’ємі V  становить 
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Підставляючи (22.9) та використовуючи  
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 (22.16) 

Далі, з (22.13) маємо k
k A

A
ki

t
ω−=

∂

∂
, а з врахуванням (22.9) та (22.11) отримуємо 

    kkkkkk AAkAkAAkAk −−− =××=×× 2))(())(( k  

і аналогічні співвідношення для *
kA  та *

kA− . Тоді в (22.16) перший, четвертий, третій, та 

останній доданки скорочуються, і в результаті, з урахуванням kck =ω , маємо 

    220 ||
2 k

k
A∑= kE ωε .      (22.17) 

Визначимо дійсну величину kX , так що 
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Тоді обернені рівності 
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і повна енергія поля (22.17) виражається як 
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Уведемо одиничні вектори лінійної поляризації23F* αke , так що kek ⊥α  (поперечне поле) і 

2,1=α , причому αααα δ ′′ =⋅ kk ee . Тоді, оскільки також kA k ⊥  та kX k ⊥  (поперечне поле), 

то  

     ∑
=

=
2,1α

αα kkk XeX . 

Енергія поля (22.20) тоді записується як 
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Якщо увести узагальнений імпульс 
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то (22.21) виражає класичний гамільтоніан поля 
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Тепер квантуємо задачу, переходячи до операторів, так що квантовий гамільтоніан поля 

     ( )∑ ∑
=

+=
2,1

222 ˆˆ
2
1ˆ

α
αα ω

k
kk XP kH  .   (22.24) 

Неважко переконатись (див. аналогічну проблему з гармонічним ланцюгом), що узагальнені 

координата та імпульс підкоряються канонічним комутаційним співвідношенням 

     αααα δδ ′′′′ = kkkk PX i]ˆ,ˆ[ .    (22.25) 

Гамільтоніан (22.24) є сумою гамільтоніанів незалежних гармонічних осциляторів з 

частотами kω . Вектори стану цих осциляторів 〉αkn| , де αkn  – числа їх заповнення квантами 

(фотонами) з енергією kω . Тоді повна енергія поля 
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1nE k .    (22.26) 

В представленні вторинного квантування, вводимо оператори породження та знищення  
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    (22.27) 

                                                 
* Для циркулярної поляризації, визначимо комплексні вектори )(21 21

ліва
kkk eee i+−=  та 

)(21 21
права

kkk eee i−= . 
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з оберненими співвідношеннями 
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    (22.28) 

Оператори †ˆ αka  та αkâ  підкоряються звичайним комутаційним співвідношенням 

     kkkk ′′′′ = δδ αααα ]ˆ,ˆ[ †aa .     (22.29) 

Гамільтоніан поля 
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2
1† aaH k .    (22.30) 

Тепер знаходимо оператори інших величин, що характеризують поле. З (22.19), з огляду на 

(22.22) та (22.28), маємо 
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так що 
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а оператори полів E та B: 
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З цим квантування електромагнітного поля завершено. 

 Декілька слів про момент імпульсу фотона. Фотон суттєво відрізняється від 

матеріальних частинок у багатьох відношеннях. Зокрема, момент імпульсу фотона може 

лише мати напрямок паралельно до напрямки руху, з проекцією ± , так що відповідне 

квантове число т = ±1 (для матеріальної частинки зі спіном s = 1 можливо би було т = 0). 

Проекції на перпендикулярні осі дорівнюють нулю (для матеріальної частинки проекції на 

різні осі не можуть бути одночасно точно визначеними). Момент імпульсу ±  відповідає 

лівій/правій циркулярним поляризаціям, і ці стани мають однакову енергію ω , тобто є 

виродженими. Тоді їх лінійні комбінації є також власними станами з тою ж енергією. 

Зокрема, сума правої та лівої циркулярних поляризацій утворює стан з лінійною 
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поляризацією (як добре відомо з оптики), момент імпульсу якого дорівнює нулю. Крім 

спінового, фотон може мати і орбітальний момент, зовнішній та внутрішній. Зовнішній 

момент визначається аналогічно до моменту імпульсу частинки pr × , де для фотона kp = . 

Внутрішній момент має світло зі специфічним хвильовим фронтом, що часом називають 

“закрученим світлом” (twisted light),24F

* аналогічно до внутрішнього орбітального моменту 

вільного електрона, підрозділ 5.2. Орбітальне квантове число l такого світла може приймати 

значення l  = 0, 1, … , як і для матеріальних частинок. Орбітальний момент, як і спін, 

паралельний до напрямку розповсюдження і має величину l . 

 

 

                                                 
* див. наприклад, en.wikipedia.org/wiki/Orbital_angular_momentum_of_light . 
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23. Основний вакуумний стан ЕМ поля. Взаємодія поля з 
квантовою системою 
 

 В основному (вакуумному) стані поля числа заповнення (числа фотонів) αkn  для всіх 

станів 〉αkn|  дорівнюють нулю. Оператор чисел заповнення, співвідношення (21.9), 

     ααα kkk aan ˆˆˆ †= ,      (23.1) 

не комутує з операторами полів Ê  та B̂  (співвідношення (22.33)), оскільки оператори 

породження †ˆ αka  та знищення αkâ  не комутують між собою, співвідношення (22.29). Отже, у 

стані з певними αkn , зокрема у вакуумному стані з 0=αkn , величини полів E та B не мають 

певного значення, тобто флуктуюють навколо їх середнього нульового значення. Це так 

звані нульові коливання поля що є, зокрема, причиною спонтанних квантових переходів. 

Енергія цих флуктуацій (енергія основного стану поля) відмінна від нуля. Чисельно, зі 

співвідношення (22.26) енергія основного стану з 0=αkn  становить 

    ∑∑∑∑ ==
αα

ω
kk 220

kcE k  .     (23.2) 

Сума по k в нескінченному об’ємі зводиться до інтегралу по k3d  в об’ємі хвильових 

векторів k. Внаслідок ізотропності простору dkkd 23 4π=k , так що об’ємний інтеграл 

зводиться до одновимірного, а сума по двом ортогональним поляризаціям α дає множник 2, 

так що 

  ∞==== ∫∫∑∑
∞

dkkkVcdVkckcE 2

03
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30 4
)2(2

2
)2(2

2
2

π
ππα

 k
k

,  (23.3) 

де V – об’єм періодичності, а 3)2( πV k3d  – кількість мод в об’ємі k3d . Таким чином, 

енергія вакууму в будь-якому скінченому об’ємі V  виявляється нескінченною. Цей вельми 

неприємний факт відображає внутрішню неузгодженість квантової електродинаміки. Однак, 

в фізичних явищах проявляється не сама енергією, а з її зміни, так що енергію можна 

відраховувати від нульової енергії вакууму. Були вироблені так звані “методи 

перенормування” (ренормалізації), що дозволяють отримати скінченну різницю двох 

нескінченних величин (що буде продемонстровано на простому прикладі одновимірного 

ефекту Казіміра в наступному підрозділі). Більшість вчених сьогоднішнього покоління 

цілком задоволені цією ситуацією і не знаходять її сумнівною чи проблематичною. Між тим, 

творці квантової електродинаміки та інших квантових теорій поля зазвичай виражали 
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крайню невдоволеність25F*. Так, знаменитий Річард Файнмен називав ренормалізацію 

“нерозумним процесом” і порівнював її з грою в наперстки. 

 

 

23.1 Ефект Казіміра 
 

 Уявімо два нейтральні провідники у вакуумі. Внаслідок спонтанної 

електричної поляризації (електростатичної індукції) в провідниках 

відбудеться перерозподіл зарядів і між ними виникне притягання (це 

природа сил Ван дер Ваальса). 

 Якщо провідники плоскі (плоский конденсатор), то поляризації в напрямку 

між провідниками не буде, так що не буде і притягання. Між тим, притягання виникає 

і в цьому разі внаслідок поляризації вакууму. Це і є ефект Казіміра, теоретично 

передбачений голландським фізиком Хендріком Казіміром (Hendrik Casimir) в 1948 р. і 

експериментально підтвердженим в 1997 р.26F*  

 Обмежимося одновимірним випадком, де математичний аналіз відносно простий. 

Зрозуміло, що “одновимірний вакуум” не існує. Втім, математичні методи та результати є 

якісно подібними до трьохвимірної проблеми. Уведемо, як і раніше, об’єм періодичності, що 

в одновимірному випадку буде довжиною періодичності L. Нульова енергія поля (23.3) в 

об’ємі L  записується як 

  ∫∫∫∑
∞∞∞

∞−
====

000 22
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2222
dkkcLdkkcLdkLE kk

ππ
ω

π
ω 

k
.  (23.4) 

Як бачимо, і в одновимірному випадку нульова енергія нескінченна. 

 Розмістимо точкові “провідники” в точках 0 та а  вздовж ОХ. Електричне поле в 

провіднику дорівнює нулю, так що можна покласти рівним нулю і векторний потенціал 

(скаляр в одновимірному випадку). Отже, для поля на відрізку [0, а] маємо періодичні 

                                                 
* Пол Дірак: “Most physicists are very satisfied with the situation. They say: 'Quantum electrodynamics is a good 
theory and we do not have to worry about it any more.' I must say that I am very dissatisfied with the situation, because 
this so-called 'good theory' does involve neglecting infinities which appear in its equations, neglecting them in an 
arbitrary way. This is just not sensible mathematics. Sensible mathematics involves neglecting a quantity when it is 
small – not neglecting it just because it is infinitely great and you do not want it!” (P.A.M. Dirac, "The Evolution of the 
Physicist's Picture of Nature", in Scientific American, May 1963, p. 53; Kragh, Helge; "Dirac: A scientific biography", 
CUP 1990, p. 184). 

Річард Файнмен: “The shell game that we play ... is technically called 'renormalization'. But no matter how clever the 
word, it is still what I would call a dippy process! Having to resort to such hocus-pocus has prevented us from proving 
that the theory of quantum electrodynamics is mathematically self-consistent. It's surprising that the theory still hasn't 
been proved self-consistent one way or the other by now; I suspect that renormalization is not mathematically 
legitimate.” (Richard P. Feynman, "QED: The Strange Theory of Light and Matter", Penguin 1990, p. 128). 
* S.K. Lamoreaux, "Demonstration of the Casimir Force in the 0.6 to 6 μm Range", Physical Review Letters 78 (1997) 
pp.5–8. 

+ 
– + 

+ – 
– 

+ 
– + 

+ – 
– 
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граничні умови, так що ankk n π== . Тоді енергія нульових коливань поля на цьому 

відрізку становить 

   ∑∑∑∑
∞

=

∞

=

∞

=

====
111 2222 nnn
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Як бачимо, і ця енергія є розбіжною. Уведемо густини енергій LE0  та aE . Їх різниця 
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є енергією поляризації вакууму і називається енергією Казіміра. Як бачимо, це різниця 

розбіжних величин. Покажемо, що вона між тим є скінченною, що слугуватиме також 

простим прикладом методів перенормування. Уведемо в (23.6) множник ke λ− , де 0→λ : 
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  (23.7) 

(першу суму знаходимо помічаючи, що dxdene nxnx −− −= , а останній lim, наприклад, 

розкладаючи гіперболічний синус 6sh 3xxx += ). Рівняння (23.7) виражає енергію Казіміра в 

одновимірному просторі. Енергія від’ємна, отже точкові “провідники” притягаються з 

силою, величина якої становить 

     224
)(

a
c

da
adF πε

=−= .     (23.8) 

Аналіз в трьох вимірах, математично значно складніший, проводиться аналогічно і тут 

розглядатись не буде. 

 

 

23.2 Теорія випромінювання та поглинання світла: 
підхід квантової електродинаміки 

 

Розглянемо взаємодію електромагнітного поля з квантово-механічною системою, яку як і 

раніше скорочено називатимемо “атом”. Квантово-механічні переходи в атомі зазвичай 

означають переходи між станами одного електрона (наприклад, пригадаємо атом гелію, де 

збудження двох електронів призводить до іонізації атома). Зрозуміло, що збудження одного 
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електрона призводить до деякої зміни станів інших електронів, проте ці зміни відносно 

незначні і не є переходами між станами. Маючи на увазі оптичні переходи, цей електрон 

називають “оптичним електроном”. 

 

Розглянемо взаємодію електромагнітного поля з оптичним електроном атома. Гамільтоніан 

атома і поля 

     VHHH pha
ˆˆˆˆ ++= ,     (23.9) 

де aĤ  – атомний гамільтоніан, який вважаємо рівним гамільтоніану оптичного електрона, 

phĤ  – гамільтоніан поля (фотонів), а V̂  – гамільтоніан взаємодії атома з полем. Розглядаючи 

V̂  як збурення, маємо 

  VHH ˆˆˆ
0 += ,  де  pha HHH ˆˆˆ

0 += ,  а V̂  – оператор збурення.  (23.10) 

Для aĤ  та phĤ  маємо 

   U
m

pHa +=
2
ˆˆ

2

,     ∑ +=
α

ααω
,

† )ˆˆ(ˆ
2
1

k
kk aaH kph      (23.11) 

(т – маса електрона). Приймаємо до уваги взаємодію електрона з полем спершу 

напівкласично, уводячи векторний потенціал поля А та нехтуючи спіном, як це було 

зроблено в підрозділі 13.1 “Гамільтоніан зарядженої частинки з нульовим спіном в 

електромагнітному полі”: 
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1ˆˆ Ap ,     (23.12) 

де заряд електрона е = – | е |. Розкриваємо дужки: 
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Проаналізуємо другий доданок в дужках, використовуючи пробну функцію ψ : 

 

    ψψψψψ pA
p

AAAAp ˆ)
ˆ

()
0

()(ˆ =∇−+
=
∇−=∇−=  iii , 

де 0=∇A , оскільки поле поперечне. Отже,  

      pAAp ˆˆ = . 

Підставляючи в (23.13) та переходячи до оператора векторного потенціалу AA ˆ→ , з (23.13) 

отримуємо для оператора збурення V̂ : 
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     2
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Розглянемо квантові переходи між атомними станами 〉1| та 〉2|  з енергіями Е1 та Е2 , 

причому Е1 < Е2 , див. рис. 23.1. 

 

 

 

Рис. 23.1. Квантові переходи між атомними станами 〉1| та 〉2| . 

 

Вектори станів атома 〉1| і 〉2|  та фотонного поля 〉αkn|  задовольняють стаціонарні рівняння 
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    (23.15) 

Незбурений гамільтоніан системи атом+поле, співвідношення (23.10), 

     pha HHH ˆˆˆ
0 += ,     (23.16) 

є сумою незалежних гамільтоніанів aĤ  та phĤ . Отже, стан системи атом+поле описується 

добутком станів атома та поля. Наприклад, при переході поглинання, рис. 23.1, початковий 

(initial) 〉i|  та кінцевий (final) 〉f|  стани системи описуються як 
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(в кінцевому стані, після поглинання фотона, кількість фотонів зменшилась на одиницю), а їх 

енергії складають 
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При переходах з випромінюванням фотона маємо 
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Швидкість переходів fi→w  визначається правилом Фермі (16.46) 

     )(||2 2
ififfi EEV −=→ δπ


w    (23.20) 

з матричним елементом 

     〉〈= iVfV if |ˆ| .     (23.21) 

 

З огляду на (23.18) та (23.19), 

   )()()( 2112 kkif EEEEEE ωδωδδ  +−=−−=− , 

так що (23.20) можна записати ще і так: 

    )(||2
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+−=→w .    (23.22) 

Співвідношення (23.20) справедливе для переходів між дискретними рівнями  Еi  та  

Еf . Між тим, практично у всіх фізичних системах або кінцевий, або початковий стани мають 

неперервний розподіл енергій. Так, при атомних переходах, в початковому стані 〉i|  стан 

атома 〉1|  є незалежним від стану поля, і тому дискретним. В кінцевому ж стані 〉f|  

змінилися як стан атома, так і стан поля, причому енергія поля має неперервний розподіл, 

крім того стани поля з різними напрямками k та α  мають однакову енергію і є виродженими. 

В цьому випадку слід просумувати (23.20) або (23.22) по всім кінцевим станам з однаковою 

(чи близькою) енергію та однаковим матричним елементом ifV . 

Уведемо )(Eρ , густину кількості станів з енергією Е, так що 

      dEEdN )(ρ=     (23.23) 

є кількістю станів з енергією від Е  до  Е + dЕ . Сумуємо (23.22) по всім кінцевим станам Nf . 

Помітимо, що стани атома дискретні, а неперервними є лише стани поля, причому сумувати 

слід по станам поля з енергією в околі енергії переходу kEEE ω=−= 12 : 
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так що, остаточно, 

     ,)(||2 2 EV iffi ρπ


=→w     (23.24) 

де )(Eρ  – густина кількості станів поля при енергії переходу kE ω= . Це, власне, і є золоте 

правило Фермі в тій формі, як він його формулював.27F

* 

Для знаходження )(Eρ  уведемо, як і раніше, об’єм періодичності V, так що 

хвильовий вектор k набуває дискретних значень  kn  з проекціями 

    
3

22
V
n

L
nk ii

i
ππ

== ,   де  zyxi ,,= ,   ,2,1,0=in  . 

В k–просторі стани kn відображаються точками, що утворюють кубічну ґратку з періодом 

3

2
V
π . Отже, в k–просторі об’єм комірки, що відповідає одному стану, складає 

V

3
3 )2( π

=∆ k , 

див. рис. 23.2. 

 

 

 

Рис. 23.2. Гратка станів в k–просторі. 

 

Стани з енергією Е  та хвильовим числом 
c

Ek


=  відображаються точками на поверхні кулі з 

об’ємом 3

3
4 kπ , а повна кількість станів в цьому об’ємі, враховуючи дві можливі 

ортогональні поляризації для кожного k , складає 

    332

3

3
3

3

3

3
2

)2(3
423

4
)(

c
VEVk

k
EN

ππ
π

π
=⋅=⋅

∆
=

k
, 

де ckE = . Тоді густина кількості станів 

                                                 
* Попри назву, авторство цього правила належить не Енріко Фермі, а Полу Діраку (P.A.M. Dirac, “The Quantum 
Theory of the Emission and Absorption of Radiation”, Proc. Roy. Soc. A 114, 243–265 (1927)). Фермі вважав це 
правило настільки корисним, що називав його “моє друге золоте правило”, звідки і традиційна назва (E.Fermi, 
Nuclear Physics, University of Chicago Press 1950, співвідношення VIII.2). А його “перше золоте правило” 
стосувалось швидкості переходів другого порядку (там же, співвідношення VIII.19). 

3

2
V
πxk yk

zk

V

3
3 )2( π

=∆ k
комірка 
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     332

2)()(
c

VE
Ed
ENdE

π
ρ == , 

або   32

2

)(
c
VE k

π
ωρ = ,   де енергія переходу kE ω= .   (23.25) 

Для визначення швидкості квантових переходів (23.24) слід обрахувати матричний 

елемент (23.21). З огляду на (23.14) маємо 

   〉〈+〉〈−=〉〈= if
m

eif
m
eiVfV if |ˆ|

2
|ˆˆ||ˆ| 2

2

ApA .   (23.26) 

Пригадаємо оператор векторного потенціалу (22.32), повторюючи для зручності його 

визначення: 

    ( )†

, 0

ˆˆ
2

ˆ
ααα

α εω k
rk

k
rk

k
k

eA aeae
V

ii

k

⋅−⋅ += ∑   .   (23.27) 

Розглянемо спершу переходи з випромінюванням фотона, так що по аналогії з (23.17) 

     
.1|1||

,|2||

〉+〉=〉

〉〉=〉

α

α

k

k

nf
ni

     (23.28) 

Проаналізуємо другий доданок в (23.26), 

     〉⋅〈=〉〈 ifif |ˆˆ||ˆ| 2 AAA ,    (23.29) 
  ↑____|   

де переносимо ермітів оператор Â  в ліву половину бра-кет, як показано стрілкою. Отже, 

матричний елемент (23.29) дорівнює внутрішньому добутку 〉f|Â  та 〉i|Â . 

З огляду на (23.27) та (23.28), 

 〉f|Â  містить доданки з: 〉++=〉+ 2|21|ˆ†
αααα kkkk nnna , 

     〉+=〉+ αααα kkkk nnna |11|ˆ . 

 〉i|Â  містить доданки з: 〉++=〉 1|1|ˆ†
αααα kkkk nnna , 

     〉−=〉 1||ˆ αααα kkkk nnna . 

Але вектори 〉−1| αkn , 〉αkn| , 〉+1| αkn , та 〉−1| αkn  ортогональні між собою, так що їх 

внутрішні добутки, а разом з ними і внутрішній добуток 〉f|Â  та 〉i|Â , дорівнюють нулю. 

Отже, матричний елемент (23.29) дорівнює нулю, 

     0|ˆ| 2 =〉〈 if A .     (23.30) 

Підставляючи в (23.26), маємо 

     〉〈−=〉〈= if
m
eiVfV if |ˆˆ||ˆ| pA .   (23.31) 
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Тепер аналізуємо 〉〈 if |ˆˆ| pA . Підставляємо Â  з (23.27) та 〉f|  і 〉i|  з (23.28): 

 
{

} .|ˆ|12|)ˆ(|1

|ˆ|12|)ˆ(|1
2
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α
ααααεω

kkkk
rk

k
kkkk
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nane

nane
V

if

i

i

k



  (23.32) 

Помітимо, що 

   






〉
=′=′〉−

=〉′′ ,інакше|
,,якщо,1|

|ˆ
α

αα
αα

αα

k

kk
kk

kk
n
nn

na  

оскільки αkâ  діє лише на “свої” стани 〉αkn|  і не чіпає “чужих” станів з іншими k, α. 

Аналогічно, 

   






〉
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=〉′′ .інакше|
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|ˆ†
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k

kk
kk

kk
n
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Оскільки вектори 〉−1| αkn , 〉αkn|  та 〉+1| αkn  взаємно ортогональні, то маємо для матричних 

елементів в (23.32) 

    
,1|ˆ|1

,0|ˆ|1
† +=〉+〈

=〉+〈

′′′′

′′

αααααα

ααα

δδ kkkkkk

kkk

nnan

nan
 

так що ααδδ ′′kk  залишають в сумі (23.32) лише один елемент: 

   〉⋅〈+=〉〈 ⋅− 2|)ˆ(|1)1(
2

|ˆˆ|
0

pepA k
rk

k ααεω
i

k

en
V

if  . 

Позначаючи матричний елемент 

    〉⋅〈= ⋅− 2|)ˆ(|112 pe k
rk

α
iep ,     (23.33) 

маємо 

    )1(
2

|ˆˆ|
0

12 +=〉〈 αεω kpA n
V

pif
k

 .    (23.34) 

Підставляючи (23.34) у (23.31), і далі в (23.24), отримуємо частоту переходів 

випромінювання 

   )(||)1(
2

2 2
12

0

випр.
2

Epn
Vm

e

k
fi ρ

εω
π

α +





=→ k




w .   (23.35) 

Аналогічно, повторюючи міркування починаючи з (23.28) і далі для поглинання, отримаємо 

частоту переходів поглинання 

   )(||
2

2 2
12

0

погл.
2

Epn
Vm

e

k
fi ρ

εω
π

αk









=→w .    (23.36) 



 208 

Помітимо, що частота переходів випромінювання (23.35) відмінна від нуля навіть якщо поле 

знаходиться в основному вакуумному стані, αα ,0 kk ∀=n . Це спонтанне випромінювання. 

Для оптичних переходів в області видимого світла, довжина хвилі світла λ ~ 500 нм 

набагато більша від розміру атома (порядку радіуса Бора а = 0.5 Å). Тоді в матричному 

елементі (23.33), 〉⋅〈= ⋅− 2|)ˆ(|112 pe k
rk

α
iep , 

    rk ⋅   aka
λ
π2

=   10–3, 

так що експоненту rk⋅−ie  можна розкласти в ряд, де різні доданки відповідатимуть різним 

типам переходів: 

   +
⋅−

+⋅−=⋅−

!2
)(1

2rkrkrk iie i  .     (23.37) 

 мультипольні переходи вищих порядків 
 магнітні дипольні та електричні квадрупольні переходи 
 електричні дипольні переходи 
 

Обмежимося розглядом електричних дипольних переходів, для яких 

    〉〈=〉⋅〈= 2|ˆ|12|ˆ|112 pepe kk ααp .    (23.38) 

Виразимо матричний елемент 〉〈 2|ˆ|1 p  через 〉〈 2||1 r . Для цього згадаємо 

     ]ˆ,ˆ[
ˆ

QHi
dt
Qd


= ,     (23.39) 

так що 

     ],ˆ[ˆ rrp aHim
td

dm


== .    (23.40) 

Тоді 

    1212 )(2|ˆˆ|12|ˆ|1 rrrp EE
i
mHHmi

aa −=〉−〈=〉〈


, (23.41) 
  ↑___|   

де 〉〈= 2||112 rr , переносимо aĤ  в ліву частину бра-кет як показано стрілкою, і остання 

рівність слідує з 〉=〉 1|1|ˆ
1EHa  та 〉=〉 2|2|ˆ

2EHa . 

 

Підставимо дипольний момент електрона  d = e r  в (23.41) та (23.38): 

      α
ω

ked ⋅= 1212 ei
mp k ,   де 〉〈= 2||112 dd   і частота переходу )( 12 EEk −=ω . (23.42) 

Тоді, наприклад, для частоти дипольних випромінювальних переходів (23.35) маємо 
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    )(||)1( 2
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випр. En
V

k ρ
ε
ωπ

αα kk ed ⋅+=w . 

Підставляючи з (23.25) 32

2

)(
c
VE k

π
ωρ = , остаточно 

    )1(|| 2
123

0

3
випр. +⋅= ααεπ

ω
kked n

c
k


w .    (23.43) 

Отже, ймовірність переходів пропорційна до квадрату матричного елемента дипольного 

моменту переходу 2
12 || d , що вже було визначено раніше з напівкласичного аналізу. Також 

відмітимо, що об’єм періодичності V , штучна конструкція, в остаточний результат не 

входить, як і має бути. 

Визначимо частоту спонтанних переходів, тобто коефіцієнт Айнштайна А. Для цього 

покладаємо в (23.43) 0=αkn , тобто основний стан поля, і крім того слід усереднити 

2
12 || αked ⋅  по всім напрямкам хвильового вектора k та поляризації αke . Ця вправа вже 

виконувалась в розділі 7 “Взаємодія з електромагнітним випромінюванням: 

напівкласичний підхід (поле описується класично)”, див. (17.20), з результатом 

     2
12

2
12 ||

3
1|| ded k =〉⋅〈 α .    (23.44) 

Покладаючи в (23.43) 0=αkn  та 2
12

2
12

2
12 ||

3
1|||| deded kk =〉⋅〈→⋅ αα , остаточно отримуємо 

частоту спонтанних переходів 

     2
123

0

3
випр. ||

3
d

c
A k

επ
ω

==w .    (23.45) 

Цей результат, що був відомий і з напівкласичного аналізу, див. (17.28), тепер підтверджений 

в рамках строгого аналізу квантової електродинаміки. 
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24. Релятивістська квантова механіка 
 

 

24.1 Релятивістські поправки 
 

 Перший доданок гамільтоніану матеріальної частинки відображає її кінетичну 

енергію 

    
m

pmT
22

22

==
v       (24.1) 

що, переходячи до операторів, приводить до 

    ∇−= ip̂ ,     
m

T
2
ˆˆ

2p
= .     (24.2) 

Між тим, співвідношення (24.1) виражає класичну кінетичну енергію, в той час як 

релятивістська енергія виражається як 

    242222

2

2

)(1
mccmcpmc

c
mcT −+=−
−

=
v

,  (24.3) 

де т – маса спокою, 

    
2)(1 c

m
v−

=
vp       (24.4) 

релятивістський імпульс. Розкладаючи (24.3) в ряд, маємо 

    +−=











−






+= 23

422
2

82
11

cm
p

m
p

mc
pmcT  .  (24.5) 

Розглядаючи в (24.5) релятивістську поправку першого порядку до енергії як збурення, 

оператор збурення вочевидь має вигляд 

    23

4

8
ˆˆ

cm
V p

−= ,       (24.6) 

а поправка до енергії  Е  в першому порядку теорії збурень складає28F* 

  〉〈−=〉〈−=〉〈=〉〈=∆ ψψψψψψ 22
23

4
23

ˆ|ˆ
8

1ˆ|
8

1ˆ|ˆ ppp
cmcm

VVE .  (24.7) 

Рівняння Шрьодінгера для незбуреного стану має вигляд 

    ψψ )(2ˆ 2 UEm −=p ,      (24.8) 

                                                 
* Тут використано ермітовість 2p̂  та (E – U). Між тим, 4p̂  взагалі кажучи нееремітів, зокрема для станів з l = 0, 
так що застосовність теорії збурень викликає сумніви. Сумнівне також і подальше застосування невиродженої 
теорії збурень для атома водню. Між тим, існує точний розв’язок, отриманий з (релятивістського) рівняння 
Дірака замість (нерелятивістського) рівняння Шрьодінгера, що підтверджує отримані результати. 
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так що 
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E .  (24.9) 

Зокрема, для атома водню неважко отримати 
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. (24.10) 

Поправка до енергії є крихітною, nEE∆  52 102 −×=mcEn , – вочевидь, електрони в атомах 

є нерелятивістськими. Цим і обумовлений успіх нерелятивістської теорії в описанні 

звичайної матерії. 

 Створення послідовної релятивістської теорії вимагає не аналізу поправок, а 

формулювання релятивістських рівнянь, інваріантних щодо перетворення Лоренца, з самого 

початку. В подальшому і розглянемо, в історичній перспективі, формулювання такої теорії. 

 

 

24.2 Основи спеціальної теорії відносності 
 

 Релятивістська механіка основана на двох фундаментальних принципах 

інваріантності швидкості світла  с та інваріантності фізичних законів щодо вибору системи 

відліку. Математично, останній принцип вимагає інваріантності рівнянь, що описують той чи 

інший закон, щодо перетворень Лоренца. Пригадаємо основні положення релятивістської 

механіки. 

 Релятивістська механіка описує взаємозв'язок між простором і часом як частинами 

єдиної чотиривимірної сутності, простору-часу. Координати в просторі-часі описується 

чотирикомпонентними векторами, або 4-векторами, в які просторові координати r = (x, y, z) 

та час  t  входять рівноправно: 

   4-вектор координат:      







=



















r
ct

z
y
x
ct

.    (24.11) 

Інші величини механіки та електродинаміки також виражаються 4-векторами, так що 

перетворення цих величин при зміні системи відліку, перетворення Лоренца, можна 

виразити 4×4 матрицями. Наприклад, при переході до системи, що рухається вздовж ОХ зі 

швидкістю v, матриця перетворення Лоренца 
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,    де фактор Лоренца  
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=γ . (24.12) 

Інші 4-вектори: 

   4-вектор імпульсу: 
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де т – маса спокою; 

 4-вектор потенціалу: 
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,   де   
. потенціал векторний
, потенціал скалярний

А
ϕ

  (24.14) 

 Скалярний добуток 4-векторів (24.11), і аналогічно інших, інваріантний щодо 

перетворень Лоренца: 

    2121
2

2

1

1 rr
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⋅−⋅=
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ctct

ctct
.    (24.15) 

 Квадрат 4-вектора (24.11) (інваріант): 

     222 )( r−= cts .     (24.16) 

Квадрат 4-вектора імпульсу (24.13) 22)( p−cE  також є інваріантом, так що 

     2
0

22 )()( cEcE =− p , 

де Е0 = тс2 енергія спокою, т – маса спокою, звідки 

     42222 cmcpE += .     (24.17) 

Диференціальні оператори (інваріантні):  

 оператор “del” (набла) 
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 оператор д’Аламбера 2
2

2
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∇−

∂
∂

=∇
ctµ .     (24.19) 
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24.3 Спроби квантування релятивістської механіки 
 

 По аналогії з нерелятивістською механікою, де квантування класичного гамільтоніану 

(повної енергії) виконується шляхом його висування в ранг оператора 

    
,

,
2

2

vm

U
m

pHE

=

+==

p
    →    

,ˆ

,
2
ˆˆ

2

∇−=

+=

i

U
m

pH

p
 

здавалося б, що аналогічна процедура дозволить квантувати і релятивістську енергію (24.17): 

   ∇−=+=→+== icmcHcmcpHE pp ˆ,ˆˆ 42224222 . (24.20) 

Тоді рівняння Шрьодінгера набуває вигляду 

    ψψ 4222ˆ cmc
t

i +=
∂

∂ p ,    ∇−= ip̂ .   (24.21) 

Одразу виникає питання: а як розуміти корінь з оператора? Вочевидь, так як і раніше: 

аналітична функція від оператора розкладається в степеневий рад, так що в результаті маємо 

ряд степенів оператора: 

    ψψ








−

∇
−

∇
−=

∂
∂




 23

22422
2

8
)(

2 cmm
mc

t
i .   (24.22) 

 Але це диференціальне рівняння нескінченного порядку, так що для його розв’язку 

потрібно нескінченно багато початкових умов! Крім того, рівняння нелінійне, і отже не 

задовольняє принцип суперпозиції, який вимагає, що якщо ψ 1 та ψ 2 є розв’язками, то і 

ψ =ψ 1 + ψ 2 також є розв’язком, а це потребує лінійності рівняння руху. Нарешті, рівняння 

(24.22) не є релятивістськи інваріантним, адже t∂∂  та ∇  входять в нього несиметрично, а не 

так як, наприклад, в інваріантному операторі (24.18). Отже, “наївне” квантування (24.20) 

нікуди не годиться. 

 Інший підхід до квантування релятивістської енергії без порушення релятивістської 

інваріантності полягає в квантуванні квадрату енергії (24.17),  не беручи квадратний корінь: 

   4222242222 ˆˆ cmcHcmcpE +=→+= p ,    (24.23) 

так що стаціонарне рівняння (яке вже зовсім недоречно називати рівнянням Шрьодінгера) 

набуває вигляду 

      ψψ 22ˆ EH = , 

або 

     ψψ 24222 )ˆ( Ecmc =+p . 

Далі, з заміною tiE ∂∂→  , отримуємо хвильове рівняння 
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     ψψ )ˆ( 4222
2

cmc
t

i +=







∂
∂ p , 

що з огляду на ∇−= ip̂  зводиться до 

     ψψψ 2

22

2

2

2
2 1



cm
tc

=
∂
∂

−∇ ,    (24.24) 

рівняння Кляйна-Гордона.29F* 

 Вочевидь, рівняння Кляйна-Гордона (24.24) є релятивістськи інваріантним, адже 

диференціальний оператор в лівій частині пропорційний до інваріантного оператора 

д’Аламбера (24.19). 

 Спробуємо з’ясувати смисл ψ–функції в (24.24), яка в нерелятивістській теорії 

Шрьодінгера має смисл амплітуди ймовірності. Перепишемо (24.24) як 

    ψψψ 42222
2

2
2 cmc

t
+∇−=

∂
∂

−   

і домножимо почленно на ψ*: 

    *** 42222
2

2
2 )( ψψψψψψ cmc

t
+∇−=

∂
∂

−  .   (24.25) 

Комплексне спряження від (24.25): 

    ψψψψψψ **
*

42222
2

2
2 )( cmc

t
+∇−=

∂
∂

−  .   (24.26) 

Віднімаємо (24.26) від (24.25) почленно: 

   )( **
*

* 2222
2

2

2

2
2 ψψψψψψψψ ∇−∇−=















∂
∂

−
∂
∂

− c
tt

 , 

або 

   0)( **
*

* 2 =∇−∇∇−














∂
∂

−
∂

∂
∂
∂ ψψψψψψψψ c

ttt
.   (24.27) 

По аналогії з нерелятивістською теорією, уведемо 

    














∂
∂

−
∂

∂
=

ttmc
i *

*
22

ψψψψρ      (24.28) 

та 

    )(
2

** ψψψψ ∇−∇=
mi
j ,     (24.29) 

так що (24.27) записується як 

                                                 
* Інколи Клайна-Фока-Гордона, або Кляйна-Гордона-Фока. 
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    0=∇+
∂
∂ j

t
ρ , 

що має вигляд рівняння неперервності. Чи можна тоді, по аналогії з нерелятивістською 

теорією, інтерпретувати ρ  як густину ймовірності, а j  як потік цієї густини? Ні, не можна: 

ρ , рівняння (24.28), вочевидь може приймати від’ємні значення, що не має смислу для 

густини ймовірності. Рівняння Кляйна-Гордона має і інші вади. 

 

В цілому, недоліки рівняння Кляйна-Гордона: 

 

• ρ  може набувати від’ємних значень, так що не може мати смислу густини 

ймовірності, а ψ  не може мати смислу амплітуди ймовірності. 

 

• Рівняння Кляйна-Гордона є рівнянням 2-го порядку відносно t∂∂ , і отже не 

задовольняє принцип причинності, згідно з яким стан системи ψ (t) повністю 

визначається станом в попередній момент ψ (0), в той час як розв’язки рівняння 

другого порядку з 22 t∂∂ ψ  вимагають ще і початкової умови для похідної 
0=

∂∂
t

tψ . 

Рівняння руху, що задовольняє принцип причинності, має бути лінійним за t∂∂ . 

 

• Енергії власних станів  Е  є розв’язками 42222 cmcpE += , так що можуть бути як 

додатними, так від’ємними. В класичній теорії від’ємні розв’язки просто відкидають 

як такі, що не мають смислу. В квантовій теорії довільно відкинути частину 

правомірних розв’язків не можна. По-перше, при такому відкиданні система власних 

станів перестає бути повною, що руйнує математичний апарат теорії. Далі, навіть 

якщо знехтувати повнотою системи і відкинути половину станів, і в системі можливі 

квантові переходи (а без цього теорія взагалі нічого не варта), то тоді можливі будуть 

переходи, зокрема спонтанні, зі станів з додатною енергією в стани з від’ємною 

енергією, так що відкинуті стани відродяться як птиця фенікс! 

 

З огляду на ці недоліки, рівняння Кляйна-Гордона було відкинуте протягом 1926–1934 рр. 

Далі воно пережило деяке відродження в теорії бозонних полів. Протиріччя з приводу ψ  та 

ρ  тоді не виникають, оскільки ψ  набуває смисл не амплітуди ймовірності, а амплітуди поля, 

і ρ  втрачає смисл густини ймовірності. 
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 Рівняння Кляйна-Гордона (24.24) вперше записав і аналізував Шрьодінгер, прагнучи 

сформулювати релятивістську теорію. Це йому не вдалось, і рівняння він відкинув, не 

публікуючи результатів. Пізніше рівняння записали та аналізували Кляйн і Гордон, звідки 

назва. 

 

 

24.4 Релятивістське рівняння Дірака (1928 р.) 
 

     Нільс Бор: “Над чим працюєте, містер Дірак?” 

     Пол Дірак: “Намагаюсь взяти з чогось квадратний 

         корінь.”30F* 

 

 З дискусії попереднього підрозділу, рівняння релятивістської квантової теорії має 

задовольняти наступні вимоги: 

 

(1) Рівняння лінійне за t∂∂ , вимога причинності. 

 

(2) Отже, також лінійне за zyx ∂∂∂∂∂∂ ,, , оскільки похідні за часом та координатами 

мають входити симетрично (релятивістська інваріантність). 

 

(3) І отже, енергія (гамільтоніан) має бути лінійною функцією імпульсу ∇−= ip̂ . 

Остання вимога означає, що релятивістська енергія 4222 cmcpE +=  має бути виражена як 

лінійна функція р. Іншими словами, слід взяти квадратний корінь з 4222 cmcp + , лінійний за 

р. Це видається абсолютною нісенітницею. Між тим, саме це і зробив Пол Дірак, за легендою 

вдумливо дивлячись на камін в Кембриджі. 

 Слідуючи аргументам Дірака,31F* закарбованим в історії, формально факторизуємо 

квадрат енергії наступним чином: 

   2242222 )( cmccmcpE β+⋅=+= pα ,    (24.30) 

де ),,( zyx ααα=α  та  β  слід визначити. Скорочуючи с2, маємо 

   222222 )()( βααα mcpppcmppp xxxxxxzyx +++=+++ . 

                                                 
* Парафраз розмови Н.Бора з П.Діраком, див. K.Gottfried, "P.A.M.Dirac and the discovery of quantum mechanics", 
American Journal of Physics, 79(3) (2011) pp.261–266, doi:10.1119/1.3536639: “Dirac was the strangest man who ever 
visited my institute ...” 
* P.A.M.Dirac, "The quantum theory of the electron", Proceedings of the Royal Society A, 117 (778), 1928, pp. 610–
624. doi:10.1098/rspa.1928.0023 
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Розкриваючи дужки, отримуємо рівність 

 

,)()(

)()()(
222

222222
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ppppppppp
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zzyyxxzzyyxx

zyyzzyzxxzzxyxxyyxzzyyxx
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ααααααααααααααα

+++++++

+++++++++=
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для задовільнення якої необхідно 
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=

,0
,2

,12

ii

jiijji

αββα
δαααα

β
    де  zyxji ,,, = ,    (24.31) 

всього 10 рівнянь. Вочевидь, (24.31) неможливо задовольнити, якщо αі  та  β  є числами. 

Отже, вони мають бути операторами або квадратними матрицями. Вводячи одиничну 

матрицю тотожності 

    







=

10
01

I        (24.32) 

та антикомутатор 

    BAABBA +=},{ ,      (24.33) 

рівності (24.31) для матриць βααα ,,, zyx  записуються як 

    








=
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=

,0},{
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,2
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β

i

jiji I
I

    zyxji ,,, = .   (24.34) 

Це нагадує властивості спінових матриць Паулі σ̂  = )ˆ,ˆ,ˆ( zyx σσσ , 

   ,
10

01
ˆ,

0
0

ˆ,
01
10

ˆ 







−

=
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=








= zyx

i
i

σσσ   (24.35) 

для яких 

   zyxjiIijjiijjiji ,,,,2
10
01

2ˆˆˆˆ}ˆ,ˆ{ ==







=+= δδσσσσσσ . (24.36) 

Між тим, нам потрібні чотири взаємно антикомутуючі матриці βααα ,,, zyx , в той час як 

матриць Паулі лише три, і серед матриць 2×2 не існує четвертої, що антикомутує з трьома 

іншими (див. Додаток). Чотири взаємно антикомутуючі матриці найнижчого порядку мають 

бути матрицями 4×4 (лише парного порядку, див. Додаток). Три з таких матриць неважко 

скласти з матриць Паулі, використовуючи їх як блоки: 
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0
0
ˆ

ˆˆ
σ

σα ,   і додатково  







−
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I

I
0

0
β̂     (24.37) 

або, в розгорнутому вигляді, 
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            (24.37) 

З цього моменту, коли в теорію вбудовані спінові матриці Паулі, теорія описуватиме спін 1/2 . 

 Вибір матриць (24.37) не є унікальним. Для будь-якого унітарної матриці S, лінійно 

незалежні матриці SαS i
†  та SβS †  задовольнятимуть необхідні антикомутаційні 

співвідношення. Втім, вибір матриць у формі (24.37) є стандартним. Неважко переконатись, 

що матриці є ермітовими, 

     ββαα ˆˆ,ˆˆ == ††
ii .     (24.38) 

 Квантуємо співвідношення (24.30), висуваючи повну енергію Е в ранг гамільтоніана: 

 

     2ˆˆˆˆ cmcH β+⋅= pα ,     (24.39) 

і остаточно рівняння Дірака: 

     ,)ˆˆˆ( 2 ψβψ cmc
t

i +⋅=
∂

∂ pα     (24.40) 

де чотирикомпонентний вектор стану  
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ψ      (24.41) 

є спінором Дірака. Вірніше біспінором, що складається зі спінорів  








2

1

ψ
ψ

  та  








4

3

ψ
ψ

. Отже, 

рівняння Дірака описує елементарні частинки зі спіном 1/2 (електрон, мюон). Спінор Дірака є 

біспінором, так що видається, що він описує не одну, а дві частинки. Смисл цього буде 

невдовзі з’ясовано. 

 В присутності електромагнітного поля, з канонічною заміною App q−→ ˆˆ  та 

ϕqtiti −∂∂→∂∂   рівняння Дірака записується як 

    ,)ˆ)ˆ(ˆ( 2 ψϕβψ Iqcmqc
t

i ++−⋅=
∂

∂ Apα    (24.42) 

де  І  – одинична матриця 4×4. 
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24.5 Густина ймовірності. Рівняння неперервності 
 

Помножимо рівняння Дірака (24.40) на ),,,( ****
4321 ψψψψψ =†  та підставимо 

∇−= ip̂ : 

   ψβψψψψψ ††† α 2)( cmci
t

i +∇⋅−=
∂

∂
 .    (24.43) 

Тепер застосовуємо до (24.40) ермітове спряження та множимо результат на ψ : 

   ψβψψψψψ ˆ)ˆ( 2 ††
†

α cmci
t

i +∇=
∂

∂
−  .    (24.44) 

Віднімаючи (24.44) від (24.43) почленно, отримуємо 

    )ˆ()( ψψψψ α†† ∇−=
∂
∂ c
t

, 

або 

    0=∇+
∂
∂ j

t
ρ ,       (24.45) 

рівняння неперервності, де 

    ψψρ †=        (24.46) 

невід’ємна густина ймовірності, 

    )ˆ( ψψ αj †∇= c       (24.47) 

густина потоку ймовірності. 

 

 

24.6 Рівняння Дірака для вільної частинки 
 

Вільна частинка описується плоскою хвилею, аналогічно до хвилі де Бройля, 

     
)(

)(
tEi

eu
−⋅

=
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p ψ ,     (24.48) 

де 
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u p   – функція імпульсу, що є біспінором. Підставимо (24.48) в рівняння Дірака 

(24.40). З огляду на те, що ,,,, ψψψψψψψψ
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∂  отримуємо 
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 pα ⋅ˆ   (тут р не оператор, а імпульс) 

або 

   ( ) ,0)(ˆˆ 2 =−⋅− ppα ucmcE β      (24.49) 

рівняння Дірака в імпульсному представленні, р не оператор, а імпульс (мається на увазі, що 

Е множиться на одиничну матрицю 4×4, явно тут не вказану). 

 

 Розглянемо нерухому частинку, р = 0, tiEeu −=ψ , и = и(0). Тоді з рівняння (24.49) 

    ( ) 0ˆ2 =− ucmE β ,  де  



















=

4

3

2

1

u
u
u
u

u ,    (24.50) 
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Чотири взаємно ортогональні розв’язки цього рівняння можна представити як 
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 два спінові стани, Е = тс2 два спінові стани, Е = – тс2 < 0 ! 

Від’ємні розв’язки не можна просто відкинути з причин, пояснених в кінці попереднього 

підрозділу. 

 Тепер розглянемо частинку, що вільно рухається, 0≠p . З (24.49) та (24.37): 
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  (24.52) 
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Це матриця 4×4, що складається з чотирьох блоків 2×2. Далі одиничну матрицю І явно не 

пишемо, припускаючи множення на І там, де це потрібно. Нехай 
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uB  – “звичайні” спінори. Тоді, зі співвідношенням (24.52), рівняння Дірака (24.49) 

записується як 
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або 
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Для простоти, виберемо довільно 
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 спін вниз ↓, і аналогічно для 

Bu . Тоді розв’язки системи (24.54), взаємно ортогональні, з нормувальними коефіцієнтами 

Ni : 
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по аналогії з (24.51), Е > 0, спін вгору ↑ та вниз ↓ Е < 0, спін вгору ↑ та вниз ↓ 

 

 Отже, всього чотири стани: два стани ↑ та ↓ з додатною енергією Е > 0, і два стани ↑ 

та ↓ з від’ємною енергією Е < 0. 

 Дещо екзотична інтерпретація Дірака32F* станів з від’ємною енергією – це “дірки” у 

морі станів з від’ємною енергією, повністю заповнених електронами, рис. 24.1. Якщо 

електрон з моря Дірака переходить в стан з додатною енергією, то звільнений стан поводить 

себе як частинка з додатною енергією і додатним зарядом, позитрон. Як бути з нескінченною 

густиною енергії та заряду в морі, Дірак не пояснював. Пізніше Р.Файнмен запропонував ще 

і таке: позитрон – це електрон, що рухається назад в часі. В загальноприйнятій сучасній 

                                                 
* P.A.M.Dirac, "A Theory of Electrons and Protons". Proc. R. Soc. Lond. A, 126 (801) 1930, pp.360–365. 
doi:10.1098/rspa.1930.0013 
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інтерпретації позитрон є частинкою з додатною енергією та зарядом, антипод електрона, 

антиелектрон. Експериментально позитрон, виниклий під дією космічного випромінювання у 

камері Вільсона, спостерігав американець К.Д.Андерсон 1932 році,33F

† рис. 24.2. В той же час 

британець П.Блекетт мав багато фотографій позитронів у камері Вільсона, проте не квапився 

публікувати свої результати, не будучи впевненим в їх достовірності. Андерсон, маючи одну 

фотографію, її опублікував і згодом отримав Нобелівську премію за відкриття позитрона. 

 

 

  Рис. 24.1.   Позитрон в морі Дірака. 

 

 

 

 
 

Рис. 24.2. Трек позитрона в камері Вільсона на фотографії К.Д.Андерсона  
 (масштаб 1:3). Свинцева пластина товщиною 6 мм розділяє камеру. 

 

                                                 
† C.D.Anderson, "The Positive Electron", Physical Review 43 (6), 1933, pp. 491–494. doi:10.1103/PhysRev.43.491 
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24.7 Момент імпульсу та спін 
 

 Оператор моменту імпульсу рухомої частинки, як зазвичай: 

   prL ˆˆ ×= ,  де  оператор імпульсу ∇−= ip̂ .   (24.55) 

Оператор спіну виражається через матриці Паулі, 2ˆ =S σ̂ . Проте тепер вектори стану є 

чотирикомпонентними біспінорами, так що матрицю спінового оператора слід “розширити” 

до 4×4. Будуємо спінову матрицю 4×4 з матриц Паулі (24.35) як блоків: 

   







=

i

i
iS

σ
σ

ˆ0
0ˆ

2
ˆ  ,   zyxi ,,= .     (24.56) 

Оператори zyx SSS ˆ,ˆ,ˆ  підкоряться фундаментальним комутаційним співвідношенням для 

моменту імпульсу, 

   yxzxzyzyx SiSSSiSSSiSS ˆ]ˆ,ˆ[,ˆ]ˆ,ˆ[,ˆ]ˆ,ˆ[  === .   (24.57) 

Крім того маємо ще і такі комутаційні співвідношення: 

   xyzyxzz iSiSS ααααβ ˆ]ˆ,ˆ[,ˆ]ˆ,ˆ[,0]ˆ,ˆ[  −=== .   (24.58) 

Оператор повного моменту імпульсу, орбітального плюс спінового, є сумою відповідних 

операторів: 

     SLJ ˆˆˆ += .      (24.59) 

Дослідимо комутатори операторів моменту з гамільтоніаном (24.39)  2ˆˆˆˆ cmcH β+⋅= pα . 

Зокрема, для zL̂  з (24.55) маємо xyz pypxL ˆˆˆ −= , і вочевидь 0]ˆ,ˆ[ =βzL  ( β̂  – стала матриця), 

так що комутатор з гамільтоніаном 

    )ˆˆˆˆ(]ˆ,ˆ[ yxxyz ppciLH αα −=       (24.60) 

і аналогічно для xL̂  та yL̂ . Отже, оператор орбітального моменту L̂  не комутує з 

гамільтоніаном, і орбітальний момент L не є інтегралом руху. 

 Зі співвідношень (24.57) та (24.58) отримуємо комутатор 

    )ˆˆˆˆ(]ˆ,ˆ[ xyyxz ppciSH αα −=  ,     (24.61) 

і аналогічно для xŜ  та yŜ , так що 

    pαS ˆˆ]ˆ,ˆ[ ×= ciH  ,      (24.62) 

оператор спіну не комутує з гамільтоніаном. 

 З (24.60) та (24.61) бачимо, що сума zz SL ˆˆ +  комутує з Ĥ , 

    0]ˆ,ˆ[]ˆˆ,ˆ[ ==+ zzz JHSLH ,     (24.63) 
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де zzz SLJ ˆˆˆ +=  – оператор проекції повного моменту, і аналогічно для xĴ  та yĴ , так що 

     0]ˆ,ˆ[ =JH ,      (24.64) 

оператор повного моменту комутує з гамільтоніаном, і повний момент імпульсу є інтегралом 

руху. Комутує з гамільтоніаном також і проекція спіну Ŝ  на напрямок руху p̂ , 

    0ˆ]ˆ,ˆ[]ˆˆ,ˆ[ =⋅=⋅ pSpS HH ,     (24.65) 

так що проекція спіну на напрямок руху є інтегралом руху. 

 

 

24.8 Нерелятивістське наближення. Рівняння Паулі. Магнітний момент 
 

Пригадаємо рівняння Дірака в присутності електромагнітного поля (24.42) з 

гамільтоніаном 

    ϕβ qcmcqH ++−⋅= 2ˆ)ˆ(ˆˆ Apα .    (24.66) 

Шукаємо стаціонарні стани 

     ψψ tEiet −=)( ,     (24.67) 

де ψ  задовольняє стаціонарне рівняння ψψ EH =ˆ , 

    ψψϕβ Eqcmcq =++−⋅ )ˆ)ˆ(ˆ( 2Apα .   (24.68) 

Нехай 
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1  двокомпонентні спінори.  

Тоді рівняння (24.68) можна записати  як 
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або 
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В (b), в нерелятивістському наближенні ϕqE −   2cm , енергія спокою. Виключаємо Χ  з (a) 

і (b): 

   Φ+Φ−⋅=Φ− ϕqq
m

cmE 22 ))ˆ((
2
1)( ˆ Apσ .    (24.71) 

 класична енергія, замінюємо оператором  
t

i
∂
∂

 . 

Скористаємось векторною тотожністю Паулі 
    ( )( ) ( )baσbabσaσ ×⋅+⋅=⋅⋅ ˆˆˆ i     (24.72) 
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з Apba q−== ˆ , так що 

      .))ˆ()ˆ((ˆ)ˆ())ˆ())(ˆ(())ˆ(( 22 ˆˆˆ ApApσApApApAp σσσ qqiqqqq −×−⋅+−=−⋅−⋅=−⋅  (24.73) 

З правила диференціювання добутку )()()( ψψψ ∇×−×∇=×∇ AAA  маємо  

    ,ˆˆ pAAAp ×−×∇−=× i  

так що 
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Підставляючи (24.73) та (24.74) в рівняння (24.71), остаточно отримуємо 
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Це рівняння Паулі (2.28), 







Φ
Φ

=Φ
2

1  спінор Паулі. Отже, рівняння Паулі є 

нерелятивістським наближенням рівняння Дірака. 

 Другий доданок в правій частині (24.75) 

   BBB ⋅−=⋅





−=⋅− μ

S

σσ ˆ

ˆ
22

ˆˆ




m
q

m
q  

це енергія магнітного диполя Sμ
m
qg

2
=  в полі B, так що g–фактор електрона g = 2. 

 Таким чином, теорія Дірака робить правильні передбачення спіну S, магнітного 

моменту µ, та g–фактора електрона та інших заряджених лептонів. 

 Рівняння Дірака описує одну частинку в електромагнітному полі. Можна, наприклад, 

скласти рівняння для електрона в кулонівському потенціалі атома водню та магнітному полі 

його ядра, і ця задача має точний розв’язок. Між тим, для системи з двох чи більше частинок 

коваріантного (релятивістськи інваріантного) формулювання квантової механіки не існує. 

Далі фізика йде шляхами квантових теорій поля. Як нерідко буває, назва невдала, оскільки в 

квантовій теорії поля поле як носій взаємодії не існує, взаємодія відбувається шляхом обміну 

віртуальними квантами поля, наприклад фотонами. 
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Додаток: Деякі властивості матриць 
 

Блочні матриці та їх множення. 

 

Блочна матриця – прямокутна матриця, що уявно поділена на прямокутні частини (блоки), 

які самі розглядаються як матриці. Наприклад, матриця Q, що складається з чотирьох 

прямокутних блоків A, B, C, D: 
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Якщо дві матриці Q1 та Q2 складаються з сумісних блоків Aі, Bі, … , тобто таких, для яких 

існують добутки A1A2, B1C2, … , то множення матриць виконується так, ніби блоки були 

елементами цих матриць: 
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Застосовуючи це правило до α–матриць Дірака αі , що складаються з нульових блоків та 

матриць Паулі σі , маємо  
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σ
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, 

і отже комутативні властивості α–матриць Дірака такі ж, як і матриць Паулі. Оскільки σі 

антикомутують, то і αі антикомутують. 

 

Деякі властивості матриць. 

 

 Асоциативність CABBCA )()( = , 

 дистрибутивність ACABCBA +=+ )( , BCACCBA +=+ )( . 

 

 Визначник (детермінант) матриць п×п : 

    )det()det()det( BAAB = ,     (A24.1) 

    )det()det( AA ncc = .      (A24.2) 
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Якщо матриці α  та β  антикомутують, 
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, то антикомутують також і 

матриці, утворені з них перетворенням подібності SS αα †→ ,  SS ββ †→ , де  S – 

унітарне перетворення, 1−= SS † ,  ISS =† .  Доведення: 
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Існує лише три взаємно антикомутуючі матриці 2×2. 

 

Будь-яку 2×2 матрицю М можна виразити через одиничну матрицю І  та матриці Паулі σі : 

  [ ]zyx dacbicbIba
dc
ba

σσσ )()()()(
2
1

−+−++++=







=M  .  (A24.3) 

Припустимо, М антикомутує з σі .  Але вочевидь 0],[],[ == iiiI σσσ , тобто не 

антикомутують між собою, так що М не може мати складових з І  та σі .  Отже, в (A24.3) 

коефіцієнти при  І  та σі дорівнюють нулю, так що М = 0, нульова матриця. 

 

Антикомутують лише матриці парного порядку. 

 

Нехай матриці α та β антикомутують, {α, β } = αβ  + βα  = 0  (α ≠ β ). Тоді  αβ  = –βα ,  так 

що )det()det( βααβ −= . Звідси згідно з (A24.1) та (A24.2) маємо 

( ) ( ) )det(det)1(det)det( αββα n−= ,  

так що n – парне. 

 

 

Вправи 
 

1) Довести (23.39)  ]ˆ,ˆ[
ˆ

QHi
dt
Qd


=   та  (23.40)  ],ˆ[ˆ rrp aHim

td
dm


== ,  де aĤ  – атомний 

гамільтоніан. 

 

2) Довести, що α  та β  матриці антикомутують, співвідношення (24.34) (просто, якщо 

розглядати матриці як блочні). 
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3) Якщо матриці α  та β  антикомутують, то антикомутують також і матриці, утворені з 

них перетворенням подібності SS αα †→ ,  SS ββ †→ , де  S – унітарне 

перетворення, 1−= SS † ,  ISS =† . 

 

4) Існує лише три взаємно антикомутуючі матриці 2×2. 

 

5) Антикомутують лише матриці парного порядку. 

 

6) Довести (24.58):  xyzyxzz iSiSS ααααβ ˆ]ˆ,ˆ[,ˆ]ˆ,ˆ[,0]ˆ,ˆ[  −=== . 

 

7) Довести (24.65),  0ˆ]ˆ,ˆ[]ˆˆ,ˆ[ =⋅=⋅ pSpS HH . 
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