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Вступ 

 

Дисперсію та стандартне відхилення часто використовують як міру ризику 

при дослідженні фінансово-економічних процесів. При дослідженні фінансових 

процесів дисперсію та стандартне відхилення використовують як міру 

волатильності (мінливості) процесу. 

Дисперсія фінансово-економічних і соціальних процесів може змінюватися 

в часі. Процеси зі змінною в часі дисперсією незивають гетероскедистичними. 

Ці процеси відносяться до широкого класу нестаціонарних процесів, таких як: 

 процеси зі змінною дисперсією; 

 процеси, які характеризуються змінними у часі математичним 

сподіванням та змінною дисперсією одночасно; 

 процеси зі змінною коваріацією; 

 процеси з детермінованими і стохастичними трендами. 

Оскільки дисперсія змінюється за часом, то необхідно мати таку 

математичну модель, яка дозволить адекватно описувати динаміку зміни 

дисперсії і прогнозувати її значення на один або більше періодів дискретизації 

вперед. 

Для опису динаміки стаціонарних процесів у курсовій роботі 

використовуються моделі авторегресії і ковзного середнього (АРКС), а 

нестаціонарних процесів — авторегресії і інтегрованого ковзного середнього 

(АРІКС). 

При прогнозуванні дисперсій віддають перевагу умовному прогнозуванню, 

яке грунтується на відомих поточних та минулих значеннях ряду. 

Одним із простих підходів для опису динаміки умовної дисперсії основної 

змінної застосовуються моделі авторегресії АР (q ) до квадратів оцінок 

залишків, наприклад [1]: 

 ...)2(ˆ)1(ˆ)(ˆ 2
2

2
1

2 kakak   

    )()(ˆ
0

2 kvaqkaq   ,    (0.1) 



 5 

де )(kv  — процес білого шуму з нульовим середнім. Це рівняння можна 

використовувати для прогнозування умовної дисперсії на один період 

дискретизації 0T  вперед: 

 ...)1(ˆ)(ˆ)]1(ˆ[ 2
1

2
1

2 kakakMk   

0
2 )1(ˆ aqkaq   . 

Оскільки рівняння (0.1) може бути побудоване при умові, що 

constky )}(var{ , то його називають autoregessive conditional heteroskedasticity 

(ARCH). 

Наступним розширенням моделі ARCH є описання динаміки умовної 

дисперсії як процесу АРКС, яка складається з двох частин — авторегресії та 

ковзного середнього відносно умовної дисперсії гетероскедастичного процесу. 

Ця модель називається GARCH (generalized autoregressive conditional 

heteroskedasticity). 

Указані моделі використовуються у курсовій роботі для прогнозування 

умовних дисперсій вихідних координат процесів. 
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Розділ 1. Завдання до курсової роботи та загальні методичні вказівки 

 

1.1. На основі заданої моделі авторегресії і ковзного середнього (АРКС) 

стохастичного процесу з однотемповою дискретизацією (2.1) або (2.9) на основі 

методики, приведеної в розділі 2, розробити модель процесу з різнотемповою 

дискретизацією (2.4) або (2.13) при заданому коефіцієнті m  у співвідношенні 

(2.2) 0mTh  . 

1.2. На основі заданої моделі АРКС з однотемповою дискретизацією (2.1) 

або (2.9) на основі методики розділу 3 розробити модель ARCH і виконати 

прогнозування умовної дисперсії на один період дискретизації 0T . 

На основі розробленої студентом комп’ютерної програми побудувати 

графік прогнозованої умовної дисперсії (3.5) та порівняти його з графіком 

розрахованої умовної дисперсії на основі виразу (3.3). 

Дослідити точність прогнозування за критерієм: 

 ]})1[(ˆ{ 0
2 TkRSME   

    



N

k
p TkTk

N 1
0

2
0

2 ])1[(ˆ]})1[(ˆ{
1

 ,  (1.1) 

де ])1[(ˆ
0

2 Tkp   — обчислене значення умовної дисперсії на основі (3.3) для 

дискретного відліку ])1[( 0Tk  . 

1.3. На основі заданої моделі АРКС (3.1) за методикою, описаною у розділі 

4, виконати розробку комп’ютерної програми для побудови моделі динаміки 

максимальної вибіркової умовної дисперсії ARCH (4.5). 

Виконати прогнозування цієї дисперсії (4.6) на один період 0T  та 

визначити точність прогнозування на основі критерію
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 ]})1[(
ˆ

{ 0
2

max TkRSME   
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k
p TkTk

N 1
0

2
0

2
max ])1[(

ˆ
]})1[(

ˆ
{

1
max

 ,  (1.2) 

де ])1[(
ˆ

0
2

max
Tkp   — розраховане на основі (4.2), (4.3) значення максимальної 

вибіркової умовної дисперсії для дискретних відліків ])1[( 0Tk  . 

1.4 На основі заданої моделі АРКС багатовимірного процесу з 

однотемповою дискретизацією (5.1) за методикою, яка приведена в розділі 5, 

виконати розробку комп’ютерної програми для побудови моделі ARCH (5.10), 

яка описує динаміку зміни максимальних вибіркових умовних дисперсій (5.10) 

по кожному каналу багатовимірного процесу. 

Виконати прогнозування вказаних дисперсій ])1[(
ˆ

0
2

max
Tki   згідно з (5.11) 

та визначити точність прогнозування для i -го каналу ( ni ,...,2,1 ) на сонові 

критерію (1.2), де ])1[(
ˆ

0
2

max
Tk

ip   розраховується шляхом (5.6), (5.7), (5.8) для 

дискретних відліків ])1[( 0Tk  . 

1.5. На основі розробленої в п. 1.1 моделі АРКС з різнотемповою 

дискретизацією для заданого коефіцієнта m  побудувати модель ARCH (6.4) і 

виконати прогнозування умовної дисперсії (6.5) на один великий період 

дискретизації 0mTh  . За критерієм 
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дослідити точність прогнозування, де 
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1.6. На основі методики, розробленої в розділі 7, для моделі АРКС з 

різнотемповою дискретизацією при заданому в п. 1.1 коефіцієнті m , 

побудувати модель ARCH (7.5), яка описує динаміку максимальної вибіркової 

умовної дисперсії 













h

m

k2

max

ˆ
 . На основі розробленої комп’ютерної  програми 

виконати прогнозування цієї дисперсії на один період дискретизації 0mTh   та 

дослідити точність прогнозування на основі критерію  
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  розраховується шляхом (7.2), (7.3) для дискретних відліків 
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1.7. Виконати програму п. 1.6 для багатовимірного процесу АРКС з 

різнотемповою дискретизацією (8.1) на основі методики прогнозування, 

описаної в розділі 8. 

1.8. На основі методики, яка приведена в розділі 9, при заданому 

коефіцієнті m , поліномі ( n
nzz    ...1 1

1 ) і моделі АРКС (6.4) розробити 

модель GARCH (9.10). На основі цієї моделі виконати прогнозування умовної 

дисперсії на один великий період дискретизації 0mTh   згідно з (9.11). 

Дослідити точність прогнозування на основі критерію (1.3), де 
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~2  розраховується на основі (6.3) для дискретних відліків 
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1.9. На основі методики адаптивної настройки, описаної в розділі 11 для 

першого варіанту, виконати оцінювання вектора невідомих коефіцієнтів 

T
n ]1,ˆ,...,ˆ,ˆ[ 21    за допомогою РМНК (11.6), (11.7), (11.8). 

1.10. На основі методики, описаної в розділі 11 для другого варіанту, 

виконати оцінювання вектора невідомих оптимальних коефіцієнтів моделі 

GARCH ]1,...,,,...,,),(...,),(),[(ˆ
111111 nnnnn    по РМНК 

(11.6), (11.7), (11.8). 

1.11. При оцінених в пп. 1.9, 1.10 коефіцієнтах на основі моделі GARCH 

(9.10) виконати прогнозування умовної дисперсії на один великий період 

дискретизації 0mTh   згідно з (9.11). За критерієм (1.3) дослідити точність 

прогнозування 






























h

m

k
RSME 1

~2  та порівняти її з точністю, яка була 

отримана в п. 1.8. 

1.12. На основі заданої моделі багатовимірного процесу з різнотемповою 

дискретизацією (10.1) по методиці, яка описана в розділі 10, побудувати модель 

GARCH максимальних вибіркових умовних дисперсій нев’язки співвідношень 

вихідних координат (10.10) для кожного i -го каналу ( ni ,...,2,1 ). Виконати 

прогнозування даних дисперсій на один великий період дискретизації 0mTh  . 

Дослідити точність прогнозування на основі критерію (1.4), де 























h

m

k
ip 1

ˆ

max
  розраховується згідно з (10.8), (10.9) для дискретних вдліків 
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1 . 

1.13. На основі розробленої в розділі 2 моделі АРКС (2.4) одновимірного 

процесу з різнотемповою дискретизацією при заданому коефіцієнті m  за 

допомогою функцій прогнозування (12.5) та (12.8) виконати прогнозування 

вихідної координати y  на один період дискретизації h  та на p  періодів h .  
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Дослідити точність прогнозування на основі критеріїв: 

 ]})1[({ 2 hreRSME  

    



N
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hryhry
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,   (1.5) 
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2* ]})[(])[({
1

.  (1.6) 

1.14. На основі заданої матричної моделі АРКС багатовимірного процесу 

(13.1) з різнотемповою дискретизацією виконати прогнозування координат iy  

на час iihp  за методикою, приведеною в розділі 13. На основі критерію (1.6) 

дослідити точність прогнозування для кожного i -го каналу ( ni ,...,2,1 ). 

1.15. На основі заданої моделі АРІКС нестаціонарного процесу з 

різнотемповою дискретизацією за методикою, приведеною в розділі 14, 

виконати прогнозування вихідної координати на період 0mTh  . Дослідити 

точність прогнозу на основі критерію (1.5). 

1.16. На основі  заданої динамічної моделі процесу другого порядку з 

різнотемповою дискретизацією (15.1) виконати синтез функції прогнозування 

вихідної координати (15.14) при відомих збуреннях (15.14): 

а) виконати прогнозування вихідної координати ]/)[(* rhhdry   при 

заданому значенні d ; 

б) дослідити точність прогнозування на основі критерію (1.6). При 

невідомих збуреннях )( 0kTv  синтезувати функцію прогнозування у приростах 

змінних (15.20). 

Виконати прогнозування вихідної координати ]/)[(* rhhdry   на основі 

(15.20), попередньо реалізувавши адаптивну настройку вектора параметрів 

функції прогнозування },,,,,,,,,,,,1{ 043210321021 abbbbbffffaaT   на основі 

РМНК (15.24), (15.25), (15.26). 

Дослідити точність прогнозування на основі критерію (1.6). 
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1.17. У розділах 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 11, в яких виконується прогнозування 

умовних дисперсій, у вихідних моделях процесів замість збурення у вигляді 

білого шуму t  застосувати збурення tv , які є виходом марківського процесу 

першого порядку )()(])1[( 000 kTkTgvTkv   при коефіцієнті ]95,08,0[ g . 

Виконати прогнозування дисперсій та визначити точність прогнозу при 

застосуванні указаних збурень на основі методик, приведених в розділах 3, 4, 5, 

6, 7, 8, 9, 11. 

 

 

Розділ 2. Розробка різнотемпових моделей авторегресії і ковзного 

середнього (АРКС) [2, 3] 

 

2.1. Вихідна однотемпова модель АРКС ( bn,1 ) має вигляд: 

  ...1()()1( 2
2

1
10

1
1 zbzbkTyz  

     


)() 0kTzb b

b

n
n ,     (2.1) 

де }({ 0kT  — послідовність вхідних збурень у вигляді дискретного білого шуму 

з нульовим середнім. Параметр   визначає рівень процесу. Виберемо 

збільшений період дискретизації h  для вихідної координати y , який 

визначається співвідношенням 

      0mTh  ,     (2.2) 

де 0T  — базовий період дискретизації, а m  — ціле число, яке є більшим за 

одиницю. 

Розглянемо рекурентну процедуру перетворення вихідної моделі (2.1) в 

різнотемпову при дискретизації вихідної координати y  з періодом 

дискретизації h . Для цього вихідну модель (2.1) запишемо в різницевій формі: 

 ])1[((])1[()( 01)0010 TkbkTTkykTy   

  ])[(...])1[( 002 TnkbTkb bnb
; 

а) при 1k  будемо мати: 
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  )0()1()0()1( 010010 TbTTyTy ; 

б) при 2k  після врахування попереднього кроку: 

 )1()1()2()1()2( 02010010 TbTbTTyTy   

     )1()()2()0( 01100

2

1 TbTTy  

     )1()0()( 10112  Tbb ; 

в) при 3k  після врахування попереднього кроку при умові 3bn  будемо 

мати: 

     )2()3()2()3( 010010 TbTTyTy   

     )0()0()1( 0

3

10302 TyTbTb   

     11

2

10110 ()2()()3( bTbT   

     )0()()1() 03211

2

102 TbbbTb   

     )]1(1[ 11  ; 

г) при 4k  після врахування попереднього кроку при умові 4bn  

дістанемо: 

     )3()4()3()4( 010010 TbTTyTy   

      )0()1()2( 040302 TbTbTb  

     )3()()4()0( 01100

4

1 TbTTy   

   )1()()2()( 03211

2

1

3

10211

2

1 TbbbTbb   

     )0()( 0431
22

11

3

1 Tbbbb   

     ])1(1[ 11

2

1  . 

Продовжуючи рекурентну процедуру до mk  , при умові, що bnm  , 

дістанемо різнотемпову модель в узагальненій різницевій формі: 

  




































])1[()(1 0101 TkckTh

m

k
yh

m

k
y   

   0002 ])[(...])2[( aTmkcTkc m   ,   (2.3) 
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де 






m

k
 — ціле число від ділення номера дискретного відліку k  на коефіцієнт 

m . Вираз (2.3) можна записати у вигляді різнотемпової моделі АРКС: 

    00
11

1 )()()()( akTzCrhyzA  
 ,   (2.4) 

де 

     
1

11

1

1 1)(


 zazA ,    (2.5) 

    m
mzczczczC   ...1)( 2

2
1

1
1 .   (2.6) 

Співвідношення операторів зворотного зсуву в поліномах (2.5), (2.6) на 

основі виразу (2.2) буде: 

     mzz 


1

1 .      (2.7) 

Тоді рівність (2.5) набуде вигляду: 

     mzazA   1
1 1)( .     (2.8) 

 

 

2.2. Вихідна однотемпова модель АРКС (2.2) має вигляд [4]: 

     1
10

2
2

1
1 1()()1( zbkTyzz   

        )() 0
2

2 kTzb ,    (2.9) 

де }({ 0kT  — послідовність збурень у вигляді дискретного білого шуму з 

нульовим середнім. Рекурентна процедура перетворення вихідної моделі (2.9) у 

різнотемпову при дискретизації вихідної координати y  з періодом 

дискретизації 02Th   виконана на основі методики, описаної в підрозділі 2.1. 

Для цього модель (2.9) зображується в різницевій формі: 

 ])2[(])1[()( 02010 TkyTkykTy   

     ])2[(])1[()( 02010 TkbTkbkT .  (2.10) 

На основі рекурентної процедури розроблена різнотемпова модель при 

02Th   в різницевій формі: 
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    00403 4
2

3
2

aTh
k

cTh
k

c 




























  ,  (2.11) 

де 






2

k
 — ціле число від ділення номера дискретного відліку на 2. Коефіцієнти 

цієї моделі дорівнюють )2( 2

2

11  a ; 
2

22 a ; 111  bc ; 

)( 22112 bbc   ; )( 21123 bbc   ; 224 bc  ;  )1( 210 a . 

Координати 













h

k
y

2
 різнотемпової моделі (2.11) та )( 0kTy  вихідної 

моделі (2.10) будуть співпадати у вузлових точках відліку h
k







2
. На основі 

методики, описаної в підрозділі 2.1 модель (2.11) можна перетворити в 

різнотемпову модель при 04Th  . 

 

 

2.3. Розробка різнотемпової моделі при 03Th   [4]. При дискретизації 

вихідної координати y  з періодом дискретизації 03Th   вихідна однотемпова 

модель (2.10) на основі методики (підрозділ 2.1) перетворюється до наступної 

різнотемпової моделі АРКС: 
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 00605 6

3
5

3
aTh

k
cTh

k
c  , 

де 






3

k
 — ціле число від ділення номера дискретного відліку k  на 3. 

Коефіцієнти цієї моделі дорівнюють: )3( 21

3

11  


a ; 
3

22 


a ; 

)( 111  bc ; )( 2211

2

12 bbc 


 ; )( 2112211

2

13 bbbc  


; 

)( 222

2

1121

2

24 bbbc  


; )( 1

2

22215 bbc  


; 2

2

26 bc  ; 

 )1( 2121

2

2

2

10 


a . 

На основі запропонованої методики (підрозділ 2.1) можна перетворити 

модель (2.12) в різнотемпову при 06Th   або 09Th  . 

У загальному випадку для вихідної моделі АРКС (2.2), (2.9) різнотемпова 

модель при 0mTh   буде мати такий вигляд [4]: 
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c m  .   (2.13) 
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Розділ 3. Прогнозування умовної дисперсії гетероскедастичних 

процесів на основі моделі процесу з однотемповою дискретизацією шляхом 

побудови моделі ARCH 

 

Динаміка процесу описана моделлю АРКС (2.2) 

    ])2[(])1[()( 02010 TkyaTkyakTy  

      ])2[()1[()( 02010 TkbTkbkT ,  (3.1) 

де 0)}({ 0 kTM  , 
2

0
2 )}({  kTM ; 00]})[()({ 00  lTlkykTM   ( M  — 

оператор математичного сподівання). 

Алгоритм прогнозування умовної дисперсії послідовності )}({ 0kTy  

виконується на основі рекурентної процедури: 

а). Визначення умовного математичного сподівання для послідовності 

)}({ 0kTy  

    ])2[(])1[()}({ 020101 TkyaTkyakTyMk  

      ])2[(])1[( 0201 TkbTkb ;   (3.2) 

б). Обчислення умовної дисперсії для послідовності )}({ 0kTy  

    ]})2[(],)1[(|(var{)}({ 0000
2

1 TkyTkykTykTMk   

      ])2[(])1[()({[ 020101 TkyaTkyakTyMk  

   )(ˆ}]])2[(])2[( 0
22

0201 kTTkbTkb   ;  (3.3) 

в). Обчислення ряду умовних дисперсій на основі виразів (3.2), (3.3) 

     ])2[(])1[({[])1[(ˆ
01020

2 TkyaTkyMTk k  

    ])2[(])3[( 0102 TkbTkya   

   }]])3[( 2
02   Tkb , 

     ])3[(])2[({[])2[(ˆ
01030

2 TkyaTkyMTk k  

    ])3[(])4[( 0102 TkbTkya 
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   }]])4[( 2
02   Tkb  

--------------------------------------------------------------------------------------- 

     ])[({[])[(ˆ
010

2 TqkyMTqk qk  

    ])2[(])1[( 0201 TqkyaTqkya  

   }]])2[(])1[( 2
0201   TqkbTqkb ; 

г). Побудова математичної моделі динаміки умовних дисперсій у вигляді 

)(qAP  на основі даних обчисленого ряду умовних дисперсій шляхом 

застосування методу найменших квадратів (МНК) 

    ])2[(ˆˆ])1[(ˆˆ)(ˆ
0

2
20

2
10

2 TkTkkT   

      )(])[(ˆˆ... 00
2 kTTqkq ,   (3.4) 

де )( 0kT  — процес дискретного білого шуму з нульовим середнім. 

Поза як модель (3.4) може бути побудована при умові, що 

constky )}(var{ , то рівняння (3.4) називається авторегресійним умовно 

гетероскедастичним (ARCH); 

д). Виконання прогнозування умовної дисперсії на основі моделі (3.4) на 

один період квантування 0T  

    ])1[(ˆˆ)(ˆˆ])1[(ˆ
0

2
20

2
10

2 TkkTTk   

     )]1[(ˆˆ... 2  qkq .    (3.5) 

 

 

Розділ 4 Прогнозування максимальної вибіркової умовної дисперсії на 

основі моделей процесів з однотемповою дискретизацією [4] 

 

При змінній дисперсії її максимальне значення необхідно обчислювати на 

деякому змінному проміжку часу 0lTt   (змінній виборці). При цьому вибірка 

вхідних і вихідних даних буде зміщуватися вперед з кожним періодом 0T  і 

дисперсія буде перераховуватися на кожному періоді дискретизації. 
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Динаміка процесу описана моделлю (3.1). Тоді вибіркове умовне 

математичне сподівання вихідної координати протягом вибірки l  буде 

визначатися таким чином: 

   


 ])2[(])1[({
1

)]([
1

0201
1

01 TkyaTkya
l

iTyM
l

k

lki
i  

    ])[(...])2[(])1[( 010201 TlkyaTkbTkb   

     ])[(])1[( 0102 TlkbTlkya   

     }])1[( 02   lTlkb .   (4.1) 

Вибіркова умовна дисперсія )}({ 0lTy  обчислюється за формулою: 

    ]})(],...,)2[(],)1[(|)(var{ 0000 TlkyTkyTkykTy  

     
 











k

lki

k

lki
i iTyM

l
iTy

l 1

2

1
010 )]([

1
)(

1
.  (4.2) 

Для обчислення максимальної вибіркової умовної дисперсії необхідно 

використовувати ковзну довжину «вікна» 0max00min TllTTl  . При кожному l  в 

указаному діапазоні з дискретністю в один період дискретизації 0T  

визначається вибіркова умовна дисперсія на основі (4.2) і вибирається її 

максимальне значення при визначеному значенні вибірки l : 

])1[(|)(var{sup)(
ˆ

000max
2

maxmin

TkykTykT
lll




 , 

    ]})[(],...,)2[( 00 TlkyTky  .    (4.3) 

Максимальне значення вибірки maxl  визначається з розрахунку 

пост0max TTl  , де постT  — постійна часу процесу, яка характеризує його 

інерційність. 

Для прогнозування максимальної вибіркової умовної дисперсії необхідно 

розробити її динамічну модель. Для цього на основі (4.1)—(4.3) будується ряд: 

а) ])2[(|)]1[(var{sup])1[(
ˆ

000
2

max

maxmin

TkyTkyTk
lll




 , 

     ]})1[(..., 0Tlky  ; 



 19 

б) ],)3[(|])2[(var{sup])2[(
ˆ

000max
2

maxmin

TkyTkyTk
lll




  

     ]})2[(..., 0Tlky  ; 

------------------------------------------------------------------------------------------------ 

в) ],)1[(|])var{[(sup])[(
ˆ

000max
2

maxmin

TqkyTqkTqk
lll




  

     ]})[(..., 0Tlqky  .    (4.4) 

На основі побудованого ряду (4.3), (4.4) по МНК позробляється 

математична модель динаміки максимальної вибіркової умовної дисперсії у 

вигляді моделі ARCH : 

 ])[(
ˆ

ˆ...])1[(
ˆ

ˆ)(
ˆ

0
2

max0
2

max10max
2 TqkTkkT q  

    )( 01 kTv .      (4.5) 

Тоді на основі моделі (4.5) виконується прогнозування на один період 0T  

максимальної вибіркової умовної дисепрсії: 

 ...)[(
ˆ

ˆ])1[(
ˆ

0
2

max10
2

max kTTk   

      ])1[(
ˆ

ˆ 0
2

max Tqkq .    (4.6) 

Рекурентна процедура прогнозування (4.1)—(4.6) повторюється на 

кожному періоді дискретизації 0T . 
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Розділ 5. Прогнозування максимальних вибіркових умовних дисперсій 

багатовимірних процесів з однотемповою дискретизацією 

 

Модель АРКС з однотемповою дискретизацією багатовимірного процесу 

має вигляд: 
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.  (5.1) 

Структура поліномів в моделі (5.1) є такою: 

     i
ii zazA

i

  1
1 1)( ,    (5.2) 

  ij

ijij

r

rij zcczc
  ...1)( 1

1
,      ni ,...,2,1 ; nj ,...,2,1 . (5.3) 

При цьому 
i

a0  — зміщення i -ї вихідної координати, яке дорівнює 

сер.
)1( iii yA  . Модель (5.1) можна записати в різницевій формі для кожної 

вихідної координати: 

 ])1[()(])1][()1[()( 011010010
1

TkckTTkTkyakTy
ii ii   

    ])1[()(])[(... 0210201
211

TkckTTrkc
ii ir   

    )(...])[(... 002 22
kTTrkc niri

  

innini
aTrkcTkc inrn 0001 ])[(...])1[(   ;      ( ni ,...2,1 ).  (5.4) 

Алгоритм прогнозування складається з таких етапів. 

1. Вибіркове умовне математичне сподівання вихідної координати iy  

протягом «вікна» 0Tpi  буде дорівнювати: 

   


 ])1[({
1

)]([
1

01
1

01 Tkya
p

TlyM
p

i

i

k

pkl
iil

i
i

ii

i
 

    ])[(...])1[( 01011 111
TrkcTkc irii
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    ])[(...])1[( 02021 222
TrkcTkc irii

  

    ])[(...])1[(... 001 TrkcTkc
nnini
inrn   

    ])[(])[(... 01101 1
TpkcTpkya iii ii

  

    ])[(])1[(... 02101
21

TpkcTrpkc iiir ini
  

    ])[(...])1[(... 0102
2

TpkcTrpkc iniir
nini
  

   }])1[(... 00 inni
apTrpkc iiinr   .   (5.5) 

2. На інтервалі 0Tpi  обчислити вибіркові  умовні дисперсії )( 0Tly ii : 

   
 




k

pkl
oii

i

ii

ii

Tly
p

Tl
1

0

2
)(

1
)(

ˆ
  

    

2

1

)}({
1

1 





 




k

pkl
oiil

i i

i
TlyM

p
.   (5.6) 

3. На основі виразів (5.5), (5.6) обчислити максимальні вибіркові умовні 

дисперсії на довжині «вікна»: 

     000 maxmin
TpTpTp iii  .    (5.7) 

При цьому на кожному значенні ip  в указаному діапазоні (5.7) з 

дискретністю в один період квантування 0T  визначити вибіркові умовні 

дисперсії на основі виразів (5.5), (5.6) і вибрати їх максимальні значення: 

  ],)1[(|)(var{sup)(
ˆ

0100
2

maxmin

max
TkykTykT i

ppp
i

iii




  

     ]})[(],...,)2[( 00 TpkyTky iii  .   (5.8) 

4. Для побудови моделі динаміки максимальної вибіркової умовної 

дисперсії по i -му каналу на основі виразів (5.5), (5.6) обчислити ряд вибіркових 

умовних дисперсій ])[(
ˆ

],...,)1[(
ˆ

0
2

0
2 TqkTk ii   , після чого упродовж «вікна» 

(5.7) відповідно до (5.8) визначити їхнє максимальне значення ],...,)1[(
ˆ

0
2

max
Tli   

])[(
ˆ

],...,)2[(
ˆ

0
2

0
2

maxmax
TqkTk ii   . 
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5. За допомогою методу найменших квадратів на основі даних 

побудованого ряду (5.8), (5.9) оцінити коефіцієнти математичної моделі ARCH 

для опису динаміки максимальних вибіркових умовних дисперсій по кожному 

каналу: 

   ...])1[(
ˆ

ˆ)(
ˆ

0
2

10
2

maxmax
TkkT ii i

  

   )(])[(
ˆ

ˆ 00
2

max
kTvTqk iiiqi

  ,      ( ni ,...,2,1 ). (5.10) 

6. На основі розробленої моделі ARCH (5.10) виконати прогнозування 

максимальної вибіркової умовної дисперсії координати iy  на один період 

квантування 0T : 

   ...)(
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ˆ])1[(
ˆ

0
2
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2

maxmax
kTTk ii i

  

     iiq Tqk
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  ])1[(
ˆ

ˆ 0
2

max
.   (5.11) 

Примітка. Рекурентна процедура прогнозування максимальних 

вибіркових умовних дисперсій 
2

max

ˆ
i  повторюється на кожному періоді 

квантування 0T  на основі приведеного алгоритму (5.5), (5.6), (5.7), (5.8), (5.9), 

(5.10). 

 

 

Розділ 6. Прогнозування умовної дисперсії на основі моделей процесів 

з різнотемповою дискретизацією 

 

Для моделі АРКС (2.2) з однотемповою дискретизацією (3.1) різнотемпова 

модель при 0mTh   буде мати вигляд [4]: 
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де 






m

k
 — ціле число від ділення дисекретного відліку k  на m. 

Алгоритм прогнозування умовної дисперсії послідовності 
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виконується на основі такої рекурентної процедури: 

а). Визначення умовного математичного сподівання для послідовності 
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б). Обчислення умовної дисперсії для послідовності 
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в). Обчислення ряду умовних дисперсій на основі виразів (6.2), (6.3): 
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г). Побудова математичної моделі динаміки умовних дисперсій на основі 

їхніх даних обчсленого ряду шляхом застосування методу найменших квадратів 

(МНК) у вигляді моделі авторегресії (ARCH): 
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де 













h

m

k
w  — процес дискретного білого шуму з нульовим середнім. Рівняння 

(6.4) є авторегресивною умовно гетероскедастичною моделлю ARCH для 

моделей процесу (6.1) з різнотемповою дискретизацією. 

На основі моделі ARCH (6.4) виконуємо прогнозування умовної дисперсії (6.3) 

на один великий період дискретизації 0mTh   
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Розділ 7. Прогнозування максимальної вибіркової умовної дисперсії на 

основі моделей процесів з різнотемповою дискретизацією [4] 

 

Динаміка стаціонарного процесу описана моделлю (6.1) з різнотемповою 

дискретизацією при 0mTh  . Вибіркове умовне математичне сподівання 

вихідної координати упродовж «вікна» ph  буде дорівнювати: 
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Обчислення вибіркової умовної дисперсії на інтервалі ph  виконується за 

формулою: 
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Для обчислення максимальної вибіркової умовної дисперсії необхідно 

використовувати ковзну довжину «вікна» hpphhp maxmin   на основі виразів 

(7.1), (7.2). При кожному p  в указаному діапазоні з дискретністю в один період 
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дискретизації h  визначається вибіркова умовна дисперсія (7.2) і на довжині 

«вікна» вибирається її максимальне значення: 
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При цьому maxp  установлюється на основі постmax Thp  . Для розробки 

моделі динаміки максимальної вибіркової умовної дисперсії за алгоритмом 

(7.1), (7.2), (7.3) будується ряд: 
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На основі побудованого ряду (7.3), (7.4) із застосуванням МНК 

розробляється математична модель ARCH для описання динаміки 

максимальної вибіркової умовної дисперсії: 
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де 













h

m

k
  — процес дискретного білого шуму з нульовим середнім. 

Тоді прогнозування максимальної вибіркової умовної дисперсії на один 

період дискретизації 0mTh   виконується на основі розробленої моделі ARCH 

(7.5): 
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Рекурентна процедура прогнозування (7.1)—(7.6) повторюється на 

кожному періоді дискретизації h . 

 

 

Розділ 8. Прогнозування максимальних вибіркових умовних дисперсій 

багатовимірних процесів з різнотемповою дискретизацією [4, 5] 

 

Динаміка стаціонарного багатовимірного процесу описана моделлю АРКС 

з різнотемповою дискретизацією 
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 (8.1) 

При цьому співвідношення періодів дискретизації для дискретних відліків 

вихідних координат буде таким: 

     0Tmh ii  ,       ( ni ,...,2,1 ),   (8.2) 

де im  — ціле число, яке більше одиниці. Тоді співвідношення операторів 

зворотного зсуву 

      im
i zz

 1 ,     (8.3) 

де 1z  — оператор зворотного зсуву на один період дискретизації 0T ; 1
iz  — 

оператор зворотного зсуву на один період ih . 

Структура поліномів в моделі (8.1) має вигляд: 

     1
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1 1)(   iiii zazA
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,    (8.4) 
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m
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,   (8.5) 
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     ni ,...,2,1 ; nj ,...,2,1 . 

При цьому 
i

a0  — зміщення i -ї вихідної координати, яке дорівнює 

сер.
)1( iii yA . 

Різнотемпову модель (8.1) можна записати в різницевій формі для кожної 

вихідної координати: 
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Вибіркове умовне математичне сподівання вихідної координати iy  

упродовж «вікна» iihp  буде дорівнювати: 
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На інтервалі «вікна» iihp  обчислюється вибіркова умовна дисперсія: 
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За формулами (8.7) і (8.8) обчислюється максимальне значення вибіркової 

умовної дисперсії упродовж «вікна» 
max

1 ii pp   згідно із 
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Для побудови моделі ARCH для описання динаміки максимальної 

вибіркової умовної дисперсії по i -му каналу на основі (8.8), (8.9), (8.10) 

обчислюється ряд 
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За допомогою методу найменших квадратів на основі даних побудованого 

ряду (8.9), (8.10) оцінюються коефіцієнти математичної моделі ARCH для 

описання динаміки максимальних вибіркових умовних дисперсій по кожному 

каналу: 
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На основі розробленої моделі (8.11) виконати прогнозування максимальної 

вибіркової умовної дисперсії координати iy  на один період дискретизації ih : 
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Примітка. Рекурентна процедура прогнозування максимальних 

вибіркових умовних дисперсій 
2

max

ˆ
i  повторюється на кожному періоді 

квантування ih  на основі приведеного алгоритму (8.7), (8.8), (8.9), (8.10), (8.11). 

 

 

Розділ 9. Розробка моделі GARCH при періоді дискретизації 0mTh   [6] 

 

Математична модель динаміки умовних дисперсій ARCH (6.4) при 0mTh   
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розробляється на кожному періоді h  за методикою, приведеною у розділі 6. 

Уведемо нові змінні: 
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де 
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k
v  — нормальна послідовність з нульовим середнім та одиничною 

дисперсією: 
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Якщо 
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то відповідно до (9.3) можна записати: 
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Якщо підставити (9.3), (9.4) у вираз (9.1), то дістанемо: 
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Таким чином, 
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H  є прогнозом для умовної дисперсії 
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Враховуючи зображення (9.3), інновацію 
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можна виразити: 
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     .     

У той час, як безумовна дисперсія 
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w  є постійною, умовна 

дисперсія згідно з (9.6) із часом змінюється. 

Запишемо формулу (9.4) у формі: 
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де 1z  — оператор зворотного зсуву на період дискретизації 0mTh  . Запишемо 

поліном )...( 2
2

1
1


   zzz  у вигляді відношення 
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 ,  (9.8) 

в якому корені рівняння 0)...1( 2
2

1
1   n

nzzz   мають знаходитися в 

середині круга одиничного радіусу. 

Застосовуючи вираз (9.8), рівність (9.7) можна записати у вигляді кінцево-

різницевого рівняння: 
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де  )...1( 21 n . 

Прибавимо до обох частин рівності (9.9) 
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  і виконаємо 

перетворення отриманого виразу з використанням (9.6): 
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При 
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  перетворимо попередній вираз до 

вигляду 
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де збурення визначаються так: 
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Вираз (9.10) являє собою модель GARCH для описання динаміки умовної 

дисперсії при періоді дискретизації 0mTh  . При цьому враховується динаміка 

зміни четвертого моменту 
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На основі моделі GARCH (9.10) можна прогнозувати умовну дисперсію на 

один великий період дискретизації 0mTh   
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Розділ 10. Прогнозування максимальних вибіркових умовних 

дисперсій нев’язок співвідношень координат багатовимірних процесів з 

різнотемповою дискретизацією [7] 

 

Ставиться задача обчислення та прогнозування максимальних умовних 

вибіркових дисперсій нев’язок співвідношень між координатами 

багатовимірного об’єкта в стохастичному середовищі. 

Багатовимірна модель динаміки об’єкта з різнотемповою дискретизацією 

подана у вигляді 

  


































































































h
m

k
y

h
m

k
y

h
m

k
y

zA

zA

zA

n

n

z










2

1

1
1

1
1

1
11

)(00

0)(0

00)(

 

   





























)()()(

)()()(

)()()(

11
2

1
1

1
2

1
22

1
22

1
1

1
12

1
11

zCzCzC

zCzCzC

zCzCzC

nnnn

n

n









 

     











































n
a

a

a

kT

kT

kT

n 0

0

0

0

02

01

2

1

)(

)(

)(









.    (10.1) 

При цьому співвідношення періодів квантування для дискретних відліків 

вихідних координат буде 

      0mTh  ,     (10.2) 

де m  — ціле число, більше за одиницю. Тоді визначимо співвідношення 

операторів зворотного зсуву: 

mzz  1
1 , 
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де 1z  — оператор зворотного зсуву на один період квантування 0T , 1
1
z  — 

оператор зворотного зсуву на один період h . Структура поліномів у моделі 

(10.1) має вигляд 
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1 ,   (10.3) 

ni ,...,2,1 ; nj ,...,2,1 . При цьому 
i

a0  — зміщення i -ої вихідної координати. 

Нехай задано множину співвідношень між вихідними координатами 

об’єкта у вигляді 
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SY ,     (10.4) 

де T
nyy ),...,( 1Y  — вектор вихідних координат, S  — матриця розмірності 

nl , nl  , lrang )(S , 


















lS

S

S 
1

, lSS ,...1  — вектор-рядки, що її формують, b  — 

вектор-стовпчик розмірності l . Лінійні співвідношення (10.4) мають 

виконуватися у кожний момент часу, але у стохастичному середовищі це 

недосяжно, тому введемо вектор нев’язок співвідношень 

be 
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k
. В такому разі дисперсії координат вектора e  є 

мірами якості керування співвідношеннями, оскільки чим менша дисперсія i -ої 

координати нев’язки ),...,1( liei  , тим з більшою точністю виконується i -те 

співвідношення ii bS Y . 

Умовне математичне сподівання нев’язки співвідношень дорівнює 

])([])([)]([ 111 bjhYMSbjhSYMjheM jjj    для довільного моменту часу 

jh, тому необхідно спочатку обчислити умовне математичне сподівання 

вектора вихідних координат. Оскільки )],...,([()]([ 111 jhyMjhyM jj    
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T
nj jhyM )])([1  достатньо знайти умовне математичне сподівання кожної 

вихідної координати. Для цього різнотемпову модель (10.1) треба подати у 

різницевій формі для i -ої вихідної координати: 
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      ni ,...,2,1 .     (10.5) 

Досі природа збурення не бралася до уваги. Пропонуєтьсґ розглянути 

поширений на практиці і досить загальний випадок, коли збурення є процесом 

авторегресії першого порядку, що можна подати у вигляді 

    )())1(()( 000 kTTkgkT   ,   (10.6) 

де )( 0kT  — векторний незалежний гауссів дискретний білий шум, 9,0...8,0g  

— відомий скалярний коефіцієнт. 

Для подальших обчислень корисно знайти умовне математичне сподівання 

)( 0kT  відносно інформації, наявної на момент часу 0)( Tik  , тобто )( 0kTM ik  . 

Запишемо: 
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    ))2((()())1(()( 0000 TkggkTTkgkT   

    ))3(((()()))1(( 000 TkgggkTTk   

    ...)()))1(()))2(( 000 kTTkTk   

    )))1(())(((...(( 00 TikTikggg   

   )()))1((...)))2(( 000 kTTkTik   , 

тоді, враховуючи 0)(...))2(())1(( 000   kTMTikMTikM ikikik  , 

отримаємо ))(()( 00 TikgkTM i
ik   , що і потрібно було знайти. 

З урахуванням цього та формули (10.5) знайдемо умовне математичне 

сподівання вихідної координати )( jhyi  для довільного j  та кожного ni ,...,1 : 
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Визначимо вибіркове умовне математичне сподівання нев’язки 

співвідношення ie  упродовж «вікна» ph : 
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де )}({1 jhM j Y  — вектор-стовпчик, що складається з умовних математичних 

сподівань вихідних  координат, розрахованих згідно з (10.7). Визначимо 

вибіркову умовну дисперсію на інтервалі ph  для lih
m

k
ei ,...,2,1, 
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Визначимо максимальну вибіркову умовну дисперсію при зміні p  в 

інтервалі max1 pp   на основі виразів (11.7), (11.8): 
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де maxp  встановлюється залежно від інерційності процесу, li ,...,2,1 . 
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10.1. Прогнозування максимальних дисперсій нев’язок співвідношень 

на основі моделей GARCH. Для прогнозування та аналізу динаміки 

максимальних вибіркових умовних дисперсій побудуємо узагальнену 

авторегресійну умовно гетероскедастичну модель (GARCH) для кожної 

нев’язки ie  на основі методики розділів 8 і 9. 
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де iw  — процеси дискретного білого шуму з нульовим середнім, ir , it  — 

порядки моделі (знаходяться емпірично, якщо 0it , то отримуємо модель 

ARCH), i , i1 ,..., iri
 , i1 ,..., iti

  — коефіцієнти моделі, які необхідно оцінити 

(методика розробляється нижче). 

На основі рівняння (10.10) виконаємо прогнозування максимальної 

вибіркової умовної дисперсії (10.9) на один великий період квантування 

0mTh  : 
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Розділ 11. Адаптивна настройка коефіцієнтів моделей GARCH [5, 6] 

 

Експериментально установлено, що коефіцієнти n ,...,, 21  моделей 

GARCH (9.10) та (10.10) значно впливають на точність прогнозування умовних 

дисперсій згідно з (9.11) та (10.11) при виконанні умови, що корені рівняння 

    0)...1( 2
2

1
1   n

nzzz   

вибираються по модулю менші за одиницю. Тому для досягнення максимальної 

точності прогнозування згідно з (9.11) та (10.11) необхідно виконувати 

адаптивну настройку коефіцієнтів моделей GARCH за умовою мінімізації 

критерію оптимальності 
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де 
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m

k2~
  — обчислене значення умовної дисперсії на основі виразу (6.3) та 

(8.8), а 













h

m

k2~̂
  — умовна дисперсія, яка визначається на основі моделі 

GARCH (9.10), (10.10). Розглянемо різні варіанти адаптивної настройки 

коефіцієнтів моделей GARCH. 

Варіант 1 [6]. Модель GARCH (9.10) 
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при врахуванні співвідношення (9.8) може бути записано у вигляді: 
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Запишемо цей вираз у векторній формі: 
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де вектор обчислювальних координат має вигляд: 
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а вектор невідомих коефіцієнтів 

     T
n ]1,ˆ...,,ˆ,ˆ,ˆ[ˆ

321   .    (11.4) 

Тоді критерій оптимальності (11.1) набуде вигляду 



 44 

   















































N

m

k

T
N h

m

k
h

m

k
J

1

2

2
max minˆ~

 . (11.5) 

Для оцінювання вектора невідомих коефіцієнтів ̂  (11.4), при яких 

мінімізується критерій (11.5), застосовується рекурентний метод найменших 

квадратів (РМНК): 
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Початкове значення коефіцієнтів вектора )0(̂  формується на основі 

0))...()(( 21  nzzzzzz , де 1|| iz , ni ...,,2,1 . 

Варіант 2 [5]. На основі моделі GARCH (11.2) у критерії оптимальності 

(11.6) вектор оцінюваних коефіцієнтів ̂  можна записати у вигляді 

  ,,...,),(),...,(),[(ˆ
12211 nnnn rrrrr    ]1,...,,1 n , 

а вектор обчислюваних координат на попередніх тактах дискретизації: 
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Для оцінювання невідомих коефіцієнтів ̂  згідно з (11.9), при яких 

мінімізується критерій (11.5), застосовується РМНК (11.6), (11.7), (11.8). 

Варіант 3 [7]. Для прогнозування максимальних вибіркових умовних 

дисперсій нев’язок співвідношень координат багатовимірних процесів згідно з 

(10.11) необхідно виконувати адаптивну настройку коефіцієнтів моделі GARCH 

(10.10) відповідно до умови мінімізації критерію оптимільності: 
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де 2

maxi  — обчислене значення максимальної вибіркової умовної дисперсії i -го 

співідношення на основі (10.9), 
2

max

ˆ
i  — прогнозована дисперсія, що 

визначається згідно з (10.11). 

Запишемо критерій (11.11) у формі 
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де вектор оцінюваних коефіцієнтів î  згідно з моделлю (10.10) буде 

дорівнювати 

    T
iitiirii ii
],,...,,,...,[ˆ

11   ,    (11.13) 

а вектор обчислюваних координат становитиме 
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при цьому для всіх j  виконується: 
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Для оцінювання невідомих оптимальних коефіцієнтів î , при яких 

мінімізується критерій (11.12) застосовується рекурентний метод найменших 

квадратів: 
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li ,...,2,1 , IpPi 0)0(  , 0p  — деяке велике додатне число, )0(ˆi  — початкове 

наближення вектора коефіцієнтів. 

Таким чином, процедура (10.15)—(11.17) повторюється на кожному кроці 

l  разів для оцінки коефіцієнтів î  моделей динаміки нев’язок кожного 

співвідношення. 
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Розділ 12. Прогнозування одновимірних стаціонарних процесів на 

основі моделей авторегресії і ковзного середнього з різнотемповою 

дискретизацією [2, 3] 

 

У розділі 2 було розроблено модель АРКС (2.4) з різнотемповою 

дискретизацією: 

    00
11

1 )()()()( akTzCrhyzA    .   (12.1) 

При врахуванні рівностей (2.2), (2.7), (2.8) запишемо модель (12.1) у 

вигляді 
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)(
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])[(])1[(

1
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01

1
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zA

a
kT

zA

zC
zTmkyhry m  .  (12.2) 

Розглянемо процедуру прогнозування вихідної координати y  на один 

період дискретизації h . Для розділення  впливу вхідних збурень, які діяли до 

поточного часу і будуть діяти згідно з виразом (12.2) на майбутній час, 

складемо діофантове рівняння [3]: 

    )()()()( 1111   zFzzLzAzC m ,   (12.3) 

на основі якого рівність (12.2) можна записати таким чином: 

     )()(])[(])1[( 0
1

0 kTzLzTmkyhry m   

     0101

1

)(

1
)(

)(

)(
a

zA
kT

zA

zF




  .   (12.4) 

При )()( 11   zCzL  із діофантового рівняння (12.3) при врахуванні (2.8) 

однозначно визначаємо поліном: 

   )...1()()( 2
2

1
11

1
1

1 m
mzczczcazCazF   . 

Позаяк порядок полінома )( 1zL  дорівнює m , то перший член рівності 

(12.4) представляє майбутню помилку прогнозування на один період 

дискретизації h : 

    )()(])[(])1[( 0
1

0 kTzLzTmkehre m   . 
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Беручи до уваги цю помилку, на основі (12.4) можна записати функцію 

прогнозування вихідної координати y  на один період дискретизації в 

рекурентній формі: 

]|)[(
)(

)(
)(

)(
]|)1[( 00

*

1
0

01

1
* kTTmky

zA

a
kT

zA

zF
rhhry 





 .  (12.5) 

 

Розробка процедури прогнозування на p періодів дискретизаціїї h. При 

врахуванні рівностей (2.2), (2.7), (2.8) запишемо на основі (2.4) значення 

вихідної координати із зсувом вперед на p  періодів h  
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zTpmkyhpry pm  , (12.6) 

де ,...3,2p  

Складемо діофантове рівняння 

    )()()()( 1111   zFzzLzAzC p
pm ,   (12.7) 

на основі якого вираз (12.6) можна перетворити до вигляду 

   )()(])[(])[( 0
1

0 kTzLzTpmkyhpry pm  + 
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 . 

Тоді функція прогнозування на p періодів дискретизації h  буде аналогічна 

виразу (12.5): 
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p
 , (12.8) 

а помилка прогнозування: 

   )()(])[(])[( 0
1

0 kTzLzTpmkehpre pm  . 

Визначення полінома )( 1zFp  розглянемо на основі різнотемпової моделі 

процесу (2.4), (2.5), (2.8): 

    00
1

1 )()()()1( akTzCrhyza m    .   (12.9) 
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а). При прогнозуванні на m2  періодів 0T  при 2p  діофантове рівняння 

(12.7) запишеться у вигляді: 

    )()()1()( 121
1

1   zFzzLzazC p
mm . 

Вибираємо поліном )()1()( 1
1

1   zCzazL m . Тоді із діофантового 

рівняння однозначно визначається )()( 12
1

1   zCazFp . 

b). При прогнозуванні на m3  періодів 0T  при 3p  запишемо діофантове 

рівняння 

    )()()1()( 131
1

1   zFzzLzazC p
mm . 

При виборі полінома )()1()( 122
11

1   zCzazazL mm  поліном )( 1zFp  

однозначно визначається як )()( 13
1

1   zCazFp . 

c). При прогнозуванні на m4  періодів 0T  при 4p  діофантове рівняння 

буде мати вигляд: 

    )()()1()( 141
1

1   zFzzLzazC p
mm . 

Вибираємо поліном )()1()( 133
1

22
11

1   zCzazazazL mmm . Тоді 

дістанемо: )()( 14
1

1   zCazFp . 

Таким чином, при прогнозуванні вихідної координати процесу (12.9) на p  

періодів квантування h  на основі функції (12.8) поліном )( 1zFp  буде 

визначатися однозначно із діофантового рівняння (12.7) в такому вигляді: 

     )1()1()( 1
1  zCazF pp

p . 

 



 50 

Розділ 13. Прогнозування багатовимірних стаціонарних процесів на 

основі матричних моделей авторегресії і ковзного середнього з 

різнотемповою дискретизацією [2, 3] 

 

Різнотемпова багатовимірна дискретна модель АРКС має вигляд: 

   













































)(

)(

)(

)(00

0)(0

00)(

222

111

1

1
222

1
111

nnnnnn
hry

hry

hry

zA

zA

zA











 

  





































































n
a

a

a

kT

kT

kT

zCzCzC

zCzCzC

zCzCzC

nnnnn

n

n

0

0

0

0

02

01

11
2

1
1

1
2

1
22

1
21

1
1

1
12

1
11

2

1

)(

)(

)(

)()()(

)()()(

)()()(

















. (13.1) 

При цьому співвідношення періодів дискретизації для дискретних відліків 

вихідних координат дорівнює: 

     0Tmh ii  ,      ( ni ,...,2,1 ),   (13.2) 

де im  — ціле число, що є більшим за одиницю. 

Тоді співвідношення операторів зворотного зсуву: 

      im
i zz

 1 ,     (13.3) 

де 1z  — оператор зворотного зсуву на один період 0T , а 1
iz  — оператор 

зворотного зсуву на один період ih . 

Структура поліномів в моделі (13.1) має вигляд: 

     1
1

1 1)(   iiii zazA
i

,    (13.4) 

   
m

mij zczczczC
ijijij

  ....1)( 2
2

1
1

1
,   (13.5) 

     )...,2,1( ni  , ),...,2,1( nj   

При цьому припускаємо, що )( 0kT  — це дискретний білий шум, а 
i

a0  — 

зміщення i -ї вихідної координати, яке дорівнює 
серiii yA )1( . На основі рівності 



 51 

(13.3) динамічні поліноми )( 1
iii zA  можна записати через базовий оператор z  

таким чином: 

     i

i

m
ii zazA

  1
1 1)( .    (13.6) 

Розв’яжемо дискретну модель (13.1) відносно )( iii hry : 
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.  (13.7) 

Домножимо ліву і праву частину на }{ iimp
zdiag : 
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.    (13.8) 

З урахуванням (13.3), (13.6) складемо таке діофантове рівняння: 
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.    (13.9) 

За допомогою (13.9) та з урахуванням (13.6) визначимо першу складову 

правої частини моделі (13.8): 
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.  (13.10) 

Перша складова в правій частині цього рівняння представляє вектор 

майбутніх помилок прогнозування T
nnn TmpkeTmpke ]})[(],...,)[({ 00111  . 

Якщо вираз (13.10) підставити в рівняння (13.8), то майбутнє значення 

вихідних координат буде дорівнювати: 
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де прогнозовані значення вихідних координат: 
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 .   (13.11) 

Тоді на основі врахування (13.3), (13.6) визначення кожної складової 

]|)[(*
jjjjjj hrhpry   із виразу (13.11) виконується на основі різницевої 

рекурентної процедури: 

    ]|)1[(]|)[( *
1

*
jjjjjjjjjjjj hrhpryahrhpry  

   
j

akTzFkTzF njnj 00
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01
1

1 )()(...)()(    . 

Визначення матричного полінома 
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 виконується 

шляхом розв’язування матричного діофантового рівняння (13.9), яке можна 

записати у формі одновимірних діофантових рівнянь: 

    )()()()( 1111   zFzzLzAzC ij
mp

ijiiij
ii  

при ni ,...,1 ; nj ,...,1 . 

Ці рівняння розв’язуються відносно поліномів )( 1zFij  при заданих ip  і 

поліномах )( 1zAii , )( 1zCij  на основі методики, приведеної в розділі 12, 

згідно з 

     )()1()( 1
1

1   zcazF ij
pp

ij
i

ii

i .   (13.12) 
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Розділ 14. Прогнозування нестаціонарних процесів на основі моделей 

авторегресії і інтегрованого ковзного середнього з різнотемповою 

дискретизацією [2, 3] 

 

Динаміка нестаціонарного процесу представлена математичною моделлю 

АРІКС з різнотемповою дискретизацією: 

    0)0
11

1 )()()()( akTzCrhyzA    ,   (14.1) 

де перша різниця ])1[()()( hryrhyrhy  . 

Поліном )( 1
1
zA  має вигляд (2.5): 

     
1

11
1

1 1)(   zazA ,    (14.2) 

а поліном 

    c

c

n
n zczczczC

  ...1)( 2
2

1
1

1 .  (14.3) 

Співвідношення періодів  дискретизації у (14.1) дорівнює: 

      0mTh  ,     (14.4) 

при якому оператори зворотного зсуву в поліномах (14.2), (14.3) зв’язані 

співвідношенням 

      mzz  1
1 .     (14.5) 

У результаті поліном )( 1
1
zA  можна записати: 

     mzazA   1
1

1 1)( .     (14.6) 

На основі рівностей (14.4), (14.5), (14.6) рівняння АРІКС (14.1) запишемо у 

формі: 

   00
1

0
1 )()()()()1( akTzCkTyzAz m    . 

Розв’яжемо це рівняння відносно )( 0kTy  і зробимо зсув вперед на 0mTh  : 
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Складемо діофантове рівняння: 

   )()()()1()( 1111   zFzzLzAzzC mm ,  (14.8) 

на основі якого вираз (14.7) можна перетворити до вигляду: 
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Перша складова в правій частині (14.9) представляє помилку 

прогнозування вихідного сигналу y  на m  періодів дискретизації 0T  або на один 

період h , тобто: 

   )()(1])[( 0
1

0 kTzLzh
m

k
eTmke m 






















 . 

Тоді прогнозоване значення вихідного сигналу буде: 
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.   (14.10) 

Поліном )( 1zF  однозначно визначається із діофантового рівняння  (14.8) 

при )()( 11   zCzL , тобто: 

    )()1()( 1
11

1   zczaazF m . 
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Розділ 15. Синтез та адаптивна настройка функцій прогнозування 

динамічних процесів у приростах змінних для моделей з різнотемповою 

дискретизацією [8] 

 

Вихідна динамічна модель процесу другого порядку з різнотемповою 

дискретизацією має вигляд [4]: 
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 ,  (15.1) 

яку можна записати у формі ARMAX: 

   00
11

11
1

1 )()()()()()( akTvzCrhuzBzrhyzA d   ,  (15.2) 

де збільшений період дискретизації h  вихідної координати y  визначається 

співвідношенням: 

      0mTh  ,     (15.3) 

в якому m  — ціле число, що є більшим за одиницю, а 
m

k
 — ціле число від 

ділення номера дискретного відліку k  на коефіцієнт m . Поліноми 

різнотемпової моделі (15.2) мають вигляд: 

    2
12

1
11

1
1 1)()(   zazarhyzA ,    (15.4) 

     1
110

1
1 )(   zbbzB ,    (15.5) 

    m
mzczczczC 2

2
2

2
1

1
1 ...1)(   .  (15.6) 

На основі (5.3) співвідношення операторів зворотного зсуву в поліномах 

(15.4), (15.5), (15.6) буде: 

      mzz  1
1 .     (15.7) 
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Таким чином, оператор mz  визначає зворотний зсув на період h . Тоді 

рівності (15.4), (15.5) приймуть вигляд 

    mm zazazA 2
21

1 1)(   ,    (15.8) 

     mzbbzB   10
1)( ,    (15.9) 

а вихідна модель (15.2) запишеться так: 

   00
111 )()()()()()( akTvzCrhuzBzrhyzA dm   . (15.10) 

Випадкові збурення )( 0kTv  постійно дрейфують з низькою частотою і на 

проміжках часу, які можна порівняти з інерційністю процесу, мають ненульове 

середнє. Модель динаміки такого збурення можна описати марківським 

процесом першоо порядку: 

    )()(])1[( 000 kTkTvgTkv  ,   (15.11) 

де )}({ 0kT  — послідовність збурень у вигляді дискретного білого шуму з 

нульовим середнім. Згідно з [9] у випадку ]95,08,0[ g  на виході фільтра 

(15.11) в спектрі сигналу )1( kv  будуть мати впливове значення 

низькочастотні складові. Параметр 0a  в моделі (15.10) визначає рівень процесу 

і може змінюватися за часом внаслідок зміни середнього значення координати 

y . 

При врахуванні рівності (5.3), (15.7), (15.8), (15.9) запишемо модель (15.10) 

у такому вигляді: 
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Складемо діофантове рівняння: 

    )()()()( 1111   zFzzLzAzC dm ,   (15.13) 

на основі якого вираз (15.12) можна перетворити таким чином: 
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Тоді функція прогнозування координати y  на d  періодів дскретизації h  

буде мати вигляд: 
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** kTTdmkyrhhdry  
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,  (15.14) 

а помилка прогнозування )()(])[(])[( 0
1

0 kTvzLzTdmkehdre dm  . 

Розглянемо методику визначення поліному )( 1zF  із діофантового 

рівняння (15.13) з врахуванням (15.6), (15.8), (15.10). 

а). При прогнозуванні на 01 mTh   діофантове рівняння (15.13) запишеться 

у вигляді: 

   )()()1()( 112
21

1   zFzzLzazazC mmm . 

Вибираємо поліном )()( 11   zCzL . Тоді з діофантового рівняння 

визначаємо: 

     )()()( 1
21

1   zCzaazF m . 

b). При прогнозуванні на 022 mTh   діофантове рівняння запишеться так: 

   )()()1()( 1212
21

1   zFzzLzazazC mmm . 

При виборі полінома )()1()( 1
1

1   zCzazL m  поліном )( 1zF  однозначно 

визначається: 

    )(])[()( 1
212

2
1

1   zCzaaaazF m . 

c). При прогнозуванні на 033 mTh   запишемо діофантове рівняння (13.13): 

   )()()1()( 1312
21

1   zFzzLzazazC mmm . 

Виберемо поліном )(])(1[)( 12
2

2
11

1   zCzaazazL mm . 

Тоді однозначно визначаємо: 

   )(])()2[()( 1
2

2
1221

3
1

1   zCzaaaaaazF m . 



 60 

d). При прогнозуванні на 044 mTh   діофантове рівняння буде: 

   )()()1()( 1412
21

1   zFzzLzazazC mmm . 

Шляхом вибору полінома   ])(1[)( 2
2

2
11

1 mm zaazazL  

)(])2( 13
21

3
1

 zCzaaa m  із діофантового рівняння визначаємо: 

   )(])2()3[()( 1
21

3
12

2
22

2
1

4
1

1   zCzaaaaaaaazF m . 

Таким чином, при прогнозуванні вихідної координати процесу (15.10) на 

d  періодів дискретизації h  при  


 ]...1[)( )1(
)1(

2
21

1 md
d

mm zlzlzlzL   

)( 1 zC  структура полінома )( 1zF  в загальному вигляді запишеться: 

    )()()( 1
10

1   zCzffzF m ,    (15.15) 

а функція прогнозуваннґ (15.14) набуде вигляду: 
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Припустимо, що збурення )( 0kTv  в реальному процесі не вимірюється. 

Тоді з моделі (15.10) визначимо: 

   0
11

0
1 )()()()()()( arhuzBzrhyzAkTvzC dm   . 

Підставимо це значення в рівняння (15.16). В результаті будемо мати: 

     ]|)[(]|)[( 00
** kTTdmkyrhhdry  
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Враховуючи вираз (15.8), дістанемо функцію прогнозування вихідної 

координати: 

    })1(|)]1({[]|)[( *
1

* hrhdryarhhdry  

     })2(|)]2({[*
2 hrhdrya  
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010

2
21 (1[)())(1( fzrhyzffzaza dmmmm  

    )1()()()] 100
1

1
mm zffarhuzBzf   .  (15.7) 

Запишемо це рівняння із зворотним зсувом за часом на dh : 

     ])1(|)1[(])(|[ *
1

* hdrhryahdrrhy  

      ])2(|)2[(*
2 hdrhrya  

      )][())(1( 10
2

21 dryzffzaza mmm  

      )][()()](1[ 1
10 druzBzffz mdm  

    dmm zzffa  )1( 100 .     (15.8) 

Введемо такі різницеві оператори: 

   ])1(|)]1([[})1(|)]1({[ ** hrhdryhrhdrydh  

     ])1(|)1[(* hdrhry  , 

   })2(|)]2({[* hrhdrydh  

   ])2(|)2[(])2(|)]2([[ ** hdrhryhrhdry  , 

    ])[()()( hdryrhyrhydh  , 

    ])[()()( hdrurhurhudh  , 

     )1()1( 100100
mm

dh zffazffa  

    dmm zzffa  )1( 100 .     (15.19) 

Віднімемо почленно вираз (15.18) з (15.17) при врахуванні (15.8). Тоді 

прогнозоване значення y  буде виражене через прирости змінних: 

 })1(|)]1({[)(]|)[( *
1

* hrhdryarhyrhhdry dh  

     })2(|)]2({[*
2 hrhdrya dh  

     )()])(1( 10
2

21 rhuzffzaza dh
mmm  

      )()()](1[ 1
10 rhuzBzffz dh

mdm  

     + )1( 100
m

dh zffa  ,    (15.20) 
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де прогнозовані координати ])1(|)1([* hrhdry  , ])2(|)2([* hrhdry  , які 

входять до різницевих операторів (15.19), визначаються на основі процедури 

(15.17), відповідно, при прогнозуванні на hd )1(   та hd )2(  . При цьому 

необхідно окремо обчислити коефіцієнти 10 , ff  при визначенні )( 1zF  з 

діофантового рівняння (15.13), відповідно, для прогнозування на час hd )1(   та 

hd )2(  . 

Адаптивна настройка параметрів функції прогнозування. Коефіцієнти 

математичної моделі (15.10) і розробленої функції прогнозування (15.20) 

можуть змінюватися за часом. Тому необхідно передбачати адаптивну 

настройку параметрів функції (15.20). Для цього її запишемо із зворотним 

зсувом на час dh : 

   ])2[(])1[(])[()( 21 hryahryahdryrhy dhdh  

     ])[())(1( 1021 hdryzffzaza dh
mmm  

     ])[()()](1[ 1
10 hdruzBzffz dh

mdm  

   )1( 100
m

dh zffa  . 

Після перемноження складових і врахування (15.7), (15.8), (15.9) 

попередній вираз можна записати так: 

 ])2[(])1[(])[()( 21 hryahryahdryrhy dhdh  

   ])1[()(])[( 1010 hdryffahdryf dhdh  

   ])3[(])2[()( 121102 hdryfahdryfafa dhdh  

   ])[(])1[()( 0010 hdrufbhrubrhub dhdhdh  

   ])1[()( 0110 hdrufbfb dh  

  )1(])2[( 10011
m

dhdh zffahdrufb  .   (15.21) 

При введенні коефіцієнтів 1011 ffaf  , 11022 fafaf  , 123 faf  , 

002 fbb  , 01103 fbfbb  , 114 fbb  , )1( 1000
m

dh zffaa   вираз (15.21) 

можна представити у формі перемноження векторів: 

    )()()( rhrhXrhy T   ,    (15.22) 
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де )(rhX  — вектор вимірюваних відліків координат: 

   ],)2[(],)1[(],)[()( hryhryhdryrhX dhdh
T   

  ],)2[(],)1[(],)[( hdryhdryhdry dhdhdh   

   ],)1[(),(],)3[( hrurhuhdry dhdhdh   

  }1],)2[(],)1[(],)[( hdruhdruhdru dhdhdh  ,  (15.23) 

T  — вектор невідомих параметрів функції прогнозування, який необхідно 

періодично оцінювати на основі вимірюваних відліків вектора (15.23): 

},,,,,,,,,,,,1{ 043210321021 abbbbbffffaaT  ; )(rh  — дискретний білий шум. 

Для оцінки вектора параметрів в реальному часі астосуємо рекурентний 

метод найменших квадратів [8]. 

  ]})1[(ˆ)()(){(])1[(ˆ)(ˆ hrrhXrhyrhKhrrh T   ,  (15.24) 

  1)}(])1[()(){(])1[()(  rhXhrPrhXrhXhrPrhK T , (15.25) 

   )}(])1[(])1[({
1

)( rhXhrPhrPrhP


 

  ]})1[()()}(])1[(){({ 1 hrPrhXrhXhrPrhX TT   ,  (15.26) 

де фактор експоненціального забування доцільно вибирати в межах 19,0   . 

Початкові значення матриці коваріації )0(P  можна вибрати )0(P , де 

  — велике додатнє число, а   — одинична матриця. 
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