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Анотацiя
Однiєю з основних моделей, що описують системи бозонiв зi змiнним числом частинок є простiр Фока з визначеними
на ньому операторами. Iзоморфiзм Сiгала встановлює вiдповiднiсть мiж простором Фока та простором iнтегрованих
з квадратом функцiоналiв вiд гаусового бiлого шуму.
В данiй роботi побудовано наближення гаусового бiлого шуму шумом, побудованим на основi бернулiвських
випадкових величин. Показано, що елементи бернулiвського шуму слабко збiгаються до вiдповiдних елементiв
гаусового бiлого шуму.
Доведено аналог формули Динкiна для обчислення моментiв добуткiв елементiв бернулiвського шуму, iснування
стохастичної експоненти, загальну формулу для степенiв Вiка та аналог дiаграм Фейнмана для обчислення моментiв
добуткiв Вiка для елементiв бернулiвського шуму.
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Вступ
Взаємозв’язок квантової теорiї поля та статисти-

чної фiзики дає можливiсть переформулювати за-
дачу побудови бозонного квантового поля у задачу
побудови узагальненого випадкового поля, а до ви-
рiшення задач математичної фiзики можуть бути
застосованi методи теорiї ймовiрностей.

Однiєю з основних моделей, що описують системи
елементарних частинок, є простiр Фока, а iзомор-
фiзм Сiгала [1] встановлює вiдповiднiсть мiж просто-
ром Фока та простором iнтегрованих з квадратом
функцiоналiв вiд гаусового бiлого шуму.

Основною метою даної роботи є дослiдження вла-
стивостей простору функцiоналiв вiд гаусового бi-
лого шуму та побудова i дослiдження наближення
гаусового бiлого шуму шумом, побудованим на основi
бернулiвських випадкових величин. Випадковi вели-
чини, влаштованi схожим чином, дослiджувались в
роботах [2], [3].

1. Гаусове числення
1.1. Простiр Фока

Простiр Фока – конструкцiя, що використовується
в квантовiй теорiї поля для опису стану системи
однакових частинок. Для побудови простору Фока
спершу введемо поняття тензорного добутку гiльбер-
тових просторiв [4].

Нехай ℋ1,ℋ2− гiльбертовi простори зi скалярни-
ми добутками (·, ·)1 i (·, ·)2 вiдповiдно. Для кожного
𝜙1 ∈ ℋ1, 𝜙2 ∈ ℋ2 визначимо бiлiнiйну форму 𝜙1⊗𝜙2,
що дiє з ℋ1 ×ℋ2:
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(𝜙1 ⊗ 𝜙2) ⟨𝜓1, 𝜓2⟩ = (𝜓1, 𝜙1)1 (𝜓2, 𝜙2)2 .

Нехай ℰ− множина скiнченних лiнiйних комбiна-
цiй таких бiлiнiйних форм. Визначимо скалярний
добуток (·, ·) та продовжимо його на ℰ за лiнiйнiстю:

(𝜙⊗ 𝜓, 𝜂 ⊗ 𝜇) = (𝜙, 𝜂)1 (𝜓, 𝜇)2 .

Означення 1.1. Визначимо тензорний добуток
ℋ1 ⊗ℋ2 як поповнення ℰ вiдносно скалярного до-
бутку (·, ·) .

Нехай ℋ – комплексний гiльбертiв простiр. Визна-
чимо ℱ𝑛 (ℋ) = ℋ⊗ · · · ⊗ ℋ (n разiв), ℱ0 (ℋ) = C.

Нехай 𝑓𝑛 ∈ ℱ𝑛. Назвемо елемент 𝑓𝑛 симетричним,
якщо

∀𝜎 ∈ 𝑃𝑛 𝑓𝑛 = 𝑓𝑛 (𝜙1, . . . , 𝜙𝑛) = 𝑓𝑛
(︀
𝜙𝜎(1), . . . , 𝜙𝜎(𝑛)

)︀
.

Множину ℱ𝑠𝑛 таких симетричних 𝑓𝑛, що є пiдпро-
стором ℱ𝑛, називатимемо n-кратним симетричним
тензорним добутком ℋ [4].

Означення 1.2. ℱ𝑠 (ℋ) =
∞⨁︀
𝑛=0
ℱ𝑠𝑛 (ℋ) – симетричний

простiр Фока над ℋ або бозонний простiр Фока
над ℋ.

1.2. Гаусовий бiлий шум в гiльбертовому просторi

Означення 1.3. Випадкова величина 𝜉 називається
нормально розподiленою з параметрами 𝑎 i 𝜎2 ,
якщо її густина ймовiрностi має вигляд:

𝑝(𝑥) =
1√
2𝜋𝜎

exp

{︂
− 1

2𝜎2
(𝑥− 𝑎)2

}︂
.

Математичне моделювання та аналiз даних
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Характеристична функцiя нормального розподiлу
з параметрами a i 𝜎2 має вигляд:

𝜙 (𝑡) = exp

{︂
𝑖𝑡𝑎− 𝑡2𝜎2

2

}︂
.

Можна помiтити, що нормальний розподiл повнi-
стю визначається значенням середнього та дисперсiї.

Означення 1.4. Нехай 𝐻− гiльбертiв простiр зi ска-
лярним добутком (·, ·). Припустимо, для кожного
ℎ ∈ 𝐻 iснує нормально розподiлена випадкова вели-
чина (ℎ, 𝜉) з наступними властивостями:
1) лiнiйнiсть: ∀𝑎1, 𝑎2 ∈ R, ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻 :

(𝑎1ℎ1 + 𝑎2ℎ2, 𝜉) = 𝑎1 (ℎ1, 𝜉) + 𝑎2 (ℎ2, 𝜉) ,

2) 𝐸 (ℎ, 𝜉)
2
= ‖ℎ‖2, 𝐸 (ℎ, 𝜉) = 0.

Набiр сумiсно гаусових випадкових величин
{(ℎ, 𝜉) ;ℎ ∈ 𝐻} будемо називати гаусовим бiлим шу-
мом в 𝐻.

Означення 1.5. Нехай 𝜉− випадкова величина зi
скiнченними моментами. Тодi n-тий степiнь Вiка
: 𝜉𝑛 :, 𝑛 = 0, 1, . . . – це полiном n-го степеня 𝑃𝑛(𝜉),
що однозначно визначається спiввiдношеннями:

𝑃0(𝑥) = 1,

𝜕

𝜕𝑥
𝑃𝑛(𝑥) = 𝑛𝑃𝑛−1(𝑥), 𝑛 = 1, 2, . . . ,

𝐸 (𝑃𝑛(𝜉)) = 0, 𝑛 = 1, 2, . . . .

Приклад 1.1. Нехай 𝜉− випадкова величина зi стан-
дартним нормальним розподiлом. Тодi : 𝜉𝑛 : =
𝐻𝑛 (𝜉), де

𝐻𝑛 (𝑥) = (−1)𝑛 𝑒𝑥2/2 𝑑
𝑛

𝑑𝑥𝑛
𝑒−𝑥

2/2

– многочлен Ермiта.
Якщо ж 𝜉 − випадкова величина з розподiлом

𝒩 (0, 𝜎2), то : 𝜉𝑛 : = 𝜎𝑛𝐻𝑛

(︁
𝜉
𝜎

)︁
.

Означення 1.6. Експоненцiйна генератриса для по-
слiдовностi {: 𝜉𝑛 :}− це степеневий ряд виду:

: 𝑒𝛼𝜉 : =

∞∑︁

𝑛=0

𝛼𝑛 : 𝜉𝑛 :

𝑛!

Ця величина називається стохастичною експо-
нентою (або експонентою Вiка) для випадкової ве-
личини 𝜉.

Лема 1.1. Якщо ряд, даний в означеннi 1.6 збiга-
ється, то стохастична експонента може бути
визначена наступним чином:

: exp (𝛼𝜉) : =
exp (𝛼𝜉)

𝐸 exp (𝛼𝜉)
.

1.3. Дiаграми Фейнмана

Теорема 1.2 (Формула Динкiна). Нехай 𝐻 – гiльбер-
тiв простiр зi скалярним добутком (·, ·), {(ℎ, 𝜉)} –

гаусовий бiлий шум на 𝐻. Тодi для довiльного пар-
ного n:

𝐸 [(ℎ1, 𝜉) · . . . · (ℎ𝑛, 𝜉)] =
∑︁

𝜋∈Π

∏︁

𝑠∈𝜋
(ℎ𝑖, ℎ𝑗),

де Π – множина всiх можливих розбиттiв множи-
ни {1, . . . , 𝑛} на пари.

Якщо n – непарне, то:

𝐸 [(ℎ1, 𝜉) · . . . · (ℎ𝑛, 𝜉)] = 0.

Приклад 1.2. Нехай 𝐻 – гiльбертiв простiр зi ска-
лярним добутком (·, ·), (ℎ, 𝜉) – гаусовий бiлий шум
на 𝐻. Тодi:

𝐸 [(ℎ1, 𝜉) · (ℎ2, 𝜉) · (ℎ3, 𝜉) · (ℎ4, 𝜉)] =

= (ℎ1, ℎ2)(ℎ3, ℎ4) + (ℎ1, ℎ3)(ℎ2, ℎ4) + (ℎ1, ℎ4)(ℎ2, ℎ3).

Наслiдок 1.1. Формула Динкiна дає можливiсть
побудувати мнемонiчне правило для обчислення ма-
тематичного очiкування добуткiв гаусових випад-
кових величин – дiаграми Фейнмана.

Нехай 𝐻 – гiльбертiв простiр зi скалярним до-
бутком (·, ·), {(ℎ, 𝜉)} – гаусовий бiлий шум на 𝐻,
{(ℎ1, 𝜉), . . . , (ℎ𝑛, 𝜉)} ⊂ {(ℎ, 𝜉)} . Для того, щоб обчи-
слити 𝐸

[︀
(ℎ1, 𝜉)

𝑘1 · . . . · (ℎ𝑛, 𝜉)𝑘𝑛
]︀
, побудуємо граф,

де кожному множнику (ℎ𝑖, 𝜉)
𝑘1 вiдповiдає набiр

вершин {(ℎ𝑖)1, . . . , (ℎ𝑖)𝑘𝑖}, з кожної вершини вихо-
дить по одному вiдростку. Дiаграму 𝐺 отримуємо,
з’єднавши всi вiдростки мiж собою. Тодi:

𝐸
[︀
(ℎ1, 𝜉)

𝑘1 · . . . · (ℎ𝑛, 𝜉)𝑘𝑛
]︀
=
∑︁

{𝐺}

∏︁

((ℎ𝑖)𝑙,(ℎ𝑗)𝑚)∈𝐿𝐺

(ℎ𝑖, ℎ𝑗),

де {𝐺} – множина всiх можливих дiаграм, 𝐿𝐺 –
множина ребер в дiаграмi 𝐺.

Приклад 1.3. Для того, щоб обчислити значення
𝐸 [(ℎ1, 𝜉) · (ℎ2, 𝜉) · (ℎ3, 𝜉) · (ℎ4, 𝜉)] , побудуємо граф з
набором вершин {ℎ1, ℎ2, ℎ3, ℎ4}. З кожної вершини
виходить по одному вiдростку:

Рис. 1

Побудуємо множину дiаграм {𝐺}. Кожна така
дiаграма буде вiдповiдати одному з сопособiв розби-
ття на пари множини {ℎ1, ℎ2, ℎ3, ℎ4}. Для даного
прикладу їх буде всього три:

Рис. 2

Всеукраїнська науково-практична конференцiя студентiв, аспiрантiв та молодих вчених
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Першiй дiаграмi буде вiдповiдати доданок
(ℎ1, ℎ2)(ℎ3, ℎ4), другiй дiаграмi – (ℎ1, ℎ3)(ℎ2, ℎ4), а
третiй – (ℎ1, ℎ4)(ℎ2, ℎ3). Просумувавши, отри-
муємо такий же результат, як в прикладi
1.2:

𝐸 [(ℎ1, 𝜉) · (ℎ2, 𝜉) · (ℎ3, 𝜉) · (ℎ4, 𝜉)] =

= (ℎ1, ℎ2)(ℎ3, ℎ4) + (ℎ1, ℎ3)(ℎ2, ℎ4) + (ℎ1, ℎ4)(ℎ2, ℎ3)

Дiаграми Фейнмана також використовуються для
знаходження моментiв бiльш складних функцiй, та-
ких, як, наприклад, степенiв та добуткiв Вiка [5].

Нехай 𝐻 – гiльбертiв простiр зi скалярним добу-
тком (·, ·), (ℎ, 𝜉) – гаусовий бiлий шум на 𝐻. Введемо
величину

𝐴((ℎ, 𝜉)) :=
𝑁∏︁

𝑖=1

: (ℎ𝑖, 𝜉)
𝑘𝑖 : .

Побудуємо граф, де кожному множнику : (ℎ𝑖, 𝜉)
𝑘𝑖 :

вiдповiдає вершина ℎ𝑖 з 𝑘𝑖 рiзними вiльними вiдрос-
тками. Дiаграму 𝐺 отримуємо, з’єднавши всi вiдрос-
тки мiж собою (при цьому з’єднувати вiдростки, що
виходять з однiєї вершини не можна).

Теорема 1.3 (Дiаграми Фейнмана для степенiв Вiка).

𝐸𝐴((ℎ, 𝜉)) =
∑︁

{𝐺}

∏︁

(𝑖𝑚,𝑗𝑙)∈𝐿𝐺

(ℎ𝑖, ℎ𝑗),

де {𝐺} – множина всiх можливих дiаграм, 𝐿𝐺 –
множина спарованих вiдросткiв в дiаграмi 𝐺.

Приклад 1.4. Нехай 𝐻 – гiльбертiв простiр зi ска-
лярним добутком (·, ·), (ℎ, 𝜉) – гаусовий бiлий шум
на 𝐻.

𝐴((ℎ, 𝜉)) =: (ℎ1, 𝜉)
2 :: (ℎ2, 𝜉)

2 :

Побудуємо граф з вершинами ℎ1, ℎ2 i вiдростками
11, 12, 21, 22 :

Рис. 3

Побудуємо множину дiаграм {𝐺}. Кожна така
дiаграма буде вiдповiдати одному способу з’єднати
всi вiдростки, що виходять з рiзних вершин, мiж
собою. Для даного прикладу їх буде всього двi:

Рис. 4

В даному прикладi i першiй, i другiй дiаграмi буде
вiдповiдати доданок (ℎ1, ℎ2)

2, отже:

𝐸𝐴((ℎ, 𝜉)) = 2(ℎ1, ℎ2)
2.

2. Бернулiвський шум

2.1. Означення бернулiвсього шуму та слабка збi-
жнiсть

Нехай {𝜀𝑛, 𝑛 ≥ 1} – послiдовнiсть незалежних ви-
падкових величин з розподiлом Бернуллi:

𝜀 =

{︃
1, 1

2

−1, 12
Визначимо

∀𝑓 ∈ 𝐶 ([0, 1]) : 𝜙 (𝑓) :=

𝑛∑︁

𝑘=0

𝑓

(︂
𝑘

𝑛

)︂
𝜀𝑘√
𝑛
.

Означення 2.1. Множину випадкових величин
{𝜙(𝑓) : 𝑓 ∈ 𝐶 ([0, 1])} будемо називати бернулiв-
ським шумом на 𝐶 ([0, 1]) .

Наступна теорема показує можливiсть та коре-
ктнiсть наближення гаусового бiлого шуму бернулiв-
ським шумом.

Теорема 2.1 (Про слабку збiжнiсть). Для довiльної
𝑓 ∈ 𝐶 ([0, 1]) :

𝜙(𝑓) =⇒ 𝑁(0, ‖𝑓‖2), 𝑛→∞.

2.2. Властивостi бернулiвського шуму

Лема 2.2. Для довiльних 𝑓1, . . . , 𝑓𝑗, що належать
𝐿2([0, 1]) та довiльних 𝑞1, . . . 𝑞𝑗 , з множини N вико-
нується:

𝐸 [𝜙𝑞1(𝑓1) · . . . · 𝜙𝑞𝑗 (𝑓𝑗)] =

=
∑︁

Π

∏︁

𝐷∈Π

𝑛∑︁

𝑘=1

∞∑︁

𝑝=1

(−1)𝑝+1 𝑏𝑝
(2𝑝− |𝐷|)!

∏︁

𝑑∈𝐷

(︂
𝑓𝑑

(︂
𝑘

𝑛

)︂
1√
𝑛

)︂
·

·
(︃

𝑗∑︁

𝑚=1

𝜆𝑚𝑓𝑚

(︂
𝑘

𝑛

)︂
1√
𝑛

)︃2𝑝−|𝐷|

1(2𝑝−|𝐷|⩾0), при 𝜆 = 0,

де Π – всi можливi розбиття множини
{︀
11, 12, . . . 1𝑞1 , 21, . . . , 2𝑞2 , . . . , 𝑗𝑞𝑗

}︀
, 𝑏𝑝 =

|𝐵2𝑝|22𝑝(22𝑝−1)
2𝑝 ,

𝐵2𝑝 – числа Бернуллi.

Приклад 2.1. Обчислимо

E [𝜙(𝑓1) · 𝜙(𝑓2) · 𝜙(𝑓3) · 𝜙(𝑓4)] .
Розбиття множини {1, 2, 3, 4} , що дадуть нену-

льовий внесок у математичне очiкування:

{{{1, 2} , {3, 4}} , {{1, 3} , {2, 4}} , {{1, 4} , {2, 3}} ,
{{1, 2, 3, 4}}} .

Отже,

E [𝜙(𝑓1) · 𝜙(𝑓2) · 𝜙(𝑓3) · 𝜙(𝑓4)] =

=
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑓1

(︂
𝑘

𝑛

)︂
𝑓2

(︂
𝑘

𝑛

)︂
1

𝑛
·
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑓3

(︂
𝑘

𝑛

)︂
𝑓4

(︂
𝑘

𝑛

)︂
1

𝑛
+
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+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑓1

(︂
𝑘

𝑛

)︂
𝑓3

(︂
𝑘

𝑛

)︂
1

𝑛
·
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑓2

(︂
𝑘

𝑛

)︂
𝑓4

(︂
𝑘

𝑛

)︂
1

𝑛
+

+
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑓1

(︂
𝑘

𝑛

)︂
𝑓4

(︂
𝑘

𝑛

)︂
1

𝑛
·
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑓2

(︂
𝑘

𝑛

)︂
𝑓3

(︂
𝑘

𝑛

)︂
1

𝑛
−

−2
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑓1

(︂
𝑘

𝑛

)︂
𝑓2

(︂
𝑘

𝑛

)︂
𝑓3

(︂
𝑘

𝑛

)︂
𝑓4

(︂
𝑘

𝑛

)︂
1

𝑛2
.

Лема 2.3 (Степiнь Вiка для бернулiвських випадко-
вих величин). Степiнь Вiка для елементу бернулiв-
ського шуму виражається наступною формулою:

: 𝜙𝑙(𝑓) : =
∑︁

𝜋∈Π

∏︁

𝐷∈𝜋

[︃
𝜙𝑑(𝑓)𝜆1−|𝐷|

1(1−|𝐷|⩾0)+

+(−1)𝑝𝑏𝑝
1

(2𝑝− |𝐷|)!
𝑛∑︁

𝑘=1

(︂
𝑓

(︂
𝑘

𝑛

)︂
1√
𝑛

)︂|𝐷|
·

·
(︂
𝜆𝑓

(︂
𝑘

𝑛

)︂
1√
𝑛

)︂2𝑝−|𝐷|
1(2𝑝−|𝐷|⩾0)

]︃

𝜆=0

,

де Π – всi можливi розбиття множини
{11, 12, . . . , 1𝑙} , 𝑏𝑝 =

|𝐵2𝑝|22𝑝(22𝑝−1)
2𝑝 , а 𝐵2𝑝– числа

Бернуллi.

Приклад 2.2. Обчислимо вираз для : 𝜙4(𝑓) : . Нену-
льовий внесок матимуть наступнi розбиття мно-
жини {11, 12, 13, 14} :

• {{11, 12, 13, 14}} ,
• {{11}, {12}, {13}, {14}} ,
• три варiанти розбиття виду {{1, 1}, {1, 1}} ,
• шiсть варiантiв розбиття виду
{{1}, {1}, {1, 1}} .

Отже,

: 𝜙4(𝑓) := 𝜙4(𝑓)− 6𝜙2(𝑓)
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑓2
(︂
𝑘

𝑛

)︂
1

𝑛
+

+3

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑓2
(︂
𝑘

𝑛

)︂
1

𝑛

)︃2

+ 2
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑓4
(︂
𝑘

𝑛

)︂
1

𝑛2
.

2.3. Аналог Дiаграм Фейнмана для бернулiвського
шуму

Для обчислення математичного очiкування добу-
ткiв Вiка бернулiвських випадкових величин також
можна побудувати дiаграми, аналогiчнi дiаграмам
Фейнмана для гаусових випадкових величин.

Визначимо випадкову величину

𝐴(𝜙) :=
𝑁∏︁

𝑖=1

: 𝜙𝑛𝑖(𝑓𝑖) :

Для обчислення 𝐸𝐴(𝜙) побудуємо граф, де мно-
жнику : 𝜙𝑛𝑖(𝑓𝑖) : буде вiдповiдати набiр вершин-
«клонiв»

{︀
𝑓1𝑖 , . . . , 𝑓

𝑛𝑖
𝑖

}︀
. Визначимо бiєктивне вiдобра-

ження, що присвоює кожнiй вершинi iндивiдуальний
номер:

𝜓 : 𝐹 → {1, 2, . . . ,𝐾} ,

де 𝐹 – множина всiх вершин 𝑓𝑖𝑗 , |𝐹 | = 𝐾 =
𝑁∑︀
𝑖=1

𝑛𝑖 –

кiлькiсть вершин в дiаграмi.
Побудуємо дiаграму 𝐺 за наступними правилами:

1) Будуємо розбиття множини {1, 2, . . . ,𝐾} з пар-
ною кiлькiстю елементiв в кожному елементi
розбиття. Розбиття, до яких входить множина,
що мiстить лише такi вершини, що вiдповiда-
ють одному i тому ж множнику : 𝜙𝑛𝑖(𝑓𝑖) :, не
враховуються.

2) Для кожного елементу розбиття 𝑆 будуємо спо-
сiб обходу всiх його вершин, що не проходить
по одному i тому ж ребру бiльше одного разу,
з врахуванням напрямку обходу. Обхiд почи-
нається з вершини з найменшим порядковим
номером. Тобто для кожного елементу розбиття
𝑆 ми обираємо вершину з найменшим номером:

𝑠1 = min
𝑠1∈𝑆

𝑠𝑖,

а вiдповiдний спосiб обходу буде задаватись впо-
рядкованим набором вершин:

{𝑠1} ∪ 𝜎(𝑆∖ {𝑠1}),
де 𝜎(·) – перестановка.

Теорема 2.4 (Дiаграми Фейнмана для бернулiвських
випадкових величин).

𝐸𝐴(𝜙) =
∑︁

{𝐺}
𝐼(𝐺), де

𝐼(𝐺) =
∏︁

𝑠∈𝑆
(−1)𝑚−1

𝑛∑︁

𝑘=1

∏︁

𝑖:𝜓(𝑓𝑖)∈𝑠
𝑓𝑖

(︂
𝑘

𝑛

)︂
1√
𝑛
, (1)

де {𝐺} – множина всiх можливих дiаграм, 𝑆 – роз-
биття, в якому кожен елемент 𝑠 ∈ 𝑆 впорядкова-
ний вiдповiдно до порядку i напрямку обходу, 𝑚 –
кiлькiсть пар (𝑎1, 𝑎2) двох сусiднiх елементiв з 𝑠,
де 𝑎1 ⩽ 𝑎2.

Приклад 2.3. Нехай

𝐴(𝜙) =: 𝜙2(𝑓1) :: 𝜙
2(𝑓2) :

Граф буде складатись з чотирьох вершин
𝑓11 , 𝑓12 , 𝑓21 , 𝑓22 . Нехай

𝜓(𝑓11) = 1, 𝜓(𝑓12) = 2, 𝜓(𝑓21) = 3, 𝜓(𝑓22) = 4.

Розбитя множини {1, 2, 3, 4} , по яким будуються
дiаграми:

Π = {{{1, 3} , {2, 4}} , {{1, 4} , {2, 3}} , {{1, 2, 3, 4}}} .
Розглянемо перший варiант розбиття 𝜋1 =

{{1, 3} , {2, 4}} . Такому розбиттю буде вiдповiда-
ти лише одна дiаграма 𝐺1, так як iснує лише один
варiант обходу двох вершин. Отже, 𝑆1 = 𝜋1 =
{{1, 3} , {2, 4}} , 𝑚11 = 1, (так як 1 ⩽ 3), 𝑚12 = 1,
(так як 2 ⩽ 4).

Аналогiчно, дiаграмi 𝐺2 вiдповiдатиме розбиття
𝑆2 = 𝜋2 = {{1, 4} , {2, 3}} , 𝑚21 = 1, (так як 1 ⩽ 4),
𝑚22 = 1, (так як 2 ⩽ 3).

Дiаграми 𝐺1 та 𝐺2 зображенi на рисунку 5.
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Рис. 5

Визначимо, яким доданкам вiдповiдають дiаграми
𝐺1 i 𝐺2:

𝐼(𝐺1) = 𝐼(𝐺2) =

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑓1

(︂
𝑘

𝑛

)︂
𝑓2

(︂
𝑘

𝑛

)︂
1

𝑛

)︃2

.

Тепер розгялнемо розбиття 𝜋3 = {{1, 2, 3, 4}} .
Такому розбиттю буде вiдповiдати шiсть рiзних
варiантiв обходу:

𝑆3 = {{1, 2, 3, 4}} ,𝑚3 = 3 (1 < 2, 2 < 3, 3 < 4),

𝑆4 = {{1, 4, 3, 2}} ,𝑚4 = 1 (1 < 4),

𝑆5 = {{1, 3, 4, 2}} ,𝑚5 = 2 (1 < 3, 3 < 4),

𝑆6 = {{1, 2, 4, 3}} ,𝑚6 = 2 (1 < 2, 2 < 4),

𝑆7 = {{1, 3, 2, 4}} ,𝑚7 = 2 (1 < 3, 2 < 4),

𝑆8 = {{1, 4, 2, 3}} ,𝑚8 = 2 (1 < 4, 2 < 3).

Вiдповiднi дiаграми зображенi на рисунку 6.

Рис. 6

Визначимо якому доданку вiдповiдатиме кожна
з дiаграм:

𝐼(𝐺3) = 𝐼(𝐺4) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑓21

(︂
𝑘

𝑛

)︂
𝑓22

(︂
𝑘

𝑛

)︂
1

𝑛2
,

𝐼(𝐺5) = 𝐼(𝐺6) = 𝐼(𝐺7) = 𝐼(𝐺8) =

= −
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑓21

(︂
𝑘

𝑛

)︂
𝑓22

(︂
𝑘

𝑛

)︂
1

𝑛2
.

Отже,

𝐸
[︀
: 𝜙2(𝑓1) :: 𝜙

2(𝑓2) :
]︀
=
∑︁

{𝐺}
𝐼(𝐺) =

= 2

(︃
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑓1

(︂
𝑘

𝑛

)︂
𝑓2

(︂
𝑘

𝑛

)︂
1

𝑛

)︃2

−

−2
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑓21

(︂
𝑘

𝑛

)︂
𝑓22

(︂
𝑘

𝑛

)︂
1

𝑛2
.

3. Збiжнiсть дiаграм для бернулiвського шу-
му до дiаграм Фейнмана

З теореми 2.1 вiдомо, що при 𝑛→∞ шум, побудо-
ваний на основi бернулiвських випадкових величин,
збiгається до гаусового бiлого шуму. Розглянемо, як
будуть змiнюватись дiаграми при такому гранично-
му переходi.

Лема 3.1. Розглянемо дiаграму 𝐺 та вiдповiдне їй
розбиття 𝑆. Якщо iснує така 𝑠 ∈ 𝑆, що |𝑠| > 2, то

𝐼(𝐺) −→ 0, 𝑛→∞.

Отже, при граничному переходi ненульовий вне-
сок даватимуть лише дiаграми з розбиттям на пари.
Кожна така дiаграма буде влаштована наступним
чином: кожен ”клон” для 𝑓𝑖 з’єднується з одним iз
”клонiв” для 𝑓𝑗 , де 𝑖 ̸= 𝑗. Оскiльки при обходi двох
елементiв поняття ”пiдйомiв” i ”спускiв” втрачають
сенс, то i створення, i нумерацiю клонiв можна не
здiйснювати. Для кожної 𝑓𝑖 ”клони” знищуються,
залишаючи по собi одну вершину 𝑓𝑖 та 𝑛𝑖 рiзних
вiдросткiв, що виходять з цiєї вершини, а дiагра-
ми визначаються способами спарування вiдросткiв
мiж рiзними вершинами. Це в точностi описує дiа-
грами Фейнмана для гаусових випадкових величин.
Отримали:

𝐸 [: 𝜙𝑛1(𝑓1) : · . . . · : 𝜙𝑛𝑁 (𝑓𝑁 ) :] −→

−→ 𝐸 [: (𝑓1, 𝜉)
𝑛1 : · . . . · : (𝑓𝑁 , 𝜉)𝑛𝑁 :] , 𝑛→∞.

Приклад 3.1. З прикладу 2.3 для математичного
очiкування

𝐸
[︀
: 𝜙2(𝑓1) :: 𝜙

2(𝑓2) :
]︀

ми отримали наступнi дiаграми:

Рис. 7

Дiаграми з пунктирними стрiлками даватимуть
нульовий внесок при граничному переходi, оскiльки
там обхiд виконується по множинi з чотирьох
вершин: |𝑠| > 2.
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В перших двох дiаграмах ототожнимо вершини,
що вiдповiдають однiй 𝑓𝑖, але залишимо 𝑛𝑖 рiзних
вiдросткiв (рис. 8), що вiдповiдає дiаграмам Фейн-
мана в прикладi 1.4.

Рис. 8

Висновки
У данiй роботi було розглянуто поняття простору

Фока та iзоморфного йому простору функцiоналiв
вiд гаусового бiлого шуму. Було дослiджено власти-
востi бiлого шуму та методи обчислення моментiв
функцiоналiв вiд нього, зокрема метод дiаграм Фейн-
мана.

Для наближення гаусового бiлого шуму було побу-
довано бернулiвський шум. Теорема про слабку збi-
жнiсть елементiв бернулiвського шуму до вiдповiних

елементiв гаусового бiлого шуму доводить можли-
вiсть i коректнiсть такого наближення.

Для подальшої роботи з простором функцiоналiв
вiд бернулiвського шуму було виведено ряд кори-
сних тверджень та теорем. Було виведено аналог
формули Динкiна, що дозволяє обчислювати момен-
ти добуткiв елементiв бернулiвського шуму. Також
було показано загальний вигляд степенiв Вiка для
бернулiвського шуму. Було побудовано графiчний
метод, що використовує дiаграми для обчислення
моментiв добуткiв Вiка для бернулiвського шуму.
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