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ВСТУП
Для того, щоб дослідити проблему за допомогою математичних методів та ПК, на першому етапі формулюють проблему в термінах тих об’єктів, які вивчає сучасна математика, тобто створюють математичну модель явища, яке вивчається, чи технічної системи, яка проектується.
Через те, що сучасні ПК можуть виконувати з величезною швидкістю лише найпростіші арифметичні і логічні операції, на другому етапі математичну модель зводять до такого вигляду, щоб до неї входили лише ті операції, які може виконувати ПК. Як наслідок дістають нову модель, яка називається (на відміну від вихідної неперервної моделі) дискретною моделлю.
Задача наближення функцій часто зустрічається на практиці при побудові математичних моделей. При цьому вимоги до якості наближення функцій можуть бути дуже різними. 
У разі, коли рівень невизначеності початкових даних високий, не доцільно вимагати від моделі виконання умов збігу значень апроксимаційної функції із заданими значеннями, тобто використовувати інтерполяцію. 
Якщо вихідні значення відомі з похибкою, то при інтерполяції  відбувається повторення помилок спостережень, тоді як при обробці експериментальних даних бажано випадкові помилки згладжувати. 
Вище вказані особливості найкраще враховуються в методі найменших квадратів, теоретичною основою якого є середньоквадратична апроксимація функцій, представлена в даному посібнику.
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На практиці часто виникає задача, коли функцію , яка належить деякому класу , треба апроксимувати функцією  із іншого класу . Може бути так, що функція  дуже складна, а ми хочемо подати її у вигляді суми більш простих функцій [7]. За міру точності апроксимації функції  функцією  можна прийняти величини:

                   ,    або

                   ,

де   -  задана невід’ємна вагова функція.
Так визначена міра точності може бути доцільною із наступних міркувань [4,9]:
1. 

Часто виникають задачі, в яких нелогічно вимагати співпадання  і  у кожній точці, а достатньо мати лише “інтегральну” близькість функцій.
1. 



Часто функція задана таблицею своїх значень, які є результатами вимірювань, і тому можуть мати випадкову похибку. Якщо в процесі розв’язування задачі треба знаходити значення  в проміжних точках, то недоцільно виконувати інтерполяцію [4,7,9], оскільки значення  не точні. Практика показує, що апроксимації побудовані методами середньоквадратичного наближення, набагато краще представляють функцію  ніж інтерполяційні поліноми.
1. 





Так вибрана міра точності дає змогу розширити клас  функцій, які можна апроксимувати. Функція  має бути такою, щоб для неї існував  , тобто  має належати класу функцій [5,8], які є інтегровними з квадратом з ваговою функцією , тобто  .
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Множину  елементів  називають лінійним, або векторним, простором, якщо в цій множині визначені операція суми двох елементів , операція множення елемента на число  і виконуються наступні 8 аксіом лінійного простору [5,8,9]:

1. 

1. 

1. 

.  Елемент  називається нульовим елементом.
1. 


Для кожного , існує такий елемент , що .


Елемент   називають протилежним до елемента .

1. 

1. 

1. 

1. 



Легко переконатися що множина всіх неперервних, (дійсних, або комплексних) функцій на деякому відрізку  з звичайними операціями додавання функцій і множення функцій на числа утворюють лінійний простір , в якому ми далі будемо працювати [8,9].
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Лінійний простір  називається нормованим, якщо кожному елементу  цього простору поставлено у відповідність дійсне число - норма, яке позначають  і виконуються наступні умови [8,9]:
1. 
     ( невід’ємність )
1. 
                                ( однорідність )
1. 
 ;                  ( нерівність трикутника )
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Нехай   - деякий лінійний простір. Будемо говорити, що в  задано скалярний добуток, якщо задано правило згідно з яким, кожній парі його елементів   і  , взятих у певному порядку, ставиться у відповідність комплексне число , яке називають скалярним добутком, і виконуються наступні умови [5,6,9]:
1. 


Скалярні добутки   і  є комплексно-спряженими числами, тобто справедлива рівність ;
1. 


Для будь-яких елементів   і будь-яких комплексних чисел  і виконується рівність 

 ;
1. 

Скалярний добуток елемента   на самого себе є невід’ємне число, яке дорівнює нулю тоді і тільки тоді, коли елемент  нульовий, тобто


    тільки при   




Якщо в лінійному просторі  задано скалярний добуток, то простір  можна пронормувати, визначаючи норму  елемента  наступним чином  , при цьому всі властивості норми будуть виконані [5,6,8].


Лінійний простір , в якому введено поняття скалярного добутку, називають простором Гільберта [5,9], якщо цей простір сепарабельний [8,9], тобто, якщо простір  містить в собі  зліченну всюди щільну множину. 



Якщо простір  сепарабельний, то це означає, що простір  містить в собі множину певним чином занумерованих елементів, якими можна з будь-яким степенем точності наблизити (апроксимувати) будь-який елемент із простору  .
 Простір Гільберта це узагальнення поняття евклідового простору на нескінченновимірний випадок [8,9].

В лінійному просторі з заданим скалярним добутком легко встановити лінійну залежність, або незалежність, системи належних йому елементів   .

Визначником Грама системи елементів  називається визначник

 .
Справедлива наступна теорема:

Для того щоб система елементів    була лінійно залежною, необхідно і достатньо, щоб визначник Грама цієї системи дорівнював нулю [1,8,9].
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Означення 1.



Два елементи   і   в просторі Гільберта називаються ортогональними, якщо їх скалярний добуток дорівнює нулю, тобто  .
Означення 2. 


Елемент  називається нормованим, якщо його норма дорівнює одиниці, тобто .
Означення 3.
Скінченну, або нескінченну систему елементів називають ортогональною системою, якщо будь-які два її елементи ортогональні. 
Означення 4.
Система називається ортонормованою, якщо вона ортогональна і її елементи нормовані.
Ортонормована система завжди лінійно незалежна, тому що у такої системи визначник Грама дорівнює одиниці. 
Справедлива наступна теорема[6,8].



Якщо  система лінійно незалежних елементів простору Гільберта, то можна побудувати ортонормовану систему  таку, що всі її елементи будуть лінійними комбінаціями елементів системи  і навпаки [2,8].
В функціональному аналізі, при доведенні цієї теореми, поступають наступним чином. Беруть якусь систему лінійно незалежних функцій і поступово, виконуючи певні математичні операції, перетворюють її в ортонормовану систему. Алгоритм, який при цьому реалізується, називають процес ортогоналізації Грама-Шмідта.
Ортонормована система називається повною, якщо не існує ніякого іншого елемента, відмінного від нульового, який був би ортогональним до всіх елементів системи.
Справедлива наступна теорема:
У будь-якому просторі Гільберта існує не більш ніж зліченна повна ортонормована система елементів [8,9].
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Нехай тепер деяка ортонормована система елементів в просторі Гільберта .  Скалярні добутки    називають коефіцієнтами Фур’є  елемента  по ортонормованій системі функцій .

Елементу  можна поставити у відповідність ряд ( або скінченну суму, якщо ортонормована система скінченна ),  виду

,               (1.5.1)


який називають рядом Фур’є [2,8,9] елемента  по ортонормованій системі функцій Одержані таким чином коефіцієнти Фур’є задовольняють наступній нерівності

,                                       (1.5.2)
яку називають нерівність Бесселя .
В функціональному аналізі доведено наступну теорему.

В повному просторі Гільберта  ряд Фур’є будь-якого елемента по повній ортонормованій системі елементів збігається до цього елемента [2,9].
В цьому випадку із нерівності Бесселя одержують вираз, який називають рівність Парсеваля, а саме

.                                       (1.5.3)
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Припустимо, що в просторі Гільберта  задано лінійний підпростір і елемент . Розглянемо наступну задачу: в підпросторі  треба знайти елемент , який є найближчим до елемента , тобто треба знайти елемент для якого виконується умова


,      для всіх .
Справедлива теорема [2,6].





Якщо в  існує елемент , який дає найкраще наближення до елемента , то різниця  є ортогональною до всіх елементів підпростору .


Якщо  підпростір  ,  утворений лінійними комбінаціями з деяких n лінійно незалежних елементів простору , то елемент найкращого наближення завжди існує.
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Припустимо, що підпростір  породжений елементами , а ‑ елемент найкращого наближення до  в . Тоді , як елемент підпростору , можна подати у вигляді

.                (1.7.1)

Отже, задача побудови елемента найкращого наближення зводиться до знаходження значень коефіцієнтів .  Нам відомо, що


 для всіх  .                           (1.7.2)
Остання умова породжує n умов виду


 для всіх  .                       (1.7.3)

Із цих умов для знаходження одержимо систему лінійних алгебраїчних рівнянь [2,4]:



          
.          (1.7.4)






Визначником системи рівнянь (1.7.4) є визначник Грама , і цей визначник відмінний від нуля тому, що система елементів лінійно незалежна. Розв’язавши систему, ми знайдемо, а отже і елемент найкращого наближення .




Побудова елемента найкращого наближення виконується особливо просто у випадку, коли - ортонормована система елементів. В цьому випадку коефіцієнти Фур’є елемента  по системі елементів обчислюються по формулах [2,4,7]

                                       (1.7.5)
і елементом найкращого наближення буде елемент

                   (1.7.6)

Величина відхилення  легко обчислюється із наступних міркувань

       (1.7.7)

Остаточно матимемо формулу       .                        (1.7.8)   













Тепер розглянемо в  повну ортонормовану систему елементів і припустимо, що  - повний простір Гільберта. Розглянемо послідовність підпросторів , коли кожен  породжений елементами . Для  будемо послідовно знаходити елементи найкращого наближення в  При цьому елементом найкращого наближення  для   в   буде  k-тa  частинна сума ряду Фур’є  для  по ортонормованій системі функцій  . Величина найменшого відхилення 

                                    (1.7.9)



прямує до нуля при  , а послідовність  збігається до елемента .
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Розглянемо простір   функцій з інтегровним квадратом на відрізку . В цьому просторі функції 

                   (1.8.1)
утворюють повну ортогональну систему, яку називають тригонометричною [3].

Ортогональність при  легко перевірити прямими обчисленнями інтегралів, наприклад


В функціональному аналізі повнота тригонометричної системи функцій слідує із теореми Вейєрштраса [2,9] про апроксимацію будь-якої неперервної періодичної функції тригонометричними многочленами. Система (1.8.1) не нормована, відповідна їй нормована система має вигляд

          (1.8.2)




Якщо  функція із  , то її коефіцієнти Фур’є, обчислені по системі функцій   ,  прийнято позначати . Таким чином, у відповідності з загальними формулами для коефіцієнтів Фур’є, одержимо [3,8]


    тобто    


  і   .
Відповідний ряд Фур’є  записується у вигляді

                  (1.8.3)

і для будь-якої функції     збігається середньоквадратична саме до цієї функції [3].  Якщо 

                (1.8.4)


частинна сума ряду Фур’є, то середньо квадратичне відхилення  від  можна знайти по формулі [3]

.            (1.8.5)
Можна довести [2,8], що серед усіх тригонометричних многочленів 

                 (1.8.6)



з заданим n  частинна сума ряду Фур’є дає найкращу ( в метриці   ) апроксимацію функції .  Нерівність Бесселя для тригонометричної системи має вигляд

                           (1.8.7)

Через те, що тригонометрична система є повною, для будь-якої функції із має місце рівність Парсеваля 

                           (1.8.9)



Для будь-якої функції  квадрати її коефіцієнтів Фур’є утворюють збіжний ряд [2,3]. Справедливе і зворотне твердження, а саме. Якщо числа   такі, що ряд   збігається , то ряд




також збігається ( в ), а його сума являє собою функцію для якої є коефіцієнтами Фур’є .








Всі ці твердження легко переносяться на функції, які задані на довільному інтервалі, наприклад на . Якщо – функція з інтегровним квадратом на , то заміна змінної , або  , переводить  в функцію   на відрізку  .  Розрахункові формули для обчислення коефіцієнтів ряду Фур’є записуються у вигляді

                 (1.8.10)

                 (1.8.11)


Ряд Фур’є для функції , яка задана на відрізку , матиме вигляд

.                (1.8.12)
Зауваження 1.
Першим широко використовувати тригонометричні ряди в своїх роботах по математичній фізиці, насамперед в задачах поширення тепла, став французький математик Жан Батист Жозеф Фур’є, роки життя якого 1768‑1830. В біографії вченого була цікава сторінка, коли він брав участь в військовій експедиції Наполеона в Єгипет в 1798 році.
 З самого початку терміни “ряд Фур’є”, “коефіцієнти Фур’є” пов’язувалися саме з тригонометричною системою і лише значно пізніше, в міру розвитку функціонального аналізу, ці терміни стали використовувати в загальному розумінні, стосовно будь-якої ортогональної системи функцій.
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Функції                 



утворюють в сукупності повну ортогональну систему [3] на відрізку .






Покажемо, що кожна система ортогональна і повна на сегменті . Ортогональність легко перевірити прямим обчисленням, доведемо повноту системи Припустимо, що функція  інтегровна з квадратом на . Доозначимо функцію на напівсегменті формулою  і розвинемо її в ряд Фур’є по системі 

.




Через те, що функція , яка тепер визначена на , - парна, то всі коефіцієнти при синусах у неї дорівнюють нулю. Це відразу видно із формули для коефіцієнтів: для парної функції при 






Це означає, що функцію на , а тим більше і на , можна апроксимувати в середньоквадратичному з будь-якою точністю лінійними комбінаціями елементів системи функцій  , звідки і слідує повнота цієї системи.

Повнота системи функцій  доводиться аналогічно [3] .
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Ортогональні тригонометричні системи, які найчастіше використовуються в практиці роботи інженерів і відповідні норми елементів, представлено в наступній таблиці
	№
	Ортогональна система функцій
	Відрізок
ортогон - ості
	Норми
елементів

	1
	

	

	


	2
	

	

	


	3
	

	

	


	4
	

	

	


	5
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[bookmark: _Toc32235723]Приклад 1.




Функція    задана на відрізку  . Якщо виконати заміну змінної по формулі , то функція буде визначена на відрізку  .  Коефіцієнти Фур’є обчислюються по формулі

.                                  (1.11.1)
Частинна сума ряду Фур’є на N  доданків має вигляд

.                                   (1.11.2)

Перші десять коефіцієнтів   представлені нижче
                                    ==============
                                    k         Ak
                                    1.     0,74167730
                                    2.    -0,86567659
                                    3.    -0,38066561
                                    4.    -0,56050469
                                    5.    -0,09127863
                                    6.    -0,17114777
                                    7.     0,04473732
                                    8.    -0,15120194
                                    9.    -0,06635456
                                  10.    -0,20935746

На рисунках представлені результати апроксимації функції частинними сумами ряду Фур’є ( пунктирна лінія ) при використанні N = 5-и і N = 10-и доданків.
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Рис. 1
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Рис. 2
[bookmark: _Toc29981162][bookmark: _Toc29980707][bookmark: _Toc29980550][bookmark: _Toc29980177][bookmark: _Toc29980026][bookmark: _Toc30664883][bookmark: _Toc31101646][bookmark: _Toc32235724][bookmark: _Toc32235913][bookmark: _Toc32236254][bookmark: _Toc32574662][bookmark: _Toc32574890][bookmark: _Toc32575046]1.12.  ЯВИЩЕ  ГІББСА



Явищем Гіббса [3] називається особливість поведінки частинних сум ряду Фур’є в околі точок розриву функції . Встановлено, що частинна сума ряду Фур’є в околі точки розриву функції робить “викид”, або “сплеск”, величина якого становить приблизно 18% від величини стрибка функції в точці розриву. Це добре видно на рисунку. Ряд Фур’є збігається до значень функції скрізь, крім кінців інтервалу, в яких досліджувана функція має розрив. 
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Рис. 3
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Приклад 2.
Функція


    задана на відрізку  . Коефіцієнти Фур’є обчислюються по формулах


       
Частинна сума ряду Фур’є на N  доданків має вигляд

.

Перші десять коефіцієнтів   представлені нижче
==========================
                                            m        Am                   Bm
0.       3,362506         0,000000
1.      -0,289074        -0,451568
2.       0,121019        -0,262523
3.       0,028807        -0,003984
4.      -0,078600        -0,092020
5.       0,035365        -0,116600
6.       0,027726        -0,007819
7.      -0,045160        -0,040122
8.       0,012291        -0,077635
9.       0,025978        -0,011362
10.      -0,029409        -0,019643


На рисунках представлені результати апроксимації функції частинними сумами ряду Фур’є ( пунктирна лінія ) при використанні N = 5-и  і  N = 10-и доданків. Через те, що функція  має розрив, то при збільшенні кількості доданків стає більш помітним явище Гіббса.
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Рис. 4
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Рис. 5



Можна значно покращити точність апроксимації рядом Фур’є, якщо замінити розривну функцію  неперервною функцією  виду
Приклад 3.
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Рис.6
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Рис. 7
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Система функцій

                             (1.14. 1)

в якій     додатні корені рівняння

                                                                           (1.14.2)


є  ортогональною  на відрізку  з вагою  .


Будь-яку функцію  ,  задану на відрізку  ,  можна розікласти в ряд Фур’є по системі функцій  (1.14.1), скориставшись формулами


                                                                              (1.14.3)

                   (1.14.4)

             (1.14.5)


Особливістю системи функцій  (1.14.1) є те, що з допомогою параметрів h 1 і  h 2 можна керувати величиною похідних розкладу  w(x)  функції  в  ряд Фур’є на кінцях інтервалу наступним чином


            


Систему функцій (1.14.1) можна використовувати в комп’ютерній графіці. Використовуючи формули (1.14.3), (1.14.4), (1.14.5), можна побудувати на проміжку апроксимацію w( x ) будь-якого контуру і з допомогою параметрів h 1 і  h 2  виконати гладке з’єднання апроксимованого контуру з сусідніми ділянками.


На рисунках показано розклад функції   ,       

в ряд Фур’є по системі функцій (1.14.1), коли параметри  .
При збільшенні кількості доданків у ряді Фур’є, точність апроксимації зростає. Кут, утворений дотичною до графіка ряду Фур’є на кінцях інтервалу, наближається до 45 градусів при  x =0, і до 135 градусів при  x = L = 10.
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Рис. 8
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Рис. 9
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Рис. 10





Якщо, при побудові розкладу довільної функції в ряд Фур’є по даній системі ортогональних функцій, задати параметри h 1 і  h 2 так, щоб похідні розкладу w(x) на кінцях інтервалу були близькими до похідних функції , то це дуже істотно покращує точність апроксимації функції рядом Фур’є.  Покажемо це на наступному простому прикладі.



На Рис. 11 представлено графік апроксимації функції , для , рядом Фур’є при значеннях параметрів . Добре видно, що при використанні в ряді Фур’є 10-и доданків, похибка апроксимації (“сплески” на кінцях интервалу)  дорівнює 0,065.



На рисунку Рис. 12 представлено графік апроксимації функції , для рядом Фур’є при значеннях параметрів . При цьому похибка апроксимації (“сплески” на кінцях інтервалу) дорівнює 0,007 при використанні в ряді Фур’є всього тільки 5-и доданків.
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Рис. 11
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Рис. 12
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Лінійні комбінації функцій  

                                         ( 1.15.1 )



це сукупність всіх многочленів. Отже, система (1.15.1) повна в просторі , в просторі функцій інтегровних з квадратом [1,8] на довільному відрізку . Повнота системи многочленів в просторі  слідує із теореми Вейєрштраса про рівномірну апроксимацію будь-якої неперервної функції на відрізку многочленами.

Якщо по відношенню до системи (1.15.1) на відрізку  виконати процес ортогоналізації Грама-Шмідта, приймаючи скалярний добуток у вигляді

,                                   (1.15.2)
то одержимо повну ортогональну систему 




в якій  - многочлен n – го степеня. Покажемо, що кожен із многочленів співпадає, з точністю до сталого множника, з многочленом

                                       (1.15.3)


Переконаємося, що система  ортогональна. Нехай , через те, що



при всіх   , то інтегруючи по частинах, одержимо



.


Якщо ,  то під знаком останнього інтеграла стоїть тотожній нуль, звідки слідує ортогональність системи многочленів.




Ясно, що кожен , лежить в підпросторі, який породжений першими  елементами системи (1.15.1).  Тому обидві системи   і  мають наступні властивості :
1. ортогональність ,
1. 
n – ий  елемент системи належить підпростору, породженому елементами .


Цими двома властивостями кожен елемент системи визначається однозначно з точністю до числового множника. Знайдемо тепер нормуючий множник для многочленів . У випадку коли  рівність ( 8 ) запишеться так



 .



Отже, норма многочлена  дорівнює  . Таким чином, система многочленів  є ортогональна і нормована. В практиці обчислень частіше використовують многочлени задані формулою

                                (1.15.4)
Їх називають многочленами Лежандра, а саму формулу – формулою Родріга.
Для многочленів Лежандра справедлива наступна рекурентна формула


          (1.15.5)
З допомогою рекурентної формули побудуємо перші п’ять многочленів

	n
	
               

	0
	1

	1
	


	2
	


	3
	


	4
	


	5
	


	
	
                 



Як слідує з вище наведеного, справедливі формули


             

Використовуючи многочлени Лежандра, для будь-якої функції , легко  побудувати многочлен найкращого середньоквадратичного наближення. Таким многочленом буде:

                                          (1.15.6)

                                    (1.15.7)

При цьому справедлива наступна теорема [2].





Якщо функція  на відрізку  неперервна і має обмежену похідну , то ряд Фур’є функції  по многочленах Лежандра збігається на відрізку  рівномірно.






В теорії апроксимації доведено, що алгебраїчний многочлен найкращого середньоквадратичного наближення до неперервної функції , визначеної на проміжку , має наступну властивісь [2]: на проміжку  існують n + 2 точки , в яких знаки різниці   чергуються.

1.16.  ПРИКЛАДИ РОЗКЛАДУ ФУНКЦІЇ В РЯД ФУР’Є ПО МНОГОЧЛЕНАХ ЛЕЖАНДРА
Приклад 4. 





Функція    задана на проміжку  . Якщо виконати заміну змінної , то функція  буде визначена на проміжку . Застосувавши вище наведені формули, одержимо многочлен 3-го степеня найкращого середньо - квадратичного наближеня у вигляді   

.

	k
	

	x0
	x1
	x2
	x3

	0
	1,756377
	1
	
	
	

	1
	1,889317
	0
	1
	
	

	2
	1,135243
	-0,5
	0
	1,5
	

	3
	-0,304600
	0
	-1,5
	0
	2,5

	
	

	1,188856
	2,346217
	1,702864
	-0,761499






На рисунку Рис. 13 графік многочлена  зображено пунктирною лінією. Добре видно, що на проміжку  похибка апроксимації  змінює знак ( m + 2 ) рази, де m - степінь многочлена.  Для того щоб краще було видно як графік многочлена ходить навколо графіка функції, на рисунку похибка апроксимації збільшена в 5 разів.
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Рис.13

Приклад 5. 





Функція    задана на проміжку  . Якщо виконати заміну змінної , то функція  буде визначена на проміжку . Застосувавши вище наведені формули, одержимо многочлен 3-го степеня найкращого середньоквадратичного наближеня у вигляді   

.

	k
	

	x0
	x1
	x2
	x3

	0
	0,661208
	1
	
	
	

	1
	3,158313
	0
	1
	
	

	2
	1,321490
	-0,5
	0
	1,5
	

	3
	2,055199
	0
	-1,5
	0
	2,5

	
	

	0.000464
	-6,241112
	1,982235
	5,137998






На рисунку Рис. 14 графік многочлена  зображено пунктирною лінією. Добре видно, що на проміжку  похибка апроксимації  змінює знак 4 рази.  
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Рис.14
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1. 
- є значення аргументів  .
1. 

- є значення функції   в точках  . 

  Значення одержані в результаті виконання вимірювань, тому  
  можуть містити похибку .
1. 

- є система базисних функцій і   .
1. 
- є “ваги”  ,  це деякі числа.  Кількість “ваг” дорівнює кількості замірів. З допомогою цих чисел, при виконанні обчислень,  можна деякі заміри враховувати більш докладно, ніж інші.  
1. 
Треба також щоб кількість замірів була набагато більшою, ніж кількість базисних функцій, особливо тоді, коли заміри визначені з похибкою, тому має бути .
1. 


Для функції , яка задана на сітці , тобто, яка задана в вузлах сітки таблицею своїх значень  , треба побудувати аналітичне представлення у вигляді лінійної комбінації базисних функцій у вигляді

.

Коефіцієнти  треба знайти.
1. 
Для знаходження коефіцієнтів виконаємо наступні дії :
· 
фіксуємо значення аргумента ;
· 
в точці розглянемо квадрат різниці 

 ,

          між апроксимацією і виміром , надавши цій різниці певну “вагу”.
1. 
Записавши суму всіх “зважених” різниць, одержимо функцію від невідомих параметрів у вигляді 

.
1. 
Невідомі параметри   одержимо із умови мінімуму функції G .
1. Для знаходження мінімуму, записуємо вирази для частинних похідних функції G по параметрах  Ai  і прирівнюємо похідні нулю

.

Так ми одержимо систему СЛАР для знаходження невідомих коефіцієнтів , яку називають системою нормальних рівнянь і яка в матричному запису має вигляд

 .


В математичному аналізі доведено, що при деяких умовах, накладених на вузли і базисні функції система нормальних рівнянь має розв’язок. В даному випадку матриця системи нормальних рівнянь є квадратною і повністю заповненою.


Приклад 6. 


Функція задана на проміжку  .


Значення функції відомі в рівновіддалених точках  .
Треба побудувати многочлен 3- го степеня виду

,
так, щоб для цього многочлена величина відхилення

            (2.1.1)
була найменшою для всіх многочленів даного степеня.

Беремо частинні похідні по параметрах і прирівнюємо їх нулю, одержимо:

                (2.1.2)
Переписавши ці вирази наступним чином

,     (2.1.3)

одержимо систему СЛАР для знаходження значень параметрів  , яку називають системою нормальних рівнянь методу найменших квадратів. Якщо виконати все це в числах, виходячи із наступної таблиці значень функції, 
  
                                                Xi         Yi 
                                        0.     1,00       3,0244 
                                        1.     1,50       3,6049 
                                        2.     2,00       3,4350 
                                        3.     2,50       2,5860 
                                        4.     3,00       1,2894 
                                        5.     3,50      -0,1169 
                                        6.     4,00      -1,2704 
                                        7.     4,50      -1,8719 
                                        8.     5,00      -1,7587 
                                        9.     5,50      -0,9440 
                                      10.     6,00       0,3865

то для функції  одержимо наступну СЛАР 4- го порядку.

.   (2.1.4)

Розв’язавши систему нормальних рівнянь, ми одержимо коефіцієнти  .
Многочлен найкращого середньоквадратичного наближення має вигляд 

.       (2.1.5)



На рисунку Рис. 15 графік многочлена  зображено пунктирною лінією. Добре видно, що на проміжку   похибка апроксимації  змінює знак 4 рази.
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Рис.15




Многочлен  ми побудували використовуючи 10 рівновіддалених значень функції . Наступна таблиця показує, як в даній задачі змінюються коефіцієнти многочлена  при використанні більшої кількості точок. 

	Точок
	x0
	x1
	x2
	x3

	       10  
	-1,2131
	6,9870
	-2,9864
	0,3120

	     100
	-1,4331
	7,3112
	-3,1143
	0,3265

	  1 000
	-1,4710
	7,3621
	-3,1334
	0,3286

	10 000
	-1,4750
	7,3674
	-3,1354
	0,3288

	По полін. Лежандра
	-1,475929
	7,373161
	-3,135577
	0,328831




В даному випадку система нормальних рівнянь має квадратну повністю заповнену матрицю. Виникає закономірне запитання, чи можна так вибрати систему базисних функцій, щоб матриця системи була діагональною. Виявляється, що це можна зробити для будь- якої системи базисних функцій  виходячи з наступних міркувань.




Нехай відомі значення деякої функції в дискретному наборі точок відрізка і задана система “ваги”  . Якщо в лінійному просторі таких функцій дискретного аргументу, який прийнято позначати, ввести скалярний добуток за формулою 

,                      (2.1.6)

[bookmark: _Toc29980712][bookmark: _Toc29980555][bookmark: _Toc29980182][bookmark: _Toc29980031][bookmark: _Toc29981167]то він стане гільбертовим і тоді, як відомо з математичного аналізу, такий простір, як простір ( n + 1 ) - вимірних векторів є повним. Тому для нього справедливі всі результати, викладені в першій частині даного посібника. А це означає, що якщо нам задана система лінійно незалежних базисних функцій , то виходячи з цієї системи, можна побудувати систему ортогональних функцій з скалярним добутком (2.1.6), виконавши процес ортогоналізації Грама-Шмідта. Покажемо на наступних прикладах, як це можна зробити.
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Якщо за базисну систему  вибрати систему степеневих функцій , то викладений вище метод має два недоліки, а саме:

1. для знаходження коефіцієнтів узагальненого многочлена доводиться розв’язувати систему m + 1 рівнянь із заповненою матрицею, яка має погані обчислювальні властивості (погано обумовлена);
1. якщо для деякого m многочлен побудований, то, збільшивши m, ми не зможемо використати результати виконаних розрахунків і нам доведеться виконати всі обчислення з самого початку.

Цих недоліків можна позбутися, якщо знайти і використати систему ортогональних многочленів. Природно, що ця система залежатиме від розміщення вузлів і від вагової сіткової функції. У випадку коли така система многочленів відома – це многочлени Чебишева дискретного аргументу , які визначаються формулою

                         (2.2.1)


де  m = 0, 1, . . . . n,   - так званий факторіальний многочлен степеня  j ,   Співвідношення ортогональності має вигляд

     (2.2.2)


Многочлени Чебишева дискретного аргументу на сітці   задовольняють різнецеве рівняння  

                (2.2.3)
Ці многочлени пов’язані також рекурентним співвідношенням

    (2.2.4)
Перші чотири многочлени мають вигляд

        (2.2.5)
Маючи вирази для перших чотирьох многочленів, по наведеній рекурентній формулі (2.2.4), можна побудувати решту потрібних нам многочленів. Можна використовувати ортогональні многочлени Чебишева дискретного аргументу у вигляді 

,                                 (2.2.6)
які лише нормуючим множником відрізняються від многочленів  (2.2.1).




Якщо вузли рівновіддалені, тобто , то після заміни   точки   перейдуть у точки  0, 1, 2, . . . n , тобто можна користуватися системою (2.2.1) многочленів Чебишева дискретного аргументу.




Якщо і скалярний добуток в визначається формулою, то з допомогою многочленів  , легко побудувати в просторі многочлен, який дає найкраще наближення.  Цей многочлен будуємо у вигляді 

.        (2.2.7)
Відповідно до вище викладеної теорії, для знаходження його коефіцієнтів дістанемо систему СЛАР виду 

 ,                             (2.2.8)

з діагональною матрицею. Тому коефіцєнти знаходяться за формулами

.         (2.2.9)
Середньоквадратичне відхилення знаходять за формулою

 .  (2.2.10)
Проилюструємо викладену теорію на прикладі наступної задачі.
Приклад 7.


Функція задана на проміжку  .


Значення функції відомі в рівновіддалених точках  .

Для функції  треба побудувати многочлен найкращого середньоквадратичного наближення 3- го степеня виду

.

Будемо виходити із наступної таблиці значень функції .
                                             k            Yk 
                                            0.            3,0244 
                                            1.            3,6049 
                                            2.            3,4350 
                                            3.            2,5860 
                                            4.            1,2894 
                                            5.           -0,1169 
                                            6.           -1,2704 
                                            7.           -1,8719 
                                            8.           -1,7587 
                                            9.           -0,9440 
                                          10.            0,3865

Будемо використовувати многочлени Чебишева при n =10 m=3 у вигляді (2.2.6).


              (2.2.11)

	

	

	

	


	8, 36 41 00
	11, 68 83 82
	4, 14 4445
	     -6, 69 29 07

	

	

	

	


	11
	4,4
	3, 81 33 33
	4, 76 66 67

	a 0
	a 1
	a 2
	a 3

	0, 76 03 72
	2, 65 64 50
	1, 08 68 30
	-1, 40 41 06





Тепер можна побудувати многочлен , використовуючи формулу (2.2.7) .

	
	x0 
	x1 
	x2 
	x3 

	0,760372
	   1,0
	
	
	

	2,656450
	   1,0
	 - 0,2
	
	

	1,086830
	   1,0
	 - 0,666666
	   0,066666
	

	- 1,404106
	   1,0
	 - 1,588888
	   0,416666
	- 0,027777

	

	3,099546
	0,975120
	-0,512590
	0,039001




Згідно з формулою (2.2.7),  многочлен, який дає найкраще наближення в просторі , тобто на вказаній множині точок, має вигляд

.        (2.2.12)


Якщо тепер в многочлені (2.2.12) виконати заміну , то одержимо многочлен найкращого наближення на проміжку  у вигляді

.        (2.2.13)

Таким чином, використовуючи многочлени Чебишева (2.2.6), які є ортогональними на множині рівновіддалених точок в розумінні скалярного добутку (2.1.6), ми одержали той самий многочленнайкращого середньоквадратичного наближення, який в розділі 2.1 було побудовано з використанням нормальної системи рівнянь (2.1.4) методу найменших квадратів. 
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Нехай -  многочлени степеня  . Ці многочлени називають взаємно ортогональними на множині точок , якщо для них виконується умова



   при    і   .        (2.3.1)


Це означає, що якщо многочлени  є системою базисних функцій, по якій на заданій сітці будують апроксимацію, то в матриці СЛАР нормальної системи рівнянь позадіагональні елементи дорівнюють нулю і матриця нормальної системи буде діагональною. В цьому випадку можна відразу записати вирази для коефіцієнтів  , а саме


    ,   .                (2.3.2)

Якщо задана сітка , то побудова системи ортогональних многочленів для цієї сітки здійснюється так:
Крок 1.


Покладемо       



Сталу    будемо визначати із умови ортогональності многочленів на заданій множині точок, тобто повинна виконуватися умова

                (2.3.3)

Звідси одержуємо, що          
                                        
Крок 2.

Ми одержали:   -   многочлен    

                .-    многочлен        


Многочлен будемо шукати у вигляді  



Коефіцієнти    знайдемо із умови  ортогональності  до многочленів  , тобто повинні виконуватися наступні умови

      (2.3.4)

     (2.3.5)


Через те що  ортогональні,  будемо мати , тому попередні  умови  (2.3.4) і (2.3.5)  можна спростити

                  (2.3.6) 

Тепер можна легко знайти  , а саме

                 (2.3.7)
Так виконується побудова і наступних многочленів.
Крок  n.

Припустимо, що многочлени  вже побудовані.

Будемо вважати, що многочлен можна записати у вигляді









В цьому виразі числа   треба знайти із умови ортогональності многочлена до многочленів  і . Якщо ці дві умови будуть  виконані, то буде ортогональним до всіх попередніх многочленів , де  ,  доведемо це, дійсно











В одержаному виразі два останні доданки дорівнюють нулю в силу ортогональності многочленів . Многочлен має степінь ( k + 1 ) і, отже, може бути представления як лінійна комбінація многочленів . Але , тому перший доданок теж дорівнює нулю, а це означає, що є ортогональним до всіх многочленів .  Для знаходження  одержимо наступну систему

                             (2.3.8)

В цю систему треба підставити вираз для і тоді одержимо формули

   .
Якщо система ортогональних многочленів для даної сітки побудована, то поліном найкращого середньо-квадратичного наближення степеня n запишеться у вигляді

.                                       (2.3.9)
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Припустимо, що дві змінні x і y повязані між собою відомою функціональною залежністю

,                                        ( 3.1.1 )

яка містить m параметрів . 

Нехай, при  x = x1, x2, . . . , x n   ( n  >  m ), відомі з деякою точністю значення  y1,  y2, . . . ,  y n . Треба знайти параметри  .
Така задача виникає при побудові емпіричних формул, які визначають в аналітичному вигляді зміну однієї величини, залежно від зміни іншої, при умові, що в результаті спостережень одержана таблиця значень величини y при відповідних значеннях величини x. Вид функціональної залежності  f  і число параметрів m можуть бути відомими із фізики задачі, або визначеними  із побудованого графіка.
Якби значення yi при x = x i  були відомі точно, то поставлена задача в принципі розв’язувалась би просто [2]. Треба було б із системи


                                   (3.1.2)

взяти m рівнянь і знайти з них значення параметрів a i . Одержані значення a i задовольняли б і решту рівнянь системи  (3.1.2) .


В практичних задачах значення  y i  одержують в результаті вимірювань. Тому, якщо ми знайдемо параметри   вказаним вище способом, то ці параметри не будуть задовольняти всі рівняння системи (3.1.2). Виникає задача так знайти значення параметрів , щоб в деякому розумінні всі рівняння системи (3.1.2) виконувались з найменшою похибкою. За міру такої похибки можна, наприклад, взяти величину

 ,             (3.1.3)

де   -  наближені значення, одержані при вимірюваннях.





В практичних задачах найчастіше приймають  з наступних міркувань[10]. Якщо похибки в значеннях    є випадковими величинами з нормальним законом розподілу Гауса, то емпіричні формули в яких визначені з умови мінімуму функції (3.1.3) при і , найкращим чином узгоджуються з результатами експерименту. Великий практичний досвід показує, що випадкові похибки вимірювань найчастіше мають закон розподілу, близький до нормального розподілу Гауса.

Якщо в поставленій задачі значення параметрів визначають з умов мінімуму функції

    ,           (3.1.4)
то відповідний метод називають методом найменших квадратів[7,9,10] . 


Якщо функція  досягає абсолютного мінімуму всередині області зміни параметрів , то можна скористатися умовами мінімуму функції багатьох змінних, відомими із класичного математичного аналізу, а саме . 





Якщо функція  має похідні по  , то необхідною умовою мінімуму  буде умова перетворення в нуль частинних похідних першого порядку від по  .


    (3.1.5)

.



Таким чином, для знаходження одержимо систему m рівнянь з m невідомими. Знайшовши всі розвязки системи, які належать області зміни параметрів , виберемо серед них  той розвязок , в якому функція  має абсолютний мінімум.


Розглянемо більш докладно спосіб знаходження параметрів по методу найменших квадратів для випадку, коли функція  є лінійною відносно шуканих параметрів[7,10]

 ,      (3.1.6)
а система (3.1.2) має вигляд

 .         (3.1.6)

Для знаходження параметрів ми одержали систему n лінійних алгебраїчних рівнянь з m невідомими, яку називають системою умовних рівнянь. В цій системі рівнянь більше, ніж невідомих і в загальному випадку ця система може бути несумісною.
Треба знайти такий вектор

,                        (3.1.7)
для якого виконується наступна умова

 .   (3.1.8)






Вище було встановлено[4,6,9], що для елемента найкращого наближення  повинна виконуватися умова  для будь-якого вектора . Ця умова виконується автоматично, якщо   буде ортогональним до кожного з векторів , звідси для знаходження , одержимо систему лінійних алгебраїчних рівнянь виду

               (3.1.9)
з симетричною матрицею виду

 .                 (3.1.10)
Систему (3.1.9) називають системою нормальних рівнянь.

Якщо вектори лінійно незалежні, тобто ранг матриці




дорівнює m, то визначник матриці S , який є визначником Грама системи m лінійно незалежних векторів , відмінний від нуля і система (3.1.9) має єдиний розв’язок.
Зауважимо, що систему нормальних рівнянь (3.1.9) можна записати у вигляді:

 ,                                     (3.1.11)



де  -  матриця транспонована до матриці . Отже, систему нормальних рівнянь можна одержати, якщо систему умовних рівнянь помножити зліва на матрицю .




Розглянемо тепер випадок нелінійної залежності функції  від параметрів , але зробимо припущення, що із деяких міркувань відомі наближені значення шуканих параметрів , які відрізняються від шуканих параметрів невеликими поправками .



Якщо поправки  малі і функція  є диференційовною по параметрах , то з достатньою точністю виконуються рівності[2,3]

.   (3.1.12)
Якщо ввести позначення



 ,

то для знаходження поправок одержимо систему умовних рівнянь виду[2]

   ,                            (3.1.13)

яка розвязується методом найменших квадратів. Знайшовши поправки , одержимо перше наближення до значень параметрів

  .                                  (3.1.14)

Приймаючи їх за нові початкові наближення, можна повторити процес їх уточнення до тих пір, поки поправки не стануть достатньо малими.
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При побудові емпіричної формули виду

,                         (3.2.1)


треба знайти таку систему параметрів , яка надає мінімум значенню виразу для похибки , де

.      (3.2.2)

Якщо дивитися на , як на цільову функцію, то будемо мати класичну задачу безумовної оптимізації[7,10], яку найчастіше розв’язують методом найшвидшого спуску, або методом Ньютона. Обидва методи мають свої переваги і недоліки.
Спроба поєднати переваги обох методів виконана в методі Левенберга[10], в якому ітераційний процес побудови траєкторії спуску здійснюється по формулі

,                        (3.2.3)

в якій   - число ( параметр ), 
             H – матриця Гессе цільової функції, I - одинична матриця .


Вибором величини параметра  надається перевага тому, чи іншому методу. Якщо  велике, то 

                               (3.2.4)

і ітераційний процес здійснюється по методу найшвидшого спуску, якщо ж  мале,  то по методу Ньютона. При реалізації метода Левенберга треба стежити за величинами зміни значень цільової функції. 


На початку ітераційного процесу задається велике значення  і спуск виконується у напрямку антиградієнта. Якщо ж, починаючи з деякого кроку ітераційного процесу цільова функція змінюється мало, то доцільно зменшити величину  і продовжити процес по методу Ньютона.
Якщо цільова функція має складний рельєф і в процесі пошуку її мінімуму ми попадаємо в довгу і вузьку “западину”, то компоненти градієнта направлені вздовж “дна” западини стають малими, а компоненти градієнта, направлені до “стінок” западини, зростають. При використанні методу найшвидшого спуску траєкторія спуску стає звивистою ламаною і процес спуску уповільнюється. Зрозуміло, що в такій ситуації треба виконувати більші кроки вздовж “дна” западини і менші у напрямку до її “стінок”, тобто компоненти градієнта доцільно “підправити” з урахуванням кривини поверхні цільової функції. Це реалізовано в методі Левенберга-Марквардта [10] (його ще називають алгоритм LMA ), в якому ітераційний процес побудови траєкторії спуску виконується по формулі

.                  (3.2.5)

В цій формулі одинична матриця замінюється на діагональ матриці Гессе цільової функції. Через те, що матриця Гессе визначає кривину поверхні в околі точки , метод дозволяє одержувати більший крок у напрямку в якому компоненти градієнта малі, і менший крок у напрямку “стінок” западини.
На сьогодні, як показала практика, алгоритм LMA особливо успішно використовується при розв’язуванні задач нелінійної мінімізації методом найменших квадратів, тобто у випадку коли цільова функція має вигляд

,                                    (3.2.6)




де  -  вектор параметрів, які треба знайти, а   - нев’язки, зумовлені вектором  і .
Приклад 8. 




Припустимо що функція  задана на проміжку  таблицею своїх значень в рівновіддалених точках . Значення функції  визначені експериментально з деякою похибкою.
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Поставимо наступну задачу безумовної оптимізації, серед функцій виду  знайти функцію для якої сума квадратів відхилень її значень від виконаних замірів мінімальна, тобто треба знайти такі значення параметрів А і В для яких цільова функція  набуває мінімального значення

.                         (3.2.7)

Рельєф функції  представлено на рисунку Рис. 16.
[image: Ris_2]
Рис. 16. Метод Левенберга-Марквардта




Будемо розв’язувати задачу методом найшвидшого спуску, виходячи з початкової точки  з кроком  . Спуск виконується по траєкторії ортогональній до ліній рівня цільової функції і ми попадаємо на дно вузького витягнутого рівчака. Траєкторія спуску на ділянці  стає звивистою, ітераційний процес уповільнюється.

Починаючи з точки  , продовжуємо процес спуску по методу Левенберга ‑ Марквардта, реалізуючи ітераційний процес по формулі 



, при .             (3.2.8)



На рисунку Рис. 16 видно, що при цьому спуск відбувається точно по дну рівчака і ми приходимо в точку , в якій цільова функція має мінімум рівний .
Результат виконаних дій представлено в таблиці і на рисунку Рис. 17.
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Рис. 17. Результат розв’язуванн задачі методом LMA. 
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[bookmark: _Toc32574674]В задачах треба представити функцію , задану на проміжку , у вигляді ряду Фур’є  по  SIN  так, як це зроблено в пункті (1.11) даного посібника.  Для контролю одержанного розкладу в 4- му стовчику таблиці представлено значення коефіцієнта  Фур’є  А5 .

	№
	Функція
	Проміжок
	А5

	1
	

	

	0, 00 90 75

	2
	

	
    
	0, 55 39 79

	3
	

	

	0, 01 34 76

	4
	

	

	-0, 03 61 02

	5
	

	

	1, 25 29 45

	6
	

	

	0, 08 46 07

	7
	

	

	0, 00 00 35

	8
	

	

	0, 19 45 81

	9
	

	

	0, 26 26 28

	10
	

	

	    0, 00

	11
	

	

	0, 09 24 57




	№
	Функція 
	Проміжок
	А5

	12
	

	

	0, 41 03 18

	13
	

	

	0, 32 83 78

	14
	

	

	0, 11 45 93

	15
	

	

	0, 50 73 64

	16
	

	

	-0, 18 32 22

	17
	

	

	-0, 13 24 23

	18
	

	

	-0, 14 14 36

	19
	

	

	1, 88 93 66

	20
	

	

	0, 41 23 42

	21
	

	

	0, 10 15 89

	22
	

	

	0, 04 05 93

	23
	

	

	0, 23 01 24

	24
	

	

	-0,36 69 40

	25
	

	

	0,00 13 85
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