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УДК 621.221 

М.С. Бевзюк 

КІЛЬКА ТЕОРЕМ З ТЕОРІЇ ЧИСЕЛ 

Вступ 

Великі труднощі виникають при дослід-
женні діофантових рівнянь степеня 2n >  [1—
14]. Сформульовані і доведені автором даної 
статті кілька теорем із теорії чисел дали мож-
ливість дослідити деякі діофантові рівняння 
другого і вищих степенів. Це дало змогу дати 
відповідь на питання про наявність чи відсут-
ність у них розв’язків у натуральних числах. 
Подібні публікації автору невідомі. 

Постановка задачі 

Метою статті є застосування тотожностей і 
нерівностей для дослідження наявності чи від-
сутності розв’язків у натуральних числах деяких 
діофантових рівнянь вищих степенів ( 2)n ≥ . 

Основні теоретичні положення 

Нехай  

 x y z q+ = + , (1) 

де q x y z≡ + − , 0 ( )q x z y x y z< = − − < < < . 

Рівність (1) є тотожністю, бо вона справед-
лива при будь-яких допустимих числових зна-
ченнях ,x ,y .z  Піднісши до степеня 2n ≥  обид-

ві її частини, одержимо нову тотожність: 

 ,n n n nx y z q S+ − − =  (2) 

де 2 1S S S≡ − : 

 1 1 2 2 2 2 2 2
1 ...n n n n

n n nS C x y C x y C x y− − − −= + + + +    

 1 1 ( ) ,n n n n n
nC xy x y x y− −+ = + − −   (3) 

 1 1 2 2 2 2 2 2
2 ...n n n n

n n nS C z q C z q C z q− − − −= + + + +   

 1 1 ( ) .n n n n n
nC zq z q z q− −+ = + − −   (4) 

Прирівнявши до нуля праву частину тотож-
ності (2) 

 0,n n n nx y z q S+ − − = =  (5) 

одержимо такі рівняння: 

 0,n n n nx y z q+ − − =  (6) 

або, що те саме, 

( ) 0n n n nx y z x y z+ − − + − = , 

і 
0S = , 

тобто 

 2 1 0S S− = . (7) 

Запишемо тотожність (2) у такому вигляді: 

 n n n nx y z q S+ − = + . (8) 

Прирівнявши праву частину цієї тотожно-
сті до нуля, одержимо такі рівняння: 

 0n n nx y z+ − = , (9) 

 0,nq S+ =  (10) 

або  

 ( ) 0nx y z S+ − + = , (11) 

 nS s= ,  

 .q s=  (12) 

Тут, згідно із співвідношеннями (3) і (4), маємо 

 
2 1

[( ) ] [( ) ]n n n n n n

S S S

z q z q x y x y

= − =

= + − − − + − − =
  

 ( ) ( ) ,n n n n n nz q x y x y z q= + − + + + − −   (13) 

,n n n n n n n n nq S q x y z q x y z+ = + + − − = + −  (14) 

тобто ліва і права частини рівняння (5), а та-
кож самі рівняння (6) і (7), (9) і (10) дорівню-
ють один одному. Тут ,x  ,y  ,z  ,s  ,n N∈  

2n ≥ . Крім того, оскільки в тотожності (5) і в 
рівняннях (6) і (9) числа x  і y  рівноправні, то 

надалі, згідно з тотожністю (1), для визна-
ченості вважатимемо, що 0 ,q x y z< < < <  при-
чому числа ,x  ,y  z  попарно взаємно прості. 

Рівняння (5)—(12) і є предметом нашого 
дослідження. 

Теорема 1. Рівняння (6) і (7) рівносильні 
(еквівалентні). 

До в е д е н н я . Оскільки рівність (2) є то-
тожністю, тобто рівністю двох аналітичних ви-
разів, справедливих для будь-яких допустимих 
значень букв, що в неї входять, то при будь-яких 
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числових значеннях x, y і z її ліва частина до-
рівнює правій, і навпаки. Тому з рівняння (5) і 
співвідношення (13) видно, що якщо числа 

, ,x y z〈 〉  є розв’язком одного з двох даних рів-

нянь (6) і (7), то ці ж числа одночасно є роз-
в’язком і другого рівняння з даних двох. Якщо 
ж натуральні числа , ,x y z  не є розв’язком 

будь-якого одного з них, то одночасно вони не 
будуть розв’язком і другого рівняння з них. 
Отже, в полі натуральних чисел множини роз-
в’язків рівнянь (6) і (7) повністю збігаються, 
що й означає, що ці рівняння рівносильні (ек-
вівалентні). Це також видно з тотожності (2) і 
співвідношення (13). Теорема доведена. 

Теорема 2. Рівняння (9) і (10) рівносильні 
(еквівалентні). 

До в е д е н н я . Якщо врахувати тотожності 
(8), співвідношення (14) та рівняння (9) і (10), 
то доведення цієї теореми аналогічно доведен-
ню теореми 1. Теорема доведена. 

Зауваження 1. З теорем 1 і 2 випливає, що 
при дослідженні рівнянь (6) і (7) на наявність 
чи відсутність у них розв’язків у натуральних 
числах ,x ,y z  достатньо дослідити будь-яке 

одне з них. 
Те саме стосується рівнянь (9) і (10). 
Теорема 3. Якщо натуральні числа , ,x y z〈 〉  

є розв’язком рівняння (9) (чи (10), що все одно), 
то 0,x y z q+ − = >  причому 0 .q x y z< < < <  

До в е д е н н я . Можливий лише один із 
трьох таких випадків: 1) 0x y z q+ − = < ; 2) x +   

0y z q+ − = = ; 3) 0x y z q+ − = > . 

1. Припустимо, що 0,q x y z≡ + − <  тобто 

x y z+ < . Тоді ( )n nx y z+ < , або 1
n nx y S+ + <  

nz< , де 1 0S >  (див. (3)). Оскільки 1 0S > , то 

1 0,n n nx y z S+ − = − <  тобто 0,n n nx y z+ − <  

що суперечить умові про те, що n n nx y z+ − =  

0= . Отже, цей випадок неможливий. 
2. Припустимо тепер, що 0x y z q+ − = = , 

тобто x y z+ = . Тоді ( ) n nx y z+ = , або nx +  

1
n ny S z+ + = , звідки 1 0,n n nx y z S+ − = − <  що 

теж суперечить умові. 
3. Таким чином, залишається єдиний мож-

ливий випадок, коли x y z+ > , тобто x y+ =  

z q= + , де 0q > . Отже, 0q x y z≡ + − > . Крім 

того, маємо ( )q x y z x z y x y z≡ + − = − − < < < . 

Теорема доведена. 

Теорема 4. Нехай натуральні числа , ,x y z〈 〉  

є деяким розв’язком рівняння (9), тобто 

0n n nx y z+ − =  і x y z< < . Тоді 

0 ,

n m n m n m n n n

n k n k n k n k yn k n k

x y z x y z

x y z x y z

+ + +

− − − − − −

+ − < + − =

= < + − < < <
 

де , ,m n k N∈ , 1.n k− ≥  
До в е д е н н я . Маємо 

( )

( ) ( )

0 [або] 0,

n m n m n m n m n m n m

n m n m m n n m m n n

n m m n n m n n n

n m m n n m n m

x y z x y z z

x y y z x y z y

x x x z y x x y z

x x x x x

+ + + + +

+ + +

+ + +

+ − = + − <

< + − = − − <

< − − = + − =

= = = − = − =

 

тобто 0 .n m n m n m n n nx y z x y z+ + ++ − < = + −  

З іншого боку, маємо 

0,

n n n
n k n k n k

k k k

n n n n n n

k k k k

x y z
x y z

x y z

x y z x y z

z z z z

− − −+ − = + − >

+ −
> + − = =

 

тобто 0 .n k n k n k n n nx y z x y z− − −+ − > = + −  
Крім того, оскільки x y z< <  і z y> , то 

n k n kz y− −> , тому 

( ) .

n k n k n k

n k n k n k n k n k n k

x y z

x z y x y z

− − −

− − − − − −

+ − =

= − − < < <
 

Отже, отримали 

n m n m n m n n nx y z x y z+ + ++ − < + − =  

0 .n k n k n k n k n k n kx y z x y z− − − − − −= < + − < < <  (15) 

Іншими словами, якщо показник степеня 

n зростає, то n n n
n x y zδ ≡ + −  спадає, і навпа-

ки, якщо n спадає, то nδ  зростає (при цьому 

величина q x y z= + −  залишається незмін-

ною). Пояснюється це тим, що із зміною чис-
лового значення показника степеня n більші 
числа змінюються швидше (на більшу величи-
ну), ніж менші (у нашому випадку z y x> > ). 

Теорема доведена. 
Наслідок 1. Якщо 0,x y z q+ − ≡ =  то 

0,n n nx y z+ − <  тобто рівняння n n nx y z+ − =   
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0=  не має розв’язків у натуральних числах (бо 
замість рівняння матимемо нерівність). Тут 

, , , , 1.x y z n N n∈ >  

Наслідок 2. Якщо 0n n nx y z+ − = , то 0 <  

,x y z q x y z< + − ≡ < < <  де , , , , 1.x y z n N n∈ >  

Наслідок 3. Якщо 0n n nx y z+ − = , то  

( ) ( ) ( ) 0,n m n m n mx y z+ − <  тобто nm nm nmx y z+ − <  

0< ; якщо m n= , то 
2 2 2

0.n n nx y z+ − <  Це 

означає, що в цьому випадку рівняння 

0nm nm nmx y z+ − =  і 
2 2 2

0n n nx y z+ − =  не ма-

ють розв’язків у натуральних числах (вони ма-
ють лише ірраціональні розв’язки). Тут , ,x y  

, , , , 1.z n m N n m∈ >  

Наслідок 4. Якщо 0n n nx y z+ − = , то 

0n n n nx y z q+ − − <  (бо 0q > ); тут , , ,x y z n ∈ 

, 2.N n∈ ≥  

Наслідок 5. Якщо n n nx y z a+ − = , то 

,

n m n m n m n n n

n k n k n k n k n k n k

x y z a x y z

x y z x y z

+ + +

− − − − − −

+ − < = + − <

< + − < < <
 

де , , , , , , ,x y z n m k a N∈  1.n k− ≥  

Зауваження 2.  Нерівність (15) можна про-
довжити в обидва боки. Для прикладу візьмемо 
трійку піфагорових чисел 3,4,5〈 〉 : 

4 4 4 3 3 3

2 2 2

... 3 4 5 288 3 4 5

34 3 4 5 0 3 4 5 2.

< + − = − < + − =

= − < + − = < + − =
 

Зауваження 3. У тотожностях (1), (2), (8) 

сума n n n
n x y zδ ≡ + −  залежно від числових 

значень змінних , ,x y z  може набувати як до-

датних ( 0)nδ > , так і від’ємних  ( 0)nδ <  зна-

чень, або ж дорівнювати нулю ( 0)nδ = . 

Дійсно, нехай 0 0 0, ,x y z〈 〉  — деякий розв’я-

зок рівняння (9), тобто 0 0 0 0 0,n n n
n x y zδ ≡ + − =  

0 0 0
n n nx y z+ = , 0 0 0

n nnz x y= + , 0 0 0
n nny z x= − , 

0 0 0
n nnx z y= − , 0 0 0 0q x y z≡ + − . Звідси видно, 

що якщо взяти 0z z<  (або 0y y>  чи 0x x> ), 

то одержимо, що в цьому випадку 0 0,n nδ > δ =  

0q q>  (бо n n nx y z+ > ). Якщо ж 0z z> , то 

0 0nδ < δ = (бо n n nx y z+ < ), 0q q< . У цих ви-

падках замість рівнянь матимемо нерівності. 

Отже, рівняння (9)—(14) можуть мати роз-
в’язки в натуральних (якщо такі існують) або в 
ірраціональних числах тоді і тільки тоді, коли 

0.q q=  У цьому випадку 0,nδ =  ,n nnz x y= +  

,n nny z x= −  ,n nnx z y= −  .q x y z= + −  

Проте зазначимо, що в рівняннях (5), (6), 
(9), а отже, і в рівняннях та співвідношеннях 
(7), (10)—(12), числові значення , ,x y z  тісно 

пов’язані між собою і обмежені нерівностями: 

0 q x y z x y z< ≡ + − < < < , x y z+ > , 2 nx <  

2n nz y< < , тобто 2 2n nx z y< < . Наприклад, 

для 2n =  маємо 2 2x z y< <  або 1,414x <  

1,414z y< < . Так, для піфагорової трійки чисел 

3x = , 4y =  одержимо, що 4,24 5,66,z< <  

тобто 5z = ; для 97n p= =  матимемо 97 2x <  
97 2z y< < , або 1,00717 1,00717x z y< < . Отже, 

розв’язки таких рівнянь у натуральних числах, 
якщо такі існують, чи ірраціональні розв’язки 
лежатимуть у межах 2 2n nx z y< < . 

Існує обмеження і на показник степеня n . 
Можна показати, що якщо рівняння (9) має 
розв’язки в натуральних числах і показник          
степеня є простим непарним числом p , то 

0

q
p q x y z

uvwq
= < < < < , де непарне число 

0 1q ≥ , а , ,u v w  — попарно взаємно прості діль-

ники відповідно чисел , , .x y z N∈  Тому, якщо 
показник степеня p  матиме інше числове зна-

чення (буде більшим чи меншим вказаного тут 
значення), рівняння (9) в принципі не може 
мати розв’язків у натуральних числах.  

Відзначимо, що в 1995 р. англійський ма-
тематик Уайлс довів, що рівняння (9) не має 
розв’язків у натуральних числах. З цього ви-
пливає, що при 2n >  і рівняння (10)—(12) теж 

їх не мають, тобто 1 2,
nq S S≠ −  1 2 ,nS S s− ≠  

q s≠  (інакше б рівняння (9) мало розв’язки в 

натуральних числах). Крім того, це означає, що 

( ) : ( ) ( , ) ,n n nx y x y U x y u± ± = ≠  де n  — непарне 

число, , .s u N∈  Звідси, між іншим, також ви-
пливає, що 1 2 0,S S− ≠  тобто 1 2,S S≠  інакше 

рівняння (6) мало б розв’язки в натуральних 
числах, що неможливо згідно з доведеною ниж-
че теоремою 5. 
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Зауваження 4. З тотожностей (13) і (14) 

маємо, що n n n nS x y z q= + − −  і n nq S x+ = +  

,n ny z+ −  де 2 1 1 2( ),S S S S S= − = − −  2.n ≥  

Звідси видно, що якщо 0,n n n nx y z q+ − − =  то 

і 0S = ; якщо ж 0,n n n nx y z q+ − − ≠  то і 

0.S ≠  

І аналогічно, якщо 0,n n nx y z+ − =  то і 

0,nS q+ =  тобто 1 2 ,n nS S s q− = =  s q= ; якщо 

ж 0,n n nx y z+ − ≠  то 1 2 .nS S q− ≠  

У випадку, коли 2,n =  маємо 1 2S S− =  
2 2 2 2,x y z q= + − −  де 1 2 ,S xy=  2 2 .S zq=  Звід-

си видно, що якщо 2 2 2 0x y z+ − =  (це буде  
тоді і тільки тоді, коли , ,x y z〈 〉  — піфагорова 

трійка чисел), то 2
1 2 ;S S q− =  якщо ж 2x +  

2 2 0y z+ − ≠  ( це буде тоді, коли трійка чисел 

, ,x y z〈 〉  не є піфагоровою), то 2
1 2 ,S S q− ≠  

тобто 2
1 2 ,S S s− ≠  q s≠  (але завжди має місце 

тотожність 2 2 2 2x y z q S+ − = + ). Це випливає 

з тотожностей (13) і (14). Можна дати і окреме 
незалежне доведення. Дійсно, маємо 

2 2
2 1

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 [(2 )

] [(2 ) ]

( ) ( )

{ } .

S S S zq xy zq z q

z q xy x y x y

z q x y x y z q

x y z q x y z q

= − = − = + + −

− − − + + − − =

= + − + + + − − =

= + = + = + − −

 

Отже,  2 2 2 2,S x y z q= + − −  або 2 2 2x y z+ − =  
2 .q S= +  
Зауваження 5. Змінні , , ,x y z q  подамо в 

такому вигляді: 

 
( ) ( ) ( ) 2

,
2 2

z y z x x y x
x x

− − − + +
= = =  

 
( ) ( ) ( ) 2

,
2 2

z y z x x y y
y y

− − + − + +
= = =  

 
( ) ( ) ( ) 2

,
2 2

z y z y x y z
z z

− + − + +
= = =  

 
( ) ( ) ( )

2
z y z x x y

q
− − − − + +

= =  

2( ) 2
,

2 2
x y z q

q
+ −

= = =  

або 

 
( )

,
2 2 2

a b c a b c a d
x

− + − − −
= = =  

 
( )

,
2 2 2

a b c a b c a d
y

+ − + − +
= = =  

 
( )

,
2 2 2

a b c a b c a h
z

+ + + + +
= = =  

 
( )

,
2 2 2

a b c a b c a h
q

− − − + −
= = =  

або 

 2 , 2 , 2 , 2 ,x a d y a d z a h q a h= − = + = + = −  (16) 

де 

 ;a x y z q= + = +  ;b z x y q= − = −  

 ;c z y x q= − = −  ( ) ( ) ;d z x z y b c= − − − = −  

 ( ) ( ) .h z x z y z q b c= − + − = − = +  

Оскільки ,q x y z< < <  то x y z q+ = + >  

,z q z x z y> − > − > −  тобто a h b c> > >  і 

.h d>  
Теорема 5. Якщо 2,n >  то рівняння (6) і 

(7) не мають розв’язків у натуральних числах. 
Подамо три доведення цього твердження. 
До в е д е н н я  1. Із співвідношень (16) має-

мо 

1 1 2 2 2

2 2 2 1 1

2 ...

,

n n n n n
n n

n n n n n
n n

x a C a d C a d

C a d C ad d

− −

− − − −

= − + − −

− + −
 

1 1 2 2 2

2 2 2 1 1

2 ...

,

n n n n n
n n

n n n n n
n n

y a C a d C a d

C a d C ad d

− −

− − − −

= + + + +

+ + +
 

1 1 2 2 2

2 2 2 1 1

2 ...

,

n n n n n
n n

n n n n n
n n

z a C a h C a h

C a h C ah h

− −

− − − −

= + + + +

+ + +
 

1 1 2 2 2

2 2 2 1 1

2 ...

.

n n n n n
n n

n n n n n
n n

q a C a h C a h

C a h C ah h

− −

− − − −

= − + − −

− + −
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Звідси одержимо 

2 2 2 2 4 4 4 4

3 3 3 3 1 1 1

2 ( )

2 ( ) 2 ( ) ...

2 ( ) 2 ( ),

n n n n n

n n
n n

n n n n n n
n n

x y z q

C a d h C a d h

C a d h C a d h

− −

− − − − − −

+ − − =

= − + − + +

+ − + −
 

або  

 2 2 2 2 4 4
1

4 4 3 3 3 3

1
[ ( )

2

( ) ... ( )

n n n n

n n
n nn

n n n
n

x y z q

C a d h C a

d h C a d h

− −
−

− − −

+ − − =

= − + ×

× − + + − +

  

 1 1 1( 0] ( 0).n n n
nC a d h− − −+ − <   (17) 

Рівність (17) — тотожність, тому ця рівність ви-
конується при будь-яких допустимих числових 
значеннях , ,x y z . Оскільки ,d h<  то при будь-
яких натуральних числах , ,x y z  всі доданки в 

правій частині цієї тотожності від’ємні, тобто 

0,n n n nx y z q+ − − <  а тому в натуральних чис-

лах 0.n n n nx y z q+ − − ≠  Крім того, оскільки, 

згідно з рівняннями (5) і (7), n n n nx y z q+ − − =  

2 1S S= −  ( 0)< , то при будь-яких натуральних 

числах , ,x y z  і 2 1 0S S− <  (тобто 1 2S S> ), а  

тому рівняння (6) і (7) не мають розв’язків у 
натуральних числах. (Ці рівняння мають ну-
льові або ірраціональні розв’язки, наприклад, 

, , , n n nnx y z q x y z= + − .) Розв’язки в натураль-
них попарно взаємно простих числах , ,x y z  

відсутні. Теорема доведена. 
До в е д е н н я  2. Для зручності введемо та-

кі позначення: 1 ,x x q= −  1 ,y y q= −  1 ,z z q= −  

де .q x y z= + −  Тоді матимемо 

1 1 2 2 2
1 1 1 1

2 2 2 1 1
1 1

( ) ...

,

n n n n n
n n

n n n n n
n n

x x q x C x q C x q

C x q C x q q

− −

− − − −

= + = + + + +

+ + +
 

1 1 2 2 2
1 1 1 1

2 2 2 1 1
1 1

( ) ...

,

n n n n n
n n

n n n n n
n n

y y q y C y q C y q

C y q C y q q

− −

− − − −

= + = + + + +

+ + +
 

1 1 2 2 2
1 1 1 1

2 2 2 1 1
1 1

( ) ...

,

n n n n n
n n

n n n n n
n n

z z q z C z q C z q

C z q C z q q

− −

− − − −

= + = + + + +

+ + +
 

звідки  

1 1
1 1 1 1

1 1 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 1 1
1 1 1 1

( ) (

) ( ) ...

( ) (

n n n n n n n n
n

n n n n n
n

n n n n
n n

x y z q x y z C q x

y z C q x y z

C q x y z C q x

−

− − − − −

− − − −

+ − − = + − + +

+ − + + − + +

+ + − + +

 

 1 1) ( 0).y z+ − <   (18) 

Оскільки 

1 1 1 1 ( ) ( ) ( )

( ) 0,

q x y z x q y q z q

x y z q q q

≡ + − = − + − − − =

= + − − = − =
 

то, згідно з наслідком 1, 1 1 1 0,k k kx y z+ − <  де 

2,3,..., .k n=  А тому 0,n n n nx y z q+ − − <  а та-

кож і 2 1 0,S S− <  тобто 0n n n nx y z q+ − − ≠  і 

2 1 0S S− ≠ . Отже, розв’язків у натуральних по-

парно взаємно простих числах , ,x y z  вони не 

мають. Теорема доведена. 
До в е д е н н я  3. Запишемо тотожність (18) 

у розгорнутому вигляді:  

1 1 1 1

2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

[( ) ( ) ( ) ]

[( ) ( ) ( ) ]

[( ) ( ) ( ) ] ...

[( ) ( ) ( ) ]

n n n n

n n n

n n n
n

n n n
n

n n
n

x y z q

x q y q z q

C q x q y q z q

C q x q y q z q

C q x q y q z q

− − −

− − −

− −

+ − − =

= − + − − − +

+ − + − − − +

+ − + − − − + +

+ − + − − − +

 

 1 1[( ) ( ) ( )] ( 0).n n
nC q x q y q z q− −+ − + − − − <   (19) 

Оскільки ,x y z q+ = +  то z x y q= + −  і 

2 ( ) ( ).z q x y q x q y q− = + − = − + −  Тоді маємо 

1 1

2 2 2

2 2 2

1 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) [( ) ( )]

[ ( ) ( )

( ) ( ) ...

( ) ( )

( )( ) ] 0.

m m m m

m m

m
m

m
m

m m
m

m m
m

x q y q z q x q

y q x q y q

C x q y q

C x q y q

C x q y q

C x q y q

−

−

− −

− −

− + − − − = − +

+ − − − + − =

= − − − +

+ − − + +

+ − − +

+ − − <

 

Останній доданок у тотожності (19) дорівнює 
нулю, а всі інші доданки — від’ємні, а тому і 

0n n n nx y z q+ − − < . 

Отже, якщо 2n >  і натуральні попарно 
взаємно прості числа , ,x y z  такі, що x y z+ − =  
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q=  і 0,q >  то 0n n n nx y z q+ − − ≠  і 2 1S S− ≠  

0,≠  1 2,S S>  .n n n nx y z q+ − <  Теорема дове-

дена. 
Зауваження 6. Якщо 2n > , але q x y≠ + −  

z− , то рівняння (6) при різних числових зна-

ченнях показника степені n , можливо, може 
мати розв’язки в натуральних числах. Наприк-
лад, для 4n =  маємо [15] 

4 4 4 4

4 4 4 4

7 239 227 157 0,

133 134 158 59 0

+ − − =

+ − − =
 

(тут умова q x y z= + −  не виконується; проте — 

це окрема тема). 
Зауваження 7. Вилучивши останній (ну-

льовий) доданок, тотожність (19) можна запи-
сати в коротшому вигляді: 

 

1 1 1

1 1 1 1
1 1 1

2 2 2 2 2
1 1 1

( )

( )

( ) ...

n n n n n n n

n n n
n

n n n
n

x y z q x y z

C q x y z

C q x y z

− − −

− − −

+ − − = + − +

+ + − +

+ + − + +

  

 2 2 2 2 2
1 1 1( ) ( 0),n n

nC q x y z S− −+ + − = <   (20) 

де 1 ;x x q= −  1 ;y y q= −  1 ;z z q= −  q x y z= + − .  

Застосуємо тотожність (20) до конкретних 
рівнянь. 

Приклад 1. Якщо 1n = , то x y z q+ − =  — 

тотожність (рівність виконується при будь-яких 
значеннях , ,x y z N∈ , 0q x y z= + − > ); x y+ −  

0z− =  — рівняння, яке має нескінченну мно-
жину розв’язків у натуральних числах, наприк-
лад z x y= + . 

Приклад 2. Нехай 2n = . У цьому випадку 
тотожність (20) матиме такий вигляд (нульовий 
доданок відкинуто): 

 2 2 2x y z+ − =   

2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ,x q y q z q q q S= − + − − − + = +   (21) 

або 

2 2 2 2x y z q+ − − =  

 2 2 2( ) ( ) ( ) ,x q y q z q S= − + − − − =   (22) 

де 2 1S S S= − . 

Прирівнявши праві частини тотожності 
(21) і (22) до нуля, одержимо такі рівняння: 

 2 2 2 0x y z+ − = , (23) 

 2 0,q S+ =  (24) 

 2 2 2 2( ) ( ) ( ) 0x q y q z q q− + − − − + = , (25) 

або ж, що те саме, 

 2 2 2( ) ( ) (2 )z y z x z x y− + − − − − +   

 2( ) 0.x y z+ + − =  (26) 

Якщо обидві частини тотожності x y+ =  
z q= +  піднести до квадрата, то одержимо таку 

тотожність: 

 2 2 2 2 2( )x y z q zq xy+ − = + − , (27) 

або 

 2 2 2x y z+ − =   

 2( ) 2[ ( )].x y z xy z x y z= + − − − + −   (28) 

Якщо 2 2 2 0x y z+ − = , то 

 2( ) 2[ ( )] 0.x y z xy z x y z+ − − − + − =   (29) 

Рівняння (23) і (24)—(29) рівносильні (ек-
вівалентні). 

Розв’язками рівняння (23) у натуральних 
числах є піфагорові трійки чисел , ,x y z〈 〉 . Од-
ночасно вони є розв’язками і рівнянь (23)— 
(29). 

Із тотожності (22) одержимо такі рівняння: 

 0,S =  або 1 2 0,S S− =       (30) 

 2 2 2 2 0x y z q+ − − = .  (31) 

Оскільки 0,S <  то ці два рівняння не мають 
розв’язків у натуральних числах. Тут 1 2 ,S xy=  

2 2 ,S zq=  1 2.S S>  Якщо 2n =  і 2 2 2x y z+ − =  

0,=  то 2
1 2 ,S S q− =  де , ,x y z〈 〉  — піфагорова 

трійка чисел. Якщо ж трійка чисел , ,x y z  не є 

піфагоровою, то 2 2 2 0x y z+ − ≠  і 2 0,q S+ ≠  

тобто 2
1 2 .S S q− ≠  Але завжди (у будь-якому 

випадку) має місце тотожність 2 2 2x y z+ − =  
2 .q S= +  
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Висновки 

Застосування тотожностей і нерівностей 
дало можливість одержати і дослідити ряд діо-
фантових рівнянь степенів 2n ≥  на наявність 
чи відсутність у них розв’язків у натуральних 
числах. 

Якщо 2n ≥  і q x y z= + − , то рівняння (6) 

і (7), а також (30) і (31) не мають розв’язків у 
натуральних числах (теорема 5). 

Якщо 2n ≥ , то 0S <  і n n n nx y z q+ − <  

(інакше б рівняння (6) і (7), (30) і (31) мали б 

розв’язки в натуральних числах, що неможливо 
за теоремою 5). 

Якщо 2n ≥ , то 1 2,S S>  причому, якщо 

2n > , то ,n nS s q≠ ≠  s q≠ ; якщо ж 2n = , то 
2 2

1 2 ,S S s q− = =  s q=  (теорема 5, зауваження 

3, 4, приклад 2). 
Піфагорові трійки чисел , ,x y z〈 〉  є розв’яз-

ками не тільки загальновідомого рівняння Пі-
фагора (23), але й рівнянь (24)—(29) та ін. 

На нашу думку, дослідження можуть бути 
продовжені. 

 

Н.С. Бевзюк 

НЕСКОЛЬКО ТЕОРЕМ ИЗ ТЕОРИИ ЧИСЕЛ 

Доказанные в данной статье теоремы и приме-
нение тождеств и неравенств дали возможность 
исследовать некоторые диофантовые уравнения 
высших степеней и дать ответ на вопрос о нали-
чии или отсутствии в них решений в натуральных 
числах. 
 

М.S. Bevzyuk 

SOME THEOREMS OF  NUMBER THEORY 

This study introduces a novel approach to the 
analysis of some Diophantine high-degree equa-
tions from the perspective of theorems proved and 
inequations as well as identities applied. The re-
search also enables to identify whether solutions of 
Diophantine high-degree equations really exist in 
natural numbers. 
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