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УДК 517.9 

М.І. Яременко 

ІСНУВАННЯ І ЄДИНІСТЬ РОЗВ’ЯЗКУ КВАЗІЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ 
З МАТРИЦЕЮ ГІЛЬБЕРГА—СЕРРІНА В lR  

The study under scrutiny proves that it’s possible to solve the nonlinear differential equation in the second-order par-

tial derivatives with operator coefficients in all Euclidean space ,lR  in the spaces scale 
1

.pW  We also propose a new 

class of operators associated with the given differential equation. We construct the nonlinear semigroup of compres-

sion in 2L  for specific differential operators 2: ( ) ( , ),l lA D A L R d x→  generated by the left part of these differential 

equations. Furthermore, we describe some possible topological constructions in 
2
( , )

([0, ]),l lL R d x
L t  instrumental in 

proving the analogue of the Hille—Yosida—Phillips theorem. Specifically, we demonstrate that operators introduced in 
the elliptic equation are actually local generators of semigroups. 

Вступ 

Cтаттю присвячено розгляду рівнянь, які 
належать до класу слабконелінійних рівнянь, 
але не є лінійними відносно похідної. Нами 
розглядається диференціальне рівняння з час-
тинними похідними вигляду 

 
, 1

( , , ) ,
l

i j
i j i j

u a u b x u u f
x x=

⎛ ⎞∂ ∂⎜ ⎟λ − + ∇ =
⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

∑  (1) 

яке для скорочення запису записується далі у 
такому вигляді: 

 ( , , ) .u d a du b x u u fλ − + ∇ =  (2) 

Тут 0,λ >  1 , , 3,lf L L x R l∞∈ ∩ ∈ ≥  де a  — мат-

риця Гільберга—Серріна, елементи якої мають 
вигляд 

 2

1
, 1 , 1,

1| |
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i j i j

x x l
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⎛ ⎞ −
= δ + = − + χ <⎜ ⎟⎜ ⎟ − χ⎝ ⎠

  

де i jδ  — символ Кронекера. 

Вивченню рівнянь (1) присвячено значну 
кількість наукової літератури [1—4], де, зокре-
ма, для різних класів задач для (1) отримано 
умови існування і єдиності його розв’язків. 

У [2, 3] розглянуто рівняння 2 0,a d u =  де 
( )i ja a=  — матриця Гільберга—Серріна при 

2
,

l
z
−

χ =
−

 2 .z p≤ <  Очевидно, це рівняння має 

тривіальний розв’язок 0.u ≡  Крім того, функ-
ція | |u x χ=  задовольняє це рівняння [3], хоча і 

не належить класу допустимих розв’язків, ос-

кільки 2| | ,
pl

l
locx Lχ −∉  тобто функція | |x χ  не є 

розв’язком у розумінні [3]. 
Покажемо, що знайдений ними розв’язок 

Du R rχ χ= −  задачі Діріхле не належить області 

визначення оператора 1 1: ,p p pA W Wλβ −→  який u∀ ∈ 

( )pD Aλβ∈  задовольняє нерівність 2( ), | |p pA u u u −
λβ〈 〉 ≥  

2
22
2( ) || ( | | ) || ,

p

c u u
−

≥ β ∇  що, в свою чергу, внаслі-

док теореми вкладення Соболєва—Ільїна: 

22
1 ,

l
p
lL W− ⊃  дає 2

2

( ), | | ( , )|| || ,p p p
l

p
l

A u u u c l u−
λβ

−

〈 〉 ≥ β  

а це означає, що необхідною умовою того, 
що функція є розв’язком рівняння, є 

2( ) .
l

pp lD A L −
λβ ⊂  

Очевидно, що Du R rχ χ= −  при їх виборі 

χ  не належить 2( (0))
l

p
l

RL B−  та існує тільки 

один розв’язок 0.u ≡  
Вивчення питання про існування і єдиність 

розв’язку рівняння вигляду (1) проводилося в [2—
4] при традиційних обмеженнях на коефіцієнти, 
за яких має місце умова коерцитивності 

2

|| ( , ) || || || .p
pL W

L x u c u≥  У цій статті рівняння (1) 

вивчається за припущення про виконання послаб-
леної умови коерцитивності, яка формулюється в 
термінах деякої форми, що є лінійною по одній зі 
змінних. Нами використовується аналог методу 
монотонних слабкокомпактних операторів [5—9] 

типу 1 1: ( , ) ( , ),p p l l p l lW R d x W R d xλ −Α →  де 2.p ≥  
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Такі оператори розглядалися раніше в [4] при 
2.p =  При доведенні тверджень у статті вико-

ристовуються апріорні оцінки, які надалі ста-
ють апостеріорними, що дає змогу отримати 
відповідь на питання про розв’язність рівняння 
та єдиність його розв’язку. Окремо розгляда-
ється випадок 2,p =  при цьому введено зву-

ження відповідних операторів на 2,L  описа-

но деякі можливі топологічні конструкції в 

2( , )
([0, ]).l lL R d x

L t  Також доведено аналог теореми 

Хілле—Іосіди—Філліпса [7—9], тобто показано, 
що оператор A, який певним чином пов’я-
заний з оператором 2,λΑ  насправді є локальним 

генератором напівгрупи. 

Постановка задачі 

Мета роботи — встановити слабку розв’яз-
ність рівняння (1) в шкалі соболевих просторів 
за умов (2)—(5), побудова нелінійної напівгрупи 

в 2,L  генератором якої були б оператори, по-

роджені лівою частиною рівняння. 

Вихідні відомості 

Розглядається рівняння (1) за умови, що 
виконуються такі припущення: 

 1 2 3| ( , , )| ( ) | | ( ) | | ( ),b x u u x u x u x∇ ≤ μ ∇ + μ + μ  (2) 
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| ( , , ) ( , , ) |

( ) | | ( ) | ( )|,

b x u u b x v v

x u v x u v

∇ − ∇ ≤

≤ μ − + μ ∇ −
 

(3)
 

 6 7 8| ( , , ) | ( ) | | ( ) | | ( ),rb x u u x u x u x∇ ≤ μ ∇ + μ + μ  (4) 
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| ( , , ) | ( ) | | ( ),

| ( , , ) | ( ),

u

u

b x u u x u x

b x u u x∇

∇ ≤ μ + μ

∇ ≤ μ
 (5) 

де ( ), 5,...,11;l
i L R i∞μ ∈ =  3 ( );p lL Rμ ∈  2 2 2

1 2 4, ,μ μ μ ∈  

1 ( );loc lL R∈  11 1 ;L L∞μ ∈ ∩  функція ( , , )b x y z  — 

неперервна на l lR R R× ×  і неперервно дифе-
ренційована за ( , ).y z  

В умовах (2)—(5) і в статті далі використо-

вуються такі позначення: ( , , )ub x u u∇  — похідна 

від ( , , )b x u u∇  за другим аргументом, а 

( , , )ub x u u∇ ∇  — похідна від ( , , )b x u u∇  за третім 

аргументом. 
Нами досліджується питання про існуван-

ня і єдиність розв’язку 1 ( , )p l lu W R d x∈  рівнян-

ня (1) в усьому евклідовому просторі .lR  

Аналог теореми Мінті—Браудера 

Розглянемо простір Соболєва [2, 3] 

 1 ( , ) : { | ( , ),

( , ), 1,.. . , }

p l l p l l

i p l l

W R d x v v L R d x

D v L R d x i l

= ∈

∈ =
  

з нормою 

 1 ( , ) ( , ) ( , )
|| || || || || || ,p l l p l l p l l

i
W R d x L R d x L R d x

i

v v D v= + ∑
  

де 1,0( , )p l lW R d x  — простір функцій 1 ( , ),p l lv W R d x∈  

які мають компактний носій; 1( , )q l lW R d x−  — 

простір, спряжений до 1,0( , ).p l lW R d x  

Позначимо ( )βΠΚ −Δ  — клас так званих 

формообмежених функцій 2 ( ),v β∈ ΠΚ −Δ  тобто 

таких функцій 2 1 ( ),l
locv L R∈  для яких існують 

такі сталі ,β  ( ),c β  що для довільної функції 

0 ( )lC R∞ϕ∈  виконується нерівність [5, 8]: 

 
2 2 2( , ) ( , ) ( , )

2 2 2|| || || || ( ) || || .
l l l l l lL R d x L R d x L R d x

v cϕ ≤ β ∇ϕ + β ϕ   

Визначимо за рівнянням (1) для v ∈ 

1,0( , )q l lW R d x∈  форму ( , ):ph uλ ν  

 ( , ) , ( , , ), .ph u u v dv a du b x u u vλ ν ≡ λ〈 〉 + 〈 〉 + 〈 ∇ 〉   

Має місце лема. 
Лема 1. Форма phλ  обмежена. 

Оскільки 1 1:p p qh W W Rλ × →  є лінійним (за 

другим аргументом) і обмеженим відображен-
ням, то згідно з теоремою Банаха [14] форма 

( , )ph uλ ν  породжує оператор 1: ( , )p p l lW R d xλΑ →  

1( , ),p l lW R d x−→  а отже, ( , ) ( ), .p ph u v u vλ λ= 〈Α 〉  

Як наслідок леми 1 маємо, що оператор 

1 1: ( , ) ( , )p p l l p l lW R d x W R d xλ −Α →  є обмеженим. 

Лема 2. Оператор 1 1: ( , ) ( ,p p l l p lW R d x W Rλ −Α →  

)ld x  є коерцитивним при 0,λ > λ  де стала 0λ  

залежить лише від функцій 1 2( ), ( )x xμ μ  і .l  

Під коерцитивним ми розуміємо такий 
оператор 1 1: ( , ) ( , ),p p l l p l lW R d x W R d xλ −Α →  який 

задовольняє умову 

 
2

1 1

2

2| | | | | |

( , | | )
l im .

| | | | | |p
q qW

p p

pu u
W

h u u u

u u−

−
λ

−→∞
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Лема 3. Оператор 1 1: ( , ) ( ,p p l l p lW R d x W Rλ −Α →  

)ld x  — хемінеперервний, тобто для всіх ,u v ∈ 

1
pW∈  

0
l im ( ) ( )p p

t
u tv uλ λ→

Α + = Α  слабко за нормою 

простору 1.
pW−  

Лема  4. Оператор 1 1: ( , ) ( ,p p l l p lW R d x W Rλ −Α →  

)ld x  — акретивний в ,pL  тобто ( ) ( ),p pA u A vλ λ〈 −  

2( ) | | 0 для всіхpu v u v −− − 〉 ≥  1, .pu v W∈  

Для рівняння (1) є аналог теореми Мінті—
Браудера [11, 15 ]. 

Теорема 1. Рівняння (1) за умов (2)—(5) 

однозначно розв’язне в 1 ( , ).p l lW R d x  

Для доведення цієї теореми використаємо 
модернізацію метода Гальоркіна і апроксима-
цію рівняння (1) гладкими. Введемо визначен-
ня зрізки функції ( ).u x  Нехай ( )u x  — вимірна 

за Лебегом функція на .lR  Позначимо через 
uϑ  і sϑ  зрізку і її носій, відповідно 

, ,

0, | | ,

, ,

u u

u u

u u
ϑ

− ϑ ≥ ϑ⎧
⎪⎪= ≤ ϑ⎨
⎪

+ ϑ < −ϑ⎪⎩  

( ) { | ( ) | },ls u x R u xϑ = ∈ >ϑ  0.ϑ >  

Розглянемо гладку апроксимацію функцій 
( ), ( , , ),m ma x b x y z  ( )mf x  за аргументом .x  
, ( ) ( ) ( ) ,

l

n m m m
i n i n i

R

a x x t a t dt a= ρ − = ρ ∗∫  де ( )n tρ  — 

гладка невід’ємна апроксимація 1 в .lR  Нехай 
( ),ma x  ( ),mf x  ( , , )mb x y z  — зрізки за аргумен-

том x  функцій ( ) ,la x x R∀ ∈  ( ),f x  ( , , ) ( , )b x y z y z∀ ∈ 

,lR R∈ ×  відповідно далі апроксимуємо наше 
рівняння рівняннями з гладкими коефіцієнта-
ми. За цими згладженими рівняннями побуду-
ємо форми, які породять оператори для згла-
джених рівнянь, дослідимо властивості цих 
операторів і встановимо розв’язність згладже-
них рівнянь, потім, використовуючи апріорні 
оцінки, перейдемо до границі. 

Знаючи властивості оператора, можемо за-
стосувати деяку модифікацію методу Гальоркі-
на, тобто розглянути таку систему 

 
( ), , , 1,.. ., ,p

n i iA u v f v i n∗ ∗
λ〈 〉 = 〈 〉 =

  

де 
1

n

n i i
i

u c v
=

= ∑
 
і { }, { }i iv v∗  базиси просторів 

1,0 1,0,p qW W  відповідно. 

Внаслідок акритивності оператора 1:p pA Wλ →  

1
pW−→  в .pL  Покладемо в ( ) ( ),p n pA u A v′

λ λ〈 −  

2( ) | | 0,n n pu v u v′ ′ −− − 〉 ≥  0 1,0
pv u tz z W≡ − ∀ ∈  і, ско-

рочуючи обидві частини одержаної нерівності 

на 1,pt −  одержуємо, що 0( ) ( ),p n pA u A u tz′
λ λ〈 − −  

2| | 0.pz z − 〉 ≥  Оскільки оператор 1 1:p p pA W Wλ −→  — 

хемінеперервний, то, переходячи до границі 
при n′ → ∞  і 0,t →  остаточно одержуємо 

0( ) ,py A u fλ= =  тобто рівняння (1) має єдиний 

розв’язок в 1
pW  для 1 .f L L∞∀ ∈ ∩  

Узагальнена задача Коші 

Якщо оператор 2 2 2
1 1: ,W Wλ −Α →  породже-

ний формою 2( , ),h u vλ  побудованою за диферен-

ціальним рівнянням (1), задовольняє умови те-
ореми Мінті—Браудера, то його звуження на 

2( , )l lL R d x  є максимальним монотонним опе-

ратором [6, 7, 9]. Дійсно, оскільки вкладення 
2 2 2

1 1( , ) ( , ) ( , )l l l l l lW R d x L R d x W R d x−⊂ ⊂  є непе-

рервним і щільним, то можна означити оператор 
2
λΑ  — звуження 2

λΑ  на 2( , ),l lL R d x  тобто 2
λΑ =  

2
2( , ),l lL R d xλ= Α ↑  2 2 2

1( ) { ( , ) : ( )l lD u W R d x uλ λΑ = ∈ Α ∈ 

2( , )}.l lL R d x∈  

Оскільки 2 2
2: ( ) ( , )l lD L R d xλ λΑ Α →  — сюр’єк-

тивне відображення, то рівняння (1) має роз-
в’язок в 2( ),D λΑ  а через те, що 2

λΑ  — макси-

мальний монотонний оператор, то 2
λΑ ≡ −Α  — 

максимальний дисипативний оператор. 
Оператор Α  визначає еволюційне рівнян-

ня ( ) ( ),
d

u t u t
dt

∈ Α  2( ) ( , ),l lu t L R d x∈  0[0, ],t t∈  

для якого можна розглянути задачу Коші з по-
чатковою умовою 0(0) .u u=  

Для того, щоб ввести поняття розв’язку 
цієї задачі Коші, опишемо таку конструкцію. 
Позначимо через 

2( , )
[0, ]l lL R d x

C t  — простір усіх 

2( , )l lL R d x  — значних сильно неперервних функ-

цій на інтервалі [0, ],t  тобто якщо ()u ⋅ ∈  

2( , )
[0, ],l lL R d x

C t∈  то 2: [0, ] ( , )l lu t L R d x→  і 

20
0 ( , )

l im | | ( ) ( ) | | 0,l lL R d xs s
u s u s

→
− =  0 [0, ],s t∈  а через 
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2( , )
[0, ]l lL R d x

L t  — простір всіх 2( , )l lL R d x -значних 

сильно інтегрованих функцій на інтервалі [0, ],t  
тобто якщо 

2( , )
( ) [0, ],l lL R d x

u L t⋅ ∈  то : [0, ]u t →  

2( , )l lL R d x→  і 
0

|| || || ( ) || .
t

Lu u s ds= < ∞∫  

Розглянемо декартів добуток просторів 

2( , )
[0, ]l lL R d x

C t
2( , )

[0, ]l lL R d x
L t×  і задамо на цьому 

просторі відображення (, ) t〈 ⋅ ⋅ 〉  згідно з форму-

лою 
0

( , ) ( ( ), ( )) .
t

tu v u s v s ds〈 〉 = ∫  Так, визначене ві-

дображення задовольняє всі аксіоми скалярно-
го добутку. Можемо вважати, що оператор 

2 2: ( , ) ( , )l l l lL R d x L R d xΑ →  діє із 
2( , )

[0, ]l lL R d x
C t  в 

2( , )
[0, ],l lL R d x

L t  тобто 
2( , )

{ [0, ] : ( )l lL R d x
u v L t v s→ ∈ ∈  

( )u s∈ Α  майже скрізь за }.s  

Назвемо відображення Α  розширенням 
відображення ,Α  якщо 

2( , )
: [0, ]l lL R d x
C t uΑ ∋ →  

2 2( , ) ( , )
{ [0, ] : ( ) [0, ],l l l lnL R d x L R d x
v L t u D C t→ ∈ ∃ ∈ Α ⊂  

,n nv u∈ Α  l im ,nn
u u

→∞
=  l im },nn

v v
→∞

σ − =  де σ =  

2( , )
( [0, ],l lL R d x
L t= σ  

2( , )
[0, ])l lL R d x

C t  — слабка топо-

логія в 
2( , )

[0, ]l lL R d x
L t  відносно 

2( , )
[0, ]l lL R d x

C t  і 

символом l im nn
v v

→∞
σ − =  позначено границю 

послідовності nv  в топології .σ  

Означення. Функція 
2

0( , )
[0, ]l lL R d x

u C t∈  на-

зивається слабким розв’язком задачі Коші 

( ) ( ),
d

u t u t
dt

∈Α  2( ) ( , ),l lu t L R d x∈  0[0, ],t t∈  0(0) ,u u=  

якщо існує послідовність абсолютно не перерв-

них розв’язків nu  рівняння ( ) ( )n n
d

u t u t
dt

∈ Α  

майже при всіх 0[0, ]t t∈  і lim nn
u u

→∞
=  в 

2
0( , )

[0, ].l lL R d x
C t  

Справедлива наступна теорема. 
Теорема 3 (про узагальнену задачу Коші в 

2L ). Узагальнена задача Коші 

 2 0

0

( ) ( ), ( ) ( , ), [0, ],

(0) ,

l ld
u t u t u t L R d x t t

dt

u u

∈ Α ∈ ∈

=
  

де 2
2 2: ( , ) ( , ),l l l lL R d x L R d xλΑ ≡ −Α →  має при 

кожному 0 ( )u D A∈  єдиний слабкий розв’язок. 

Дов е д ення. Покажемо, що 1(( ) )D −Ι − λΑ =  

2( , ),l lL R d x=  (0,1].λ ∈  

Оскільки 1( )−Ι − λΑ  — оператор стиску, то 

операція 1( )−Ι − λΑ  визначає однозначне відо-

браження. Нехай 2( , )l lu L R d x∈  — довільний 

(фіксований) елемент, число 
1

,1 .
2

⎛ ⎤μ ∈ ⎜ ⎥⎦⎝
 Покла-

демо 1( ) .v u−= Ι − μΑ  Тоді .v v u− μΑ =  

Справджується рівність 1( )v −= Ι − Α ×

 1 1
.u v

⎛ ⎞− μ
× −⎜ ⎟μ μ⎝ ⎠

 

Розглянемо відображення 1: ( )u v −Ε → Ι − Α ×
 1 1

.u v
⎛ ⎞− μ

× −⎜ ⎟μ μ⎝ ⎠
 

Неважко переконатися, що виконується 

нерівність 1 2 1 2
1

|| || || ||.u uv v v v
− μ

Ε − Ε ≤ −
μ

 Звідси 

випливає, що рівняння uv vΕ =  згідно з прин-

ципом стиску має в просторі 2( , )l lL R d x  

розв’язок, а отже, оператори 1( ) ,−Ι − λΑ  uΕ  ви-

значені на 2( , ).l lL R d x  

Аналогічно маємо, що оператор 1( )k −Ι − μ Α  

при кожному 1,2,.. .k =  визначений на 

2( , ),l lL R d x  а отже, можна записати kλ = μ  для 

певних μ  і .k  Якщо Α  — однозначний опера-

тор, то покладемо 
1

, .n n N
n

−Α⎛ ⎞Α = Α Ι − ∈⎜ ⎟
⎝ ⎠

 У 

загальному випадку маємо 1
: ,n u v v

n
Α − →  де 

( ), .u D v u∈ Α ∈ Α  

Дослідимо відображення nΑ  на однознач-

ність. Нехай 1 2
1 2 ,

v v
u u

n n
− = −  де 1 1,v u∈ Α  

2 2.v u∈ Α  Тоді маємо 

 
1 1

1 2
1 1 2 2.

v v
u u u u

n n n n

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞Α Α⎛ ⎞ ⎛ ⎞= Ι − − = Ι − − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

Отже, 
1

n

−Α⎛ ⎞Ι −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 — однозначне відобра-

ження, тобто 1 2,v v=  звідси робимо висновок 
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про те, що оператори nΑ  — однозначні. 

Покажемо, що кожне відображення nΑ  

є дисипативним і генерує нелінійну напів-
групу ,ntΤ  для якої виконується нерівність 

|| || || ||.n
n t nu uΑ Τ ≤ Α  Доведемо спочатку дисипа-

тивність оператора .nΑ  Нехай 1,u  2u  — два до-

вільні елементи з 2( , )l lL R d x  і 
1

1 1,v u
n

−Α⎛ ⎞= Ι −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1

2 2.v u
n

−Α⎛ ⎞= Ι −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 Виберемо елементи 1,v  2v  

так, щоб виконувалися такі умови: 1 1,v v∈ Α  

1 1,nu vΑ =  2 2,v v∈ Α  2 2.nu vΑ =  Тоді виконують-

ся рівності 1
1 1 ,

v
u v

n
= −  2

2 2 .
v

u v
n

= −  Перевіри-

мо дисипативність оператора .nΑ  Маємо 

 

1 2 1 2

1 2
1 2 1 2

1 2 1 2
1 2 1 2

( , )

,

( , )
( , ) 0,

n nu u u u

v v
v v v v

n n

v v v v
v v v v

n

Α − Α − =

⎛ ⎞
= − − − + ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

− −
≤ − − − ≤

  

тобто nΑ  — дисипативний оператор при кож-

ному .n ∈ Ν  
Наступна викладка показує, що nΑ  визна-

чає неперервне й обмежене відображення. Дійс-
но, маємо 

 
2 2 2

1 2 1 2

2 2 2
1 2 1 2

|| || || ||

|| || || || .

n nu u n v v

v v n u u

Α − Α ≤ − +

+ − ≤ −
  

Таким чином, задача 

 

0 0 2

( ) ( ),

(0) , ( , )

n

l l

d
u t u t

dt

u u u L R d x

= Α

= ∈

  

має єдиний розв’язок, який можна записати у 
вигляді 0( ) ,n

n tu t u= Τ  де n
tΤ  — напівгрупа стиску. 

Оскільки 0 0 0 0|| || || ||,n n n
h t h tu u u u+Τ − ≥ Τ − Τ  то 

 
0 0 00

0 0 00

1
|| || l im ( )

1
lim ( ) || ||.

n
n hh

n n n
t h t n th

u u u
h

u u u
h

↓

+↓

Α = Τ − ≥

≥ Τ − Τ = Α Τ

  

Зафіксуємо довільний елемент ( )u D∈ Α  і 

доведемо рівномірну збіжність стосовно t  на 
кожному скінченному інтервалі. Нехай ,v u∈ Α  

, .n
v

u u n N
n

= − ∈  Маємо 

 

2 2

2

0

0

0

1 1

0

| | | | | | | |

| | | |

2 ,

2 A A ,

1 1
2 ,

1

m n
t m t n m n

t
m n
s m s n

t
m n m n
s m s n s m s n

t
m n m n

m s m n s n s m s n

t
m n
s m s n

u u u u

d
u u ds

ds

d d
u u u u ds

ds ds

u u u u ds

u u
m n

m

− −

Τ − Τ − − =

= Τ − Τ =

⎛ ⎞
= Τ − Τ Τ − Τ =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
= Τ − Τ Τ − Τ =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜= Α Ι − Α Τ − Α Ι − Α Τ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝

⎛ ⎞Ι − Α⎜
⎝

∫

∫

∫

∫

1 1

1

0

1

1

0

1

1

1
2 ( ,

1
)

1
2 ( ,

1

m n
s m s n

t
m n

m s m n s n

m n
s m s n

t
m n

m s m n s n

m n
s m s

u u ds
n

u u
m

u u ds
n

u u
m

u u
n

− −

−

−

−

−

⎞⎛ ⎞ ⎟Τ − Ι − Α Τ +⎟ ⎜ ⎟ ⎟⎠ ⎝ ⎠ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟+ Α Τ − Α Τ Ι − Ι − Α ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟× Τ − Ι − Ι − Α Τ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟≤ Α Τ − Α Τ Ι − Ι − Α ×⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟× Τ − Ι − Ι − Α Τ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

∫

∫

) .n ds

  

Оскільки 

|| || || || || ||,

|| || || || ,

m
m s m m m

n
n s n n n

u u v

u u y

Α Τ ≤ Α =

Α Τ ≤ Α =
  

 

1 1

1
1

,

m m
s m s m

m m
s m m s m

u u
m m m

u u
m m

− −

−

⎛ ⎞Α Α Α⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟Ι − Ι − Τ = Ι − Ι − Τ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

Α⎛ ⎞− Ι − Τ = − Α Τ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

 
1

,n nn
s n s nu u

n n

−⎛ ⎞ ΑΑ⎛ ⎞⎜ ⎟Ι − Ι − Τ = − Τ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
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то 

 

1

1

1

|| ||1 || ||
|| ||

1 || ||
.

m
s m

m m m
m s m

n
s n

u
m

u v
u

m m m

v
u

n n

−

−

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟Ι − Ι − Α Τ =⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

Α
= Α Τ ≤ = ×

⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟× Ι − Ι − Α Τ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

  

Таким чином, 

 

1

0

1
2

,

2 | | | | .

t
m n m

m s m n s n s m

n
s n

u u u
m

n m
u ds v t

m nm

−

−

⎛ ⎛ ⎞Α⎛ ⎞⎜ ⎜ ⎟Α Τ − Α Τ Ι − Ι − Τ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝

⎞⎛ ⎞Α +⎛ ⎞ ⎟⎜ ⎟− Ι − Ι − Τ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎠

∫
  

При кожному фіксованому 0 0t >  справед-

лива оцінка 

0 0

0

[0, ] [0, ]

2 2
,

[0, ]

sup || || sup ( || ||

|| || || || )

|| || || ||

sup || || 4 || || 0.

m n m m
t t t t m

t t t t

n n m n
t n t t m t n

m n

m n n m
t t

u u u u

u u u u

u u u u

m n
u u v t

nm

∈ ∈

→∞
∈

Τ − Τ ≤ Τ − Τ +

+ Τ − Τ + Τ − Τ ≤

≤ − + − +

+
+ − + ⎯⎯⎯⎯⎯→

 

Внаслідок повноти простору 2( , )l lL R d x  

послідовність n
t uΤ  збігається рівномірно стосов-

но t  на будь-якому скінченному інтервалі. Згід-
но з нерівністю 1 2 1 2|| || || ||,n n

t tu u u uΤ − Τ ≤ −  і вра-

ховуючи, що послідовність 2
n
t uΤ  прямує рівно-

мірно стосовно t  на будь-якому скінченному 
інтервалі при всіх 2 ( ),u D∈ Α  маємо, що послі-

довність 1
n
t uΤ  прямує рівномірно стосовно t  на 

будь-якому скінченному інтервалі при всіх 

1 2( , ).l lu L R d x∈  

Нехай l im ,n
t tn
u u

→∞
Τ = Τ  де ( ).u D∈ Α  Покла-

демо 
1

,nu u v
n

= −  .v u∈ Α  Покажемо, що tΤ  — 

нелінійна напівгрупа, яка задовольняє умову 

n n
t t

d
u u

dt
Τ ∈ ΑΤ  майже для всіх 0[0, ],t t∈  де че-

рез Α  позначено розширення відображення Α  

згідно з описаною вище конструкцією. А також 

nu u→  в 
2

0( , )
[0, ].l lL R d x

C t  

З нерівності 
1 1

|| ||n
t nu v

n n

−⎛ ⎞Α⎛ ⎞⎜ ⎟Ι − Ι − Τ ≤⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 

одержуємо 

 
1

,n
t n tu u

n

−Α⎛ ⎞Ι − Τ → Τ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

де послідовність збігається рівномірно стосов-
но t  на будь-якому обмеженому інтервалі. 

Оскільки множина 
1

0: [0, ],n
t nu t t

n

−⎧ Α⎪⎛ ⎞Ι − Τ ∈⎨⎜ ⎟
⎝ ⎠⎪⎩  

 

1,2,. . .n
⎫⎪= ⎬
⎪⎭

 обмежена в 2( , ),l lL R d x  то існує 

підпослідовність 

1

,k

k

n
t n

k

u
n

− ⎫⎧ ⎛ ⎞Α⎪ ⎪Α Ι − Τ⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭

 яка збі-

гається в слабкій σ-топології. Отже, tuΑΤ ∈
 

lim .k

k k

n
n t nu∈ σ − Α Τ  

Послідовність n n
n t n t n

d
u u

dt
Α Τ = Τ  прямує до 

елемента n
t

d
u

dt
Τ  в топології 2( , )l lL R d x -значних 

нескінченно диференційованих функцій, що 

визначені на проміжку 0(0, ).t  Позначимо цей 

простір через 
2( , )

[0, ],l lL R d x
D t  а через 1σ  — топо-

логію 
2 2

1 ( , ) ( , )
( [0, ], [0, ]).l l l lL R d x L R d x
L t D tσ ≡ σ  Ця то-

пологія є слабкою топологією в 
2( , )

[0, ]l lL R d x
L t  

відносно 
2( , )

[0, ].l lL R d x
D t  Очевидно, що 1σ < σ  — 

в топологічному сенсі, а отже, t
d

u
dt

Τ ∈ 

1 l im .k

k t k

n
n n tn

u u
→∞

∈ σ − Α Τ ∈ ΑΤ  Теорему 4 доведено. 

Висновки 

Одержано результати щодо розв’язності 
квазілінійного еліптичного рівняння другого 
порядку з матрицею Гільберга—Серріна. Введе-
но і досліджено новий клас нелінійних опера-
торів, які породжені формою, що складена за 
лівою частиною досліджуваного рівняння. До-
ведено, що це рівняння однозначно розв’язне в 
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шкалі 1 .pW  Розглянуто випадок гільбертового 

простору 2
1 ,W  введено звуження відповідних 

операторів на 2,L  описано деякі можливі топо-

логічні конструкції в 
2( , )

([0, ]),l lL R d x
L t  завдяки 

яким доведено аналог теореми Хілле—Іосіди—

Філліпса [9], тобто показано, що оператори, 
введені у випадку еліптичного рівняння, нас-
правді є локальними генераторами напівгруп. 

У майбутньому отримані результати (після 
відповідного доопрацювання) можуть бути пе-
ренесені на банахові простори. 
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