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РЕФЕРАТ

Квалiфiкацiйна робота мiстить: 70 стор., 18 рисунки, 1 таблицю, 28

джерел.

У роботi було проведено дослiдження початкового етапу розвитку

вторинних циркуляцiй рiдини та розробленi математичнi моделi для

аналiзу структури вторинних циркуляцiї бiля твердої поверхнi. У ходi

дослiдження проаналiзований розвиток вихрової течiї та розроблена

спрощена модель вторинних циркуляцiй при iнерцiйному обертаннi

рiдини, що дозволяє єфективно оцiнити динамiку течiї у в’язкому пiдшарi

та, як наслiдок, спростити обчислення для подальшого моделювання.

ВТОРИННI ЦИРКУЛЯЦIЇ, МЕТОД КIНЦЕВИХ РIЗНИЦЬ, МЕТОД

КIНЦЕВИХ ОБ’ЄМIВ
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ABSTRACT

The qualification work contains: 70 pages, 18 figures, 1 table, 28 sources.

Research carries out the research of the initial stage development for

secondary flows. Mathematical models for structure analysis of secondary flows

near boundary layer were developed. In progress of research the development

of the eddy flows was analyzed and simplified model of secondary circulations

for inertial rotation liquid was developed. Obtained results allow to effectively

estimate the dynamics of the flow in the viscous boundary layer and, as a result,

to simplify calculations for further modeling.

SECONDARY FLOWS, FINITE-DIFFERENCE METHOD,

FINITE-VOLUME METHOD
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ВСТУП

Актуальнiсть дослiдження.

Актуальнiсть дослiдження насамперед випливає з галузi, до якої

належить наведена робота, адже гiдродинамiка розв’язує загалом

iнженернi задачi. Попри це, явища вторинних циркуляцiй вiдiграють

важливу роль у широкому спектрi прикладних задач, наприклад:

– Моделювання потокiв у каналах, рiчках, тощо.

– Моделювання потоку рiдини через вигнутi труби.

– Циркуляцiя повiтря i пов’язанi з ним вертикальнi рухи у атмосферi.

– Оцiнки ефективностi системи охолодження лопаток турбин.

Метою дослiдження є розробка спрощених моделей аналiзу

структури вторинних циркуляцiї бiля твердої поверхнi та дослiдження

початкового етапу розвитку вихрової течiї. Для цього необхiдно

розв’язати задачу дослiдження, яка складається з наступних задач:

1) Огляд сучасних моделей вторинних циркуляцiй та визначення їх

проблематики.

2) Формулювання та побудова концептуальної моделi розвитку

вторинних течiй у придоному шарi.

3) Розробка математичної моделi до сформульованої задачi.

4) Застосування чисельних методiв для вiдповiдної математичної

моделi.

5) Моделювання задачi за домомогою чисельних методiв, аналiз

результатiв на коректнiсть.

Об’єктом дослiдження є вториннi циркуляцiї у придоннiй областi

при iнерцiйному обертаннi рiдини.

Предметом дослiдження є математичнi методи дослiдження та

сучаснi чисельнi методи розв’язку задач гiдродинамiки, пов’язаних з

вторинними циркуляцiями.

При розв’язаннi поставлених завдань використовувались такi
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методи дослiдження: рiвняння математичної фiзики та загальнi пiдходи

до розв’язання задач з гiдродинамiки; чисельнi методи для розв’язку

дифференцiальних рiвнянь у часткових похiдних, ефективнi програмнi

засоби для обробки даних та алгоритми виконання операцiй лiнiйної

алгебри.

Наукова новизна отриманих результатiв:

1) Розроблена двовимiрна чисельна модель окремо для примежової

областi рiдини, яка може бути використана як параметризацiя придонної

областi при моделюваннi течiї в усiй областi з рiдиною, що значно пiдвищує

ефективнiсть обчислень шляхом збiльшення просторового дозволу сiтки

бiля твердої границi

2) Розроблена спрощена аналiтична модель придонної областi

вторинної течiї, яка дозволяє оцiнити iнтегральнi динамiчнi

характеристики течiй поблизу границь на початковому етапi розвитку

вторинної циркуляцiї, такi як середня швидкiсть висхiдного руху.

Практичне значення результатiв полягає у тому, що

сформульований та протестований на коректнiсть пiдхiд дозволяє

спростити моделi, що розглядають вториннi циркуляцiї при iнерцiйному

обертаннi рiдини. Таким чином пiдвищуєтья гнучкiсть моделей, адже при

потребi розрахунку лише динамiки у примежевих шарах, обчислення

може бути значно прискорене, а використання розробленої моделi для

отримання граничних умов призводить до економiї обчислювальних

потужностей.
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1 МОДЕЛЮВАННЯ ВТОРИННОЇ ЦИРКУЛЯЦIЇ ПРИ

IНЕРЦIЙНОМУ ОБЕРТАННI РIДИНИ

Задачi пов’язанi з обертанням рiдини часто виникають в багатьох

природних i технiчних системах, починаючи вiд атмосфери i океанiв до

турбомашин i гiдравлiчних систем. Iнерцiйне обертання рiдини у таких

системах призводить до виникнення явища, що називається вторинною

циркуляцiєю.

Одним iз ключових понять, пов’язаних iз вивченням вторинних

циркуляцiй, є поняття циркуляцiї. Циркуляцiя визначає iнтегральну мiру

вихрового руху всерединi деякої замкнутої областi рiдини. Вона є

важливим параметром для аналiзу динамiки рiдини та дозволяє оцiнити

вихрову активнiсть у системi та пов’язанi з нею явища, такi як

перенесення забруднень, зважених намулiв тощо. Вторинна циркуляцiя є

вихровим рухом, який виникає усерединi рiдини, але на вiдмiну вiд

первинної циркуляцiї, яка утворюється внаслiдок безпосереднього впливу

зовнiшнiх сил, вторинна циркуляцiя виникає в результатi взаємодiї

iнерцiйних сил i сил тертя всерединi рiдини. Її наявнiсть може суттєво

змiнювати загальну динамiку рiдини. Поява вторинних циркуляцiй

пов’язана з наявнiстю значного градiєнта швидкостi всерединi рiдини, що

виникає внаслiдок нерiвномiрного розподiлу швидкостей всерединi

системи [1].

Дослiдження вторинних циркуляцiй має важливе практичне

значення для багатьох областей, включаючи аеродинамiку, гiдродинамiку,

морську та атмосферну динамiку, а також для проектування та

оптимiзацiї технiчних систем. Вториннi циркуляцiї можуть впливати на

теплообмiн, масообмiн i перемiшування всерединi рiдини, а також

формування течiй i потокiв. Розумiння та оцiнка цих процесiв дозволяє

покращити ефективнiсть та надiйнiсть технiчних пристроїв, а також
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передбачати та контролювати поведiнку рiдини у рiзних ситуацiях.Таким

чином, вивчення вторинних циркуляцiй при iнерцiйному обертаннi рiдини

має актуальнiсть i важливiсть як фундаментальної науки, так

практичних додаткiв.

У цьому роздiлi далi докладнiше опишемо приклади вторинних

циркуляцiй у природних та iнженерних системах, а також наслiдки, якi

викликає це явище. Також обгрунтуємо i доведемо виникнення вторинних

циркуляцiй при iнерцiйному обертаннi з формальної точки зору.

Зрештою, сформулюємо актуальну задачу для подальшого розв’язку.

1.1 Вториннi течiї, як прояв закона збереження циркуляцiї

Насамперед покажемо, що iснування вторинних циркуляцiй можна

довести аналiтично. Для цього згадаємо важливi закони гiдродинамiки та

розглянемо деякий вигнутий потiк рiдини.

Взагалi кажучи, у гiдродинамiцi iснує двi основнi мiри обертання

рiдини - це циркуляцiя i завихренiсть. циркуляцiя - це iнтегральна,

скалярна величина, що є макроскопiчною мiрою обертання для скiнченної

площi рiдини. У свою чергу завихренiсть - це диференцiальна

характеристика, векторне поле, що задане в будь-якiй точцi рiдини

вiдповiдно.

Для нестисливої рiдини в потенцiйному полi сил справедлива

теорема про збереження циркуляцiї швидкостi, вона ж теорема Томпсона

(W. Thomson, 1869). Це аналог закону збереження кутового моменту у

класичнiй механiцi [1, 2].

За визначенням, завихренiсть (vorticity) швидкостi це 𝜔⃗ = ∇× 𝑣⃗,

тобто:

𝜔⃗ =

(︂
𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑦

− 𝜕𝑣𝑦
𝜕𝑧

,
𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑧

− 𝜕𝑣𝑧
𝜕𝑥

,
𝜕𝑣𝑦
𝜕𝑥

− 𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑦

)︂
Можемо пов’язати її з циркуляцiєю наступним чином. Розглянемо
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елементарний контур (𝛿𝑥, 𝛿𝑦) (рисунок 1.1):

Рисунок 1.1 – Елементарний контур циркуляцiї 𝑣⃗ в площинi XoY

Тодi деякий прирiст 𝛿 циркуляцiї 𝐶 буде дорiвнювати:

𝛿𝐶 = 𝑣𝑥𝛿𝑥−
(︂
𝑣𝑥 +

𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑦

𝛿𝑦

)︂
𝛿𝑥−𝑣𝑦𝛿𝑦+

(︂
𝑣𝑦 +

𝜕𝑣𝑦
𝜕𝑥

𝛿𝑥

)︂
𝛿𝑦 =

(︂
𝜕𝑣𝑦
𝜕𝑥

− 𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑦

)︂
𝛿𝑥𝛿𝑦

Тобто, при 𝛿 → 0, отримали 𝜔𝑧 складову завихренностi:

𝛿𝐶

𝛿𝑥𝛿𝑦
=

𝜕𝑣𝑦
𝜕𝑥

− 𝜕𝑣𝑥
𝜕𝑦

= 𝜔𝑧

Аналогично для iнших компонент. Взагалi кажучи, цей самий зв’язок

можна отримати, користуючись теоремою Стокса.

Спочатку розглянемо рiвномiрний потiк рiдини. Вважаемо рiдину

нестисливою, на яку дiють лише потенцiйнi сили, а саме сила тяжiння.

Вважатимемо, що в рiдинi вiдсутнi вертикальнi та радiальнi

швидкостi, а тангенцiальна швидкiсть залежить тiльки вiд висоти через

тертя з дном. Тодi iснує ненульовий вектор циркуляцiї швидкостi:

𝜔⃗ = (−𝜕𝑣𝜑
𝜕𝑧

, 0, 0)

Далi потiк повертає по радiусу 𝑅 (рисунок 1.2), у точках 𝐴 и 𝐴′

вектора циркуляцiї, як i ранiше, мiстяться тiльки радiальнi компоненти i
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Рисунок 1.2 – Змiна вектора циркуляцiї швидкостi

дорiвнюють −𝜕𝑣𝜑
𝜕𝑧 𝑟⃗ и −𝜕𝑣𝜑

𝜕𝑧 𝑟
′ вiдповiдно.

Для достатньо малих 𝑑𝑟, можемо вважати, що 𝑑𝑟 лежить на дотичнiй

до кривої в точцi A. Отже, можемо виразити 𝜔′ через 𝜔:

𝜔⃗′ = 𝜔⃗ − 𝜕𝑣𝜑
𝜕𝑧

· 𝑑𝑟𝑒𝜑

Виходячи з припущень ранiше, циркуляцiя має зберiгатися, тобто

𝜔⃗ = ⃗𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Звiдси випливає, що доданок у формулi для 𝜔⃗′ має бути

скомпенсован деяким

𝜔𝑐𝑢𝑟𝑣 =
𝜕𝑣𝜑
𝜕𝑧

· 𝑑𝑟𝑒𝜑

так, щоб:

𝜔 = 𝜔′ + 𝜔𝑐𝑢𝑟𝑣

Незалежно вiд величини цього додаткового вектора, його напрям

завжди однаковий. Отже, iснує циркуляцiя у площинi 𝐴𝐵 (рисунок 1.3).

Таким чином показали iснування вторинних потокiв та їх якiсний

характер [3].
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Рисунок 1.3 – Циркуляцiя у перерiзi вздовж AB

1.2 Вториннi течiї у прикладних задачах

Вториннi течiї у вигнутих каналах та трубах

Важливим прикладом вторинних циркуляцiй у прикладних задачах

є рух рiдини у вигнутих каналах (рiчки, канали тощо). Вiдомо, що русла

рiчок схильнi до утворення звивистої форми замiсть течiї найкоротшим

шляхом. Насправдi, це явище пояснюється поперечними до напрямку

потоку циркуляцiями, що виникають через некомпенсовану градiєнтом

тиску вiдцентрову силу. Таким чином, у тiлi потоку виникають

горизонтальнi та вертикальнi швидкостi, внаслiдок яких розмивається

зовнiшня вiдносно центра повороту стiнка каналу. [4]

Експериментальнi данi та результати чисельного моделювання чiтко

показують виникнення та характер таких циркуляцiй у викривлених

потоках. У роботi [5] представлено декiлька результатiв чисельного

моделювання у виглядi розподiлу вертикальних швидкостей у перерiзi

викривленого за радiусом потока. Можна бачити якiсний характер явища:

зростання вертикальних швидкостей поблизу стiнок, причому у дальньої

вiдносно центру обертання стiнки швидкiсть спрямована вниз.

Важливим наслiдком вторинних потокiв в каналi є те, що з часом це

призводить до формування певного профiлю русла (рисунок 1.4). Це

змушує включати ефект вторинних циркуляцiй у розрахунки для

гiдросистем, через значущiсть його побiчних ефектiв, таких як ерозiя
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Рисунок 1.4 – Схематичний малюнок профiлю каналу, що утворюється

через поперечнi потоки

стiнок каналу, його розмив або навпаки наноси [6, 7].

Особливо важливим цей ефект стає у разi штучних гiдровузлiв

(греблi, гiдроелектростанцiї, iнженернi вузли, i т.д.), де важлива

довговiчнiсть та вiдповiднiсть характеристикам, а швидкостi потокiв

можуть бути набагато вищими. У сучасних проектах гiдровузлiв

поперечна циркуляцiя не лише враховується та контролюється, а навiть

створюється штучна, що має специфiчну форму, для отримання бiльш

сприятливого характеру розмивiв та наносiв [8].

Аналогiчний характер має течiя рiдини всерединi вигнутих труб.

Градiєнт тиску i вiдцентрова сила повиннi перебувати в рiвновазi, при

цьому найбiльший тиск виникає у зовнiшньої стiнки труби i найменший у

внутрiшньої. Рiдина поблизу верхньої та нижньої стiнок труби рухається

повiльнiше, нiж поблизу центру через в’язкiсть i, як наслiдок, вимагає

меншого градiєнта тиску щоб збалансувати вiдцентрову силу. Отже,

виникає вторинний потiк, при якому рiдина у верхнiй та нижнiй стiнках

труби рухається всередину до центру кривизни, а рiдина поблизу центру

потоку рухається назовнi.

Таким чином, усерединi труби у поперечному перерiзi формуються

двi критичнi точки, якi є центрами циркуляцiй швидкостi.

Важливий наслiдок звiдси, що цей ефект змiнює осьову швидкiсть.

Рiдина, що швидко рухається, постiйно транспортується до зовнiшньої
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стiнки, а уповiльнена рiдина переноситься до внутрiшньої, тобто частина

енергiї руху витрачається на вториннi циркуляцiї. Виникнення в’язкого

примежового шару на внутрiшнiй стiнцi призводить до зменшення потоку

через трубу [9].

Ще одним прикладом є системи охолодження лопаток турбiн, а,

загалом кажучи, будь-якi системи з каналами, що обертаються. У

випадку систем охолодження, головним параметром є їхня

продуктивнiсть. Виявляється, що задля її розрахунку доводиться

керуватися як цiлком очевидними параметрами, тобто площею каналу i

швидкiстю потоку, так i враховувати характер течiї речовини.

Оскiльки канал знаходиться в полi дiї сил через обертання, у ньому

виникають поперечнi осi течiї, характер яких схожий з попереднiм

прикладом.

Такi течiї можуть бути як сприятливими, так i шкiдливими, але в

цiлому вважається, що використання спецiально-органiзованих вторинних

течiй перспективний спосiб пiдвищити ефективнiсть системи [10].

Вториннi циркуляцiї у атмосферних системах

У явища вторинної циркуляцiї є важливий аналог в системi

атмосфери, а саме циркуляцiя повiтря i пов’язанi з ним вертикальнi рухи.

Вiдмiннiстю є те, що обертання рiдини в даному випадку слiд

iнтерпретувати як наслiдок обертання землi, таким чином кутова

швидкiсть постiйна, тодi як радiус кривизни має значно бiльший

масштаб. Також для розгляду атмосферних явищ вносить складнiсть

необхiднiсть використання вiдносної, неiнерцiйної системи вiдлiку i,

вiдповiдно, необхiдностi враховувати силу Корiолiса як наслiдок.

У системi низького тиску (low-pressure system) дiлянки атмосфери

повiтря поза примежового шару, тобто у вiльнiй атмосферi (на вiдстанях

вiд поверхнi Землi понад 1 км), дiють сили, що компенсують одна одну -
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сила Корiолiса i внутрiшнiй градiєнт тиску. В силу цього, є циркуляцiя,

повiтря обертається циклонiчно та вектори швидкостей вiтру паралельнi

iзобарам. Але в примежовому шарi, де тертя з поверхнею стає значним i

знижує швидкiсть циркуляцiї, виникає нескомпенсована сила. Таким

чином, повiтря перестає рухатися тiльки паралельно iзобарам i рухається

до центру низького тиску. Аналогiчна картина виникає для антициклонiв,

через в’язкий примежовий шар виникає вторинна циркуляцiя, i, отже,

радiальнi швидкостi, спрямованi вiд центру [3, 11].

Класичний експеримент

З метою вивчення вторинних циркуляцiй та впливу в’язкого

примежового шару часто проводяться експериментальнi дослiдження.

Згадаємо найбiльш класичний експеримент, з цилiндричною ємнiстю, що

обертається, який демонструє виникнення вторинних циркуляцiй шляхом

спостережуваних радiальних швидкостей.

Спочатку експерименту ємнiсть наповнена рiдиною i їй надано

обертання з постiйною кутовою швидкiстю так, щоб рух рiдини всерединi

був подiбний до руху твердого тiла (риснок 1.5: a). Пiсля чого в рiдину

помiщаються об’єкти, що дозволяють спостерiгати змiну швидкостей

надалi.

Рисунок 1.5 – Схема експеримента

Пiсля уповiльнення обертання в ємностi виникає в’язкий примежовий
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шар поблизу стiнок i дна, через рiзну швидкiсть рiдини i ємностi, внаслiдок

чого можна спостерiгати рух частинок у напрямку до центру (риснок 1.5:

б), що свiдчить про циркуляцiї рiдини всерединi примежового шару [11, 12].

1.3 Сучаснi дослiдження вторинних циркуляцiй

Як було зазначено вище, ефект вторинних циркуляцiй часто

враховується у розрахунку в багатьох моделях прикладних задач. У

якостi прикладу можна навести масштабну роботу [5] 2010 року про

детальне чисельне моделювання турбулентних криволiнiйних течiй у

вiдкритих каналах на основi науково-прикладних, чисельних та

експериментальних дослiджень.

Однак, вiдомою i актуальною проблемою гiдродинамiчних моделей

залишається обчислення динамiчних характеристик поблизу твердої

границi обчислювальної областi. Для вирiшення цiєї проблеми розробленi

рiзнi методи. Наприклад, у згадуванiй роботi використовується метод

зануреної межi (IBM). Альтернативним рiшенням може бути

використання нерегулярних сiток i значне збiльшення їх кроку поблизу

граничної областi. У пiдсумку подiбнi модифiкацiї призводять до

ускладнення моделi i, вiдповiдно, до значного часу обчислень або вимог

до обчислювальних ресурсiв. I тому метою роботи є розробка спрощених

моделей аналiзу структури вторинних циркуляцiї бiля твердої поверхнi та

дослiдження початкового етапу розвитку вихрової течiї, що виникає пiсля

припинення обертання ємностi з рiдиною.

Висновки до роздiлу 1

У цьому роздiлi було надано детальний опис явища вторинних

циркуляцiй, та сформульований погляд на нього с точки зору законiв

збереження. Були розглянутi приклади прикладних задач у рiзних
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галузях природничих наук, де вториннi потоки вiдiграють важливу роль,

а також на прикладi побiчних наслiдкiв було показано важливiсть явища.

Таким чином було продемонстровано актуальнiсть проблеми. Також, на

прикладi сучасних дослiджень явища вторинних циркуляций були

описанi проблеми у побудовi чисельних моделей, що враховують вториннi

циркуляцiї, i таким чином поставлена мета роботи.
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2 ПОСТАНОВКА ЗАДАЧI I МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ

ВТОРИННИХ ЦИРКУЛЯЦIЙ У ПРИДОННОМУ ШАРУ

2.1 Основнi рiвняння гiдродинамiки та загальнi припущення

Перш нiж переходити до побудови моделi, необхiдно з’ясувати, якi

данi та закони необхiднi для розв’язку будь-якої подiбної задачi у

загальному випадку. Iнакше кажучи, якi величини мають бути вiдомi i в

якiй кiлькостi, щоб однозначно знати стан об’єкта, що дослiджується?

Цей крок необхiдний, оскiльки вiн дозволить ясно розумiти, якi

припущення в умовах i законах можна застосувати для спрощення

рiшення, i як цi припущення впливають на точнiсть та якiсть моделi

загалом.

Розглядаємо задачу з рухом рiдини, тобто з галузi гiдродинамiки.

Оскiльки гiдродинамiка використовує макроскопiчний пiдхiд, то крiм

поля швидкостi 𝑣⃗ = 𝑣⃗(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡), необхiдно знати також термодинамiчнi

величини. Однак вiдомо, що двох таких величин буде достатньо для

визначення тих, що залишилися, отже, для повного визначення стану

рiдини необхiдно задати 5 величин (3 з них становить швидкiсть у

виглядi вектора в 3-вимiрному просторi), щiльнiсть i тиск:

𝑣⃗ = 𝑣⃗(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡)

𝜌(𝑥,𝑦,𝑧,𝑡)

𝑃 (𝑥,𝑦,𝑧,𝑡)

Далi визначимо закони руху [1]. Першим рiвнянням можемо ввести

один iз законiв збереження, тобто рiвняння нерозривностi. Його легко

отримати з iнтегральних спiввiдношень, користуючись зв’язком iнтеграла

по замкненiй площi та обмеженого об’єму.
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𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ 𝜌∇ · 𝑣⃗ = 0

Для нестискаємої рiдини, яку ми i розглядаємо, очевидно рiвняння набуває

вигляду:

∇ · 𝑣⃗ = 0 (1.1)

Наступним законом буде рiвняння сил або рiвняння Ейлера:

𝜌

(︂
𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ (𝑣⃗∇)𝑣⃗

)︂
= −∇𝑃 + 𝐹 (1.2)

Тут врахували зовнiшню силу 𝐹 , що дiє на одиницю об’єму.

Перш нiж перейти до наступного рiвняння, нагадаємо, що

циркуляцiєю називається iнтеграл 𝐶:

𝐶 =

∮︁
𝐶
𝑣⃗𝑑𝑟

У фiзичному сенсi, циркуляцiя характеризує мiру обертального руху.

Наприклад, для диска, що обертається з кутовою швидкiстю 𝜔, циркуляцiя

для контуру 𝑟 = 𝑟0:

𝐹 = 𝑣⃗ × 𝑟⃗

𝐶 =

∮︁
𝑟=𝑟0

𝑣⃗ · 𝑑𝑟 = 2𝜋𝜔𝑟2

Таким чином, мiра обертання:

𝜇 =
𝐶

𝑆𝑐
=

𝐶

𝜋𝑟2
= 2𝜔

Вважаючи, що ентропiя стала (теплообмiн рiдини з оточуючим

середовищем вiдсутнiй), сили потенцiйнi i 𝜌 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, можемо отримати ще

один закон збереження користуючись теоремою Стокса - збереження

циркуляцiї швидкостi, що випливає з iнтегральних характеристик,

рiвняння (2):
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=

∮︁
𝐿
𝑣⃗𝑑𝑙 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

На практицi використовують закон збереження циркуляцiї у

диференцiальному виглядi, тому у загальному випадку вектор

завихреностi рiдини i вiдповiдний закон визначаються наступним чином:

𝜔⃗ = 𝑟𝑜𝑡(𝑣⃗) 𝜔⃗ = ⃗𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (1.3)

Важливо зазначити, що наведенi вище рiвняння справедливi для

iдеальної рiдини, тобто в якiй вiдсутня в’язкiсть. Вводячи в’язкiсть,

необхiдно врахувати дисипативнi процеси, що вiдбуваються всерединi

рiдини в силу тертя шарiв з рiзними швидкостями. Виходячи з

припущень про лiнiйну залежнiсть компонент тензора напруги вiд

перших похiдних швидкостi i, вiдповiдно, iзотропностi рiдини, шляхом

перетворення рiвняння (2), можемо отримати його узагальнення для

випадку нестискаємої в’язкої рiдини:

𝜕𝑣

𝜕𝑡
= −(𝑣⃗∇)𝑣⃗ + 𝜇Δ𝑣⃗ − 1

𝜌
∇𝑃 + 𝐹 (1.4)

Рiвняння (4) – т.зв. рiвняння Нав’є-Стокса [1, 2, 13].

Крiм основних рiвнянь необхiдно також сформулювати пiдхiд до

розв’язання задачi та детальнiше зупиниться на припущеннях, зокрема,

якими параметрами можна i не можна знехтувати та як це вплине на

якiсть пiдсумкової моделi. Для цього розглянемо деякi прийнятi поняття

та пiдходи до розв’язання задач з гiдродинамiки та визначимо, якi з них

застосовнi та якi припущення щодо спрощення задачi можливо зробити.

Нестисливiсть. Стисливiсть - це здатнiсть середовища змiнювати

обсяг пiд дiєю зовнiшнiх сил тиску. Оскiльки будемо розв’язувати задачу

тiльки для рiдини, її стисливiсть надзвичайно мала, тому можемо

вважати її нестисливою. Але майбутню модель можно розширити i для

газiв виходячи з припущення щодо його нестисливостi. Щоб задовiльнити
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це, характерна швидкiсть течiї повинна бути значно менше швидкостi

звука у середовищi, тодi газ можна вважати нестисливим з добрим

наближенням.

Iдеальна рiдина. Iдеальною рiдиною називають нестисливу

рiдину з вiдсутнiми силами тертя. Зважаючи на це рiвняння руху значно

спрощуються, тому теорiя iдеальної рiдини добре вивчена i в деяких

задачах дає цiлком задовiльнi результати, наприклад, для хвильового

руху. Однак у разi задач на взаємодiю рiдини з тiлами, зневага тертям

стає абсолютно неприйнятною з точки зору якостi передбачення.

Наприклад, так виник т.зв. парадокс Даламбера, який стверджує, що

сила опору тiла в потоцi iдеальної рiдини дорiвнює нулю. У iдеальної

рiдини потiк ковзає по межам, тобто вiдсутнi сили, спрямованi дотично

до потоку.

Стосовно розглядаємої задачi, тертя вiдiграє важливу роль поблизу

межi потоку: незважаючи на малу в’язкiсть рiдини (вода), що

розглядається, градiєнти швидкостi поблизу меж потоку досить великi,

щоб нехтувати ними.

В’язкiсть. В’язкiсть рiдини характеризує величину опору

перемiщенню її частин одна вiдносно одної. Внаслiдок цього, при

обтiканнi тiла потоком, рiдина поблизу меж прилипає до стiнок, в

результатi встановлюється деякий розподiл дотичних швидкостей,

загалом кажучи, дотична швидкiсть стає величиною, залежною вiд

вiдстанi до стiнки тiла. З математичної точки зору, врахування в’язкостi

пiдвищує порядок диференцiальних рiвнянь, у результатi виникає

необхiднiсть у бiльшiй кiлькостi крайових умов.

Розглянемо розподiл дотичних швидкостей на прикладi задачi з

течiєю рiдини мiж пластинами, т.зв. рух чистого зсуву. Нехай рiдина

протiкає мiж двома нескiнченно довгими пластинами, причому одна

нерухома, а друга рухається паралельно собi зi швидкiстю 𝑉 . Емпiрично

встановлено, що розподiл швидкостей має лiнiйний характер, тобто:
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𝑢(𝑦) =
𝑦

ℎ
𝑉

Отже, до рiдини повинна бути прикладена сила, дотична напрямку

руху, що врiвноважує силу тертя. Ця сила пропорцiйна швидкостi 𝑉 i

обернено пропорцiйна вiдстанi мiж пластинами. При цьому, коефiцiєнт

пропорцiйностi 𝜇 представляє фiзичну характеристику середовища -

динамiчний коефiцiєнт в’язкостi.

𝐹 = 𝜇
𝑑𝑢

𝑑𝑦

Також у гiдродинамiцi прийняте визначення для кiнематичного

коефiцiєнт вязкостi 𝜈, який у подальшому також будемо

використоввувати:

𝜈 =
𝜇

𝜌

Рисунок 2.1 – Рух рiдини мiж двома паралельними стiнками.

Надалi будемо користуватися цими мiркуваннями для встановлення

розподiлу дотичних швидкостей поблизу меж потоку.

Примежовий шар. Як було зазначено ранiше, в’язкiсть впливає на

характер руху рiдини поблизу твердих стiнок. Навiть попри малу в’язкiсть,

градiєнти швидкостi у примежовому шарi великi.

Проте для великого класу задач виходячи з мiркувань теорiї

тонкого примежового шару можно припустити, що це iстотно лише
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безпосередньо поблизу межi, тобто у деякому тонкому шарi. Таким

чином, усерединi цього тонкого шару рiдина розглядається як в’язка, а в

основному потоцi її можна вважати iдеальною.

Звiдси можна сформулювати граничнi умови для дотичної

швидкостi 𝑣: у точцi межi 𝑦 = 0 швидкiсть повинна обертатися в нуль, у

точцi 𝑦𝑏 - наприкiнцi примежового шару, швидкiсть можна вважати

приблизно рiвною швидкостi в основному потоцi 𝑣(𝑦𝑏) ≈ 𝑣. Важливо, що

це сильне спрощення, й у рядi випадкiв не вiдповiдає дiйсностi;

примежовий шар може значно товщати, або вiдриватися вiд межi, втiм,

це виходить за рамки розглядаємої задачi. Тому в даному випадку буде

важливо лише визначити розмiр примежового шару, оскiльки ми

розглядатимемо рух саме в ньому.

Бiльше того, через тонкiсть примежового шару можна вважати, що

вертикальна (тобто нормальна до шару) компонента швидкостi буде мала

в порiвняннi з дотичною компонентою, це випливає хоча б iз рiвняння

нерозривностi (1.1), записаного для випадку двовимiрного руху:

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −𝜕𝑤

𝜕𝑧

Через товщину шару, градiєнт горизонтальної швидкостi досить

великий, що робить похiдну по вертикальнiй швидкостi незначною. Звiдси

випливає, що всерединi примежового шару можемо розглядати у

першому наближеннi лише горизонтальнi швидкостi 𝑣.

Розподiл тиску у данiй роботi покладається гiдростатичним, що вiрно

для бiльшостi випадкiв рухiв у навколишньому середовищi [1, 2, 14, 15].

Тобто вважаємо:

𝜕𝑃

𝜕𝑧
= −𝜌𝑔
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2.2 Математична модель

Вiдповiдно до поставленої мети, маємо задачу побудувати модель

вторинних циркуляцiй у придонному шарi рiдини яка дозволяє оцiнити

розподiл швидкостей у шарi та швидкостi на верхнiй межi придонного

шару, для, як приклад, подальшого використання цих величин як нових

граничних умов для моделi основного потоку.

2.2.1 Рiвняння вiльної поверхнi

Насамперед опишемо деякi очевиднi мiркування: складемо рiвняння

вiльної поверхнi, не враховуючи примежовий шар. Нехай дано цилiндр (R,

H), який рiвномiрно обертається з кутовою швидкiстю Ω.

Знехтуємо перехiдними процесами в процесi розкручування, тобто

вважаємо, що обертання рiднини подiбне до обертання твердого тiла.

Будемо використовувати пiдхiд балансу сил. Розглянемо сили, що дiють

на деяку дiлянку об’єму рiдини, що визначається 𝑑𝑟.

Рисунок 2.2 – Дiлянка об’єму 𝑑𝑉 усереденi рiдини
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Припускаємо, що дiлянка знаходиться на деякiй висотi 𝑧 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Тодi на одиницю об’єму дiють 2 сили, вiдцентрова сила 𝐹𝑐 i змiна тиску 𝛿𝑃

В силу симетрiї тиск залежить тiльки вiд радiальної координати.

Знаємо, що P для дiлянки об’єму:

𝛿𝑃 = −𝜌𝑔 · (ℎ(𝑟 + 𝛿𝑟)− ℎ(𝑟))𝛿𝑥𝛿𝑧

,

Вiдцентрова сила може бути виражена через швидкiсть наступним

чином:

𝐹𝑐 = 𝜌 · Ω2𝑟𝛿𝑥𝛿𝑧𝛿𝑟

Пiсля чого отримаємо рiвняння:

𝜌𝑔(ℎ(𝑟 + 𝛿𝑟)− ℎ(𝑟))𝛿𝑥𝛿𝑧 = −𝜌 · Ω2𝑟𝛿𝑥𝛿𝑧𝛿𝑟

Тут лiвим членом виступає сила, що виникає через змiну тиску в

радiальному напрямку. Правий член є доцентровою силою, (обидвi на

дiлянку об’єму в загальному випадку).

Звiдси отримуємо диференцiальне рiвняння вiльної поверхнi:

𝑔
𝑑ℎ

𝑑𝑟
= −Ω2𝑟 (2.1)

2.2.2 Параметризацiя динамiки висоти примежового шару

Насамперед нас цiкавить глибина примежового шару. З метою

спрощення завдання скористаємося принципом симетрiї, тобто

вважатимемо, що швидкостi не залежать вiд тангенцiальної компоненти 𝜃

через радiальну симетрiю задачi. У такому випадку достатньо буде

розглянути осьовий перерiз цилiндра.

Маємо наступнi граничнi умови:
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𝑢(0) = 0, 𝑢(𝛿) = 𝑈 = Ω𝑟

Тут друга умова передбачає, що швидкiсть обертання рiдини не

змiнюється за межами примежового шару, що виконується на достатньо

коротких промiжках часу пiсля припинення дiї обертальної сили.

Запишемо рiвняння (4) Нав’є-Стокса для 𝑢 компоненти:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= −𝑣⃗ · ∇𝑢+ 𝜈Δ𝑢− 1

𝜌

𝜕𝑃

𝜕𝑟
+ 𝑓𝑢

Як було зазначено ранiше, вертикальними швидкостями в

граничному шарi можемо знехтувати. Для подальшого спрощення

застосуємо метод аналiзу масштабiв. Масштаб швидкостi для даної задачi

𝑈 = Ω𝑅. Тодi масштаб радiального градiєнту швидкостi 𝜕𝑣
𝜕𝑟 = Ω. Можна

очiкувати, що радiальна швидкiсть 𝑣 вторинної циркуляцiї, яка виникне

бiла дна, буде 𝑣 << 𝑈 . Масштаб адвективного доданку 𝑣 𝜕𝑣
𝜕𝑟 << Ω2𝑅.

Масштаб вязкого доданку: 𝜈 𝜕𝑈
𝛿2 = 𝜈Ω2𝑅

𝛿2 . Отже радiальною адвекцiєю

поздовжньої швидкостi можна знехтувати коли виконується умова:

Ω2𝑅 < 𝜈
Ω𝑅

𝛿2
,⇒ 𝛿 <

√︂
𝜈

Ω
(2.2)

Це буде вiдбуватись, коли час пiсля припиненне примусового обертання

буде достатньо малим.

Отже, отримуємо спрощене рiвняння:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝜇

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
(2.3)

Також вважаємо розподiл тангенцiальної компоненти швидкостi в

граничному шарi лiнiйним, тодi можемо виразити 𝑢(𝑧) для 0 ⩽ 𝑧 ⩽ 𝛿:

𝑢(𝑧) =
𝑈

𝛿
𝑧 (2.4)

таким чином:
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𝜕𝑢

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=0

= 0,
𝜕𝑢

𝜕𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝛿

=
𝑈

𝛿

З iншого боку, можемо встановити зв’язок мiж збiльшенням

швидкостi i 𝛿 вiдповiдно:

𝑑𝛿 = 𝑑𝑢
𝛿

𝑈
(2.5)

Вважаючи, що шар досить малий, оцiнимо другу похiдну в рiвняннi

(2.3) приблизно за допомогою рiзницевої апроксимацiї. Тодi отримаємо

рiвняння:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
≈ −𝜈

𝑈

𝛿2
(2.6)

Тодi з рiвнянь (2.5) i (2.6) отримаємо рiвняння для товщини

примежового шару, що залежить вiд часу:

𝑑𝛿

𝑑𝑡
=

𝜈

𝛿

Iнтегруючи, отримаємо:

𝛿(𝑡) =
√
2𝜈𝑡 (2.7)

2.2.3 Аналiтична оцiнка середньої вертикальної швидкостi

Розглянемо деяку точку А (рисунок 2.3). Як було встановлено в

попередньому параграфi, у придонному шарi виникає сила, спрямована

до осi обертання, тобто iснують радiальнi швидкостi, спрямованi до осi.

Також очевидно, що у точцi 𝑟 = ±𝑅 i 𝑟 = 0 радiальнi швидкостi

дорiвнюють нулю.

Звiдси випливає [16], що iснує деяка точка A, для котрої:

𝜕𝑣

𝜕𝑟
= 0
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Рисунок 2.3 – Концептуальна модель динамiки рiдини у цилiндрi та

деяка точка А.

З рiвняння нерозривностi (1.1), встановлюється такий зв’язок iз

вертикальною швидкiстю - у точках 𝑟 < 𝐴 вертикальна швидкiсть

𝑤(𝑧) > 0 i навпаки, для всiх точок 𝑟 > 𝐴, 𝑤(𝑧) < 0. Звiдси випливає [16],

що у цiй точцi А:

𝑤(𝑧𝐴) = 0

Далi, зважаючи на малий розмiр розглядаємих iнтервалiв часу,

припустимо також квазiстацiонарнiсть процесу.

𝜕𝑣

𝜕𝑡
≈ 0

Тепер можемо скласти рiвняння радiальної швидкостi 𝑣 = 𝑣(𝑟, 𝑧) для

множини точок (𝑟𝑏, 𝑧):
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𝜈
𝜕2𝑣

𝜕2𝑧
− 𝑢2

𝑟
+ Ω2𝑟 = 0 (2.8)

Тут Ω2𝑟 - градiєнт тиску (2.1)
𝑢2

𝑟 - вiдцентрова сила, що дiє на частку.

Граничнi умови визначимо виходячи з того ж припущення про

тонкий примежовий шар:

𝑣(0) = 0, 𝑣(𝛿) = 0

З метою спрощення, припустимо, що 𝑢(𝑧) залежить лiнiйно вiд 𝑧,

скористаємося спiввiдношенням (7), тодi рiвняння (12) набуває вигляду:

𝜈
𝜕2𝑣

𝜕2𝑧
+ 𝑓𝑣 = 0 (2.9)

У якому член 𝑓𝑢 дорiвнює рiзницi градiєнта тиску i зовнiшньої сили

𝑓𝑣 = Ω2𝑟

(︂
1− 𝑧2

𝛿2

)︂
(2.10)

Оскiльки поставлена задача не тiльки отримати рiвняння руху для

подальших наближених обчислень, а також отримати деякий аналiтичний

розв’язок, необхiдно скласти рiвняння, яке можна розв’язати аналiтично.

Це дозволить згодом здiйснити порiвняння з результатами чисельних

методiв. З цiєю метою проiнтегруємо отримане рiвняння (2.9):

−𝜈
𝜕𝑣

𝜕𝑧
+ 𝐶 = Ω2𝑟

(︂
𝑧 − 𝑧3

3𝛿2

)︂
Проiнтегруємо вдруге:

−𝜈𝑣(𝑧) + 𝐶𝑧 = Ω2𝑟

(︂
𝑧2

2
− 𝑧4

12𝛿2

)︂
Константа С визначається з граничних умов:

𝐶𝛿 = Ω2𝑟

(︂
𝛿2

2
− 𝛿2

12

)︂
=

5

12
Ω2𝑟𝛿2 ⇒ 𝐶 =

5

12
Ω2𝑟𝛿
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Отримали рiвняння для 𝑣 компоненти швидкостi:

𝑣(𝑧) =
Ω2𝑟

𝜈

(︂
1

12𝛿2
𝑧4 − 1

2
𝑧2 +

5𝛿

12
𝑧

)︂
Щоб отримати чисельну оцiнку середньої вертикальної швидкостi,

проiнтегруємо отримане рiвняння по замкнутiй площi, користуючись

фактично рiвнянням нерозривностi в iнтегральному виглядi.

Рисунок 2.4 – Потiк швидкостi через цилiндр

Розглянемо цилiндр, радiуса 𝑅 = 𝑅𝐴 (рисунок 2.4). Тодi потiк

радiальної швидкостi через бiчнi стiнки дорiвнюватиме потоку

вертикальної швидкостi через верхню основу. Використовуючи

iнтегрування за цилiндром, ми користуємося законом збереження. Потiк

через бiчну поверхню дорiвнює потоку через основу, тому що немає

джерел; цей крок аналогiчний до використання теореми Гауса у

єлектродинамiцi, якщо всерединi поверхнi немає зарядiв.

Шукатимемо середню вертикальну швидкiсть ⟨𝑤⟩ через верхню

основу.

Φ𝛿 =

∫︁
𝑅

∫︁
𝑍
𝑢(𝑧, 𝑟)𝑑𝑧𝑑𝑟 = Φ𝑜 = 𝜋𝑅2⟨𝑤⟩
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2𝜋𝑅

∫︁ 𝛿

0
𝑢(𝑧,𝑅)𝑑𝑧 = 𝜋𝑅2⟨𝑤⟩ ⇒ ⟨𝑤⟩ = 7Ω2𝛿3

60𝜈
(2.11)

Таким чином, отримали оцiнку середньої вертикальної швидкостi.

Слiд зазначити, що оцiнка (2.11) справедлива для середньої швидкостi

через площу горизонтального перерiзу мiж точкою А та центром

обертання. А оскiльки у т. А вертикальна швидкiсть дорiвнює нулю, i на

бiльших вiдстанях вiд центру змiнює знак на протилежний, отримана

оцiнка характеризує iнтегральну середню швидкiсть висхiдного руху.

Бачимо, що швидкiсть пропорцiйна товщинi примежового шару та

кутової швидкостi обертання рiдини, i обернено-пропорцiйна в’язкостi.

2.2.4 Рiвняння для радiальних швидкостей у придонному

шарi

Продовжимо розглядати осьовий перерiз. Як було зазначено ранiше,

користуємося пiдходом "тонкого примежового шару". Виходячи з усiх

припущень, загальне рiвняння для всiєї областi перерiзу набуває вигляду:

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑟
− 𝜈

𝜕2𝑣

𝜕2𝑧
= 𝑓𝑣 (2.12)

2.2.5 Рiвняння для вертикальної швидкостi

Для отримання середньої висхiдної швидкостi проiнтегруємо потiк

швидкостi через бiчну поверхню цилiндру, обмеженого колом радiусом

𝑟 = 𝑟𝐴 ( рисунок 2.4). Прирiвняємо потiк через бiчну поверхню потоку

маси через верхню поверню цилiндру, де ⟨𝑤𝐴⟩ - середня вертикальна

швидкiсть по площi верхньої гранi, обмеженою колом радiусом 𝑟𝐴.

Прирiвнюючи цi два вирази отримуємо:
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2𝜋𝑟𝐴

∫︁ 𝛿

0
𝑣(𝑟, 𝑧)𝑑𝑧 = 𝜋𝑟2𝐴⟨𝑤𝐴⟩ ⇒ ⟨𝑤𝐴⟩ =

2

𝑟𝐴

∫︁ 𝛿

0
𝑣(𝑟, 𝑧)𝑑𝑧 (2.13)

Рисунок 2.5 – Потiк швидкостi через кiльце

Для обчислення вертикальної компоненти швидкостi на верхнiй

межi придонного шару ⟨𝑤𝛿
𝑅⟩, тобто де 𝑧 = 𝛿, розглянемо потiк швидкостi

через фiгуру, утворену перетинами двох двома концентричних цiлiндрiв (

рисунок 2.5). Отже, виходячи з принципiв збереження масси, маємо

наступне свiввiдношення:

⟨𝑤𝛿
𝑅⟩ · 𝜋((𝑅+ 𝑑𝑟)2 −𝑅2) = 2𝜋(𝑅+ 𝑑𝑟)

∫︁ 𝛿

0
𝑣(𝑅+ 𝑑𝑟, 𝑧)𝑑𝑧− 2𝜋𝑅

∫︁ 𝛿

0
𝑣(𝑅, 𝑧)𝑑𝑧

(2.14)

де ⟨𝑤𝛿
𝑅⟩ - середня вертикальна швидкiсть через кiльце внутрiшнього

радiусу 𝑅 та шириною 𝑑𝑟.

Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi була розроблена математична модель до

поставленої задачi, побудована наближена формула для визначення

висоти примежового шару, а також визначенi рiвняння, що пов’язують

вертикальну та радиальнi швидкостi, якi необхiднi для оцiнки
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вертикальних швидкостей.
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3 ЧИСЕЛЬНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗКУ ДЛЯ

МАТЕМАТИЧНОЇ МОДЕЛI

3.1 Кiнцево-рiзницевий метод

Маємо нелiнiйне диференцiальне рiвняння конвекцiї-дифузiї.

Найбiльш стандартним та поширеним методом для розв’язку даного

класса задач є метод кiнцевих рiзниць. Зупинимося на рiзницевому методi

з декiлькох причин.

3.1.1 Рiзницевi апроксимацiї

Побудуємо прямокутну сiтку розмiру 𝑁 ×𝑀

Рисунок 3.1 – Обчислювальна сiтка

Крок сiтки:

ℎ𝑟 = 𝑅/𝑁, ℎ𝑧 = 𝛿/𝑀

Будемо використовувати триточковий шаблон.

Рiзницевi апроксимацiї наведенi нижче. Використовуємо рiзницю
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назад для конвекцiйного члена та центральну рiзницю для дифузiйного.

𝜕𝑣

𝜕𝑟
=

𝑣𝑖,𝑗 − 𝑣𝑖−1,𝑗

ℎ𝑟

𝜕2𝑣

𝜕𝑧2
=

𝑣𝑖+1,𝑗 − 2𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖−1,𝑗

ℎ2
𝑧

Дiапазон iндексiв:

0 ⩽ 𝑖 < 𝑁, 0 ⩽ 𝑗 < 𝑀

Дискретизованi граничнi умови:

𝑣0,𝑗 = 𝑣𝑁−1,𝑗 = 𝑣𝑖,0 = 𝑣𝑖,𝑀−1 = 0

Розв’язуємо рiвняння на дуже короткому промiжку часу 𝑡 = 𝜏 , тому

похiдну для похiдної за часом використовуємо апроксимацiю першого

порядку:

𝜕𝑣

𝜕𝑡
≈ 𝑣

𝜏

Фактично, використаний пiдхiд схожий з методом прямих, де похiдна

у результатi замiнена на неперервну апроксимацiю [18].

Отримане рiзницеве рiвняння:

𝑣𝑖,𝑗
𝜏

+ 𝑣𝑖,𝑗
𝑣𝑖,𝑗 − 𝑣𝑖−1,𝑗

ℎ𝑟
− 𝜇

ℎ2
𝑧

(𝑣𝑖,𝑗+1 − 2𝑣𝑖,𝑗 + 𝑣𝑖,𝑗−1) = Ω2(𝑖ℎ𝑟)

(︂
1− (𝑗ℎ𝑧)

2

𝛿2

)︂
(3.1)

У результатi отримали систему з 𝑁 · 𝑀 нелiнiйних рiвнянь, що

утворюють три-дiагональну матрицю, тобто використовуємо неявну

схему.



38

3.1.2 Алгоритмiзацiя чисельного методу

Для розв’язку нелiнiйних рiвнянь застосовується метод простих

iтерацiй, номер iтерацiї позначений iндексом 𝑛. Збiжнiсть контролюється

за допомогою норми рiзницi мiж 𝑣𝑛+1
𝑖,𝑗 i 𝑣𝑛𝑖,𝑗.

𝑣𝑛+1
𝑖,𝑗

𝜏
+ 𝑣𝑛𝑖,𝑗

𝑣𝑛+1
𝑖,𝑗 − 𝑣𝑛+1

𝑖−1,𝑗

ℎ𝑟
− 𝜇

ℎ2
𝑧

(︀
𝑣𝑛+1
𝑖,𝑗+1 − 2𝑣𝑛+1

𝑖,𝑗 + 𝑣𝑛+1
𝑖,𝑗−1

)︀
= Ω2(𝑖ℎ𝑟)

(︂
1− (𝑗ℎ𝑧)

2

𝛿2

)︂
Для розв’язку системи рiвнянь вводиться одновимiрна iндексацiя

змiнних:

𝑘 = 𝑖 ·𝑀 + 𝑗

Як наслiдок, формуються матрицi коефiцiєнтiв 𝐴,𝐵 розмiрностями

𝑁𝑀 ×𝑁𝑀 i 𝑁𝑀 × 1 вiдповiдно.

Таким чином встановлюється вiдповiднiсть:

𝐴𝑘,𝑘 = 𝑣𝑖,𝑗, 𝐴𝑘,𝑘−1 = 𝑣𝑖,𝑗−1, 𝐴𝑘,𝑘+1 = 𝑣𝑖,𝑗+1, 𝐴𝑘,𝑘−𝑀 = 𝑣𝑖−1,𝑗

3.1.3 Оцiнка точностi рiзницевих апроксимацiй

Розкладемо функцiю 𝑣(𝑟, 𝑧) в околi вузла (𝑖, 𝑗) у ряд Тейлора,

припускаючи, що похiднi вищих порядкiв iснують. Використовуємо

розкладання 3 та 5 порядку точностi за координатами 𝑟, 𝑧 вiдповiдно.

𝑣(𝑟𝑖±1, 𝑧𝑗) = 𝑣(𝑟𝑖, 𝑗𝑖)± ℎ𝑟𝑣𝑟(𝑟𝑖, 𝑦𝑗) +
1

2
ℎ2
𝑟𝑣𝑟𝑟(𝑟𝑖, 𝑦𝑗) +𝑂(ℎ3)

𝑣(𝑟𝑖, 𝑧𝑗±1) = 𝑣(𝑟𝑖, 𝑗𝑖)± ℎ𝑧𝑣𝑧(𝑟𝑖, 𝑦𝑗) +
1

2
ℎ2
𝑧𝑣𝑧𝑧(𝑟𝑖, 𝑦𝑗)±
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±1

6
ℎ3
𝑧𝑣𝑧𝑧𝑧(𝑟𝑖, 𝑦𝑗) +

1

24
ℎ4
𝑧𝑣𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑟𝑖, 𝑦𝑗) +𝑂(ℎ5)

Тепер пiдставимо у використанi апроксимацiї:

𝜕𝑣

𝜕𝑟
≈ 𝑣𝑟(𝑟𝑖, 𝑧𝑗)−

1

2
ℎ𝑟𝑣𝑟𝑟(𝑟𝑖, 𝑧𝑗) +𝑂(ℎ2)

𝜕2𝑣

𝜕𝑧2
≈ 𝑣𝑧𝑧(𝑟𝑖, 𝑧𝑗) +

1

24
ℎ2
𝑧𝑣𝑧𝑧𝑧𝑧(𝑟𝑖, 𝑧𝑗) +𝑂(ℎ3)

Звiдси очевидно, що схема має точнiсть першого порядку за

просторовою координатою 𝑟 i другого за координатою 𝑧.

Також, легко оцiнити точно апроксимацiї похiдної за часом:

𝑣(𝜏) ≈ 𝑣𝑡(𝜏) +𝑂(𝜏 2) ⇒ 𝜕𝑣

𝜕𝑡
≈ 𝑣(𝜏)

𝜏
+𝑂(𝜏)

Таким чином, схема має точнiсть:

𝑂(𝜏 + ℎ𝑟 + ℎ2
𝑧)

3.1.4 Стiйкiсть рiзницевої схеми

Стiйкiсть схеми можна довести в лiнiйному наближеннi,

лiнеаризуючи по множнику 𝑣 перед апроксимацiєю похiдної, що береться

на поточному iтерацiйному кроцi. Для цього скористаємося принципом

максимуму [18].

Перш за все, лiнеарiзуємо рiвняння вводячи постiйну швидкiсть

адвекцiї 𝑎 > 0. Запишемо рiвняння (3.1) у канонiчному виглядi:

(︂
1

𝜏
+

𝑎

ℎ𝑟
+

2𝜈

ℎ2
𝑧

)︂
𝑣𝑖,𝑗 −

2𝜈

ℎ2
𝑧

𝑣𝑖,𝑗−1 −
2𝜈

ℎ2
𝑧

𝑣𝑖,𝑗+1 −
𝑎

ℎ𝑟
𝑣𝑖−1,𝑗 = 𝑓𝑖,𝑗

Звiдси отримуємо коефiцiєнти 𝛼𝑘 заданого дискретного оператора:
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𝛼0 =

(︂
1

𝜏
+

𝑎

ℎ𝑟
+

2𝜈

ℎ2
𝑧

)︂

𝛼1 = 𝛼2 = − 𝜈

ℎ2
𝑧

𝛼3 = − 𝑎

ℎ𝑟

Згiдно принципу максимуму, схема рiвномiрно-стiйка на початкових

даних та за правою частиною, якщо вiдповiдно виконуються наступнi

рiвностi[18]:

(1 + 𝐶𝜏)|𝛼0| ⩾
∑︁
𝑘 ̸=0

|𝛼𝑘|, 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 (3.2)

|𝛼0| −
∑︁
𝑘 ̸=0

|𝛼𝑘| ⩾
𝜆

𝜏
, 𝜆 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 (3.3)

Дiйсно, пiсля пiдстановки коефiцiєнтiв у (3.2), (3.3) можна побачити,

що схема стiйка за початковими даними та правою частиною у будь-яких

спiввiдношеннях вузлiв 𝑖, 𝑗:

(1 + 𝜏)

(︂
1

𝜏
+

𝑎

ℎ𝑟
+

2𝜈

ℎ2
𝑧

)︂
⩾

𝑎

ℎ𝑟
+

2𝜈

ℎ2
𝑧

1

𝜏
+

𝑎

ℎ𝑟
+

2𝜈

ℎ2
𝑧

− 𝑎

ℎ𝑟
− 2𝜈

ℎ2
𝑧

>
𝜆

𝜏
⇒ 𝜆 = 1 > 0

Проте варто зазначити, що для вiд’ємного коефiцiєнта адвекцiї 𝑎 < 0

схема стає нестiйкою.

Дiйсно, пiсля пiдстановки у (3.2) бачимо, що неможливо пiдiбрати

таку константу 𝜆, щоб задовiльнити отримане спiвiдношення, адже лiва

частина залежить вiд швидкостi переносу 𝑎.

1

𝜏
− 2

𝑎

ℎ𝑟
>

𝜆

𝜏

У такому випадку схему можна модифiкувати, вводячи
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аппроксимацiю направлених рiзниць:

𝑣
𝜕𝑣

𝜕𝑟
≈ 𝑔(𝑢𝑖,𝑗)

𝑣𝑖,𝑗 − 𝑣𝑖−1,𝑗

ℎ𝑟
+ 𝑔(−𝑢𝑖,𝑗)

𝑣𝑖+1,𝑗 − 𝑣𝑖,𝑗
ℎ𝑟

Де функцiя 𝑔 визначена наступним чином:

𝑔(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩0, 𝑥 ⩽ 0

𝑥, 𝑥 > 0

Але, як показали подальшi розрахунки, отриманий розподiл v

однонаправлений (вiд края до центру), i тому можна обмежитись

апроксимацiєю, наведеною ранiше.

3.1.5 Монотоннiсть наближеного розв’язку

Математичне визначення монотонностi дав Годунов: чисельна

схема, в якiй вектор стану на наступному кроцi 𝑥𝑛+1 виражається через

вектор стану на поточному кроцi через матрицю переходу 𝑆: 𝑥𝑛+1 = 𝑆 · 𝑥𝑛
монотонна тодi i тiльки тодi, коли усi елементи матрицi S додатнi.

Вiдповiдно схема, запис якої має вигляд: 𝐴 · 𝑥𝑛+1 = 𝑏(𝑥𝑛) монотонна тодi,

коли усi елементи матрицi, оберненої до A додатнi [19].

З фiзичної точки зору ця властивiсть гарантує, що рiшення,

отримане за допомогою рiзницевої схеми, не мiстить осциляцiй або

нереалiстичних значень. Тобто, якщо розв’язання початкової задачi

задовольняє деяким фiзичним обмеженням, то монотонна рiзницева схема

зберiгає цi обмеження.

Вiдповiдно до теореми про монотоннiсть для рiвняння перенесення,

тiльки схеми першого порядку точностi можуть бути монотонними. Отже,

щоб уникнути осциляцiй, використовуватимемо схему першого порядку

[18].

Рiзницеве рiвняння (3.1) можна записати у матричному виглядi
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𝐴 · 𝑣 = 𝐵. При цьому легко бачити, що коли 𝑣 > 0, матриця є строго

дiагонально панiвною, адже для будь-яких вузлiв значення на головнiй

дiагоналi завжди невiд’ємне та бiльше, нiж на побiчних, тобто:

𝑎𝑘,𝑘 =
1

𝜏
+

𝑣𝑛𝑖,𝑗
ℎ𝑟

+
2𝜈

ℎ2
𝑧

𝑎𝑘,𝑘−1 = 𝑎𝑘,𝑘+1 = − 𝜈

ℎ2
𝑧

𝑎𝑘,𝑘−𝑀 = −
𝑣𝑛𝑖,𝑗
ℎ𝑟

При цьому бачимо, що значення на побiчних дiагоналях недодатнi.

За визначенням [20], деяка матриця А є М-матрицею, якщо вона строго

дiагонально панiвна та ∀𝑖 ̸= 𝑗 : 𝑎𝑖,𝑗 ⩽ 0 . З цього випливає, що матриця А

є М-матрицiю. Тодi, за визначенням М-матрицi, випливає [20] що матриця

А є оборотною та всi їi коефiцiєнти додатнi. Отже, матриця А задовольняє

умовi монотоностi, тому рiзницева схема (3.1) є монотонною.

З фiзичної точки зору також можна сказати, що адвекцiя визначає

напрямок поширення iнформацiї, в той же час дифузiя не має спрямування

та поширюється вiльно. Використання центральної рiзницi веде до того,

що iнформацiя поширюється в обох напрямках (оскiльки для обчислення

використовується попереднє i наступне значення), що порушує фiзичний

сенс адвекцiї, але задовольняє його для дифузiї. Отже, вибiр рiзницевих

схем виправданий з фiзичної точки зору.[27]

3.1.6 Рiзницевi апроксимацiї для рiвнять вертикальних

швидкостей

Рiвняння (2.13) може бути дискретизоване за допомогою рiзницевих

апроксимацiй у внутрiшнiх вузлах областi 0 < 𝑖 < 𝑁 , 0 < 𝑗 < 𝑀 :
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⟨𝑤𝑖
𝐴⟩ =

2ℎ𝑧

𝑟𝑖

𝑀−1∑︁
𝑗=0

𝑣𝑖,𝑗 (3.4)

Рiвняння (2.14) може бути дискретизоване за допомогою рiзницевих

апроксимацiй у внутрiшнiх вузлах областi 0 < 𝑖 < 𝑁 , 0 < 𝑗 < 𝑀 з

шириною кiльця, вiдповiдно, 2ℎ𝑟:

⟨𝑤𝛿
𝑖 ⟩ = − ℎ𝑧

𝑟2𝑖+1 − 𝑟2𝑖−1

𝑀−1∑︁
𝑗=0

(𝑟𝑖+1𝑣𝑖+1,𝑗 − 𝑟𝑖−1𝑣𝑖−1,𝑗) ⇒

⟨𝑤𝛿
𝑖 ⟩ = −ℎ𝑧

𝑟𝑖

𝑀−1∑︁
𝑗=0

𝑟𝑖+1𝑣𝑖+1,𝑗 − 𝑟𝑖−1𝑣𝑖−1,𝑗

2𝑑𝑟
(3.5)

Для граничних вузлiв можна використати апроксимацii з шириною

кiльця ℎ𝑟:

⟨𝑤𝛿
0⟩ = −ℎ𝑧

𝑟1

𝑀−1∑︁
𝑗=0

𝑟1𝑣1,𝑗 − 𝑟0𝑣0,𝑗
𝑑𝑟

(3.6)

⟨𝑤𝛿
𝑁−1⟩ = − ℎ𝑧

𝑟𝑁−1

𝑀−1∑︁
𝑗=0

𝑟𝑁−1𝑣𝑁−1,𝑗 − 𝑟𝑁−2𝑣𝑁−2,𝑗

𝑑𝑟
(3.7)

3.2 Метод скiнченних об’ємiв (Finite-volume method)

Метод скiнченних об’ємiв широко використовується в гiдродинамiцi,

одним iз раннiх прикладiв формального використання можна навести

роботу [22] Лос-Аламоського iнституту. Автори розробили MAC-метод

(метод маркерiв та комiрок) для аналiзу нестисливих рiдин. Згодом,

завдяки перевагам методу вiн став популярним для аналiзу задач,

пов’язаних з рухом рiдини та iншими явищами адвекцiї-дифузiї.

Метод скiнченних об’ємiв заснований на протилежному вiд

рiзницевого методу пiдходi, вiн забезпечує виконання фiзичного закону,

що лежить в основi вихiдного диференцiального рiвняння на деякому
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скiнченному об’ємi, а не на математичнiй точностi рiшення як такого. Це

забезпечує так зване рiшення у слабкiй формi.

Звiдси випливає головна перевага методу, вiн забезпечує дотримання

законiв збереження, що лежать в основi даного диференцiального рiвняння

на кiнцевiй обчислювальнiй областi. [21, 23]

Також метод дозволяє використовувати нерегулярнi сiтки, що

мають складну форму, наприклад, часто використовується полiгональна

сiтка. Крiм цього, розробленi методи високого порядку, що є, власне,

також методами кiнцевого об’єму. У тому числi монотоннi методи,

пристосовнi для нелiнiйних рiвнянь i, отже, позбавленi осциляцiй, т.зв.

TVD методи. Одним iз прикладiв TVD методу є використання лiмiтера

потоку (flux limiter), який запобiгає появi локальних екстремумiв. [25, 26].

Втiм, у цьому роздiлi обмежимося простими рiзницевими

апроксимацiями другого порядку для потоку.

3.2.1 Необхiднi перетворення рiвнянь

Для початку запишемо вихiднi рiвняння у найбiльш загальному

виглядi. Перейдемо до координат (x, y), оскiльки розглядаємо рух у

площинi. Тодi радiальна 𝑟 координата переходить у горизонтальну 𝑥,

вертикальна 𝑧 у 𝑦 i, вiдповiдно, радiальна швидкiсть 𝑢 є швидкiстю за

вiссю 𝑥, вертикальна 𝑤 належить осi 𝑦, будемо надалi позначати її як 𝑣.

Позначимо зовнiшнi сили (отриманi в попередньому роздiлi) як 𝑓𝑢, 𝑓𝑣.

При цьому, 𝑓𝑢 отримана у рiвняннi (2.9), а 𝑓𝑣 визначена наступним чином:

𝑓𝑣 = −𝑔

𝜌

Отже, вихiднi рiвняня для площини мають наступний вигляд:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= −𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+ 𝜈Δ𝑢+ 𝑓𝑢
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𝜕𝑣

𝜕𝑡
= −𝑢

𝜕𝑣

𝜕𝑥
− 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
+ 𝜈Δ𝑣 + 𝑓𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣

𝜕𝑦
= 0

Перетворимо адвекцiйнi члени для спрощення подальших операцiй:

𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

𝜕𝑢2

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣𝑢

𝜕𝑦

𝑢
𝜕𝑣

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑣

𝜕𝑦
=

𝜕𝑢𝑣

𝜕𝑥
+

𝜕𝑣2

𝜕𝑦

Перетворимо рiвняння на консервативну форму, iнтегруючи за

деяким об’ємом dV:∫︁
𝑉

𝜕𝑢

𝜕𝑡
𝑑𝑉 = −

∫︁
𝑉

𝜕𝑢2

𝜕𝑥
𝑑𝑉 −

∫︁
𝑉

𝜕𝑣𝑢

𝜕𝑦
𝑑𝑉 + 𝜈

∫︁
𝑉
Δ𝑢𝑑𝑉 +

∫︁
𝑉
𝑓𝑑𝑉

∫︁
𝑉

𝜕𝑢

𝜕𝑡
𝑑𝑉 = −

∫︁
𝑉

𝜕𝑢𝑣

𝜕𝑥
𝑑𝑉 −

∫︁
𝑉

𝜕𝑣2

𝜕𝑦
𝑑𝑉 + 𝜈

∫︁
𝑉
Δ𝑣𝑑𝑉 +

∫︁
𝑉
𝑓𝑑𝑉

Використовуючи теорему Гауса про зв’язок iнтеграла за об’ємом та

замкнутою поверхнею, перетворимо отриманi рiвняння:

∫︁
𝑉

𝜕𝑢

𝜕𝑡
𝑑𝑉 = −

∮︁
𝑆
𝑢2𝑑𝑆 −

∮︁
𝑆
𝑣𝑢𝑑𝑆 + 𝜈

∮︁
𝑆
∇𝑢𝑑𝑆 +

∫︁
𝑉
𝑓𝑑𝑉 (3.8)

∫︁
𝑉

𝜕𝑣

𝜕𝑡
𝑑𝑉 = −

∮︁
𝑆
𝑢𝑣𝑑𝑆 −

∮︁
𝑆
𝑣2𝑑𝑆 + 𝜈

∮︁
𝑆
∇𝑣𝑑𝑆 +

∫︁
𝑉
𝑓𝑑𝑉 (3.9)

Можна записати рiвняння (3.8) та (3.9) наступним чином, Φ𝐴, Φ𝐷 -

адвекцiйний i дифузiйний потоки вiдповiдно:

∫︁
𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑡
𝑑𝑉 = Φ𝑢

𝐴 + Φ𝑢
𝐷 + 𝑓𝑢
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𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑡
𝑑𝑉 = Φ𝑣

𝐴 + Φ𝑣
𝐷 + 𝑓𝑣

3.2.2 Рiзницевi апроксимацiї

Для чисельного рiшення побудуємо регулярну прямокутну сiтку з

комiрок зi змiщеними вузлами, (staggered grid) розiру 𝑁𝑋 ×𝑋𝑌 .

Домен розмiром 𝐿𝑋 × 𝐿𝑌 , вiдповiдно кроки:

𝛿𝑥 =
𝐿𝑋

𝑁𝑋
, 𝛿𝑦 =

𝐿𝑌

𝑁𝑌

Рисунок 3.2 – Ciткa зi змiщеними вузлами: обчислювальна область та

одна комiрка

Перейдемо до побудови апроксимацiй. Для iнтегралiв часто достатньо

одноточкової апроксимацiї, тому будемо її використовувати.

Для адвективного потоку, необхiдно враховувати швидкостi на межах

комiрки, (згiдно з рисунком 3.2) 𝑢𝑤, 𝑢𝑒, 𝑢𝑛, 𝑢𝑠 Їх можна апроксимувати з

точнiстю другого порядку наступним чином:
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𝑢𝑒 =
1

2
(𝑢𝑖+1,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗), 𝑢𝑤 =

1

2
(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗)

𝑢𝑛 =
1

2
(𝑢𝑖,𝑗+1 + 𝑢𝑖,𝑗), 𝑢𝑠 =

1

2
(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗−1)

Тепер можемо побудувати одноточкову апроксимацiю:

Φ𝐴 = 𝛿𝑦(𝑢2𝑒 − 𝑢2𝑤)− 𝛿𝑥(𝑢𝑛𝑣𝑛 − 𝑢𝑠𝑣𝑠)

Для дифузiйного члена використовуємо центральну рiзницю:

Φ𝐷 =
𝛿𝑦

𝛿𝑥
((𝑢𝑖+1,𝑗 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖−1,𝑗) +

𝛿𝑥

𝛿𝑦
((𝑢𝑖,𝑗+1 − 2𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑖,𝑗−1)

Як апроксимацiю за часом використовуємо метод Ейлера, першого

порядку:

𝑢𝑛+1 = 𝑢𝑛 + 𝛿𝑡 · (Φ̂𝑛
𝐴 + Φ̂𝑛

𝐷 + 𝑓) (3.10)

3.2.3 Врахування закону збереження

Насправдi отриманi рiзницевi рiвняння на даному кроцi не

задовольняють консервативностi, оскiльки рiвняння нерозривностi не

було враховано. Для розв’язку рiвняння нерозривностi використовуємо

метод проекцiй. Для цього введемо новий член негiдростатичної складової

тиску 𝑝𝑖,𝑗 у рiвняння (3.10). Таким чином, зможемо роздiлити рiшення

(тобто швидкiсть) на двi частини: соленоїдальну та дивергентну.

Отримаємо наступне рiзницеве рiвняння:

𝑈𝑛+1 − 𝑈𝑛

𝛿𝑡
= Φ̂𝑛

𝐴 + Φ̂𝑛
𝐷 + 𝑓 −∇ℎ𝑝 (3.11)

Подiємо оператором дивергенцiї на рiвняння. Щоб задовольнити

рiвняння нерозривностi, покладемо ∇𝑈𝑛+1 ≡ 0, тобто намагаємось, щоб
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рiшення нової iтерацiї задовiльняло законам збереження. Тодi:

∇2
ℎ𝑝 = ∇ℎ𝑈

𝑛 −∇ℎΦ̂
𝑛
𝐴 +∇ℎΦ̂

𝑛
𝐷 + 𝑓 (3.12)

Фактично отримали рiвняння Ейлера. Тиск на кожнiй iтерацiї

необхiдний задля корекцiї швидкостей, щоб вони задовольняли рiвнянню

нерозривностi. Тодi отримаємо пiдсумкове рiвняння:

𝑈𝑛+1 = 𝑈𝑛 + 𝛿𝑡 · ∇2
ℎ𝑝 (3.13)

Рiвняння для тиску (3.12) формує систему лiнiйних рiвнянь iз

тридiагональною матрицею коефiцiєнтiв i вирiшується на кожнiй часовiй

iтерацiї [22, 23, 27].

3.2.4 Алгоритмiзацiя

Для подальшого моделювання програмними засобами

використоввується наступна рiзницева апроксимацiя для рiвняння тиску

(3.12), де 𝑢̂, 𝑣 - вiдповiднi значееня швидкостей, отриманi за допомогою

(3.10) шляхом врахування потокiв на поточнiй iтерацiї часу.

Використоввується центральна рiзниця для другої похiдної та рiзниця

вперед для першої.

𝑝𝑖−1,𝑗 − 2𝑝𝑖,𝑗 + 𝑝𝑖+1,𝑗

𝛿𝑥2
+
𝑝𝑖,𝑗−1 − 2𝑝𝑖,𝑗 + 𝑝𝑖,𝑗+1

𝛿𝑦2
=

1

𝛿𝑡

(︂
𝑢̂𝑖+1,𝑗 − 𝑢̂𝑖,𝑗

𝛿𝑥
+

𝑣𝑖,𝑗+1 − 𝑣𝑖,𝑗
𝛿𝑦

)︂
(3.14)

Таким чином, маємо всi необхiднi рiвняння для моделювання.

Загально, алгоритм виглядає настпним чином:

– На кожнiй iтерацiї часу виконується:

1) Задання граничних умов для швидкостей та тиску. У якостi

граничних умов використоввуються "уявнi"комiрки (на рисунку 3.2 - поза

межами основної областi, позначенної сiрим).
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2) Розрахунок потокiв Φ𝐴,Φ𝐷 та компонент швидкостi, вiдповiдно до

рiвняння (3.10)

3) Розв’язок рiвняння тиску (3.14), користуючись значеннями

швидкостей з попереднього кроку.

4) Оновлення значень швидкостей згiдно кроку за часом за

допомогою рiвняння (3.13)

Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi були побудованi чисельнi методи розв’язку для

математичної моделi. Зокрема, був використаний метод кiнцевих рiзниць

для розв’язку нелiнiйного рiвняння адвекцiї-дифузiї. Отримана схема

була проаналiзована на стiйкiсть, монотонiсть та точнiть i, як наслiдок, є

коректною для даної задачi. Також був використаний метод кiнцевих

об’ємiв для моделювання течiї у площинi, що дозволяє отримати

детальний характер руху рiдини та порiвняти чисельнi результати з

першим методом.
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4 МОДЕЛЮВАННЯ ТА АНАЛIЗ РЕЗУЛЬТАТIВ

Чисельнi моделi, побудованi у попередньому роздiлу були реалiзованi

у виглядi функцiй (методiв) на мовi програмування Python версiї 3.10.0.

Вiдповiднi операцiї лiнейної алгебри виконуються за допомогою бiблiотек

numpy версiї 1.23.5, scipy версiї 1.10.0. Вiзуалiзацiя розподiлiв та векторних

полей виконана за допомогою бiблiотеки matplotlib версiї 3.6.3.

Вiдповiдний вихiдний код складається з классiв, що визначають

чисельнi кiнцево-рiзницеiву та FVM моделi та додаткових функцiї для

обчислення вертикальних швидкостей. Наведений у додатку А.

Отже, для моделювання були обранi набори геометричних та

динамiчних параметрiв, а саме: рiзнi значення радiусу (R), вихiдної

кутової швидкостi (Ω) та часу (𝜏 ). Оскiльки розв’язок нелiнiйних

рiвняннь припускає використання методу iтерацiй, необхiдно задати

кiлькiсть iтерацiй для кожного випадку. Пiдходяща кiлькiсть

всановлювалася ємпiричним чином так, щоб абсолютне значення похибки

розв’язку набувало прийнятних значень.

4.1 Розвиток течiї за часом та вiдповiднiсть аналiтичнiй

оцiнцi

Одним iз поставленних завданнь роботи є аналiз розвитку вихрової

течiї за часом. Отже, для моделювання динамiки радiальних швидкостей

були обранi постiйнi для всiх випадкiв параметри Ω = 4𝜋, 𝑅 = 1. Для

часу 𝜏 було обрано 6 значень з iнтервалу [0, 1]. При цьому, висота

обчислювальної областi вiдповiдає висотi примежового шару для

вiдповiдного значення 𝜏 .

Отже, на графiках ниже наведенi результати моделювання. Можемо

бачити, що область найбiльших швидкостей переноситься з часом у
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напрямку до осi. Це може бути спричинено нерiвномiрностю радiального

розподiлу градiєнту тиску, який зростає пропорцiйно вiдстанi вiд осi.

Вiдповiдно у початковий момент максимум збурення швидкостi виникає

бiля стiнки ємностi. З часом цей максимум збурення переноситься у

напрямку до осi пiд впливом самого збурення (радiальної компоненти

швидкостi). Слiд вiдмiтити, що радiальний розподiл збурення при цьому

не тiльки розмивається у вертикальному напрямку пiд впливом в’язкостi,

але й розтягується у радiальному напрямку. Останнiй ефект може бути

пов’язаний з ефектом тейлоровської дисперсiї (псевдо-дифузiї),

викликаної нерiвномiрностi розподiлу радiальної швидкостi бiля стiнки

[28].

Рисунок 4.1 – Розподiл швидкостей для рiзних параметрiв часу

Важливим буде порiвняти результати чисельного моделювання з

аналiтичною оцiнкою. Для цього використаємо апроксимацiю (3.4) та

аналiтину оцiнку (2.11). Вибiр iндексу 𝑖 для формули (3.4) вiдбувається

iндивiдуально для кожного випадку шляхом анализу розподiлу, тобто для

обраного iндекса похiднi за горизотальним напрямком повиннi бути

близькi до нуля. Наприклад, для випадку 𝜏 = 0.5 (майже симетричний

розподiл), таким iндексом буде 𝑖 = 48
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Таблиця 4.1 – Значення середньої вертикальної швидкостi

𝜏 ⟨𝑊 ⟩ аналiтична, см/c ⟨𝑊 ⟩ чисельна, см/c вiдхилення, %

0.0625 0.08 0.07 17%

0.125 0.23 0.19 16%

0.25 0.65 0.56 14%

0.5 1.84 1.56 15%

0.75 3.38 3.09 9%

1.0 5.21 4.65 11%

У таблицi 4.1 наведенi значення середньюї вертикальної швидкостi,

отриманi за допомогою моделювання та аналiтичної оцiнки. Вiдхилення

виглядає допустимим та викликано спрощеннями у процессi побудови

аналiтичної оцiнки. Зростаюче значення вiдхилення для малих 𝜏 може

бути викликано бiльш значним внеском нестацiонарної складової.

Проте, на графiках можна бачити, що немає такої строгої вертикалi,

де горизонтальнi похiднi всюди дорiвнюють нулю. Якшо розглянути

абсолютне значення горизонтальних похiдних для деяких випадкiв

(рисунок 4.2), можна бачити, що замiсть лiнiї має мiсце крива точок

екстремуму. Це також може впливати на точнiсть оцiнки.

Рисунок 4.2 – Iзолiнiї значень горизонтальних похiдних
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4.2 Розподiл вертикальних швидкостей для рiзних

параметрiв часу

Згiдно мети роботи, розроблена модель повинна давати змогу

спростити обчислення шляхом використання результатiв моделювання як

початкових даних для iнших моделей. Для цього у якостi результату

необхiдно отримати розподiл вертикальних швидкостей ⟨𝑤𝛿
𝑖 ⟩ на верхнiй

межi придонного шару.

Як результат, був отриман розподiл вертикальних швидкостей для

𝑧 = 𝛿, що наведений на рисунку 4.3. Оскiльки використанi рiзнi

параметри часу, можна спростерiгати динамiку розвитку течiї з точки

зору вертикальних швидкостей: швидкiсть поблизу стiнки цилiндру

напрямлена вниз та починає зростати, згодом з’являється висхiдна

вертикальна швидкiсть поблизу центральної вiсi.

Рисунок 4.3 – Розподiл вертикальних швидкостей
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4.3 Оцiнка дисипацiї енергiї, що викликана вторинною

циркуляцiєю

В реальностi вторинна циркуляцiя виносить придонну рiдину на

поверхню, що прискорює дисипацiю енергiї обертання. Вториннi

цiркуляцiї призводять до поперечного руху рiдини у в’язкому пiдшарi, а

наявнiсть циркуляцiї спричиняє постiйний перенос уповiльненої через

в’язкiсть рiдини з примежового шару наверх, а потiм до бiчних стiнок.

Таким чином придонна рiдина, яка вже була уповiльнена обертанням

знову отримує кiнетичну енергiю за рахунок заповiльнення тiєї маси води,

яка була поза в’язким пiдшаром. Тобто вiдбувається дисипацiя енергiї

маси води, що обертається. Оцiнка велечини втрати енергiї потребує

окремої розробки, проте можливо зробити просту оцiнку внеску

циркуляцiї у процес дисипацiї енегрiї, шляхом розглядання часу

поширення примежового шару. З рiвняння (2.7) отримаємо час 𝑇𝑥:

𝑇𝑥 =
𝐻2

2𝜈
(4.1)

Для оцiнки внеску циркуляцiї, припустимо, що рiдина

уповiльниться подiбним чином, якщо за рахунок висхiдних рухiв з

вертикальною швидкiстю 𝑊 через деякий цилiндр з радiусом 1
2𝑅 пройде

маса рiдини, що дорiвнює загальнiй масi рiдини у цилiндрi. Тобто,

користуємося пiдходом, подiбним до методу оцiнки середньої швидкостi у

роздiлi 2.2.3

𝑊
𝜋𝑅2

4
𝑇𝑥 = 𝜋𝑅2 ⇒ 𝑇𝑥 =

4𝐻

𝑊
(4.2)

Порiвнюючи рiвняння (4.1) i (4.2), очевидно що вториннi циркуляцiї

можуть призводити до край значного уповiльнення обертання. Зокрема,

якщо 𝑊 = 𝑘 8𝜈
𝐻 , то уповiльнення з врахуванням циркуляцiї вiдбудеться у 𝑘

раз швидше. Наприклад для води (𝜈 = 10−6), та 𝐻 = 1м, якщо середня
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вертикальна швидкiсть дорiвнює 𝑊 = 0.02м/с, отримаємо час

уповiльнення 138 годин та 3 хвилини вiдповiдно.

Проте, наведена оцiнка дуже спрощена, адже не залежить вiд радiусу.

Насправдi за рахунок уповiльнення задача значно ускладнюється, адже

рiвняння висоти в’язкого пiдшару (2.7) треба модифiкувати для значних t

через змiну швидкостi обертання за межами в’язкого пiдшару.

4.4 Розподiл швидкостей для рiзних вихiдних параметрiв

Було розглянуто розподiли радiальних швидкостей для рiзних

значень Ω. Результати моделювання наведенi на рисунку 4.4. Видно, що

збiльшення кутової швидкостi призводить до бiльш великих радiальних

швидкостей у примежовому шарi, при цьому найбiльшi швидкостi

концентруються ближче до вiсi Z.

Рисунок 4.4 – Розподiл швидкостей для рiзних Ω

4.5 Якiсний характер вихрової течiї у цилiндрi.

За допомогою методу скiнченних об’ємiв була змодельована

динамiка течiї у площинi осьового перерiзу цилiндру. Для цього

обчислювальна область була розширена до всього об’єму замiсть тiльки

примежової областi, при цьому вiдцентрова сила дiє тiльки у придонному

шарi з постiйною висотою. Подiбне спрощення допустиме, адже потрiбно

насамперед отримати якiсну картину вихрової течiї в усiй областi.
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На рисунку 4.5 представлений результат моделювання з

параметрами 𝜏 = 0.01с, 𝑅 = 0.04м, 𝐻 = 0.01м, 𝛿 = 0.0014м у виглядi

векторного поля швидкостей. Результат цiлком збiгається з

припущеннями про характер течiї у концептуальнiй моделi та з

єксперементальними данними, отриманими для подiбних задач. Тобто у

перерiзi виникають двi, симметричнi вiдносно осi, циркуляцiї.

Рисунок 4.5 – Векторне поле швидкостей в осьовому перерiзi цилiндру

З чисельної точки зору, розподiл горизонтальних швидкостей у

примежовому шарi цiлком близький до розподiлу, отриманого за

допомогою попередньої моделi (рисунок 4.6). Проте, для даної моделi,

якщо моделюється цiлком вся область, виникає проблема з недостатньою

щiльнiстю сiтки, тобто при спробi використати стандартних пiдхiд до

розв’язку задачi стикнулися з описаною у роздiлi 1 проблемою.
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Рисунок 4.6 – Розподiл швидкостей для придонного шару: a) векторне

поле, b) iзолiнiї горизонтальних швидкостей

Модель придонного шару, розглянуту у попередньому роздiлi

можна використати у комбiнацiї з моделлю течiї в усiй ємностi з рiдиною

наступним чином: А) За допомогою моделi придонного шару моделюється

радiальний розподiл компонент швидкостi на верхнiй межi придонного

шару; Б) Отриманi у п. А розподiли використовуться в якостi граничних

умов у моделi течiї в повнiй областi.
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ВИСНОВКИ

У роботi було проведено дослiдження початкового етапу розвитку

вторинних циркуляцiй рiдини та розробленi математичнi моделi для

аналiзу структури вторинних циркуляцiї бiля твердої поверхнi. У ходi

дослiдження проаналiзований розвиток вихрової течiї та розроблена

спрощена модель вторинних циркуляцiй при iнерцiйному обертаннi

рiдини, що дозволяє єфективно оцiнити динамiку течiї у в’язкому пiдшарi

та, як наслiдок, спростити обчислення для подальшого моделювання.

Зокрема, огляд сучасних моделей дав змогу виявити їх недолiки i

сформулювати перспективний пiдхiд до моделювання задач, пов’язаних з

вторинними течiями.

Була побудована вiдповiдна концептуальна та математична модель

та застосованi чисельнi методи для моделювання задачi розвитку

вторинної циркуляцiї внаслiдок iнерцiйного обертання ємностi з рiдиною.

У ходi моделювання було отримано та проаналiзовано результати

розвитку течiї у придонному шарi, сформованому вторинною

циркуляцiєю. Показано, що максимум радiальної швидкостi у придонному

шарi спочатку виникає бiля бiчної стiнки ємностi. Це пов’язано iз

зростанням початкового градiєнту тиску iз збiльшенням вiдстанi вiд осi

обертання. З часом максимум розподiлу зсувається у напрямку осi

обертання внаслiдок адвекцiї збурення швидкостi. Для розрахованої

задачi обертання цилiндричної ємностi радiусом i висотою 4 см описаний

процес вiдбувається у часових межах 1 с пiсля припинення обертання.

Оцiнено, що внаслiдок винесення повiльної придонної рiдини у верхнi

шари та вiдповiдної передачi iмпульсу, швидкiсть дисипацiї енергiї

зростає бiльше нiж на порядок у порiвняння з випадком тiльки в’язкої

дисипацiї. Порiвняння результатiв моделювання з аналiтичними оцiнками

свiдчить про коректнiсть моделi та пiдходу загалом. Також отриман

якiсний характер вихрової течiї в усiй областi з рiдиною, який
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узгоджується з даними моделi придонного шару. Оскiльки у результатi

було отримано розподiл вертикальних швидкостей на верхнiй межi

придонного шару, то побудована модель може бути використана як

складова бiльш загальної моделi, шляхом надання граничних умов.
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ДОДАТОК А ТЕКСТИ ПРОГРАМ

А.1 Кiнцево-рiзницева модель

class FDM():

def __init__(self, NR: int, NZ: int, NU: float):

self.N, self.M, self.nu = NR, NZ, NU

# Boundary layer height estimation

def layer_width(self, t):

return np.sqrt(2 * self.nu * t)

def solve(self, tau=0.125, R=1.0, Z=None, Omega=np.pi*2, iters=10):

N, M = self.N, self.M

NU = self.nu

if Z == None:

Z = self.layer_width(tau)

print(f"Boundary level for {tau}s: Z = {Z}m")

dr, dz = R / (N-1), Z / (M-1)

r = lambda i: (N-i-1)*dr

z = lambda j: j*dz

#save params for current run

self.r, self.z, self.dr, self.dz = r, z, dr, dz

self.tau, self.R, self.Z, self.W = tau, R, Z, Omega

print(f"Grid resolution Nr = {N}, Nz = {M}")

# Au + B = 0 ~ A[k,:] = B[k] for all k

# A[m, k] = m-th equation, k-th variable == v[i,j]

# A[m, k-1] = m-th equation, (k-1)-th variable == v[i,j-1]

# A[m, k+1] = m-th equation, (k+1)-th variable == v[i,j+1]

# A[m, k-NZ] = m-th equation, (k-NZ)-th variable == v[i-1,j]

# Create empty coefficient matrices.

# I: NR*NZ variables (I axis)and NR*NZ equations (J axis) exist for all template (i: 0-NR, j: 0-NZ)

A, B = np.zeros((N*M, N*M)), np.zeros(N*M)

v = np.zeros(N*M)

error = 0

for it in range(iters): # Iterative approximation

for i in range(N): # by R axis

for j in range(M): # by Z axis

k = i*M + j # flat index ((i, j) => i*M + j, 2dim => 1dim)
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if j==0 or j==M-1 or i==0:

A[k, k] = 1

continue

if i==N-1:

A[k, k] = 1

A[k, k-1] = 1

continue

B[k] = Omega * Omega * r(i) * (1 - (z(j) / Z) ** 2) # free coefficient

A[k, k] = 1 / tau + 2 * NU / (dz ** 2) + v[k]/dr# v[i,j]

A[k, k-1] = -NU / (dz ** 2) # v[i,j-1]

A[k, k+1] = -NU / (dz ** 2) # v[i,j+1]

A[k, k-M] = -v[k] / dr # v[i-1,j]

#A[k, k+M] = -v[k] / dr # v[i+1,j] # upwind

# solve system of NR*NZ equations with NR*NZ variables

error = v

v = np.linalg.solve(A, B)

error = np.linalg.norm(v - error)

print(f"Iter {it+1}/{iters} done, error_delta_norm={error}")

# eq

return v.reshape((N, M)).T

А.2 Модель для методу кiнцевих об’ємiв

'''

Finite-volume method solver

for Navier-Stokes equation in 2D plane

with square domain

'''

class FVM():

'''

Init solver params

'''

def __init__(self, NX:int, NY:int, LX:int, LY:float, viscosity:float, dt:float):

# grid initialization params,

self.nx, self.ny = NX, NY

self.nx2, self.ny2 = NX + 2, NY + 2 # will use 'ghost' cells for easier boundary handling



65
self.lx, self.ly = LX, LY

self.a = viscosity

self.dt, self.dx, self.dy = dt, LX/NX, LY/NY

# coordinates init, using staggered grid

# Cell centers coordinates grid

xxc = np.arange(0,self.lx,self.dx) + self.dx/2.0

yyc = np.arange(0,self.ly,self.dy) + self.dy/2.0

self.xc, self.yc = np.meshgrid(xxc, yyc)

# staggered coords for x, y

xs, ys = np.arange(0,self.lx+self.dx,self.dx), np.arange(0,self.ly+self.dy,self.dy)

self.xu, self.yu = np.meshgrid(xs, yyc)

self.xv, self.yv = np.meshgrid(xxc, ys)

# init velocities fields

self.u, self.v = np.zeros((self.ny2, self.nx2)), np.zeros((self.ny2, self.nx2))

# External force function (default)

self.F = lambda x, y, t: 0

self.A = self.__init_pressure_matrix()

def params(self):

print(f"grid=({self.nx}, {self.ny}), domain=({self.lx}, {self.ly})")

print(f"dx={self.dx}, dy={self.dy}, dt={self.dt}), nu={self.a}")

def cell_center_velocities(self, u, v):

inside = slice(1,-1) # slicer for interiour valid cells

uc = 0.5*(u[inside,2:] + u[inside,inside])

vc = 0.5*(v[2:,inside] + v[inside,inside])

return uc, vc

'''

Init boundary conditions

- for boundaries, functions are passed,

top, bottom: (np.array[NX], np.array[NX]) # u, v

left, right: (np.array[NY], np.array[NY]) # u, v

init: (np.array[NY, NX], np.array[NY, NX])# u, v

'''

#TODO: note, that yj=0 - top boundary for heatmap, but bottom for contourf, xi=0 - left boundary

def set_boundary_conditions(self, top, left, right, bottom, init):
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self.top, self.left, self.right, self.bot = top, left, right, bottom

for i in range(1, self.nx2-1):

for j in range(1, self.ny2-1):

self.u[j, i] = init[0][j-1, i-1]

self.v[j, i] = init[1][j-1, i-1]

def set_external_force(self, f):

self.F = f

def __apply_boundary(self, u, v):

for i in range(1, self.nx2-1):

# top boudary

ub, vb = self.top

u[-1, i] = ub[i-1] - self.u[-2, i]

v[-1, i] = vb[i-1] - self.v[-2, i]

# bottom

ub, vb = self.bot

u[0, i] = ub[i-1] - self.u[1, i]

v[1, i] = vb[i-1] - self.v[2, i]

for j in range(1, self.ny2-1):

# left

ub, vb = self.left

u[j, 1] = ub[j-1] - self.u[j, 2]

v[j, 0] = vb[j-1] - self.v[j, 1]

# right

ub, vb = self.left

u[j, 1] = ub[j-1] - self.u[j, 2]

v[j, 0] = vb[j-1] - self.v[j, 1]

'''

Solver;

callback - f: (u, v, t, iteration) => None

pressure_callback - f: (p, t, iteration) => None

callbacks are called after each iteration

kwargs - args for external force function

'''

def solve(self, iters: int, callback = None, pressure_callback = None, **kwargs):

u, v, dx, dy, dt = self.u, self.v, self.dx, self.dy, self.dt

inside = slice(1,-1) # slicer for interiour valid cells
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t = 0

# empty new force fiels, velociies and div

S, un, vn, div = np.zeros_like(u), np.zeros_like(u), np.zeros_like(u), np.zeros_like(u)

for it in range(1, iters + 1):

# apply boundary conditions

u, v = self.__apply_boundary(self.u, self.v)

S, un, vn, div = np.zeros_like(u), np.zeros_like(u), np.zeros_like(u), np.zeros_like(u)

# calc external forces

for i in range(1, self.nx2-1):

for j in range(1, self.ny2-1):

S[j,i] = self.F((i-1)*dx, (j-1)*dy, t, **kwargs)

# X axis fluxes calculation

for i in range(2, self.nx2-1):

for j in range(1, self.ny2-1):

# cell-boundary velocities

u_e = (u[j,i+1] + u[j,i]) / 2 # east velocity (left edge of vol. cell)

u_w = (u[j,i] + u[j,i-1]) / 2 # west velocity (right edge of vol. cell)

u_n = (u[j+1, i] + u[j,i]) / 2 # north - top surface

u_s = (u[j,i] + u[j-1, i]) / 2 # south - bottom surface

# Vertical vel.

v_n = (v[j+1, i] + v[j+1,i-1]) / 2

v_s = (v[j,i] + v[j, i-1]) / 2

# Advective flux

Fu_A = (u_e*u_e - u_w*u_w) * dy + (v_n*u_n - v_s*u_s) * dx

# Diffusive fluxes

Fu_D = self.a * (dx * (u[j+1, i] - 2*u[j, i] + u[j-1, i])/dy + \

dy * (u[j, i+1] - 2*u[j, i] + u[j, i-1])/dx)

# mock timestep, calc u_n

un[j,i] = u[j,i] + dt * (-Fu_A + Fu_D) /dx/dy + dt * S[j,i]

# Y axis fluxes calculation

for i in range(1, self.nx2-1):

for j in range(2, self.ny2-1):

# cell-boundary velocities

u_e = (u[j,i+1] + u[j-1,i+1]) / 2 # east velocity (left edge of vol. cell)

u_w = (u[j,i] + u[j-1,i]) / 2 # west velocity (right edge of vol. cell)

# Vertical vel.

v_e = (v[j,i+1] + v[j,i]) / 2

v_w = (v[j,i] + v[j,i-1]) / 2
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v_n = (v[j+1, i] + v[j,i]) / 2

v_s = (v[j,i] + v[j-1, i]) / 2

# Advective flux

Fv_A = (u_e*v_e - u_w*v_w) * dy + (v_n*v_n - v_s*v_s) * dx

# Diffusive fluxe

Fv_D = self.a * (dx * (v[j+1, i] - 2*v[j, i] + v[j-1, i])/dy + \

dy * (v[j, i+1] - 2*v[j, i] + v[j, i-1])/dx)

# mock timestep, calc v_n

vn[j,i] = v[j,i] + dt * (-Fv_A + Fv_D) /dx/dy + dt * 10

# calc div

div[inside,inside] = (un[inside, 2:] - un[inside, inside]) / dx + \

(vn[2:, inside] - vn[inside, inside]) / dy

# mock pressure (right term of equation)

prt_mk = div[inside, inside] / dt

# Solve equation, to obtain compensated pressure

p = np.zeros_like(u)

p[inside, inside] = self.solve_for_pressure(prt_mk)

# real timestep, with compensated velocities

u[inside, 2:-1] = un[inside, 2:-1] - dt * (p[inside, 2:-1] - p[inside, 1:-2])/dx

v[2:-1, inside] = vn[2:-1, inside] - dt * (p[2:-1, inside] - p[1:-2, inside])/dy

# update velocities, call callback, logging

self.u, self.v = u, v

t+= dt

print(f"Iter {it}/{iters}, t={t:.5f}")

if callback != None: callback(u, v, t, it)

if pressure_callback != None: pressure_callback(p, t, it)

return u.copy(), v.copy()

'''

Solves Euler equation for pressure, by

assuming that DIV(u_(n+1)) == 0
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input: pressure: np.array(ny+2, nx+2)

out: new_pressure: np.array(ny+2, nx+2)

'''

def solve_for_pressure(self, prt_mk, epsilon=1e-10, log=True):

# solve with iterative algorithm

p,status = scipy.sparse.linalg.bicg(self.A,prt_mk.ravel(),tol=epsilon)

if log: print(f"Solved for pressure, status={status}")

return p.reshape((self.ny, self.nx))

def __init_pressure_matrix(self):

dx, dy, nx, ny = self.dx, self.dy, self.nx, self.ny

domain = (ny, nx)

### construct pressure coefficient 3-diagonal sparse matrix

A0 = np.zeros(domain)

# sides of cells (same for w,e,s,n, holding constant)

A_e, A_w = np.ones(domain) /dx/dx, np.ones(domain) /dx/dx,

A_n, A_s = np.ones(domain) /dy/dy, np.ones(domain) /dy/dy

# boundaries

A_e[:, -1] = 0. # right

A_w[:, 0] = 0. # left

A_n[-1, :] = 0. # top

A_s[0, :] = 0. # bottom

# output matrix

A0 = -(A_w + A_e + A_n + A_s)

# counstruct

N = nx*ny

D0 = A0.reshape(N) # main diagonal

DE, DW, DS, DN = A_e.reshape(N)[:-1], A_w.reshape(N)[1:], A_s.reshape(N)[nx:], A_n.reshape(N)[:-nx]

return scipy.sparse.diags([D0, DE, DW, DN, DS], [0, 1, -1, nx, -nx], format='csr')

#### Solving pipeline

# Define domain and grid

NX, NY = 100,300

LX, LY = 2*0.04, 0.01

model = FVM(NX,NY,LX,LY, viscosity=1e-6, dt=1e-5)

# boundary conditions

zerosX, zerosY, zeros0 = (np.zeros(NX), np.zeros(NX)), \

(np.zeros(NY), np.zeros(NY)), (np.zeros((NY, NX)), np.zeros((NY, NX)))
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model.set_boundary_conditions(zerosX, zerosY, zerosY, zerosX, zeros0)

# External force

def f(x, y, t, omega=2*np.pi*2):

return omega * omega * (LX/2-x) * (1 - (y / 0.0014) ** 2) if y <= 0.0014 else 0

model.set_external_force(f)

model.params()

# run

u, v = model.solve(int(100000*0.01), callback = callback_saver)

# at cell centers

uc, vc = model.cell_center_velocities(u, v)

А.3 Додатковi функцiї для обчислення вертикальних

швидкостей

# Analytical velocity est.

def analyticalWa(fdm: FDM, tau):

return 7*(fdm.W**2)*(fdm.layer_width(tau) ** 3) / (60 * fdm.nu) #/ fdm.R

# Average integral vertical velocty

# IN: v - velocity, i - index, fdm - solver

#OUT: <W>, m/s

def avgWa(v, i, dz, N, R):

return 2*np.sum(v[:, i])*dz / (1 - i / (N-1)) / R

# Average vertical velocty at the top boundary of layer,derived form continuity equation

# IN: v - velocity, i - index, fdm - solver

# OUT: W_i, m/s for i-th cell

def Wi(v, i, FDM: fdm):

if i > 0 and i < fdm.N-1:

return -fdm.dz*np.sum(v[:, i+1]*fdm.r(i+1) - v[:, i-1]*fdm.r(i-1)) / 2 / fdm.dr / fdm.r(i)

elif i <= 0:

return -fdm.dz*np.sum(v[:, 1]*fdm.r(1) - v[:, 0]*fdm.r(0)) / fdm.dr / fdm.r(0)

elif i >= fdm.N-1:

return -fdm.dz*np.sum(v[:, fdm.N-1]*fdm.r(fdm.N-1) - v[:, fdm.N-2]*fdm.r(fdm.N-2)) / \

fdm.dr / fdm.dr
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