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РЕФЕРАТ

Квалiфiкацiйна робота мiстить: 43 стор., 8 рисункiв, 1 таблицю, 20

джерел.

У дипломнiй роботi продемонстровано практичну значущiсть

алгоритму Гольдрайха-Левiна для аналiзу шифросистем на надiйнiсть.

Об’єктом дослiдження є сучаснi версiї блокових шифрiв та їх кодери.

Предметом дослiдження даної роботи є алгоритм Гольдрайха-Левiна.

Наведено практичну реалiзацiю алгоритму Гольдрайха-Левiна, який

використовується для знаходження найбiльшого коефiцiєнта Фур’є.

Даний алгоритм був iмплементований для знаходження вагiв Фур’є для

кодера TurboAE. У дипломнiй роботi наведено числовi результати значень

коефiцiєнтiв Фур’є в залежностi вiд блокiв кодера TurboAE та кiлькостi

запитiв, якi необхiдно зробити для знаходження коефiцiєнтiв.

АЛГОРИТМ ГОЛЬДРАЙХА-ЛЕВIНА, КОЕФIЦIЄНТИ ФУР’Є,

TURBOAE, ЗАВАДОСТIЙКI КОДИ, ДЕКОДУВАННЯ СПИСКОМ,

КОДИ АДАМАРА.
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ABSTRACT

The qualification work contains: 43 p., 8 drawings, 1 table, 20 sources.

The thesis demonstrates the practical significance of the Goldreich-Levin

algorithm for reliability analysis of cryptosystems. The object of research is

modern versions of block ciphers and their encoders. The subject of research in

this work is the Goldreich-Levin algorithm. A practical implementation of the

Goldreich-Levin algorithm, which is used to find the largest Fourier coefficient,

is given. This algorithm was implemented to find the Fourier weights for the

TurboAE encoder. The thesis gives the numerical results of the values of the

Fourier coefficients depending on the blocks of the TurboAE encoder and the

number of requests that must be made to find the coefficients.

GOLDREICH-LEVIN ALGORITHM, FOURIER COEFFICIENTS,

TURBOAE, ERROR-CORRECTING CODES, LIST DECODING,

HADAMARD CODES.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ, СКОРОЧЕНЬ I

ТЕРМIНIВ

GL — Гольдрайх-Левiн

⊕ — операцiя побiтового додавання
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ВСТУП

Актуальнiсть дослiдження. Алгоритм Гольдрайха-Левiна було

винайдено для задач криптографiї, проте iснує велика кiлькiсть

публiкацiй, в яких даний алгоритм використовується також для задач

навчання. На сьогоднi вiн вiдiграє велику роль як в задачах лiнiйної, так i

в задачах полiномiальної апроксимацiї. Класичний (лiнiйний) алгоритм

Гольдрайха-Левiна має широке застосування в теорiї навчання, теорiї

кодування та побудовi генераторiв псевдовипадкових чисел у

криптографiї, а також тiсно пов’язаний з аналiзом Фур’є. Через широкий

вибiр методiв його застосування на практицi, ефективнiсть варiантiв

використання алгоритму Гольдрайха-Левiна є актуальною задачею на

сьогоднi.

Метою дослiдження є демонстрацiя практичної значущостi

алгоритму Гольдрайха-Левiна для аналiзу шифросистем на надiйнiсть.

Задачею дослiдження є iмплементацiя алгоритму для знаходження

вагiв Фур’є для кодера TurboAE та аналiз отриманих результатiв. Для

розв’язання задачi необхiдно вирiшити такi завдання:

1) провести огляд лiтератури щодо алгоритмiв Гольдрайха-Левiна,

якi на сьогоднi використовуються на практицi;

2) навести iнтерпретацiї алгоритмiв та особливостi їх використання в

залежностi вiд того, чи використовуються вони тiльки для задач кодування

та декодування, чи для знаходження коефiцiєнтiв Фур’є;

3) iмплементувати алгоритм Гольдрайха-Левiна для знаходження

коефiцiєнтiв Фур’є, що надалi буде використано для кодера TurboAE;

4) провести аналiз отриманих результатiв iмплементацiї алгоритму

Гольдрайха-Левiна в залежностi вiд кiлькостi запитiв, якi необхiдно пройти

для визначення результатiв по кожному з блокiв кодера TurboAE.

Об’єктом дослiдження є сучаснi версiї блокових шифрiв та їх кодери.

Предметом дослiдження є алгоритм Гольдрайха-Левiна.
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При розв’язаннi поставлених завдань використовувались такi

методи дослiдження: лiнiйного криптоаналiзу, аналiзу Фур’є, теорiї

кодування, глибокого навчання.

Наукова новизна отриманих результатiв полягає у наступному:

- отримало подальший розвиток використання алгоритму

Гольдрайха-Левiна для знаходження коефiцiєнтiв Фур’є;

- вперше запропоновано використовувати алгоритм

Гольдрайха-Левiна для кодера 𝑇𝑢𝑟𝑏𝑜𝐴𝐸.

Практичне значення отриманих результатiв:

- проведено класифiкацiю всiх можливих методiв використання

алгоритму Гольдрайха-Левiна на практицi;

- впроваджено алгоритм Гольдрайха-Левiна, який спрямований на

пошук множин 𝑆 з величиною коефiцiєнта Фур’є для кодера TurboAE;

- результати проведених експериментальних дослiджень показують

доцiльнiсть використання алгоритму Гольдрайха-Левiна в залежностi вiд

кiлькостi запитiв та заданого порогового значення.
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1 ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI ТА ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

У даному роздiлi було введено деякi поняття з областi вивчення

завадостiйких кодiв, зокрема декодування списком та коди Адамара, якi

використовуються в однiй з iнтерпретацiй алгоритму Гольдрайха-Левiна.

Також були наведенi оригiнальний алгоритм Гольдрайха-Левiна та його

версiя зниженої складностi. Була представлена також iнша iнтерпретацiя

алгоритму, застосовна для аналiзу Фур’є.

1.1 Завадостiйкi коди

У повсякденнi, коли одна сторона хоче передати повiдомлення

iншiй, вiддаленiй сторонi, найчастiше промiжний канал зв’язку є шумним

i спотворює повiдомлення пiд час передачi. Проблема надiйної передачi

iнформацiї за таким зашумленим каналом є фундаментальною i

складною. Завадостiйкi коди розв’язують цю проблему.

Неформально завадостiйкi коди забезпечують систематичний спосiб

додавання надлишковостi до повiдомлення перед його передачею так, що

навiть при отриманнi дещо спотвореного повiдомлення, надлишковiсть в

повiдомленнi дозволяє одержувачу зрозумiти вихiдне повiдомлення, яке

вiдправник хотiв передати.

Для початку наведемо деякi фундаментальнi означення (подальший

матерiал викладено згiдно [2]):

Означення 1.1. Лiнiйний блоковий код 𝐶 довжини 𝑛 – це лiнiйний

пiдпростiр векторного простору 𝑉𝑛.

Означення 1.2. Розмiрнiстю 𝑘𝑐 коду 𝐶 називається його

розмiрнiсть як векторного простору

𝑘𝑐 = 𝑑𝑖𝑚𝐶.
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Означення 1.3. Мiнiмальною вiдстанню 𝑑𝑐 коду (кодовою

вiдстанню) 𝐶 називається мiнiмальна вiдстань Геммiнга мiж його

кодовими словами

𝑑𝑐 = min{𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑐, 𝑐′)|𝑐, 𝑐′ ∈ 𝐶, 𝑐 ̸= 𝑐′}.

Зауваження. Оскiльки код 𝐶 є векторним простором, то його

мiнiмальна вiдстань 𝑑𝑐 задовольняє такiй рiвностi

𝑑𝑐 = min{𝑤𝑡(𝑐)|𝑐 ∈ 𝐶, 𝑐 ̸= 0}.

Означення 1.4. Код довжини 𝑛, розмiрностi 𝑘 та з мiнiмальною

вiдстанню 𝑑 називається [𝑛,𝑘,𝑑]-кодом. У разi коли мiнiмальна вiдстань

𝑑 не є центральною в мiркуваннях або невiдома, використовується

позначення [𝑛,𝑘]-код.

Означення 1.5. Швидкiсть 𝑅𝑐 [𝑛, 𝑘]-коду 𝐶 визначається

наступною рiвнiстю

𝑅𝑐 =
𝑘

𝑛

Нехай 𝐶 ⊂ 𝑉𝑛 – лiнiйний код. Кажуть, що вектор 𝑥 ∈ 𝑉𝑛 є 𝑟-покритим

кодом 𝐶, якщо iснує кодове слово 𝑐 ∈ 𝐶 таке, що 𝑑𝑖𝑠𝑡(𝑥, 𝑐) ⩽ 𝑟.

Означення 1.6. Радiусом покриття 𝑟𝑐 коду 𝐶 називається

мiнiмальне натуральне число 𝑟 таке, що будь-який вектор з 𝑉𝑛 є

𝑟-покритим кодом 𝐶.

Твердження 1.1. Нехай 𝐶 ⊂ 𝑉𝑛 – лiнiйний код i 𝑑𝑐 – його мiнiмальна

вiдстань. Тодi

𝑟𝑐 ⩾ ⌊
𝑑𝑐 − 1

2
⌋.

Означення 1.7. Матриця 𝐺 називається породжувальною

матрицею [𝑛, 𝑘]-коду 𝐶. Множиною кодових слiв коду 𝐶 називається

простiр, натягнутий на рядки матрицi 𝐺.

Породжувальна матриця є стислим описом коду. Для опису коду 𝐶
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потрiбно 𝑘 · 𝑛 бiтiв, що визначають елементи матрицi 𝐺. У той самий час

для запису таблицi всiх кодових слiв коду 𝐶 необхiдно 2𝑘 · 𝑛 бiтiв.

Нехай 𝐶 – [𝑛, 𝑘]-код. Припустимо, що передане кодове слово 𝑦 ∈ 𝐶. У

каналi зв’язку передане кодове слово спотвориться. На виходi одержувач

iнформацiї спостерiгатиме вектор 𝑧 = 𝑦 ⊕ 𝑒, де 𝑒 = (𝑒(1), 𝑒(2),..., 𝑒(𝑛)) ∈ 𝑉𝑛

— вектор помилок.

Рисунок 1.1 – Процедура кодування й декодування

На зображеннi вище показано процедуру кодування та декодування.

Тут помилки означають змiну до 𝑡 символiв в 𝑦, а "змiна" тут означає

перетворення на iнший символ. Декодування вiдновлює оригiнальний 𝑥 iз

𝑧.

Наведемо теорему згiдно [2]:

Теорема 1.1. Код 𝐶 з мiнiмальною вiдстанню 𝑑𝑐 може виправляти

будь-якi 𝑡 помилок, якщо

𝑑𝑐 ⩾ 2𝑡+ 1

Визначимо деякi основнi поняття щодо завадостiйких кодiв [1]:

– Кодування. Функцiя кодування з параметрами 𝑘, 𝑛 є функцiєю

𝐸 : Σ𝑘 −→ Σ𝑛, яка перетворює повiдомлення 𝑚, що складається з 𝑘

символiв над деяким алфавiтом Σ у довший, надлишковий рядок 𝐸(𝑚)

довжини 𝑛 над Σ. Закодований рядок 𝐸(𝑚) називають кодовим словом.

– Завадостiйкий код. Сам завадостiйкий код визначається як

образ функцiї кодування. Iншими словами, це набiр усiх кодових слiв, якi

використовуються для кодування рiзних повiдомлень.
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– Швидкiсть. Вiдношення кiлькостi символiв iнформацiї до

довжини кодування — величина 𝑘/𝑛 у наведеному вище означеннi —

називається швидкiстю коду. Це важливий параметр коду, оскiльки вiн є

мiрою кiлькостi надлишковостi, доданої кодуванням.

– Декодування. Перед передачею повiдомлення вiдправник

спочатку кодує його за допомогою завадостiйких кодiв, а потiм передає

отримане кодове слово по каналу. Одержувач отримує, можливо,

спотворену копiю переданого кодового слова, i йому потрiбно вiдновити

оригiнальне повiдомлення. Це робиться за допомогою функцiї

декодування 𝐷 : Σ𝑛 −→ Σ𝑘, яка зiставляє рядки довжини 𝑛 (тобто

отриманi слова з шумом) рядкам довжини 𝑘 (тобто тi, що декодер вважає

переданим повiдомленням).

– Вiдстань. Мiнiмальна вiдстань коду визначає, на скiльки

"вiддаленi" одне вiд одного рiзнi кодовi слова. Визначається вiдстань мiж

словами як число компонент, за якими вони вiдрiзняються. Тодi вiдстань

коду визначається як найменша вiдстань мiж двома рiзними кодовими

словами.

Бiльшiсть алгоритмiв для декодування завадостiйких кодiв

вимагають, щоб отримане слово знаходилося в межах менше нiж

половини мiнiмальної вiдстанi кодового слова, щоб кодове слово можна

було однозначно вiдновити. У 1950-х роках було представлене поняття

спискового декодування, що дозволяє декодувати поза цим "бар’єром" у

половину мiнiмальної вiдстанi. Замiсть того, щоб виводити одне кодове

слово, алгоритм декодування списком виводить усi кодовi слова в

заданому радiусi отриманого слова.

1.2 Декодування списком

У теорiї кодування, декодування списком є альтернативою

унiкальному декодуванню завадостiйких кодiв для великої кiлькостi

помилок. Основна iдея декодування списком полягає у тому, що
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прийнятiй послiдовностi символiв ставиться у вiдповiднiсть деякий список

цiлих чисел. Якщо цiле число, що вiдповiдає переданому повiдомленню,

не входить у цей список, отриманий у результатi декодування, то

вважається, що виникла помилка при декодуваннi списком.

Наведемо формальне означення кодiв, декодовних списком [12]:

Означення 1.8. Нехай 𝜌 ∈ [0,1] та 𝐿 ⩾ 1. Тодi 𝐶 ⊆ Σ𝑛 є (𝜌,𝐿)-

декодовним списком, якщо ∀𝑦 ∈ Σ𝑛,

|{𝑐 ∈ 𝐶 : 𝛿(𝑐,𝑦) ⩽ 𝜌}| ⩽ 𝐿,

де 𝐿 – розмiр списку, 𝜌 – радiус декодування списком, а 𝛿(𝑥, 𝑦) – це вiдносна

вiдстань Геммiнга.

Рисунок 1.2 – Iлюстрацiя (𝜌,𝐿)-декодовностi списком. Чорнi точки

представляють кодовi слова; червона точка – будь-який центр.

Гарантовано, що будь-яка куля Геммiнга [12] мiстить не бiльше 𝐿 кодових

слiв.

Наведемо формальне означення вiдстанi Геммiнга [4]:

Означення 1.9. Вiдстань Геммiнга — це кiлькiсть позицiй, у яких

вiдповiднi символи вiдрiзняються

Δ(𝑦,𝑧) = |{𝑖 : 𝑦𝑖 ̸= 𝑧𝑖}|
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Означення 1.10. Вiдносною вiдстанню Геммiнга мiж 𝑦, 𝑧 ∈ Σ𝑛 є

𝛿(𝑦, 𝑧) =
Δ(𝑦,𝑧)

𝑛
=

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

1{𝑦𝑖 ̸= 𝑧𝑖}

Рисунок 1.3 – Вiдстань Геммiнга

На зображеннi вище прямокутник позначає всi елементи в Σ𝑛.

Кожна вершина є кодовим словом, а кожна куля навколо є можливим 𝑧,

яке отримує одержувач. 𝑡 означає максимальну кiлькiсть помилок. Тут

для кодового слова 𝑦, усе що знаходиться у межах кулi Геммiнга має

вiдстань Геммiнга не бiльше нiж 𝑡 до 𝑦. Якщо не iснує двох куль

Геммiнга, якi перетинаються, ми можемо вiдновити кожне повiдомлення.

На зображеннi помаранчева куля перекриває фiолетову. Тодi iнколи ми не

можемо правильно вiдновити 𝑥, пов’язаний з 𝑦. Тут 𝑑 вказує на

мiнiмальну вiдстань мiж двома вершинами [4].

Означення 1.11. Мiнiмальна вiдстань — це найменша вiдстань

мiж двома рiзними кодовими словами:

𝑑 = min
𝑦 ̸=𝑦′∈𝐶

{Δ(𝑦, 𝑦′)}

Зi списку обирається кодове слово, яке має найвищу ймовiрнiсть

того, що воно є саме переданим словом. Пошук такого кодового слова
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називається декодуванням максимальної правдоподiбностi. Декодування

за принципом максимальної правдоподiбностi означає вибiр з усiх

можливих кодових слiв того слова 𝑦, що знаходиться на мiнiмальнiй

вiдстанi Геммiнга вiд прийнятого слова 𝑦′, i лише потiм – вiдновлення

вихiдного слова 𝑥 з його коду 𝑦.

Класичнi унiкальнi алгоритми декодування декодують лише на

половину вiдстанi. Зокрема, вони нiколи не можуть декодувати, якщо

бiльш нiж половина символiв є помилковими. Декодування списком, з

iншого боку, має на метi обробку помилок, що перевищують половину

вiдстанi, i, отже, повинно впоратися iз ситуацiями, коли бiльш нiж

половина символiв є помилковими, включаючи випадки, коли шум надто

великий i значно переважає кiлькiсть правильної iнформацiї.

1.3 Коди Адамара

Добре вивченим сiмейством лiнiйних кодiв з надлишковiстю є

класичнi двiйковi коди Рiда-Мюллера.

Код Рiда-Мюллера, що позначається як 𝑅𝑀(𝑟,𝑚), визначається

параметрами 𝑟 i 𝑚, де 0 ⩽ 𝑟 ⩽ 𝑚, 𝑟 – порядок коду, 2𝑚 – довжина коду.

Особливий iнтерес становлять коди Рiда-Мюллера першого порядку

[5], тобто коди, заснованi на мультилiнiйних полiномах, також вiдомих як

симплекснi коди. Їх рiзновид, заснований на однорiдних полiномах без

постiйного члена, називають кодами Адамара.

Код Адамара — це код iз надзвичайно низькою швидкiстю, але

великою вiдстанню. Вiн завжди використовується для виявлення та

виправлення помилок пiд час передачi повiдомлень через дуже шумнi або

ненадiйнi канали.

Наведемо означення породжувальної матрицi Адамара згiдно [3]:

Означення 1.12. Нехай 𝑟 ∈ N+. Породжувальна матриця коду

Адамара є 2𝑟 × 𝑟 матрицею, де рядки є всiма можливими двiйковими



17
рядками у F𝑟

2.

𝐺 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 ... 0 0

0 0 ... 0 1

0 0 ... 1 0

0 0 ... 1 1

... ... ... ... ...

1 1 ... 1 0

1 1 ... 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

Подальший матерiал викладено згiдно [2]:

Означення 1.13. Кодування Адамара визначається як

послiдовнiсть усiх скалярних добуткiв iз x:

𝑥 ↦→ ⟨𝑎, 𝑥⟩𝑎∈F𝑟
2

Означення 1.14. Дано 𝑥 ∈ F𝑟
2, лiнiйний полiном 𝐿𝑥 : F𝑟

2 � F2 iз 𝑟

змiнними визначаємо як

𝑎 ↦→ 𝑥𝑇𝑎 =
𝑟∑︁

𝑖=1

𝑥𝑖𝑎𝑖

Фактично, для кожного 𝑥, це лiнiйне вiдображення. Коли 𝑥 є

фiксованим, ми можемо розглядати 𝑥𝑖 як коефiцiєнти, а 𝑎𝑖 як змiннi.

Це схоже на вiдображення 𝑥 у «таблицю iстинностi» 𝐿𝑥, оскiльки

⟨𝑎, 𝑥⟩𝑎∈F𝑟
2
= (𝐿𝑥(𝑎))𝑎∈F𝑟

2

Твердження 1.2. Код Адамара є [2𝑟,𝑟,2𝑟] кодом.

Зауваження. Iншими словами, код Адамара є [𝑛,𝑙𝑜𝑔2𝑛,
𝑛
2 ]2 кодом iз

𝑛 = 2𝑟.
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Код Адамара має дуже низьку швидкiсть, оскiльки вiн зiставляє 𝑙

символам над F𝑞 𝑞
𝑙 символiв. Але вiн має дуже хорошi властивостi вiдстанi

— його вiдносна вiдстань дорiвнює (1− 1/𝑞), i фактично кожне ненульове

кодове слово має вагу Геммiнга, що дорiвнює (𝑞𝑙 − 𝑞𝑙−1).

1.4 Оригiнальний алгоритм Гольдрайха-Левiна для

декодування кодiв Адамара

Оскiльки код Адамара має вiдстань 1
2 , його можна однозначно

декодувати з часткою помилок менш нiж 1
4 за допомогою полiномiального

алгоритму декодування. Теорема Гольдрайха-Левiна каже, що можна

декодувати код Геммiнга [2] локально, тобто лише кiлькома запитами до

бiтiв отриманого рядка, не розглядаючи його повнiстю. Крiм того, можна

декодувати з часткою помилок 1
2 − 𝜖. Звичайно, це означає, що

розшифроване повiдомлення бiльше не є унiкальним. Однак iснує

щонайбiльше 𝑝𝑜𝑙𝑦(1𝜖 ) таких повiдомлень, i цей алгоритм виводить їх усi.

Тепер ми сформулюємо теорему Гольдрайха-Левiна [6]:

Теорема 1.2. Для кожного 𝛿 > 0 iснує рандомiзований алгоритм 𝒜
такий, що для будь-якої функцiї 𝐵 : {0,1}𝑚 � {0,1}𝑛, якщо iснує

𝑥 ∈ {0,1}𝑚, що задовольняє

Pr
𝑦∼{0,1}𝑚

[𝐵(𝑦) = ⟨𝑥, 𝑦⟩] ⩾ 1

2
+ 𝜖

алгоритм 𝒜 виконує 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑚𝜖 ) запитiв до 𝐵 i виводить список 𝐿 ⊆ {0,1}𝑛 iз

наступними властивостями:

1) |𝐿| ⩽ 𝑝𝑜𝑙𝑦(1/𝜖)

2) 𝑥 ∈ 𝐿

з iмовiрнiстю не меншою за 1− 𝛿.

Мовою теорiї кодування наведена вище теорема каже наступне. Ми

можемо локально декодувати списком код Адамара з часткою помилок
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1
2 − 𝜖.

Буде зручно представляти кодовi слова коду Адамара як функцiї [7]:

Означення 1.15. Нехай 𝑎 ∈ {0,1}𝑘 i визначимо 𝐿𝑥 : {0, 1}𝑘 � {0, 1}
як функцiю 𝐿𝑥(𝑎) = ⟨𝑥, 𝑎⟩. Тодi 𝐿𝑥(·) є кодуванням Адамара 𝑥.

Ми починаємо з розгляду простiшого випадку, коли нам надано

доступ, як до оракула, до функцiї 𝐵(·) такої, що Pr
𝑟
[𝐵(𝑟) = ⟨𝑥,𝑟⟩] ⩾ 7

8 , i

ми хочемо знайти 𝑥.

Якщо ми позначимо як 𝑒𝑖 вектор, що має 1 в 𝑖-й координатi та 0 в

iнших координатах, ми бачимо, що 𝑥𝑖 = ⟨𝑥,𝑒𝑖⟩. Крiм того, для кожного 𝑟

ми маємо 𝑥𝑖 = ⟨𝑥, (𝑟 ⊕ 𝑒𝑖)⟩ ⊕ ⟨𝑥, 𝑟⟩ внаслiдок лiнiйностi оператора ⟨·, ·⟩ та

того факту, що 𝑟 ⊕ 𝑟 є повнiстю нульовим вектором.

Розглянемо тепер процес вибору випадкового 𝑟 та обчислення

𝐵(𝑟 ⊕ 𝑒𝑖) ⊕ 𝐵(𝑟). За винятком випадкiв, коли ймовiрнiсть не перевищує

1/8, 𝐵(𝑟 ⊕ 𝑒𝑖) = ⟨𝑥, (𝑟 ⊕ 𝑒𝑖)⟩ i, за винятком випадкiв, коли ймовiрнiсть не

перевищує 1/8, 𝐵(𝑟) = ⟨𝑥,𝑟⟩. Тому, з iмовiрнiстю не менше 3/4,

𝐵(𝑟 ⊕ 𝑒𝑖)⊕𝐵(𝑟) = ⟨𝑥, (𝑟 ⊕ 𝑒𝑖)⟩ ⊕ ⟨𝑥, 𝑟⟩

Це передбачає наступний алгоритм [8]:

Алгоритм 𝐴 7
8
:

для 𝑖 := 1 до 𝑛 виконувати:

обрати 𝑘 = 𝑂(log 𝑛) рандомних елементiв 𝑟1,...,𝑟𝑘 ∈ {0,1}𝑛

обчислити:

𝐵(𝑟1 ⊕ 𝑒𝑖)⊕𝐵(𝑟1)

𝐵(𝑟2 ⊕ 𝑒𝑖)⊕𝐵(𝑟2)

...

𝐵(𝑟𝑘 ⊕ 𝑒𝑖)⊕𝐵(𝑟𝑘)

присвоїти 𝑥𝑖 значення, яке зустрiчається в бiльшостi

цих обчислень

повернути 𝑥

Щоб проаналiзувати алгоритм, треба зауважити, що для певного
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значення 𝑖, ми очiкуємо отримати правильне значення 𝑥𝑖 у 3/4 вiд 𝑘

випробувань, i алгоритм виводить правильне значення 𝑥𝑖 за умови, що

бiльш нiж половина випробувань правильнi. Тодi, згiдно з границею

Чернова [13], ймовiрнiсть неправильного оцiнювання 𝑥𝑖 дорiвнює 𝑒−Ω(𝑘).

Тодi ми можемо обрати 𝑘 = 𝑂(log 𝑛) i переконатися, що ймовiрнiсть

помилки не перевищує, скажiмо, 1/100𝑛, i, отже, ми робимо висновок, що

алгоритм повертає правильний результат з iмовiрнiстю щонайменше

99/100.

Зауважимо, що час виконання цiєї програми становить

𝑂(𝑛2𝑘) = 𝑂(𝑛2 log 𝑛) i що вона здiйснює 𝑂(𝑛𝑘) = 𝑂(𝑛 log 𝑛) викликiв

оракула.

Розглянемо тепер загальний випадок. Нам дано оракул 𝐵(·) такий,

що 𝐵(𝑟) = ⟨𝑥,𝑟⟩ для частки 1/2 + 𝜖 вiд кiлькостi значень 𝑟. Нашою метою

буде використання 𝐵(·) для симуляцiї оракула, який має узгодження у

7/8 випадкiв з ⟨𝑥,𝑟⟩, щоб ми могли використовувати алгоритм 𝐴 7
8

для

знаходження 𝑥.

Спочатку ми обираємо 𝑘 випадкових точок 𝑟1,...,𝑟𝑘 ∈ {0, 1}𝑛, де

𝑘 = 𝑂(1/𝜖2). Припустимо, що ми деяким чином отримали значення

𝐿𝑥(𝑟1),...,𝐿𝑥(𝑟𝑘). Потiм визначаємо 𝐵′(𝑟) мажоритарним голосуванням

вiд:

𝐿𝑥(𝑟𝑗)⊕𝐵(𝑟 ⊕ 𝑟𝑗), 𝑗 = 1,2,...,𝑘

Оскiльки для кожного 𝑗 вираз вище дорiвнює 𝐿𝑥(𝑟) з iмовiрнiстю

принаймнi 1
2 + 𝜖, беручи 𝑘 = 𝑂(1/𝜖2), ми можемо впевнитися, що

Pr
𝑟,𝑟1,...,𝑟𝑘

[𝐵′(𝑟) = 𝐿𝑥(𝑟)] ⩾
31

32

з чого випливає

Pr
𝑟1,...,𝑟𝑘

[Pr
𝑟
[𝐵′(𝑟) = 𝐿𝑥(𝑟)] ⩾

7

8
] ⩾

3

4
.

Розглянемо першу версiю оригiнального алгоритму [8]:

Алгоритм 𝐺𝐿(1):
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обрати 𝑟1,...,𝑟𝑘 ∈ {0,1}𝑛, де 𝑘 = 𝑂(1/𝜖2)

для всiх 𝐿𝑥(𝑟1),...,𝐿𝑥(𝑟𝑘) ∈ {0,1}
визначити 𝐵′𝐿𝑥(𝑟1),...,𝐿𝑥(𝑟𝑘)

(𝑟) як

мажоритарне голосування вiд: 𝐿𝑥(𝑟𝑗)⊕𝐵(𝑟 ⊕ 𝑟𝑗)

застосувати алгоритм 𝐴 7
8

до 𝐵′𝐿𝑥(𝑟1),...,𝐿𝑥(𝑟𝑘)
(𝑟)

додати результат до списку

Iдея цiєї програми полягає в тому, що ми насправдi не знаємо значень

⟨𝑥,𝑟𝑗⟩, але ми можемо «вгадати» їх, розглядаючи всi варiанти для бiтiв

𝐿𝑥(𝑟𝑗). Якщо 𝐵(𝑟) узгоджується з 𝐿𝑥(𝑟) принаймнi на частцi 1/2 + 𝜖 вiд

кiлькостi значень 𝑟, то iснує ймовiрнiсть принаймнi 3/4 того, що в однiй

з iтерацiй ми викличемо алгоритм 𝐴 7
8

зi змодельованим оракулом, який

узгоджується з 𝐿𝑥(𝑟) з iмовiрнiстю 7/8. Отже, остаточний список мiстить

𝑥 з iмовiрнiстю принаймнi 3
4 −

1
100 =

37
50 >

1
2 .

Очевидна проблема з цим алгоритмом полягає в тому, що його час

роботи є експоненцiйним у 𝑘 = 𝑂(1/𝜖2), а результiвний список також може

бути експоненцiально бiльшим, нiж обмеження 𝑂(1/𝜖2).

Щоб подолати цi проблеми, розглянемо наступний аналогiчний

алгоритм, який є другою версiєю оригiнального [8].

Алгоритм 𝐺𝐿(2):

обрати 𝑟1,...,𝑟𝑙 ∈ {0,1}𝑛, де 𝑙 = log𝑂(1/𝜖2)

визначити 𝑟𝑆 :=
⨁︀
𝑗∈𝑆

𝑟𝑗 для кожного

непорожнього 𝑆 ⊆ {1,...,𝑙}
для всiх 𝐿𝑥(𝑟1),...,𝐿𝑥(𝑟𝑙) ∈ {0,1}

визначити 𝐿𝑥(𝑟𝑆) :=
⨁︀
𝑗∈𝑆

𝐿𝑥(𝑟𝑗) для кожного

непорожнього 𝑆 ⊆ {1,...,𝑙}
визначити 𝐵′𝐿𝑥(𝑟1),...,𝐿𝑥(𝑟𝑙)

(𝑟) як мажоритарне

голосування вiд 𝐿𝑥(𝑟𝑆)⊕𝐵(𝑟 ⊕ 𝑟𝑆)

над непорожнiм 𝑆 ⊆ {1,...,𝑙}
запустити Алгоритм 𝐴 7

8
з оракулом 𝐵′𝐿𝑥(𝑟1),...,𝐿𝑥(𝑟𝑙)

додати результат до списку
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Тепер подивимося, чому цей алгоритм працює. Спочатку

визначаємо 𝑟𝑆 :=
⨁︀
𝑗∈𝑆

𝑟𝑗 для будь-якого непорожнього 𝑆 ⊆ {1,...,𝑙}. Тодi,

оскiльки 𝑟1,...,𝑟𝑙 ∈ {0,1}𝑛 є випадковими, звiдси випливає, що для

будь-яких 𝑆 ̸= 𝑇 , 𝑟𝑆 i 𝑟𝑇 незалежнi та рiвномiрно розподiленi. Тепер

розглядаємо 𝑥 таким, що 𝐿𝑥(𝑟) та 𝐵(𝑟) узгоджувалися на частцi 1
2 + 𝜖 вiд

кiлькостi значень 𝑟. Тодi для вибору 𝐿𝑥(𝑟𝑗), де 𝐿𝑥(𝑟𝑗) = ⟨𝑥,𝑟𝑗⟩ для всiх 𝑗,

ми маємо

𝐿𝑥(𝑟𝑆) = ⟨𝑥,𝑟𝑆⟩

для кожного непорожнього 𝑆. У такому випадку, для кожного 𝑆 i кожного

𝑟 iснує ймовiрнiсть щонайменше 1
2 + 𝜖 для вибору 𝑟𝑗, щоб

𝐿𝑥(𝑟𝑆)⊕𝐵(𝑟 ⊕ 𝑟𝑆) = ⟨𝑥,𝑟⟩

i цi подiї попарно незалежнi.

Теорема про складнiсть алгоритму 𝐺𝐿(2) згiдно [9]:

Теорема 1.3. Нехай 𝑚 � ∞, 𝑛 = 2𝑚, 𝜖 ∈ ( 𝑚√
𝑛
, 1), i нехай додатне

число 𝑠 задовольняє: 1 < 𝑠 ⩽ 𝑛𝜖2/80. Тодi для будь-якого отриманого

вектора 𝐿𝑥(𝑟) ∈ {0, 1}𝑛, алгоритм 𝐺𝐿(2) реконструює весь список ℒ
лiнiйних функцiй, розташованих на вiдстанi 𝑛

2 (1 − 𝜖) вiд 𝐿𝑥(𝑟) з

iмовiрнiстю не менше нiж 1− 2−𝑠 i складнiстю

𝑂(𝑚𝜖−4𝑠+𝑚𝜖−4 log
𝑚

𝜖2
).

1.5 Алгоритм Гольдрайха-Левiна зниженої складностi для

декодування кодiв Адамара

Алгоритм 𝐺𝐿 [8] iстотно просунув всю теорiю жорстких предикатiв

[14]. Однак його складнiсть зростає як 𝜖−4, що робить його менш

ефективним з точки зору кодування. Зокрема, його складнiсть має

квадратичний порядок 𝑛2𝑠, якщо декодер працює близько до пропускної
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здатностi каналу. Таким чином, вiн значно перевищує складнiсть

𝑂(𝑛 ln2 𝑛) машини Грiна [15], яка безпомилково виконує ту ж задачу.

Г.Кабатянський, I.Думер та С.Таверньє [9] звели складнiсть до

порядку 𝑚𝜖−2 за параметрами 𝑚 та 𝜖.

Перш нiж розглянути модифiкований алгоритм зниженої

складностi, введемо декiлька нових позначень та формул (подальше

викладення матерiалу згiдно [8]).

Розглянемо 𝑚-вимiрний булевий куб F𝑚
2 , який мiстить 𝑛 = 2𝑚 точок

𝑥 = (𝑥1,..., 𝑥𝑚). Дано будь-який двiйковий рядок 𝑎 = (𝑎1,...,𝑎𝑚), визначаємо

лiнiйну булеву функцiю 𝑎(𝑥) як скалярний добуток

𝑎(𝑥) = ⟨𝑎, 𝑥⟩ =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝑎𝑗𝑥𝑗.

Кожна лiнiйна функцiя 𝑎(𝑥) представлена в ℋ(𝑚) вектором a iз

символами 𝑎(𝑥), отриманими, коли 𝑥 проходить через F𝑚
2 . Для будь-якої

пiдмножини 𝑋 ⊆ F𝑚
2 , нехай a(𝑋) — пiдвектор a визначений на позицiях

𝑥 ∈ 𝑋.

Нехай данi параметри 𝑚, 𝜖, 𝑠 i отримане слово g ∈ F𝑛
2 . Метою є

вiдновити список функцiй

ℒ𝜖(g) = {𝑎(𝑥) : 𝑑(g, a) ⩽
𝑛

2
(1− 𝜖)}.

Тут кожна функцiя 𝑎(𝑥) буде отримана як набiр її коефiцiєнтiв (𝑎1,...,𝑎𝑚).

Накладемо деякi обмеження на параметри 𝑚, 𝜖, 𝑠, щоб отримати

експоненцiйно спадну ймовiрнiсть помилки 2−𝑠. Беремо 𝜖 ⩾ 𝑚
𝑛1/2 i

використовуємо параметри

𝑙 = ⌈log 𝜖−2 + 4⌉, 𝑘 = 2(𝑠+ log
𝑚

𝜖2
).

Тепер незалежно i рiвномiрно пiдберемо 𝑙 векторiв 𝑋 = {𝑥(1),...,𝑥(𝑙)}
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з F𝑚

2 та розглянемо лiнiйний пiдпростiр

X =
{︀ 𝑙∑︁

𝑖=1

ℎ𝑖𝑥(𝑖)|ℎ𝑖 = 0, 1
}︀
.

Якщо 𝑅𝑎𝑛𝑘(X) < 𝑙 або X мiстить вектор j з одиницею на рiвно однiй

позицiї, ми обираємо нову пiдмножину 𝑋.

Дано рядок 𝑏 = (𝑏1, ..., 𝑏𝑙) ∈ F𝑙
2, будемо шукати будь-яку функцiю

𝑎𝑏(𝑥) ∈ ℒ𝜖(g) : a𝑏(𝑋) = 𝑏.

Зауважимо, що будь-яка лiнiйна функцiя 𝑎𝑏(𝑥) визначена за основою

𝑋, також вiдома у кожнiй точцi його iнтервалу X:

𝑥 =
𝑙∑︁

𝑖=1

ℎ𝑖𝑥(𝑖) −→ 𝑎𝑏(𝑥) =
𝑙∑︁

𝑖=1

ℎ𝑖𝑏𝑖

Визначимо коефiцiєнти 𝑎𝑗,𝑏 з 𝑎𝑏(𝑥), якi є значеннями функцiї 𝑎𝑏(𝑥) у

точках j:

𝑎𝑗,𝑏 = 𝑎𝑏(j), 𝑗 = 1,...,𝑚.

Для будь-якого 𝑏 функцiя 𝑎𝑏(𝑥) може бути оцiнена в будь-якiй точцi

𝑦 = 𝑦(𝑖) як

�̃�𝑏(𝑦(𝑖)) = 𝑀𝑎𝑗𝑥∈X{𝑎𝑏(𝑥)⊕ g(𝑥⊕ 𝑦(𝑖))} (1).

Подiбним чином, заданi 𝑏 та 𝑗, ми обчислюємо ту саму функцiю 𝑎𝑏(𝑥)

у точцi 𝑦 = 𝑦(𝑖) ⊕ j,

�̃�𝑏(𝑦(𝑖) ⊕ j) = 𝑀𝑎𝑗𝑥∈X{𝑎𝑏(𝑥)⊕ g(𝑥⊕ 𝑦(𝑖) ⊕ j)} (2).

Данi 𝑏 та 𝑗, тепер ми можемо оцiнити коефiцiєнт 𝑎𝑏(j) як функцiю у

точцi 𝑦 = 𝑦(𝑖) наступним чином

�̃�𝑏,𝑖(j) = �̃�𝑏(𝑦(𝑖))⊕ �̃�𝑏(𝑦(𝑖) ⊕ j) (3).

Тепер ми можемо об’єднати 𝑘 оцiнок �̃�𝑏,𝑖(j), отриманих для рiзних 𝑖,
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в одне мажоритарне значення

�̃�𝑏(j) = 𝑀𝑎𝑗𝑖=1,...,𝑘{�̃�𝑏,𝑖(j)}.

У певному сенсi вдосконалення алгоритму GL базується на

наступному зауваженнi [8]:

Лема 1.1. Лiнiйнi функцiї 𝑎(𝑥), визначенi на F𝑚
2 утворюють код

Адамара ℋ(𝑙) на будь-якому 𝑙-вимiрному лiнiйному пiдпросторi X ⊂ F𝑚
2

Далi розглянемо мажоритарне голосування за вектором g(X⊕ 𝑦(𝑖)) в

(1). Дано будь-яке 𝑦 = 𝑦(𝑖), ми обираємо на користь деякої сталої �̃�𝑏(𝑦) у

(1), замiсть �̃�𝑏(𝑦)⊕1, якщо вiдповiдна афiнна функцiя 𝑎𝑏(𝑥)⊕ �̃�𝑏(𝑦) ближча

до g(X⊕𝑦), нiж протилежна функцiя 𝑎𝑏(𝑥)⊕�̃�𝑏(𝑦)⊕1. Таким чином, оцiнки

�̃�𝑏(𝑦) можна отримати одночасно для рiзних 𝑏 ∈ F𝑙
2 шляхом декодування

вектора g(X⊕ 𝑦) у список iз 2𝑙 найближчих афiнних функцiй

{𝑏(ℎ)⊕ �̃�𝑏(𝑦), 𝑏 ∈ F𝑙
2}.

Тут для кожного 𝑏 з’являється рiвно одна функцiя. Iншими словами,

g(X⊕ 𝑦) є 2𝑙-декодовною списком у бiортогональний код 𝑅𝑀(1,𝑙) розмiру

2𝑙+1. Таким чином, отримуємо 2𝑙 рядкiв коефiцiєнтiв (𝑏1,...,𝑏𝑙,�̃�𝑏(𝑦)), що,

своєю чергою, можна переписати як вектор 𝐴(𝑦), який має символ �̃�𝑏(𝑦) на

кожнiй "позицiї" 𝑏 = (𝑏1,...,𝑏𝑙) з F𝑙
2.

Загалом, для кожного 𝑖 = 1,...,𝑘 та 𝑗 = 0,...,𝑚 виконуємо

декодування списком 𝐹𝐿 вектора g(X⊕ 𝑦(𝑖) ⊕ j) у 2𝑙 найближчих афiнних

функцiй i формуємо вектор 𝐴(𝑦(𝑖) ⊕ j) довжини 2𝑙, утворений вiльними

членами цих афiнних функцiй. Ця операцiя еквiвалентна (2). Своєю

чергою, для кожного 𝑗 ⩾ 1, два вектори 𝐴(𝑦(𝑖)) i 𝐴(𝑦(𝑖) ⊕ j) дають новий

вектор

𝐴𝑖(j) = 𝐴(𝑦(𝑖))⊕ 𝐴(𝑦(𝑖) ⊕ j),

що включає всi символи �̃�𝑏,𝑖(j), отриманi в (3). Нарештi, для кожного

𝑗 = 1,...,𝑚 виконуємо мажоритарне голосування на 𝑘 векторах 𝐴𝑖(j), якi
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дають 𝑚 векторiв

𝐴(j) = 𝑀𝑎𝑗𝑖=1,...,𝑘{𝐴𝑖(j)}.

Таким чином, вектори 𝐴(j) = 𝑀𝑎𝑗𝑖=1,...,𝑘𝐴𝑖(j) утворюють 𝑚 × 2𝑙

матрицю та дають коефiцiєнти �̃�𝑏 = (�̃�1,𝑏,...,�̃�𝑚,𝑏) функцiї �̃�𝑏(𝑥) у

будь-якому стовпцi 𝑏 ∈ F𝑙
2.

Алгоритм GL тепер змiнено наступним чином [8]:

Алгоритм 𝐺𝐿𝑚𝑜𝑑(g,𝑚, 𝜖, 𝑠) для коду ℋ(𝑚)

Вхiд: значення 𝑚, 𝜖, 𝑠, вектор g ∈ {0, 1}𝑛

обрати 𝑙-вимiрний пiдпростiр X, за ⩽ 𝑠 спроб.

обрати точки 𝑦(𝑖), 𝑖 = 1,...,𝑘, за ⩽ 9𝑘 спроб.

для кожного 𝑖 та 𝑗 = 0,...,𝑚

декодувати вектор g(X⊕ 𝑦(𝑖) ⊕ j) у вектор 𝐴(𝑦(𝑖) ⊕ j)

знайти вектор 𝐴𝑖(j) = 𝐴(𝑦(𝑖))⊕ 𝐴(𝑦(𝑖) ⊕ j)

для кожного 𝑗 ⩾ 1

знайти 𝐴(j) = 𝑀𝑎𝑗𝑖=1,...,𝑘{𝐴𝑖(j)}
повернути список {�̃�𝑏(𝑥) =

𝑚∑︀
𝑗=1

�̃�𝑏(j)𝑥𝑗|𝑏 ∈ F𝑙
2}

Нам потрiбно порядку 𝑚𝑘𝑙22𝑙 операцiй для декодування всiх 𝑚𝑘

векторiв g(X ⊕ 𝑦(𝑖) ⊕ j). Нарештi, ми обчислюємо кожен вектор 𝐴𝑖(j), що

вимагає 2𝑙 операцiй на вектор. Тому алгоритм 𝐺𝐿𝑚𝑜𝑑 має загальну

складнiсть

Φ𝑚𝑜𝑑 ∼ 𝑚𝑘𝑙22𝑙 = 𝑂
(︀(︀
𝑠+ log

𝑚

𝜖2
)︀𝑚
𝜖2

log2 𝜖
)︀

Це завершує наш розгляд застосування алгоритму 𝐺𝐿 для декодування

коду Адамара ℋ(𝑚).

1.6 Iнтерпретацiя алгоритму 𝐺𝐿 для аналiзу Фур’є

Аналiз Фур’є – це дослiдження того, як загальнi функцiї можна

розкласти на тригонометричнi або експоненцiальнi функцiї з певними

частотами. Причина, чому аналiз Фур’є такий важливий у фiзицi, полягає
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в тому, що багато диференцiальних рiвнянь, якi керують фiзичними

системами, є лiнiйними, що означає, що сума двох розв’язкiв також є

розв’язком. Отже, оскiльки аналiз Фур’є говорить нам, що будь-яку

функцiю можна записати в термiнах синусоїдальних функцiй, ми можемо

обмежити нашу увагу цими функцiями пiд час розв’язання

диференцiальних рiвнянь. I тодi ми можемо створити будь-яку iншу

функцiю з цих спецiальних. Це дуже корисна стратегiя, оскiльки незмiнно

легше мати справу iз синусоїдальними функцiями, нiж iз загальними.

Ми розглянемо алгоритми навчання, якi мають "членський доступ"

до невiдомої функцiї [11]. Тобто вони можуть запитувати у 𝑓 будь-яку

точку на свiй вибiр. Оскiльки це бiльш потужно, нiж просто отримання

випадкової вибiрки, очiкується, що цi алгоритми будуть бiльш

ефективними. Аналiз Фур’є є корисним iнструментом i тут.

Одним iз ключових алгоритмiв тут є алгоритм Гольдрайха-Левiна

(𝐺𝐿) [11]. Вiн ефективно виявляє всi помiтнi коефiцiєнти Фур’є певної

функцiї, роблячи при цьому дуже мало запитiв.

Наведемо теорему згiдно [11]:

Теорема 1.4. Iснує рандомiзований алгоритм такий, що якщо

наданий доступ для запиту до функцiї 𝑓 : {−1,1}𝑛 � {−1,1} i порогове

значення 𝜖 > 0, то вiн вiдновлює список 𝐿 коефiцiєнтiв Фур’є так, що

– Якщо |𝑓(𝑆)| ⩾ 𝜖, тодi 𝑆 ∈ 𝐿.

– Якщо 𝑆 ∈ 𝐿, тодi |𝑓(𝑆)| ⩾ 𝜖/2.

Алгоритм досягає успiху з iмовiрнiстю приблизно 99%, i вимагає

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛, 1/𝜖) запитiв i часу.

Опишемо типове застосування алгоритму Гольдрайха-Левiна.

По-перше, нам потрiбне наступне твердження, яке показує, що будь-який

конкретний коефiцiєнт Фур’є може бути добре наближено за допомогою

кiлькох вибiрок [11].

Лема 1.2. Нехай 𝑓 : {−1,1}𝑛 � {−1,1}. Припустимо, що |𝑓 |1 ⩽ 𝐶.

Тодi iснує алгоритм навчання iз членськими запитами, яким 𝑃𝐴𝐶
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(Probably Approximately Correct) навчає 𝑓 в межах помилки 𝜖 > 0,

використовуючи членськi запити 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛,𝐶,1/𝜖).

Нам потрiбно декiлька основних фактiв про те, як розклад Фур’є

булевих функцiй поводиться пiд час змiни базису та/або обмежень. У

цьому роздiлi зручнiше буде розглянути булевi функцiї 𝑓 : F𝑛
2 � {−1, 1}.

Їх розклад за Фур’є є 𝑓(𝑥) =
∑︀
𝑆

𝑓(𝑆)(−1)⟨𝑥,𝑆⟩.

Ми починаємо з розгляду обмежень, фiксуючи деякi змiннi. Наведемо

такi твердження [11]:

Твердження 1.3. Нехай 1 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛 − 1. Для 𝑎 ∈ F𝑛−𝑚
2 визначимо

обмеження, позначене 𝑓𝑚;𝑎(𝑥), як обмеження, утворене фiксацiєю останнiх

𝑛−𝑚 елементiв як 𝑎, а саме

𝑓𝑚;𝑎(𝑥) = 𝑓(𝑥1,...,𝑥𝑚,𝑎1,...,𝑎𝑛−𝑚)

Тодi

𝑓𝑚;𝑎(𝑆) =
∑︁

𝑇⊆{𝑚+1,...,𝑛}

𝑓(𝑆 ∪ 𝑇 )(−1)⟨𝑎,𝑇 ⟩

Твердження 1.4. Нехай 𝑓 : F𝑛
2 � {−1, 1}. Нехай 𝐴 ∈ F𝑛×𝑛

2 матриця

повного рангу i нехай 𝑏 ∈ F𝑛
2 . Визначимо 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝐴𝑥+ 𝑏). Тодi

𝑓(𝑆) = (−1)⟨𝑏,𝑆⟩𝑔(𝐴𝑇𝑆)

Таким чином, якщо ми хочемо знайти всi помiтнi коефiцiєнти Фур’є у

𝑓 , ми можемо знайти їх для 𝑓(𝐴𝑥+𝑏), а потiм вiдновити їх для 𝑓 . Алгоритм

Гольдрайха-Левiна для аналiзу Фур’є [11] використовує це.

Алгоритм 𝐺𝐿𝐹𝑢𝑟𝑖𝑒𝑟

нехай 𝑓 : F𝑛
2 � {−1, 1} та нехай 𝜖 > 0 буде пороговим.

встановити 𝑑 = 𝑂(log 1
𝜖 ) та 𝛿 = 𝑂(𝜖

2

𝑛 ).

нехай 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝐴𝑥+ 𝑏), де 𝐴 ∈ F𝑛×𝑛
2 – рандомна оборотна

матриця та 𝑏 ∈ F𝑛
2 вибранi рiвномiрно.

для 1 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛 нехай 𝑔𝑚 : F𝑛
2 � {−1, 1} бути обмеженням 𝑔,

шляхом фiксацiї останнiх 𝑛−𝑚 бiтiв як нулi.
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Тобто: 𝑔𝑚(𝑥1,...,𝑥𝑚) = 𝑔(𝑥1,...,𝑥𝑚,0,...,0)

для кожного 𝑚 = 𝑑,...,𝑛 обчислити список 𝐿𝑚 великих

коефiцiєнтiв Фур’є для 𝑔𝑚 наступним чином:

якщо 𝑚 = 𝑑

встановити 𝐿𝑑 = F
𝑑
2.

якщо 𝑚 > 𝑑

встановити 𝐿𝑚 = 𝐿𝑚−1 × F2.

для кожного 𝑆 ∈ 𝐿𝑚

оцiнити 𝑔𝑚(𝑆) з точнiстю 𝜖/2 i похибкою 𝛿.

вiдкинути всi коефiцiєнти Фур’є, для яких

оцiнка нижче 𝜖/2.

нехай 𝐿 = {𝐴𝑇𝑆 : 𝑆 ∈ 𝐿𝑛}.
повернути 𝐿.

По-перше, зауважимо, що оскiльки |𝐿𝑚| ⩽ 𝑂(1/𝜖2) для всiх 𝑚, то за

нашим вибором 𝛿 алгоритм оцiнки Фур’є нiколи не помиляється.

В завершеннi, наведемо таку лему [11]:

Лема 1.3. З ймовiрнiстю принаймнi 99% щодо вибору 𝐴,𝑏 ми маємо,

що 𝐿𝑚 ⊂ 𝐿𝑚−1 × F2 для всiх 𝑚 = 𝑑,...,𝑛.

Висновки до роздiлу 1

Бiльшiсть дослiджень алгоритму Гольдрайха-Левiна зосереджується

саме на його застосуваннi для декодування кодiв Адамара. У данiй роботi

зроблено акцент на застосуваннi алгоритму для знаходження найбiльших

коефiцiєнтiв Фур’є та аналiзу ефективностi його використання для цiєї

задачi. Зокрема, алгоритм було використано для кодера 𝑇𝑢𝑟𝑏𝑜𝐴𝐸.
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2 ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНЕ ДОСЛIДЖЕННЯ

ВИКОРИСТАННЯ АЛГОРИТМУ ГОЛЬДРАЙХА-ЛЕВIНА

ДЛЯ ЗНАХОДЖЕННЯ НАЙБIЛЬШИХ КОЕФIЦIЄНТIВ

ФУР’Є

Основне завдання в криптографiї – це побудова сильнiших

криптографiчних функцiй зi слабших. Одним з таких прикладiв є

теорема Гольдрайха-Левiна, яка використовується для побудови

«генератора псевдовипадкових чисел» iз «односторонньої перестановки»

[16]. Ключем до аналiзу конструкцiї Гольдрайха-Левiна є алгоритм

навчання. Зокрема, алгоритм навчання Гольдрайха-Левiна вирiшує

наступне завдання: при заданому доступi до цiльової функцiї f:𝐹 𝑛
2 −→ 𝐹2

знайти всi лiнiйнi функцiї, з якими f має кореляцiю. Iншими словами,

необхiдно знайти всi помiтно великi коефiцiєнти Фур’є функцiї f. У цьому

роздiлi буде наведено експериментальне дослiдження того, як алгоритм

Гольдрайха-Левiна може допомогти знайти найбiльшi коефiцiєнти Фур’є,

якi можна використовувати у нейронному кодерi 𝑇𝑢𝑟𝑏𝑜𝐴𝐸.

2.1 Архiтектура кодера TurboAE

Вiдправною точкою Турбокода є рекурсивний систематичний

згортковий (RSC) код, який має оптимальний алгоритм декодування

(алгоритм Бала-Кока-Елiнека-Равiва (BCJR) [17]). Ключовим недолiком

коду RSC є те, що алгоритму не вистачає великої кiлькостi пам’ятi

(оскiльки згортковий код працює iз ковзним вiкном). Як удосконалення

пропонувалося ввести довготривалу пам’ять (англ. long-term memory)

шляхом створення двох копiй вхiдних бiтiв — перша копiя проходить

через код RSC, а друга копiя проходить через перемежувач (англ.

interleaver) перед тим, як пройти той самий код. Такий код може бути
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декодований за допомогою iтеративного перемежування м’якого

декодування (англ. soft decoding) на основi сигналу, отриманого вiд

першої копiї, та подальшого використання версiї з оберненим

перемежуванням попередньої для декодування другої копiї. Далi

з’явилося ще одне удосконалення – так званий «турбопринцип».

«Турбопринцип» належить до iтеративного декодування з послiдовним

уточненням апостерiорного розподiлу бiтiв, що передаються, на етапах

декодування у вихiдному порядку i порядку перемежування. Цей код має

вiдмiнну продуктивнiсть, i на основi цього у роботi [18] розроблено кодер

𝑇𝑢𝑟𝑏𝑜𝐴𝐸, що включає як кодер з перемежуванням, так i iтеративний

енкодер.

Перемежування широко використовується в системах зв’язку для

придушення iмпульсних перешкод. Формально перемежувач 𝑥𝜋 = 𝜋(𝑥) та

деперемежувач 𝑥 = 𝜋−1(𝑥𝜋) (обернений перемежувач) пересувають вперед

та назад вхiдну послiдовнiсть 𝑥 з масивом псевдовипадкового

перемежування, вiдомим як кодеру, так i декодеру вiдповiдно, як

показано на рисунку 2.1.

Рисунок 2.1 – Графiчне представлення перемежувача та

деперемежувача.

У контекстi Турбокода та 𝑇𝑢𝑟𝑏𝑜𝐴𝐸 перемежування
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використовується не для усунення пакетних помилок, а скорiше для

додавання довготривалої пам’ятi до структури коду.

У дипломнiй роботi як приклад взято швидкiсть коду 1/3 для

кодувальника з перемежуванням f𝜃, який складається з трьох навчальних

блокiв кодування f𝑖,𝜃(·) для 𝑖 ∈ {1, 2, 3}, де f𝑖,𝜃(·) кодує 𝑏𝑖 = f𝜃(𝑢), 𝑖 ∈ {1, 2}
i 𝑏3 = f3,𝜃(𝜋(𝑢)), 𝑏𝑖 — певне неперервне значення. Обмеження потужностi

канального кодування здiйснюється за допомогою блоку обмеження

потужностi 𝑥𝑖 = ℎ(𝑏𝑖) (рис. 2.2).

Рисунок 2.2 – Графiчне представлення кодера 𝑇𝑢𝑟𝑏𝑜𝐴𝐸.

Оскiльки прийнятi кодовi слова кодуються з вихiдного

повiдомлення 𝑢 та повiдомлення з перемежуванням 𝜋(𝑢), декодування

коду з перемежуванням вимагає iтеративного декодування як у порядку

перемежування, так i в порядку зворотного перемежування, як показано

на рисунку 2.3.

Нехай 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 позначають зашумленi версiї 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 вiдповiдно.

Декодер виконує декiлька iтерацiй, при цьому кожна iтерацiя мiстить два

декодери 𝑔𝜑,1 та 𝑔𝜑,2 для порядку перемежування та зворотного

перемежування на 𝑖-й iтерацiї.

Перший декодер 𝑔𝜑,1 бере прийнятий сигнал 𝑦1, 𝑦2 i деперемежує

апрiорний сигнал 𝑝 з формою (𝐾,𝐹 ), де 𝐹 — розмiр iнформацiйної

ознаки для кожного бiта коду, щоб створити апостерiорний 𝑞 тiєї ж
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Рисунок 2.3 – Декодер 𝑇𝑢𝑟𝑏𝑜𝐴𝐸 на кодовiй швидкостi 1/3.

форми (𝐾,𝐹 ). Другий декодер 𝑔𝜑,2 приймає сигнал 𝜋(𝑦1), 𝑦3 i перемежує

попереднiй апрiорний сигнал 𝑝 для отримання апостерiорного сигналу 𝑞.

Апостерiорний сигнал попереднього етапу 𝑞 служить апрiорним сигналом

наступного етапу 𝑝. Перша iтерацiя приймає 0 як апрiорну, а остання

апостерiорна iтерацiя, яка має форму (𝐾, 1), декодується як сигмоїдна

функцiя �̂� = 𝑠𝑖𝑔𝑚𝑜𝑖𝑑(𝑞).

I структуру кодера, i структуру декодера можна розглядати як

параметризацiю турбокода. Як тiльки буде параметризовано кодер та

декодер, 𝑇𝑢𝑟𝑏𝑜𝐴𝐸 можна навчати рiзними методами машинного

навчання, оскiльки кодер, канал та декодер диференцiйованi.

У дипломнiй роботi буде розглянуто розробку iнструментiв для

iнтерпретацiї процесу навчання для завадостiйких кодiв за допомогою

глибокого навчання, зосередивши увагу на:

1) використаннi алгоритму Гольдрайха-Левiна для швидкої

iнтерпретацiї навченого кодера;

2) використання коефiцiєнтiв Фур’є як iнструменту для розумiння

динамiки навчання та ландшафту втрат.

Входом у мережу є послiдовнiсть 𝑢 зi 100 бiт, а виходом кожного

блоку 𝑏 ∈ {1, 2, 3} є послiдовнiсть 𝑥𝐴𝐸,𝑏 ∈ {±1}100.
Апроксимацiйнi вирази для кожного блоку будуть наступними:

Блок 1: 1⊕ 𝑢1 ⊕ 𝑢2 ⊕ 𝑢3 ⊕ 𝑢4 ⊕ 𝑢5

Блок 2: 𝑢1 ⊕ 𝑢3 ⊕ 𝑢4 ⊕ 𝑢5

Блок 3 може приймати значення одного з чотирьох рiшень:
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Рiшення 1: 𝑢1 ⊕ 𝑢2 ⊕ 𝑢4

Рiшення 2: 1⊕ 𝑢1 ⊕ 𝑢2 ⊕ 𝑢3 ⊕ 𝑢4

Рiшення 3: 1⊕ 𝑢1 ⊕ 𝑢2 ⊕ 𝑢4 ⊕ 𝑢5

Рiшення 4: 1⊕ 𝑢1 ⊕ 𝑢2 ⊕ 𝑢3 ⊕ 𝑢4 ⊕ 𝑢5

Значення 𝑢 знаходяться в залежностi вiд вхiдних значень 𝑥:

𝑢1 = 𝑥𝑖+2, 𝑢2 = 𝑥𝑖+1, 𝑢3 = 𝑥𝑗, 𝑢4 = 𝑥𝑖−1, 𝑢5 = 𝑥𝑖−2.

Бiльш детально кодер 𝑇𝑢𝑟𝑏𝑜𝐴𝐸 описано в [19] та [20].

2.2 Використання алгоритму Гольдрайха-Левiна для

знаходження коефiцiєнтiв Фур’є

Переходячи до областi 𝑥𝑖 ∈ {±1} та вважаючи, що 𝜒𝑠 = Π𝑖∈𝑆𝑥𝑖,

кожна булева (𝐹 𝑛
2 −→ 𝐹2) та псевдобулева (𝐹 𝑛

2 −→ 𝑅) функцiя має єдине

представлення Фур’є [16]:

f(𝑥) =
∑︁

𝑆⊆{1,2,...,𝑛}

f̂(𝑆)𝜒𝑠,

де 𝑓(𝑆) є коефiцiєнтами Фур’є для множини 𝑆, а |𝑓(𝑆)|2 являє собою ваги

Фур’є.

Алгоритм Гольдрайха-Левiна (GL) прагне вивести список множин

𝑆, для яких |𝑓(𝑆)| перевищує заздалегiдь заданий порiг 𝛾. Для цього

необхiдно використовувати наступну теорему.

Теорема 2.1. Для заданого доступу до f:{±1}𝑛 −→ {±1}, заданих

𝛾, 𝛿 > 0, iснує алгоритм
(︀
𝑛, 1𝛾 log

1
𝛿

)︀
, який виводить список 𝐿 = {𝑆1,...,𝑆𝑚}

при умовах:

(1) якщо |𝑓(𝑆)| ⩾ 𝛾, то 𝑆 ∈ 𝐿;

(2) якщо 𝑆 ∈ 𝐿, то |𝑓(𝑆)| ⩾ 𝛾
2 виконується з ймовiрнiстю 1− 𝛿.

Теорема вимагає, щоб 𝛾 було визначено заздалегiдь. Якщо 𝛾 занадто

велике, то нiчого не повертається, а якщо занадто мале, то час виконання
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збiльшується, i повертається бiльше коефiцiєнтiв, нiж потрiбно.

Алгоритм Гольдрайха-Левiна спрямований на пошук множин 𝑆 з

величиною коефiцiєнта Фур’є |𝑓(𝑆)| ⩾ 𝛾. Алгоритм Гольдрайха-Левiна

для пошуку коефiцiєнтiв Фур’є наступний:

Алгоритм 𝐺𝐿𝐹𝑢𝑟𝑖𝑒𝑟_𝑐𝑜𝑒𝑓

Iнiцiалiзувати 𝑘 = 0, 𝑈 = ∅.

Згенерувати випадковий список 𝐿←− (·, · ,...,·),
який являє собою набiр множин 𝐿 = {𝑈 ∪ 𝑇 : 𝑇 ⊆ [𝑛]∖[𝑘]}.
Для всiх 𝑘 ∈ [1, 𝑛]:

Для всiх 𝐵 ∈ 𝐿,𝐵 = (𝑎1,...,𝑎𝑘−1, · ,...,·):
Нехай 𝐵𝑎𝑘 = (𝑎1,...,𝑎𝑘, · ,...,·) для 𝑎𝑘 = {0,1}.
Оцiнити вагу Фур’є 𝑊 (𝐵𝑎𝑘) у межах ±𝛾2

4 з

ймовiрнiстю не менше 1− 𝛿.

Прибрати значення 𝐵 зi списку 𝐿.

Додати значення 𝐵𝑎𝑘 до списку 𝐿 у випадку,

коли розрахована вага 𝑊 (𝐵𝑎𝑘) ⩾
𝛾2

2 .

Вивести значення списку 𝐿.

Щоб даний алгоритм працював на практицi, потрiбно знати 𝛾 й

переконатися, що зроблено достатньо запитiв. У ходi дипломної роботи

необхiдно знайти набiр з найбiльшою величиною коефiцiєнта Фур’є (або

кiлька наборiв, якщо вони мають приблизно однаковi величини

коефiцiєнта Фур’є). На сьогоднi не iснує iнформацiї щодо фiксованого

значення 𝛾, яке необхiдно використовувати для знаходження коефiцiєнтiв

Фур’є. Задача полягає в тому, щоб експериментально вибрати 𝛾 й

кiлькiсть запитiв без попереднього знання.
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2.3 Практична реалiзацiя знаходження вагiв Фур’є для

кодера TurboAE

Правильною роботою алгоритму Гольдрайха-Левiна для

знаходження коефiцiєнтiв Фур’є є стабiльнi вихiднi данi у блоках кодера

𝑇𝑢𝑟𝑏𝑜𝐴𝐸. Як зазначено на рис. 2.2 та в апроксимацiйних виразах для

кодера, необхiдно щоб один з блокiв 𝑇𝑢𝑟𝑏𝑜𝐴𝐸 мав стабiльнi вихiднi данi.

Стабiльнiсть у такому випадку означає, що один i той самий набiр

вихiдних даних створюється послiдовно, коли наведений алгоритм

Гольдрайха-Левiна запускається декiлька разiв з рiзними iнiцiалiзацiями.

У роботi був використаний наступний евристичний пiдхiд: було

обрано достатньо велику кiлькiсть запитiв для проведення експерименту

(800 запитiв); в залежностi вiд значень 𝛾 використовувався алгоритм

Гольдрайха-Левiна, описаний у попередньому пiдроздiлi для того, щоб

знайти найбiльший коефiцiєнт Фур’є.

На рис. 2.4 наведено результати роботи алгоритму Гольдрайха-Левiна

в залежностi вiд значень 𝛾 для рiзних блокiв кодера 𝑇𝑢𝑟𝑏𝑜𝐴𝐸.

На рис. 2.4 синiм кольором показано результати для блоку 1 кодера

𝑇𝑢𝑟𝑏𝑜𝐴𝐸, помаранчевим кольором для блоку 2, зеленим – для блоку 3,

червоним – помилковi значення, коли 𝑊 (𝐵𝑎𝑘) <
𝛾2

2 .

Як видно з рис. 2.4, при порогових значеннях 𝛾 > 0.5, тiльки блоки

1 та 2 мають стабiльнi вихiднi значення. Далi було знижено порогове

значення 𝛾. Для цього за експериментальнi були взятi значення

𝛾 ∈ {0.25, 0.375, 0.435, 0.45}. У випадку, коли вага Фур’є 𝑊 (𝐵𝑎𝑘) < 𝛾2

2 ,

такi результати розглядалися як помилка i видiленi на рис. 2.4 червоним

кольором. Тiльки у випадку, коли 𝛾 > 0.435 можна казати про стабiльнi

вихiднi значення блоку 3.

Щоб дослiдити вплив кiлькостi запитiв на збiжнiсть ваги Фур’є,

також було проведено тестування алгоритму Гольдрайха-Левiна iз рiзною

кiлькiстю запитiв (10, 25, 50, 100, 200, 400, 800). Результати такого
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Рисунок 2.4 – Графiчне представлення значень вагiв Фур’є в залежностi

вiд порогових значень.

експерименту наведено на рис. 2.5.

На рис. 2.5 видно, що блок 3 (зелений колiр) не має вихiдних даних

при невеликiй кiлькостi запитiв, блок 2 (помаранчевий колiр) сходиться

швидко, а блок 1 (синiй колiр) сходиться приблизно пiсля 200 запитiв.

Коли кiлькiсть запитiв замала, для блоку 2 вiдображається список

виведення помилок (позначається червоними крапками). Швидка

збiжнiсть блоку 2, ймовiрно, пов’язана з тим, що справжня функцiя є

парною i, отже, має великий коефiцiєнт Фур’є. У таблицi 2.1 узагальнено

отриманi в ходi експерименту результати.

Як принципово вибрати 𝛾 та мiнiмальну кiлькiсть запитiв – цiкаве

вiдкрите питання. У табл. 2.1 представленi експериментальнi результати.

Кiлькiсть запитiв стосується кiлькостi оцiнок функцiї для оцiнки одного

очiкування.

Для роботи використовувалась готова реалiзацiя кодеру 𝑇𝑢𝑟𝑏𝑜𝐴𝐸,

що можна розглянути за посиланням:

https://github.com/yihanjiang/turboae. Код до алгоритму, наведеного у

https://github.com/yihanjiang/turboae
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Рисунок 2.5 – Знаходження ваги Фур’є в залежностi вiд кiлькостi

запитiв для алгоритму Гольдрайха-Левiна.

попередньому роздiлi, було написано мовою програмування MATLAB, а

iмплементацiю наведено у додатку А.

Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi було наведено експериментальне дослiдження того,

як алгоритм Гольдрайха-Левiна може допомогти знайти найбiльшi

коефiцiєнти Фур’є, якi можна використовувати у нейронному кодерi

𝑇𝑢𝑟𝑏𝑜𝐴𝐸. Було наведено псевдокод до алгоритму Гольдрайха-Левiна для

пошуку коефiцiєнтiв Фур’є, а також результати роботи алгоритму в

залежностi вiд значень 𝛾 для рiзних блокiв кодера 𝑇𝑢𝑟𝑏𝑜𝐴𝐸. Було

дослiджено вплив кiлькостi запитiв на збiжнiсть ваги Фур’є i проведено

тестування алгоритму Гольдрайха-Левiна iз рiзною кiлькiстю запитiв.
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Номер
блоку

Набори апроксимацiй Мiнiмальна
кiлькiсть запитiв

Значення
коефiцiєнтiв
Фур’є

1 1⊕ 𝑢1 ⊕ 𝑢2 ⊕ 𝑢3 ⊕ 𝑢4 ⊕ 𝑢5 200 0.81

2 𝑢1 ⊕ 𝑢3 ⊕ 𝑢4 ⊕ 𝑢5 25 1.0

3 Рiшення 1:
𝑢1 ⊕ 𝑢2 ⊕ 𝑢4

Рiшення 2:
1⊕ 𝑢1 ⊕ 𝑢2 ⊕ 𝑢3 ⊕ 𝑢4 ⊕ 𝑢5

Рiшення 3:
1⊕ 𝑢1 ⊕ 𝑢2 ⊕ 𝑢4 ⊕ 𝑢5

Рiшення 4:
1⊕ 𝑢1 ⊕ 𝑢2 ⊕ 𝑢4 ⊕ 𝑢5

800 0.4982
0.5004
0.5014
0.4995

Значення 𝑢 𝑢1 = 𝑥𝑖+2, 𝑢2 = 𝑥𝑖+1, 𝑢3 = 𝑥𝑗 , 𝑢4 = 𝑥𝑖−1, 𝑢5 = 𝑥𝑖−2

Таблиця 2.1 – Апроксимацiя Гольдрайха-Левiна для кодера

𝑇𝑢𝑟𝑏𝑜𝐴𝐸.
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ВИСНОВКИ

У дипломнiй роботi продемонстровано практичну значущiсть

алгоритму Гольдрайха-Левiна для аналiзу шифросистем на надiйнiсть.

Для практичної реалiзацiї обрано кодер TurboAE, для якого наведено

результати використання зазначеного алгоритму.

У ходi дипломної роботи були виконанi наступнi завдання:

1) Проведено огляд лiтератури щодо алгоритмiв Гольдрайха-Левiна,

якi нинi використовуються на практицi;

2) Показано iнтерпретацiї алгоритмiв та особливостi їх

використання в залежностi вiд того, чи використовуються вони тiльки

для задач кодування та декодування чи для знаходження коефiцiєнтiв

Фур’є.

3) Наведено iмплементацiю алгоритму Гольдрайха-Левiна для

знаходження коефiцiєнтiв Фур’є, що надалi буде використано для кодера

𝑇𝑢𝑟𝑏𝑜𝐴𝐸.

4) Проведено аналiз отриманих результатiв iмплементацiї алгоритму

Гольдрайха-Левiна в залежностi вiд кiлькостi запитiв, якi необхiдно пройти

для визначення результатiв по кожному з блокiв кодера 𝑇𝑢𝑟𝑏𝑜𝐴𝐸.
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ДОДАТОК А ТЕКСТИ ПРОГРАМ

А.1 Програма 1

k = 0;

n = 800;

L = randn(1, n);

threshold = 0.5;

delta = 0.99;

for k = 1:n

a = unifrnd(0, 0.1, 1, k);

idx = randperm(numel(a),

fix(numel(a) / 3));

sbs = ind2sub(size(L), idx);

S = false(size(L));

S(sbs) = 1;

Ys = L .* S;

W = abs(ifft(Ys));

gamma = (threshold∧2) / 4;

if any(W > gamma)

L = [L, W(W > gamma)];

end

end

L
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