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Анотацiя

Аналiз асимптотики складних процесiв вiдновлення 𝐷(𝑡) є дiєвим iнструментом
дослiдження їх можливих застосувань у фiнансах i страхуваннi та у рiзноманiтних
технiчних дисциплiнах. З цiєю метою наводимо цiлий ряд граничних теорем для
𝐷(𝑡), зокрема твердження типу «сильного принципу iнварiантностi», що дають
достатнi умови апроксимацiї процесiв 𝐷(𝑡) за допомогою вiнеровського процесу чи
стiйкого процесу i слугують пiдгрунтям для подальшого дослiдження швидкостi
зростання складних процесiв вiдновлення 𝐷(𝑡) i флуктуацiї їх приростiв.

Ключовi слова: складний процес вiдновлення; складний процес Пуассона; про-
цеси ризику; граничнi теореми; сильний принцип iнварiантностi; закон повторного
логарифму.

Процеси вiдновлення𝑁(𝑡) i складнi процеси вiдновлення – це випадковi процеси,
що тiсно пов’язанi з класичною схемою сум незалежних випадкових величин.
Нехай {𝑧𝑖, 𝑖 ⩾ 1} – невiд’ємнi незалежнi однаково розподiленi випадковi величини
(н.о.р.в.в.), 𝑍(𝑥) =

∑︀[𝑥]
𝑖=1 𝑧𝑖, 𝑥 > 0, 𝑍(0) = 0. Процес вiдновлення (рахуючий

процес) визначається як

𝑁(𝑡) = inf{𝑥 ⩾ 0 : 𝑍(𝑥) > 𝑡}.

Нехай {𝑋𝑖, 𝑖 ⩾ 1} iнша послiдовнiсть н.о.р.в.в. незалежнх вiд {𝑧𝑖, 𝑖 ⩾ 1},
𝑆(𝑡) =

∑︀[𝑡]
𝑖=1𝑋𝑖, 𝑡 > 0, 𝑆(0) = 0.
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Означення 1. Складний процес вiдновлення визначається спiввiдношенням

𝐷(𝑡) = 𝑆(𝑁(𝑡)) =

𝑁(𝑡)∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖. (1)

Складнi процеси вiдновлення в теорiї масового обслуговування, в теорiї черг та
в теорiї надiйностi часто iнтерпретують, як загальний час очiкування обслуговува-
ння на iнтервалi часу [0, 𝑡], час безвiдмовної роботи системи i т.п.; у фiнансовiй
математицi – як загальну змiну ринкової вартостi до моменту часу 𝑡; в актуарнiй
(страховiй) математицi – як загальну суму звернень до страхової компанiї на
вiдшкодування збиткiв на iнтервалi часу [0, 𝑡]. Наприклад, в класичнiй динамi-
чнiй моделi ризику Крамера – Лундберга процес ризику 𝑈(𝑇 ), що описує
змiни резервного капiталу страховика для певного портфелю страхових договорiв,
визначається як

𝑈(𝑡) = 𝑢+ 𝑐𝑡−𝐷(𝑡) = 𝑢+ 𝑐𝑡−
𝑁(𝑡)∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖, (2)

де розмiри виплат {𝑋𝑖, 𝑖 ⩾ 1} – н.о.р.в.в. з функцiєю розподiлу (ф.р.) 𝐹 (𝑥) та скiн-
ченним математичним сподiванням 𝑚 = 𝐸𝑋1, {𝑧𝑖, 𝑖 ⩾ 1} – моменти надходження
вимог на виплати, 𝑢 – початковий капiтал, 𝑐 – швiдкiсть (iнтенсивнiсть) надхо-
дження страхових внескiв, 𝑁(𝑡) – процес надходження вимог – процес Пуассона,
промiжки часу мiж надходженнями вимог мають експоненцiйний розподiл. Отже,
тут 𝐷(𝑡) – складний процес Пуассона . У бiльш загальнiй ситуацiї (модель
Спарре – Андерсена) 𝑁(𝑡) – процес вiдновлення. Подальше узагальнення моделi
колективного ризику приводить до розгляду процесiв ризику зi стохастичними
премiями :

𝑈 *(𝑡) = 𝑢+Π(𝑡)−𝐷(𝑡) = 𝑢+

𝑁1(𝑡)∑︁
𝑖=1

𝑦𝑖 −
𝑁(𝑡)∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖, (3)

де 𝑁(𝑡) i 𝑁1(𝑡) – незалежнi процеси вiдновлення, 𝑁(𝑡) моделює кiлькiсть позовiв,
𝑁1(𝑡) моделює кiлькiсть страхових полiсiв, придбаних на iнтервалi часу [0, 𝑡],
{𝑋𝑖, 𝑖 ⩾ 1} – розмiри позовiв, {𝑦𝑖, 𝑖 ⩾ 1} – вартостi страхових полiсiв.

Страховика часто цiкавить знаходження такого показника як ймовiрнiсть
банкрутства 𝜓(𝑈) = 𝑃 (𝑈(𝑡) < 0 для деякого 𝑡 > 0), що впливає на визначення
обсягу резерву та вартостi страхових полiсiв. Оскiльки знайти точнi формули для
𝜓(𝑈) вдається лише в окремих випадках, потужним iнструментом дослiдження
процесу ризику i процесу сумарних виплат 𝐷(𝑡) є граничнi теореми, що дозволяють
дослiдити асимптотичну поведiнку 𝑈 *(𝑡), 𝑈(𝑡), 𝐷(𝑡) i вiдповiдно оцiнити 𝜓(𝑈) в
залежностi вiд вимог, що накладаються на випадковi величини (в.в.) {𝑋𝑖, 𝑖 ⩾ 1},
{𝑦𝑖, 𝑖 ⩾ 1} та процеси вiдновлення 𝑁(𝑡) i 𝑁1(𝑡).

Далi наведемо ряд граничних теорем, в яких сформульованi достатнi умови, що
допускають майже напевне апроксимацiю 𝐷(𝑡) i 𝑈(𝑡) за допоиогою вiнеровського
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або стiйкого процесу, де похибка апроксимацiї є невипадковою функцiєю. Клас
подiбних тверджень об’єднують спiльною назвою сильний принцип iнварiантностi.

Теорема 1. Нехай для складного процесу вiдновлення 𝐷(𝑡) виконуються умови:
(i) 𝐸|𝑋1|𝑝1 < ∞, 𝐸|𝑧1|𝑝2 < ∞, 𝐸𝑧1 = 1/𝜆 > 0, 𝑝 = min{𝑝1, 𝑝2} > 2, 𝐸𝑋1 = 𝑚,

𝑉 𝑎𝑟𝑋1 = 𝜎2, 𝑉 𝑎𝑟𝑧1 = 𝜏 2; позначимо 𝜈2 = 𝜆𝜎2 + 𝜆3𝑚2𝜏 2, тодi {𝑋𝑖} та 𝑁(𝑡)
можна побудувати на одному ймовiрнiсному просторi разом з вiнерiвським
процесом 𝑊 (𝑡) так, щоб

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

|𝑆(𝑁(𝑡))− 𝜆𝑚𝑡− 𝜈𝑊 (𝑡)| = 𝑜(𝑇 1/𝑝); (4)

(ii) якщо 𝑝 = 2, тодi права частна (4) дорiвнює 𝑜(𝑇 ln ln𝑇 )1/2;
(iii) якщо 𝐸 exp(𝑢𝑋1) < ∞, 𝐸 exp(𝑢𝑧1) < ∞ для всiх 𝑢 ∈ (0, 𝑢𝑜), то права

частина – це 𝑂(ln𝑇 ).

Далi припустимо, що {𝑋𝑖} належать областi нормального притягання 𝛼-стiйкого
закону з параметрами 1 < 𝛼 < 2, |𝛽| ⩽ 1, тодi апроксимуючий процес для
𝐷(𝑡) – це стiйкий процес 𝑌𝛼(𝑡) (умова 𝛼 > 1 забезпечує iснування скiнченного
мат.сподiвання), i будемо використовувати наступне:

Умова (C): iснують 𝑎1 > 0, 𝑎2 > 0 i 𝑙 > 𝛼 такi, що для |𝑢| < 𝑎1

|𝑓(𝑢)− 𝑔𝛼,𝛽(𝑢)| < 𝑎2|𝑢|𝑙,

де 𝑔𝛼,𝛽(𝑢) – характеристична функцiя (х.ф.) стiйкого закону з параметрами 𝛼, 𝛽,
𝑓(𝑢) – х.ф. в.в. (𝑋1 − 𝐸𝑋1), коли 1 < 𝛼 < 2, i х.ф. в.в. 𝑋1, коли 0 < 𝛼 ⩽ 1.

Теорема 2. Якщо {𝑋𝑖} задовольнє умовi (C) з 1 < 𝛼 < 2, |𝛽| ⩽ 1, 𝐸𝑧21 <∞. Тодi
{𝑋𝑖}, {𝑧𝑖}, 𝑁(𝑡) можна визначити разом з 𝛼-стiйким процесом 𝑌𝛼(𝑡) = 𝑌𝛼,𝛽(𝑡),
𝑡 ⩾ 0 так, щоб⃒⃒

𝑆(𝑁(𝑡))−𝑚𝜆𝑡− 𝑌𝛼,𝛽(𝜆𝑡)
⃒⃒
= 𝑜(𝑡1/𝛼−𝜚1), 𝜚1 ∈ (0, 𝜌0), (5)

для деякого 𝜚0 = 𝜚0(𝛼, 𝑙) > 0.

Наслiдок 1. Твердження теорем 1, 2 виконуються, коли 𝑁(𝑡) – однорiдний
процес Пуассона з iнтенсивнiстю 𝜆 > 0.

Теорема 3. Нехай {𝑋𝑖} задовольняє умовi (C) з 1 < 𝛼1 < 2, а {𝑧𝑖} задовольняє
(C) з 1 < 𝛼2 < 2, 𝛼1 < 𝛼2, тодi

sup
0⩽𝑡⩽𝑇

⃒⃒
𝐷(𝑡)−𝑚𝜆𝑡− 𝑌𝛼1,𝛽1

(𝜆𝑡)
⃒⃒
= 𝑜(𝑇 1/𝛼1−𝜚2) a.s. (6)

для деякого 𝜚2 = 𝜚2(𝛼1, 𝑙) > 0.
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Наведенi твердження (4) – (6) типу сильного принципу iнварiантностi з пiд-
ходящою похибкою апроксимацiї дозволяють легко переносити вiдомi результати
стосовно асимптотики вiнерiвського або 𝛼-стiйкого процесу на асимптотичну по-
ведiнку складних процесiв вiдновлення, зокрема на складнi процеси Пуассона.
Наприклад, поєднуючи твердження теореми 1 i закон повторного логарифму
для вiнерiвського процесу, отримаємо аналог закону повторного логарифму для
складних процесiв вiдновлення:

Теорема 4. Якщо {𝑋𝑖} i {𝑧𝑖} незалежнi послiдовностi н.о.р.в.в. з 𝐸𝑋1 = 𝑚 <∞,
0 < 𝐸𝑧1 = 1/𝜆 <∞, 𝜎2 = 𝑉 𝑎𝑟𝑋1 <∞, 𝜏 2 = 𝑉 𝑎𝑟𝑧1 <∞, то м.н.

lim sup
𝑡→∞

|𝐷(𝑡)−𝑚𝜆𝑡|√
2𝑡 ln ln 𝑡

= 𝜈, 𝜈2 = 𝜆𝜎2 + 𝜆3𝑚2𝜏 2. (7)

Коли ж доданки належать областi притягання стiйкого закону 𝐺𝛼,𝛽, тодi маємо:

Теорема 5. Нехай {𝑋𝑖, 𝑖 ⩾ 1} задовольняє (C) з 1 < 𝛼 < 2 та 𝛽 = −1, а
𝐸𝑧21 <∞. Тодi м.н.

lim sup
𝑡→∞

𝐷(𝑡)−𝑚𝜆𝑡

𝑡1/𝛼(𝐵−1 ln ln 𝑡)1/𝜃
= 𝜆1/𝛼, (8)

𝐵 = 𝐵(𝛼) = (𝛼− 1)𝛼−𝜃| cos(𝜋𝛼/2)|1/(𝛼−1), 𝜃 = 𝛼/(𝛼− 1). (9)

Бiльш детально ця проблематика розглянута в роботах [Zinchenko, 2007],
[Zinchenko, 2010], [Zinchenko, 2015].

Теореми 4 – 5 (формули (7) – (9)) дають змогу дослiдити питання, стосовно
швидкостi зростання процесiв ризику i їх приростiв, як в класичних моделях
Крамера–Лундберга i Спарре–Андерсена, так i для бiльш складних моделей iз
стохастичними премiями (3). Нижче наведено один з таких результатiв, бiльше
можна знайти в [Zinchenko, 2014], [Zinchenko, 2018], [Zinchenko, 2019].

Теорема 6. Якщо в моделi (3) премiї/вартостi страхових полiсiв {𝑧𝑖}, вимо-
ги/збитки {𝑋𝑖}, промiжки мiж надходженням вимог {𝑧𝑖} та надходженням
премiй {𝑍*

𝑖 } мають скiнченнi дисперсiї, 𝐸𝑋1 = 𝑚, 𝐸𝑧1 = 1/𝜆, 𝐸𝑍*
1 = 1/𝜆*,

𝐸𝑌1 = 𝜇, 𝑉 𝑎𝑟(𝑋1) = 𝜎2𝑥, 𝑉 𝑎𝑟(𝑌1) = 𝜎2𝑦, 𝑉 𝑎𝑟(𝑧1) = 𝜏 2, 𝑉 𝑎𝑟(𝑍*
1) = 𝜏 21 , тодi м.н.

lim sup
𝑡→∞

|𝑄(𝑡)− (𝜆*𝜇− 𝜆𝑚)𝑡√
2𝑡 ln ln 𝑡

= 𝜎*,

де (𝜎*)2 = 𝜈21 + 𝜈22 , 𝜈21 = 𝜆𝜎2𝑦 + (𝜆*)3𝜇2𝜏 21 , 𝜈22 = 𝜆*𝜎2𝑥 + 𝜆3𝑚2𝜏 2.
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