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Анотація
У роботі представлено підхід до моделювання чисельності популяцій риб у річці Дніпро з

урахуванням рівнів водного забруднення. Для оцінки впливу екологічних чинників використано
дані гідрохімічного моніторингу та вилову за період 2019–2023 років. Проведено регіональну кла-
стеризацію пунктів спостереження та побудовано модель росту популяцій із впливом агрегованого
індексу забруднення. Отримані значення коефіцієнтів чутливості дозволили оцінити відносну
важливість забрудників. На прикладі виду Лин проаналізовано сценарій зниження рівня кисню у
воді, що демонструє потенціал моделі до прогнозування наслідків екологічних змін.
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Вступ
Сучасні екологічні виклики вимагають компле-

ксного аналізу взаємозв’язків між станом довкілля
та біорізноманіттям. Водні екосистеми, зокрема рі-
чка Дніпро, зазнають значного антропогенного на-
вантаження, що відображається на популяціях риб.
Урахування впливу хімічного складу води на чисель-
ність риб є актуальним як для оцінки екологічного
стану, так і для управління рибними ресурсами [1].
У даній роботі пропонується підхід до оцінювання

динаміки популяцій риб за допомогою адаптованої
математичної моделі, яка враховує концентрації де-
кількох водних забрудників одночасно. Основою для
розрахунків є дані моніторингу якості води та обсягів
рибного вилову на різних ділянках Дніпра.

1. Постановка задачі
Метою даного дослідження є моделювання дина-

міки чисельності рибної популяції в річці Дніпро
залежно від рівня хімічного забруднення води.
Для цього було запропоновано використання мо-

дифікованого логістичного рівняння, що враховує
негативний вплив забрудників. Подібні підходи до
опису популяційної динаміки широко використову-
валися в історії математичної біології [2].
Базовою моделлю є логістичне рівняння Ферхюль-

ста [3], що описує зростання популяцій з обмеженням
ємності середовища:

𝑑𝑁(𝑡)
𝑑𝑡

= 𝑟𝑁(𝑡)(1 − 𝑁(𝑡)
𝐾

),

де 𝑁(𝑡) – чисельність популяції у момент часу 𝑡, 𝑟 –
коефіцієнт росту популяції, 𝐾 – ємність середовища.
Для урахування зовнішнього тиску – у даному ви-

падку хімічного забруднення – вводиться негативний

доданок, пропорційний до інтегрального забруднен-
ня:

𝑑𝑁(𝑡)
𝑑𝑡

= 𝑟𝑁(𝑡)(1 − 𝑁(𝑡)
𝐾

) − 𝛾𝑍(𝑡),

де 𝛾 – коефіцієнт чутливості популяції до забруднен-
ня, 𝑍(𝑡) – агрегований індекс забруднення.
Індекс 𝑍(𝑡) розраховується як зважена сума нор-

малізованих значень концентрацій забруднюючих
речовин:

𝑍(𝑡) = ∑
𝑖

𝛼𝑖𝑋𝑖(𝑡), ∑ 𝛼𝑖 = 1𝑐 𝛼𝑖 ≥ 0

де 𝑋𝑖(𝑡) – концентрації забруднюючих речовин у мо-
мент часу 𝑡, 𝛼𝑖 – ваги, що визначають внесок кожного
чинника в загальний індекс.
З метою коректного аналізу та побудови порівню-

ваних моделей:
• вилов трансформується логарифмічно (𝑁(𝑡) =
log(1 + 𝐶(𝑡)), де 𝐶(𝑡) – фактичний вилов у момент
часу 𝑡);

• значення забрудників стандартизуються (нор-
мування на середнє та стандартне відхилення);

• вагові коефіцієнти 𝛼𝑖 оптимізуються під час на-
вчання моделі.

2. Методика дослідження
2.1. Дані

У роботі використано два основні джерела даних
за період 2019–2023 років: результати моніторингу
хімічного складу води у басейні Дніпра [4] та дані
про щомісячний вилов риби [5].
Географічну агрегацію (рис. 1) було реалізовано

шляхом кластеризації координат постів спостереже-
ння методом k-середніх [6]. Це дозволило виділити
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чотири регіони з подібними просторовими характе-
ристиками.

Рис. 1. Карта кластеризації регіонів моніторингу та
вилову

Дані про вилов було агреговано по регіонах, ви-
окремлено основні види, а також проведено обчисле-
ння приросту вилову на місячній шкалі.

2.2. Попередня обробка

Для усунення пропусків у даних проведено інтер-
поляцію значень окремих показників по кожному
регіону. Всі числові змінні було стандартизовано за
допомогою z-нормалізації.
Зі складу змінних було виключено показники з

низькою присутністю або надмірною корельованістю.
Було сформовано матрицю забрудників, що узгоджу-
ється із роками спостереження вилову для кожної
популяції в регіоні.

2.3. Побудова моделей

Для кожного виду риби в кожному регіоні бу-
дувалася окрема динамічна модель росту популяції.
Основою стала модифікована логістична модель з до-
датковим членом, що враховує кумулятивний вплив
забруднення.
В якості залежної змінної використовувався лога-

рифмічно трансформований вилов. Параметри мо-
делі — 𝑟, 𝐾, 𝛾, 𝑁0 та вектори ваг 𝛼𝑖 для кожного
забрудника — оптимізувалися за допомогою методу
L-BFGS-B [7]. Для оцінки точності моделі використо-
вувалася середньоквадратична похибка RMSE між
прогнозами моделі та спостереженнями [8].

2.4. Сценарний аналіз

На основі побудованих моделей здійснювався сце-
нарний аналіз. Для окремих регіонів і видів було
змодельовано вплив зниження концентрації окремих
забрудників (наприклад, фосфатів або кисню) на
майбутню чисельність риби.
Таке зниження задавалося у вигляді фіксованого

відсотка (наприклад, –30%), після чого порівнювали-
ся базові й сценарні траєкторії динаміки вилову. Це
дозволяє кількісно оцінити потенційний позитивний
ефект від поліпшення якості води.

3. Результати моделювання
3.1. Аналіз апроксимації

Моделі було успішно побудовано для 54 комбінацій
«вид риби – регіон». У більшості випадків спостері-
гається висока точність апроксимації: RMSE < 0, 001
досягнуто для 8 моделей, зокрема для лина, клепця,
краснопірки та білизни. Це вказує на майже ідеальне
відтворення динаміки чисельності.
Найкращі приклади апроксимації:
• Лин (рис. 2): модель практично збігається зі
спостереженнями, RMSE не перевищує 0, 003.

Рис. 2. Лин – Регіони 0-3

• Клепець (рис. 3): адекватна динаміка, хоч RMSE
у регіоні 2 є дещо вищим (≈ 1, 1), що пояснює-
ться розкидом у даних вилову.

Рис. 3. Клепець – Регіони 0-2

• Білизна (рис. 4): моделі успішно відтворюють
динаміку популяції навіть за різних варіантів
змінності. RMSE ≈ 1, 9 × 10−6.

Рис. 4. Білизна – Регіони 0-2
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Моделі з найвищим RMSE (від 50) отримані для
плоскирки, рослиноїдних, карася сріблястого, тюль-
ки та ляща в окремих регіонах. Це свідчить про
можливу нестабільність рядів, вплив сторонніх фа-
кторів або неадекватність логістичної моделі для
цих популяцій.
У таких випадках доцільним є подальше розши-

рення моделі – наприклад, включення температури,
біотичних взаємодій або людського фактору.

3.2. Вплив окремих забрудників

Для аналізу значущості різних показників якості
води в моделях було зібрано значення вагових кое-
фіцієнтів 𝛼, що відповідають кожному забруднику.
На рис. 5 наведено теплокарту середніх значень 𝛼
для кожного виду риб. Вона демонструє, які саме
забрудники найчастіше мають значний вплив у по-
будованих моделях.

Рис. 5. Теплокарта середніх 𝛼-коефіцієнтів по забру-
дниках та видах риб

Таблиця 1. Топ-5 за-
брудників за 𝛼

Забрудник 𝛼
Нітріт 0,23
Кисень 0,22
Нітрат 0,09
Сульфат 0,07
БСК5 0,06

Як видно з табл. 1, де пред-
ставлено топ-5 забрудників за
середнім значенням 𝛼, най-
більший вплив мають: нітри-
ти, кисень, нітрати, сульфати
та біохімічне споживання ки-
сню.
Ці результати узгоджую-

ться з екологічними уявле-
ннями про вплив кисню як
життєво важливого елемен-
ту для водних організмів та
токсичність сполук азоту. Та-
ким чином, виявлені забру-
дники є пріоритетними для моніторингу та контро-
лю.

3.3. Розподіл параметрів

Для кожної моделі оцінювалися основні параме-
три логістичного зростання. Було також обчислено
RMSE – середньоквадратичну похибку моделі.
Таблиця Х демонструє приклади параметрів моде-

лей для окремих видів риб у різних регіонах. Вона
дозволяє оцінити, наскільки точними були моделі

(через RMSE) і які саме забрудники мали вагомий
вплив (через 𝛼-коефіцієнти).

Таблиця 2. Параметри моделей росту риб для різних
регіонів

Вид
риби 𝑟 𝐾 𝛾 RMSE Найбільші

𝛼

Лин 0,05 100 0,55 6 ⋅ 10−8 Завислі:
0,17

Головень 0,06 100 0,38 3 ⋅ 10−7 Сульфати:
0,36

Білизна 0,05 100 0,51 2 ⋅ 10−6 Нітрати:
0,47

У переважній більшості випадків RMSE моделей є
невеликим, що свідчить про високу якість відтворе-
ння динаміки чисельності. Водночас значущі значен-
ня 𝛼 найчастіше спостерігаються лише для окремих
забрудників, що дозволяє виокремити ключові чин-
ники впливу на конкретні види.
Так, наприклад, у моделі для білизни в регіоні

0 вагомий вплив мали амоній і нітрити, тоді як у
регіоні 2 — кисень і атразин. Подібні закономірності
спостерігаються і в інших випадках, де для кожного
виду формується унікальний набір чутливостей до
факторів якості води.
Таке моделювання дає змогу не лише описати ди-

наміку чисельності, але й виявити ключові екологічні
чинники, що зумовлюють зміни для кожного виду
риби в конкретному регіоні.

3.4. Аналіз сценаріїв забруднення

Було проведено аналіз впливу покращення яко-
сті води на чисельність риби шляхом зменшення
концентрації окремих забрудників у моделі. Зокре-
ма, розглянуто сценарій зменшення вмісту нітратів
(Nitrat) на 50% для виду Лин.

Рис. 6. Сценарне моделювання для виду «Лин» з
50% зменшенням нітрату

Згідно з результатами моделювання (рис. 6), у
регіонах 0–2 прогнозується зростання чисельності
риби порівняно з базовою моделлю. Наприклад, у
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регіоні 0 популяція Лина у 2023 році за сценарієм ви-
ща майже на 40% відносно прогнозу базової моделі.
Подібну динаміку видно і в регіоні 1, де спостерігає-
ться позитивна тенденція вже з 2020 року. У регіоні
2 ефект помітно слабший, але також зберігається
позитивне відхилення.
У регіоні 3, де абсолютна чисельність Лина є зна-

чно нижчою, вплив зменшення нітратів є обмеженим,
однак теж проявляється у вигляді незначного покра-
щення у 2020–2021 роках.
Ці результати вказують на потенційний позитив-

ний ефект заходів зі зниження вмісту нітратів у
водоймах, однак чутливість до цього фактору зале-
жить від регіону та початкових умов.

Висновки
У роботі було розроблено та реалізовано підхід

до моделювання чисельності риб у басейні Дніпра
з урахуванням екологічних факторів забруднення.
Моделі побудовано для 54 комбінацій «вид риби-
регіон» із використанням логістичного рівняння з
екологічною корекцією.
Низькі значення RMSE у більшості випадків свід-

чать про високу якість апроксимації. Найвищу то-
чність досягнуто для виду лин у регіонах 0–2, го-
ловня, краснопірки та сома. Найгіршу – для ляща,
клепця та рослиноїдних у деяких регіонах, що мо-
же вказувати на дію інших непрямих чинників або
нестабільні дані.
Аналіз 𝛼-коефіцієнтів дозволив виявити, що най-

більший вплив на популяції мають нітрити, кисень,
нітрати, сульфати та біологічне споживання кисню
(BSK5). Різні види мають різні провідні фактори, а
вагомість впливу варіюється залежно від регіону.
Сценарне моделювання показало, що зниження

концентрації нітратів на 30% може спричинити зро-
стання чисельності лина на 8-20% залежно від регіо-
ну. Це свідчить про можливість регулювання стану
популяцій шляхом покращення якості водного сере-
довища.
Отримані результати вказують на практичну мо-

жливіть побудувати інформативні моделі, здатні не
лише описувати динаміку чисельності, а й виявляти

суттєві екологічні чинники для кожного виду. Та-
кі моделі можуть бути корисним інструментом для
екологічного моніторингу та планування природо-
охоронних заходів.
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