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УМОВИ ПОРУШЕННЯ “ЧИСТОГО” КОЧЕН-
НЯ ЦИЛІНДРА ВЗДОВЖ БРАХІСТОХРОНИ 

Вступ  

Запропонована стаття є продовженням до-
сліджень, розпочатих у працях [1—3], в яких 
побудовою і мінімізацією відповідного функціо-
нала [ ( )]T z x  було вперше визначено диферен-
ціальне рівняння брахістохрони для циліндра, 
що перекочується по ній без ковзання.  

Задача про “брахістохрону для циліндра” є 
актуальною в теоретичному плані. Її актуаль-
ність випливає з відповідної прикладної проблеми.  

Для значної кількості віброгасників, амор-
тизаторів, демпферів і стабілізаторів головним 
критерієм якості їх функціонування є мінімум 
переміщень деяких точок несучого об’єкта або 
мінімум зусиль (моментів) у найбільш небезпеч-
них перерізах, які виникають у процесі його 
вимушених коливань. Проте існує цілий ряд 
віброзахисних пристроїв, для яких головним 
критерієм ефективності їх функціонування є 
мінімум часу, протягом якого вдається знизити 
рівень амплітуд вимушених коливань до унор-
мованого [4—6]. У даній статті зазначений кри-
терій використовується для віброзахисних при-
строїв коткового типу [7, 8]. У зв’язку з цим 
виникла проблема визначення форми напрям-
ної кривої циліндричної поверхні, по якій важ-
кий циліндр здійснює спуск за мінімальний час. 
При цьому рух циліндра по напрямній кривій 
являє собою кочення без ковзання, а сам ци-
ліндр є однорідним. Умова “кочення без ков-
зання” пов’язана з технічними вимогами задач 
віброзахисту. 

У 1696 р. І. Бернуллі вперше поставив та-
ку “проблему брахістохрони”: знайти форму 
кривої, по якій намистинка, що перебуває в 
початковий момент у положенні спокою і при-
скорюється дією гравітації, спуститься з однієї 
заданої точки в другу за мінімальний час. У цій 
задачі припускалось, що намистинка (матеріаль-
на точка) рухається у вертикальній площині та 
в однорідному гравітаційному полі. 

Зазначена “проблема брахістохрони” роз-
глядалась у різних постановках задач. Багато 
публікацій було присвячено розв’язанню цієї 
проблеми у випадку руху матеріальної точки 

по різних просторових поверхнях та в різних 
силових полях [9—25]. 

Наступним кроком теоретичного узагаль-
нення “проблеми брахістохрони” є побудова її 
рівняння для рухомих тіл скінченних розмірів 
(куль, циліндрів, дисків, колес тощо), що ко-
тяться по ній. У статтях [26, 27] розглядаються 
різні постановки задачі про брахістохрону з ко-
ченням по ній тіл довільної форми. У працях 
[1—3] наведено постановку задачі про брахісто-
хрону та побудовано диференціальне рівняння 
самої брахістохрони для важкого однорідного 
циліндра, що котиться по ній без ковзання              
в точці контакту. Проте для такого випадку            
не знайдено умов, при яких реалізується саме 
чисте кочення циліндра, тобто його кочення 
без проковзування, а також умови відриву від 
кривої.  

Постановка задачі 

Мета даної статті — встановити відповідні 
умови, при яких можливі ефекти порушення 
чистого кочення циліндра вздовж брахістохрони.  

Вихідні положення 

У статті припускається, що однорідний 
циліндр з масою m  і радіусом r  знаходиться в 
однорідному гравітаційному полі та починає 
свій рух з точки O  без початкової швидкості, 
здійснюючи його за рахунок чистого кочення 
по деякій циліндричній виїмці з напрямною 
кривою OKL  у точку L  (рисунок). При цьому 
крива OKL  лежить у вертикальній площині. 
Центр циліндра знаходиться в точці M . Для 
подальших перетворень введено прямокутну 
декартову систему координат OXZ  так, як по-
казано на рисунку. Початкова точка руху ци-
ліндра — (0;0)O , друга визначальна точка шу-

каної кривої OKL  — ( ; ( ))L LL x z x . 
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Інтегрування диференціального рівняння 
брахістохрони 

У статті [3] було знайдено диференціальне 
рівняння брахістохрони для циліндра, що пе-
рекочується по ній без ковзання, в такому ви-
гляді: 

 
2 2

1( )[1 ( ) ] 1 ( ) ,

(0) 0, ( ) .L L

z C z r z C

z z x z

′ ′+ + − + =

= =
         (1) 

Для рівняння (1) граничні умови визнача-
лись координатами двох заданих точок кривої: 
першої (0;0)O  і другої ( ; )L LL x z  точок кон-

такту циліндра та брахістохрони (див. рису-
нок). 

Важливим фактом є те, що рівняння (1) 
при 0r =  перетворюється на відоме рівняння 
циклоїди [28, 29], що є очевидним при змен-
шенні розмірів циліндра до розмірів матеріаль-
ної точки.  

Інтегрування рівняння (1) будемо прово-
дити з використанням спеціальної параметри-
зації кривої ( )z z x= . Параметризацію введемо в 

такий спосіб 
2
ϕ⎛ ⎞α =⎜ ⎟

⎝ ⎠
: 

 ctg tg
2 2

z dx dz
ϕ ϕ′ = ⇒ = ,  (2) 

 2
1 s in sin

2 2
z C r C dz

ϕ ϕ
= + − ⇒ =    

 1
1

cos s in cos .
2 2 2 2

C r d
ϕ ϕ ϕ⎛ ⎞= + ϕ⎜ ⎟

⎝ ⎠
  (3) 

Підставимо праву частину співвідношення 
(3) у вираз (2): 

1
1

tg cos s in cos
2 2 2 2 2

dx C r d dx
ϕ ϕ ϕ ϕ⎛ ⎞= + ϕ ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 2
1

1
s in sin .

2 2 2
C r d

ϕ ϕ⎛ ⎞= + ϕ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (4) 

Після інтегрування  співвідношення (4) ді-
станемо вираз для x  як функцію параметра ϕ : 

 1
2( ) ( s in ) cos ,

2 2

C
x r C

ϕ
ϕ = ϕ − ϕ − +  (5) 

 1( ) (1 cos ) s in
2 2

C
z r C

ϕ
ϕ = − ϕ + − .  (6) 

У рівнянні (6) константа C  відповідає почат-
ковим умовам руху циліндра.  Константи 1C  і 

2C  визначаються координатами тих двох точок 

площини OXZ  (0;0)O  і ( ; )L LL x z , через які 

має пройти оптимальна крива ( )z z x= . Число 

констант відповідає порядку диференціального 
рівняння Ейлера—Пуассона [28] в даній варіа-
ційній задачі. Визначимо ці константи.  

Виберемо початкове положення циліндра 
так, щоб центр його мас розміщувався в точці з 
координатами ( ;0)r , а точка дотику до кривої 

( )z z x=  — у точці (0;0)O .  Тоді дістанемо, що 

0C = . Якщо ж 
2

(0;0)0

s in
21 ( ) O

r
C r

z

ϕ⎛ ⎞= = ≠⎜ ⎟
′ ⎝ ⎠+

 

0≠ , то з рівняння (6) дістанемо 1 0C =  і роз-

в’язку варіаційної задачі немає. Отже, почат-
ковій точці (0;0)O  в декартовій системі коор-

динат відповідає єдине початкове значення па-
раметра 0ϕ =  у  параметричних рівняннях (5), 

(6). 
З рівняння (5) визначимо сталу 2C . Оскіль-

ки шукана крива ( )z z x=  має проходити через 

точку (0;0)O , що відповідає параметру 0ϕ = , 

то 2C r= . 

Запишемо рівняння брахістохрони в пара-
метричній формі для циліндра, що котиться по 
ній, із врахуванням визначених вище констант:  

 1( ) ( s in ) cos
2 2

C
x r r

ϕ
ϕ = ϕ − ϕ − + ,  (7) 

 1( ) (1 cos ) s in
2 2

C
z r

ϕ
ϕ = − ϕ + .  (8) 

Константу 1C  знайдемо з умови, що крива 

проходить через точку ( ; ( ))L LL x z x , тобто при 

деякому значенні параметра Lϕ = ϕ  мають ви-

конуватись такі співвідношення: 

  1 ( s in ) cos
2 2

L
L L L

C
x r r

ϕ
= ϕ − ϕ − + ,  (9) 

 1 (1 cos ) s in
2 2

L
L L

C
z r

ϕ
= − ϕ + .  (10) 

Із формули (7) з очевидністю випливає, 
що 1 0C > . З нелінійної системи рівнянь (9), 

(10) знайдемо величину параметра Lϕ , що від-
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повідає точці ( ; ( ))L LL x z x , та константу 1C , 

яка має розмірність довжини.  
Використовуючи знайдені рівняння (7), 

(8) для кривої ( )z z x= , визначимо траєкторію 

переміщення центра мас циліндра. Запишемо 
векторне співвідношення, яке пов’язує вектори 
OK , OМ  і r=KM n : 

.= +OM OК КM  

В результаті дістанемо відоме параметрич-
не рівняння циклоїди:  

1( ) ( s in )
2M

C
x rϕ = ϕ − ϕ + , 

1( ) (1 cos )
2

C
z ϕ = − ϕ . 

Отже, центр мас циліндра у випадку руху 
циліндра по кривій (7 ), (8) описує циклоїду.  

Умови реалізації руху циліндра без відривів і 
проковзування  

Перевіримо загальну умову реалізації руху 
циліндра по кривій: радіус кривизни кривої 
(7), (8) має бути більшим, ніж радіус циліндра. 

Радіус кривизни ρ  кривої (7), (8) визна-

чимо за відомою формулою  

 

3
2 2 2[( ) ( ) ]x z

z x z x
ϕ ϕ

ϕϕ ϕ ϕ ϕϕ

′ ′+
ρ =

′′ ′ ′ ′′−
.  (11) 

Підставивши у формулу (11) рівняння (7), 
(8), дістанемо (проміжні перетворення не наве-
дені) 

 12 sin
2

C r
ϕ

ρ = + .  (12) 

Через те що 1 0C >  і [0;2 ]ϕ∈ π , то загаль-

на умова реалізації руху виконується: rρ ≥ .  

Після цього встановимо умови реалізації 
руху циліндра без відривів та проковзування 
відносно кривої ( )z z x= .  

Запишемо рівняння руху циліндра по кри-
вій (7), (8) із врахуванням реакції R-в’язі в точ-
ці K : 

 m mg= +V R j& ,  (13) 

 J rψ = − ×n R&& ,  (14) 

де j  — орт осі OZ ; ψ  — кут обертання цилінд-

ра навколо осі, що проходить через центр його 

мас; V&  — лінійне прискорення центра мас ци-

ліндра: ( ( ); ( ))x z= ϕ ϕV& && && . 

З рівняння (13) запишемо проекції реакції 
R-в’язі на координатні осі OX  і OZ , відповід-
но: 

2
1 s in sin

2 2 2X
r

R m C
⎡ ϕ ϕ⎛ ⎞= + ϕ +⎜ ⎟⎢
⎝ ⎠⎣

&&  

 21 s in cos ,
2 4 2

C r ⎤⎛ ⎞ϕ
+ ϕ + ϕ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎦

&   (15) 

1 s in cos
2 2 2Z

C r
R m

⎡⎛ ⎞ϕ
= ϕ + ϕ +⎢⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣
&&  

 21 cos s in .
2 4 2

C r
mg

⎤⎛ ⎞ϕ
+ ϕ − ϕ −⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎦

&   (16) 

З рівнянь (15) і (16) знайдемо проекції      

реакції R-в’язі на вектор нормалі cos ;
2
ϕ⎛= ⎜

⎝
n  

s in
2
ϕ ⎞− ⎟
⎠
 і одиничний вектор дотичної =τ  

s in ; cos
2 2
ϕ ϕ⎛ ⎞= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
, які позначимо відповідно nR  

і R τ : 

1 s in
2 2

r
R m Cτ

⎡ ϕ⎛ ⎞= ⋅ = + ϕ +⎜ ⎟⎢
⎝ ⎠⎣

R &&τ  

 21 cos cos ,
2 2 2

C
mg

⎤ϕ ϕ
+ ϕ −⎥

⎦
&   (17) 

 21 s in sin .
2 2 4 2n

C r
R m mg

⎛ ⎞ϕ ϕ
= ⋅ = + ϕ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
R n &  (18) 

З умови чистого кочення циліндра 
ds rd= ψ  (ds  — елемент дуги кривої (7), (8)) 

визначимо співвідношення між диференціала-
ми dψ  і dϕ :  

 2
11 ( ) s in

2 2
r

ds z dx C d
ϕ⎛ ⎞′= + = + ϕ⎜ ⎟

⎝ ⎠
.  (19) 

Отже, із співвідношення (19) дістанемо 
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 1
1

sin
2 2

r
d C d

r
ϕ⎛ ⎞ψ = + ϕ⎜ ⎟

⎝ ⎠
.  (20) 

З використанням виразу (20) визначимо 
ψ&& : 

 21
1

1
cos sin

2 2 2 2

C r
C

r
⎡ ⎤ϕ ϕ⎛ ⎞ψ = ϕ + + ϕ⎜ ⎟⎢ ⎥

⎝ ⎠⎣ ⎦
&& & && .  (21) 

Після деяких перетворень із врахуванням 
виразів (13) і (21) рівняння (14) набуває такого 
вигляду:  

 

2
1

1

4
3 cos

22 sin
2

g C

C r

− ϕ ϕ
ϕ =

ϕ
+

&
&& .  (22) 

Підставимо праву частину співвідношення 
(22) у вираз (17) для R τ . В результаті дістанемо 

  
1

cos
3 2

R mgτ
ϕ

= − .  (23) 

Проаналізуємо отримані результати. З фор-
мули (18) можна визначити умову, при якій 
буде можливим відрив циліндра від кривої — 
брахістохрони:  

 21 s in sin 0
2 2 4 2

C r
g

⎛ ⎞ϕ ϕ
+ ϕ + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
& .  (24) 

З виразу (24) випливає, що відрив буде 
можливий у випадку, якщо одночасно викону-
ватимуться рівності 0ϕ =&  і 0ϕ =  або 0ϕ =&  і 

2ϕ = π , через те що 0nR >  для (0;2 )∀ϕ∈ π .  

Проковзування циліндра відносно брахісто-
хрони виникне при такій умові. Нехай коефіці-
єнт зчеплення між циліндром і кривою в точці 
K  дорівнює зчf . Використаємо відоме поло-

ження із статики, при якому можливе проков-
зування циліндра відносно брахістохрони в точ-
ці їх контакту:   

 max
зч зч| | nR F f Rτ ≤ = .  (25) 

Підставивши вирази (18) і (23) в нерів-
ність (25), дістанемо умову, яка визначає мож-
ливе кочення циліндра вздовж брахістохрони з 
проковзуванням:  

 зч
1 2

1
cos

3 2

sin sin
2 2 4 2

g
f

C r
g

ϕ

≤
ϕ ϕ⎛ ⎞+ ϕ +⎜ ⎟

⎝ ⎠
&

.  (26) 

Наприклад, якщо значення параметра точ-
ки контакту на кривій ,ϕ = π  то 0R τ =  і тому 

в околі зазначеної точки буде спостерігатися 
проковзування.  

Визначення часу швидкодії  

Нехай параметр Lϕ = ϕ  відповідає точці 

( ; ( ))L LL x z x  кривої ( )z z x= . 

Раніше в працях [1—3] визначено функціо-
нал часу [ ( )]T z x , після мінімізації якого і було 

виведене рівняння (1):  

2 3

2
0 2

[1 ( ) ]3
[ ( )] ,

4
[1 ( ) ]

1 ( )

(0) 0, ( ) .

Lx

L L

z rz
T z x dx

g r
z z C

z

z z x z

′ ′′+ +
=

′+ − +
′+

= =

∫
(27) 

Визначимо значення функціонала [ ( )]T z x  

за формулою (27), виходячи з формул (7), (8). 
Після деяких громіздких перетворень, які тут 
не наводяться, дістанемо  

 13

4 L

C
T

g
= ϕ .  (28) 

Як випливає з формули (28), час T  швид-
кодії не залежить від радіуса циліндра, а зале-
жить від розміщення точки ( ; ( ))L LL x z x , бо ве-

личина Lϕ  і стала 1C  цілком визначаються по 

координатах цієї точки із системи рівнянь (9), 
(10). 

Обчислимо, наприклад, час OLT  швидкодії  

при перекочуванні циліндра з точки (0;0)O  в 

точку ( ; 2)L r r+ π + , яка визначається парамет-

ром Lϕ = π  і для якої 1 2C = . В результаті об-

числень за формулою (29) дістанемо  

 
3
2OLT
g

= π .  (29) 

Висновки 

На основі застосування спеціальної пара-

метризації, а саме ( ) ctg
2

z x
ϕ′ = , виведене рані-

ше в працях  [1—3]  диференціальне рівняння 
(1) допускає квадратуру. Знайдено систему ал-
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гебричних параметричних рівнянь, що визна-
чає шукану брахістохрону і має такий вигляд: 

1

1

( ) ( s in ) cos ,
2 2

( ) (1 cos ) s in .
2 2

C
x r r

C
z r

⎧ ϕ
ϕ = ϕ − ϕ − +⎪⎪

⎨
ϕ⎪ ϕ = − ϕ +⎪⎩

 

З використанням виведених рівнянь руху 
циліндра з реакцією в’язі (13), (14) було пока-
зано, що його відриви можливі тільки в точках, 
де мають місце такі рівності: 0ϕ =&  і 0ϕ =  або 

0ϕ =&  і 2ϕ = π . Ефект проковзування циліндра 

відносно брахістохрони можливий тільки в то-
му разі, якщо виконується нерівність (26), яка 
пов’язує поточні параметри точки дотику ϕ  і 

кутової швидкості ϕ&  з коефіцієнтом зчеплення 

зчf  між циліндром і брахістохроною. У статті 

також виведено загальну формулу (28) для часу 
швидкодії — найменшого часу, за який циліндр 
перекотиться з однієї заданої точки площини в 
іншу. Цей час не залежить від радіуса циліндра 
r . Встановлено важливий теоретичний факт: 
центр мас циліндра при його чистому коченні 
вздовж брахістохрони описує циклоїду. 

Подальші наукові дослідження в цьому 
напрямку будуть пов’язані з використанням 
отриманих у даній статті результатів для роз-
робки віброзахисних пристроїв (віброгасників, 
демпферів, амортизаторів тощо) “найшвидшої 
дії”.  

 

В.П. Легеза, Д.В. Легеза 

УСЛОВИЯ НАРУШЕНИЯ “ЧИСТОГО” КАЧЕНИЯ 
ЦИЛИНДРА ВДОЛЬ БРАХИСТОХРОНЫ  

Определено алгебраическое уравнение направ-
ляющей линии наибыстрейшего спуска цилиндра 
в параметрическом виде. С использованием урав-
нений движения цилиндра с реакцией связи оп-
ределены условия реализации его чистого каче-
ния без отрывов и проскальзывания относитель-
но брахистохроны. Получен важный теоретичес-
кий результат: центр масс цилиндра при его дви-
жении вдоль брахистохроны описывает циклоиду.  
 

V.P. Legeza, D.V. Legeza 

THE CONDITIONS OF VIOLATION OF CYLINDER 
“CLEAN” ROLLING ALONG THE BRACHISTO-
CHRONE   

We obtain the algebraic equation of the directive 
line of the fastest cylinder descent in the parametri-
cal form. By utilizing the equation of cylinder motion 
with the binding reaction, we also determine the 
conditions of the cylinder rolling without slipping 
and tearing off along the brachistochrone. On the 
theoretical side, we get a significant theoretical re-
sult: a center of the cylinder masses circumscribes 
the cycloid when it moves along the brachisto-
chrone.  
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