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УДК 517.581 

Н.О. Вірченко 

РІВНОСТІ ПАРСЕВАЛЯ ДЛЯ УЗАГАЛЬНЕНИХ ІНТЕГРАЛЬНИХ ПЕРЕТВОРЕНЬ 

Using the generalized confluent hypergeometric function, we describe a new generalization of integral transforms 
(Laplace, Stieltjes, the potential theory). Specifically, we study main properties of these new integral transforms  
(linearity, similarity). We find representations of generalized integral Laplace transforms of the unit and power            
functions. Some composition relations are proved. Relying on the tables of the classical integral transforms, they 
permit finding the representations of more composite functions. Parseval-type equalities are proved. These equalities 
allow calculating new integrals, which haven’t been yet described in the scientific literature. 

Вступ 

Метод інтегральних перетворень є одним 
із ефективних сучасних аналітичних методів 
розв’язання задач математичної фізики, астро-
фізики, термодинаміки, біотехніки, теорії ди-
ференціальних та інтегральних рівнянь, кван-
тової механіки, багатьох проблем прикладного 
аналізу тощо. Різноманітні застосування методу 
інтегральних перетворень широко подані в лі-
тературі (див., наприклад, [1—6]). Однак існує 
велика кількість складніших задач, які не мож-
на розв’язати за допомогою відомих класичних 
інтегральних перетворень. Виникає потреба в 
запровадженні нових інтегральних перетворень — 
інтегральних перетворень з узагальненими спе-
ціальними функціями в ядрах, зокрема з уза-
гальненими функціями гіпергеометричного типу. 

Постановка задачі 

Метою статті є дослідження властивостей 
нових узагальнень класичних інтегральних пе-
ретворень Лапласа, Стілтьєса, теорії потенціалу 
та ін. 

Основні результати 

Нові узагальнення класичних інтегральних 
перетворень здійснюємо за допомогою ( , )τ β -уза-

гальненої конфлюентної гіпергеометричної функ-
ції ,

1 1 ( ; ; )a c zτ βΦ  [7]: 
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де Re Re 0;{ , } , 0, 1; ( , )c a R B a c a> > τ β ⊂ τ> τ − β< −  — 
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Розглянемо нові інтегральні перетворення: 
1) узагальнені інтегральні перетворення 

Лапласа: 
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х > 0. 
Зауважимо, що при 2 10, 1, 0bγ = γ = =  ін-

тегральне перетворення (4) збігається з класич-
ним інтегральним перетворенням Лапласа 
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2) узагальнене інтегральне перетворення 
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де 1 2Re 0, Re 0, Re 0, 0, 1, 4;ia a c i> > > γ > =  

2 1{ , } ; 0; 1; 0,R bτ β ⊂ τ > τ − β < ≥ Ψ  — функція ви-

гляду (2). 
При 1 2 30, 1, 0,b p= γ = γ = γ =  інтегральні 

перетворення (6), (7) збігаються з класичним 
перетворенням Стілтьєса: 
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Властивості узагальнених інтегральних пе-
ретворень 

Для інтегрального перетворення (4) легко 
перевіряємо властивості. 

Лінійність: 
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Теорема 1. 
Якщо ( ) (0; ), ( ) (0; ),f x L g x L∈ +∞ ∈ +∞  то 

при умові абсолютної збіжності інтегралів 
справедлива рівність 
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Для практичних цілей корисна формула 
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Її легко отримати, якщо покласти в (4) 2γ =  

11, , ( ) ( ).tum m f t e g t−= − γ = =  Очевидно, що фор-

мулу (15) зручно використовувати для обчис-
лення інтегралів, що стоять зліва в (15), засто-
совуючи відому таблицю перетворення Лапласа 
[2]. 
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Теорема 2. Для узагальнених інтегральних 
перетворень (6), (7) при умові абсолютної збіж-
ності інтегралів виконується рівність типу Пар-
севаля: 
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Теорема 3. При умовах існування та абсо-
лютної збіжності інтегралів (3), (4), (6), (7) 
справедливі такі композиційні співвідношення: 
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До в е д е н н я . Використовуючи рівності 
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тимемо 

1 12 2
1 2 1 2

( ) ( )
, ,

0 0

{ { ( ); }; } xy xuL L g u x y x e u e
γ γ

∞ ∞
γ γ− −

γ γ γ γ γ

⎛
= ×⎜⎜

⎝
∫ ∫%  

1 2

1 1
2 2 1

,
1 1

0

( ) ,
1 1

0

( ; ; ( ) ) ( ) ) ( )

( ; ; ( )x y u

a c b xu g u du dx u g u

x e a c b xu dx du
γ γ

∞
γ γ γτ β

∞
γ − γ − γγτ β

× Φ − = ×

⎛ ⎞
× Φ − =⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫
 

2

2

1 1 1

2
1

1

1 1

1
2 0

1
1

,
1 1

0

1
( )

( )

z  ; ;z

u
g u

y u

zu
e a c b dz du

y u

∞ γ

γ +
γ γ γ

γ + γ∞ γ−
γ− τ β

γ γ

= ×
γ

+

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟× Φ − =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟+⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

∫

∫

 

2

2

1 1 1

1

1 1

1
1 0

2

12 1

1 ( )
( )

( )
( )

1
( , ); ;

( , )

c u
g u

a
y u

a u
b du

y u
c

∞ γ

γ +
γ γ γ

γγ

γ γ

Γ
= ×
γ Γ

+

⎡ ⎤⎛ ⎞γ +
τ γ⎢ ⎥⎛ ⎞⎜ ⎟

γ× Ψ − =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎜ ⎟+⎢ ⎥⎝ ⎠
β⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

 

2
1 2

1

1
, , ,

2
1

1 1

11
{ ( ); }g u y

γ +
γ γ γ

γ⎛ ⎞γ +
= Γ Ρ⎜ ⎟
γ γ⎝ ⎠

, 

що і доводить формулу (17). Доведення форму-
ли (18) аналогічне. 

Теорема 4. При існуванні інтегралів та їх 
абсолютній збіжності справедлива рівність 
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Якщо в (19) покласти 1m = , ( )f x =  

( )xye g x−= , то одержимо цікаву формулу для 

обчислення інтегралів: 
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Використовуючи (20) та відому таблицю 
перетворень Лапласа L, легко знайти значення 
інтегралу в лівій частині рівності для різних 
значень функцій g(x). 
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Теорема 5. При існуванні інтегралів та їх 
абсолютній збіжності справедлива рівність типу 
Парсеваля 

 1

0

{ ( ); } { ( ); }m m mm
m mx L f y x z L g u x dx

∞
− + =∫ %    

 ,1
( )

{ ( ) { ( ); }; },
( ) m m
c

L f y g u y z
m a
Γ

= Ρ
Γ

%  (21) 

де  

( ) 1

,1

1

2 1
0

{ ( ); }

( , ); 1,
( ) .

( , )

m

mm

m m m m

f x y

ax x
f x b dx

x y x yc

γ∞ −

Ρ =

⎡ ⎤τ γ ⎛ ⎞⎢ ⎥= Ψ − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥+ +β ⎝ ⎠⎣ ⎦
∫

%

 

Доведення. Врахувавши, що 
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згадавши (3), матимемо (21). 

Висновки 

Нові узагальнення інтегральних перетво-
рень відкривають більші можливості для вико-
ристання методу інтегральних перетворень для 
розв’язання нових задач практичної матема-
тики. 

Враховуючи перспективу одержаних нау-
кових результатів, плануємо і далі досліджувати 
властивості нових узагальнених інтегральних 
перетворень, розширити область застосування 
їх для розв’язання складніших практичних за-
дач. 
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