
IНТЕГРАЛЬНI ПЕРЕТВОРЕННЯ ГIЛЬБЕРТА ТА
ФРЕНЕЛЯ, ЇХ ЗАСТОСУВАННЯ

I.С. ЛАСКIН, О.Г. БIЛИЙ

У курсi «Вища математика» в освiтньому компонентi МА-3 в КПI на
багатьох факультетах, наприклад, РТФ, ФЕЛ, IСЗЗI та iнших, досить
повно й детально розглядається тема iнтегральних перетворень Фур’є та
Лапласа: їх застосування, переваги та недолiки. Однак на спецiальних
дисциплiнах не менш активно використовуються й iншi iнтегральнi пе-
ретворення, ознайомлення студентiв iз якими було б дуже корисним i в
загальному курсi МА-3. Розглянемо деякi iнтегральнi перетворення та
покажемо, де i як вони ефективно застосовуються.

1. Iнтегральне перетворення Гiльберта. Продемонструємо його за-
стосування на прикладi аналiзу дiйсного модульованого сигналу, знахо-
дження його амплiтудних, фазових та частотних характеристик. Нехай
𝑢1(𝑡) — дiйсний модульований сигнал зi спектральною щiльнiстю 𝐺1(𝜔).
Побудуємо вiдповiдний йому комплексний сигнал

𝑢(𝑡) = 𝑢1(𝑡) + 𝑖𝑢2(𝑡) =
1

𝜋

∫︁ ∞

0

𝐺1(𝜔) 𝑒𝑖𝜔𝑡 𝑑𝜔,

спектральна щiльнiсть якого 𝐺(𝜔) = 2𝐺1(𝜔)𝜂(𝜔), де 𝜂(𝜔) — одинична
функцiя Хевiсайда. Тут 𝐺2(𝜔) = 2𝐺1(𝜔)

(︀
𝜂(𝜔)− 1

2

)︀
= 2𝐺1(𝜔)𝛾(𝜔), де 𝛾(𝜔)

— функцiя стрибка. Оскiльки функцiї 𝐺1(𝜔) вiдповiдає сигнал 𝑢1(𝑡), а
для 𝛾(𝜔) вiдповiдає сигнал 1

2𝜋𝑡 , то за теоремою про згортку маємо, що
щiльностi 𝐺2(𝜔) вiдповiдає сигнал 𝑢2(𝑡) = 1

𝜋

∫︀∞
−∞

𝑢1(𝜏)
𝑡−𝜏 𝑑𝜏 (iнтеграл у сенсi

головного значення). Це i є iнтегральне перетворення Гiльберта сигналу
𝑢1(𝑡). Але 𝐺1(𝜔) = 𝐺2(𝜔) · 1

2𝛾(𝜔) = 𝐺2(𝜔) · 2 𝛾(𝜔), тому

𝑢1(𝑡) =
𝑖

𝜋

∫︁ ∞

−∞

𝑖 𝑢2(𝜏)

𝑡− 𝜏 𝑑𝜏 = − 1

𝜋

∫︁ ∞

−∞

𝑢2(𝜏)

𝑡− 𝜏 𝑑𝜏

— обернене перетворення Гiльберта. Таким чином, 𝑢(𝑡) = 𝑢1(𝑡) + 𝑖𝑢2(𝑡) =

|𝑢(𝑡)| · 𝑒𝑖𝜙(𝑡), де 𝐴(𝑡) = |𝑢(𝑡)| — амплiтуда, 𝜙(𝑡) = arg 𝑢(𝑡) = arctan 𝑢2(𝑡)
𝑢1(𝑡)

—

фаза, 𝜔(𝑡) = 𝑑𝜙(𝑡)
𝑑𝑡 – частота.

У випадку, якщо 𝑢1(𝑡) = sin𝜔0𝑡
𝑡 , маємо для спектральної щiльностi

𝐺1(𝜔): 𝐺1(𝜔) =
∫︀∞
−∞

sin𝜔0𝑡
𝑡 𝑒−𝑖𝜔𝑡 𝑑𝑡 = 𝜋(𝜂(𝜔+𝜔0)− 𝜂(𝜔−𝜔0)). Тодi оберне-

не перетворення Фур’є вiд 𝐺1(𝜔) лише по додатних частотах дає 𝑢(𝑡) =
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𝜋 · 1
𝜋

∫︀∞
0

(𝜂(𝜔 + 𝜔0) − 𝜂(𝜔 − 𝜔0)) 𝑒𝑖𝜔𝑡 𝑑𝜔 =
∫︀ 𝜔0

0
𝑒𝑖𝜔𝑡 𝑑𝜔 = 𝑒𝑖𝜔0𝑡−1

𝑖𝑡 , тобто
𝑢(𝑡) = sin𝜔0𝑡

𝑡 + 𝑖 1−cos𝜔0𝑡
𝑡 = 2

𝑡 sin 𝜔0𝑡
2 𝑒𝑖

𝜔0𝑡
2 , звiдки 𝐴(𝑡) =

√︀
𝑢21(𝑡) + 𝑢22(𝑡) =

2
⃒⃒
sin (𝜔0𝑡/2)

𝑡

⃒⃒
, 𝜙(𝑡) = arctan 𝑢2(𝑡)

𝑢1(𝑡)
= 𝜔0𝑡

2 , 𝜔(𝑡) = 𝑑𝜙(𝑡)
𝑑𝑡 = 𝜔0

2 — знайдено основ-
нi спектральнi характеристики сигналу. Тобто 𝑢(𝑡) будуємо так, що 𝑢1(𝑡)
— дiйсна його частина, а уявна частина 𝑢2(𝑡) — це iнтегральне перетво-
рення Гiльберта цiєї дiйсної частини.

2. Iнтегральне перетворення Френеля. Визначається наступним
чином:

Φ(𝑥) =

∫︁ ∞

−∞
𝑓(𝜉) 𝑒−𝑖

(𝑥−𝜉)2
2 𝑑𝜉; 𝑓(𝑥) =

1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
Φ(𝜉) 𝑒𝑖

(𝑥−𝜉)2
2 𝑑𝜉.

Це iнтегральне перетворення застосовується у радiооптицi також часто й
ефективно як i перетворення Фур’є для розв’язання рiзного роду задач.

Реальний фiзичний простiр взаємодiє з хвилями, що розповсюджу-
ються в ньому, саме узгоджено з цими iнтегральними перетвореннями.
Якщо, наприклад, на пластинку в просторi у вибранiй площинi 𝑋𝑂𝑌 па-
дає плоска електромагнiтна хвиля в напрямку 𝑂𝑍, то простiр за пласти-
ною по координатi 𝑍 можна роздiлити на двi частини. Одна, ближча до
пластини — це область Френеля, i тут електромагнiтне поле пiсля взаємо-
дiї з пластинкою описується перетворенням Френеля, а далi, пiсля певної
межi, йде область Фраунгофера, де поле дiє згiдно з перетворенням Фур’є.
Для опису дифракцiї на щiлинi або на краю екрана застосовуються також
sin- та cos-iнтеграли Френеля та спiраль Корню. Перетворення Френеля
має багато цiкавих прикладiв застосування i в iнших галузях науки та
технiки.
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