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Вступ 

Різноманітні задачі теоретичних і практичних досліджень часто 

потребують з'ясування властивостей функцій, що є розв'язками 

диференціальних рівнянь з малим або великим параметром. 

Одними з найбільш ефективних методів інтегрування таких рів- 

нянь є асимптотичні, Їх суть полягає в тому, що шуканий розв'язок 
диференціального рівняння будують у вигляді формального ряду 
за степенями параметра або незалежної змінної. | хоча такі ряди, 

як правило, розбігаються, але наближений розв'язок, знайдений 

шляхом обривання формального ряду на m-My члені достатньо 
добре апроксимує "точний" розв'язок вихідного рівняння. Побу- 

довані таким чином наближені розв'язки мають асимптотичний 
характер в тому розумінні, що вони прямують до відповідних "точ- 

них" розв'язків, коли параметр або незалежна змінна прямує до 

свого граничного значення при фіксованому m. 

Асимптотичні методи дають змогу здобути деякий аналітич- 

ний вираз шуканого розв'язку, що відіграє важливу роль в якісній 

теорії диференціальних рівнянь. При цьому вже кілька перших наб- 

лижень, як правило, достаньо добре описують досліджувані влас- 

тивості "точного" розв'язку. Тому зароджені ще на початку ХІХ ст. 

асимптотичні методи і нині є потужним апаратом як при проведенні 

різноманітних фундаментальних досліджень, так і при розв'язанні 

багатьох задач практики. 

У 1807 р. Ж. Фур'є, узагальнюючи igeï Д. Бернуллі, запропо- 

нував оригінальний метод розв'язування диференціальних рівнянь 

з частинними похідними, що приводить до звичайних диференці- 

альних рівнянь з деяким параметром. При цьому виникла необхід- 

ність дослідження асимптотичних властивостей власних значень і 

власних функцій відповідних лінійних диференціальних операторів. 

Вперше подібні задачі почав розглядати Ж. Ліувілль у 30-х po- 

ках XIX ст. Так, використовуючи результати Ж. Штурма про ко- 

ливність розв'язків лінійних диференціальних рівнянь другого по- 

рядку (1901, Ж. Ліувілль навів достатні умови розвинення довільної 

функції за фундаментальними функціями ©; (8) рівняння



Pr 

“de 
Ак — параметр, 3 певними крайовими умовами [183, 184]. Таким 
чином, фактично було побудовано асимптотичн! ряди для лінійно 

незалежних розв'язків рівняння (1). 
Класичні результати про поведінку власних значень A; та влас- 

них функцій v;,(t), що їм відповідають, здобуті В.А. Стекловим. 

Зокрема, ним доведено теорему замкненості для розв'язків задачі 

Штурма-Ліувілля і розв'язано задачу про розвинення функції за 

власними функціями 9; (1) з тією самою загальністю, що й для 

тригонометричних рядів (111). 
Перші найбільш систематичні дослідження систем лінійних ди- 

ференціальних рівнянь з параметром містяться в працях Л. Шле- 

зінгера [187], Дж. Біркгофа [154] та Я.Д. Тамаркіна (113). 
Так, для розв'язків диференціального рівняння 

+ (Agg(t) — "Фик = 0, KEN, (1) 

TL ys m—1 

qn À Pan р) For deat 

де a;(t,p), i = 0,n — 1, - голоморфні функції параметра р в око- 
лі нескінченно віддаленої точки і нескінченно диференційовні за 

змінною Zt, 1 Є [a;b], Дж. Біркгоф побудував асимптотичн! форму- 

ли вигляду 

+. .+ "ао (В, р) = 0, 

t 

2-5 pa (в) +04") exp [р ] (да | i = Tn, 
a 

де A;(t), i = 1,7, - корені відповідного характеристичного рівнян- 
ня. 

Я.Д. Тамаркін узагальнив результати Дж. Біркгофа для систем 

лінійних диференціальних рівнянь 

ах 
= = рА різ (2) 

де x = x(t, р) - шуканий п-вимірний вектор, A(t, р) - квадратна 

матриця 7-го порядку, елементи якої голоморфн! за параметром р 
в околі нескінченно віддаленої точки.



Зазначимо, що проведені дослідження стосувались випадку 

простих коренів характеристичного рівняння 

дек АС, 0) - \E) = 0. (3) 

Випадок кратних коренів рівняння (3) виявився дуже складним i 

довгий час залишався недослідженим. Лише в середині ХХ ст. бу- 

ли зроблені перші успішні кроки у розв'язанні проблеми кратного 

кореня. Так, в працях М. Хукухари [166], Й. Сибуй! [188], М. Івано 
(169, 170, 172| для систем сингулярно збурених диференціальних 

рівнянь 
а з 

є = Ада, (4) 

де матриця Alt,e) голоморфна в деякому околі точки (0,0), та 

С.Ф. Фещенка (120, 121] для систем з повільно змінними коефіці- 

єнтами 
dx 
+ = Alr,e)z, т = et Є |0; ТІ, (5) 

доведено теореми про асимптотичне розщеплення систем лінійних 

диференціальних рівнянь, коефіцієнти яких залежать від парамет- 

ра, на підсистеми меншої розмірності. Таким чином, випадок, коли 

характеристичне рівняння системи має кілька коренів, був зведений 

до більш простого випадку, коли це рівняння має лише один корінь. 

Ю.Л. Далецький і С. Г. Крейн узагальнили теорію асимпто- 

тичного розщеплення, розроблену для скінченновимірних просто- 
рів, на аналогічні системи, задані в нескінченновимірних просторах 

131, 32]. 
Сама ж проблема кратного кореня була розв'язана в працях 

М.І. Шкия (137, 136, 139]. Він показав, що розв'язки системи (5) 
зображуються асимптотичними розвиненнями за дробовими сте- 
пенями є, показники яких залежать як від кратності коренів від- 

повідного характеристичного рівняння та елементарних дільників, 

що Тм відповідають, так і від поведінки збурюючих коефіцієнтів 

системи. 
Зазначимо, що системи з великим параметром (2), сингулярно 

збурені системи (4) та системи з повільно змінними коефіцієнтами



(5) еквівалентні у тому розумінні, що за допомогою заміни великого 

параметра на малий, або заміни незалежної змінної дані системи 

перетворюються одна в одну. 

Фундаментальний результат М.|. Шкіля надав нового імпуль- 

су теорії асимптотичного інтегрування лінійних сингулярно збуре- 

них систем і був узагальнений для різних типів диференціально- 

функціональних рівнянь в працях його учнів [7, 55, 105 - 107, 109, 

75, 76, 143]. 

Важливі дослідження з теорії асимптотичного інтегрування син- 

гулярно збурених систем провела Г.С. Жукова. Використовуючи 

метод діаграм Ньютона, вона з'ясувала залежність між збурю- 

ючими матрицями системи (4) у випадку одного кратного кореня 

відповідного характеристичного рівняння, якому відповідає елемен- 

тарний дільник тієї самої кратності і показниками степеня малого 

параметра, за яким слід будувати асимптотичні розвинення шука- 

них розв'язків [34, 35). 
Результати Г.С. Жукової на випадок, коли кратному кореню ха- 

рактеристичного рівняння відповідає кілька елементарних дільни- 

ків, узагальнив В.П. Яковець [149]. 

Методи теорії асимптотичного інтегрування систем диференці- 

альних рівнянь з параметром тісно пов'язані з методами інтегру- 

вання систем диференціальних рівнянь з особливими точками 

и _ Ах, ВЕ М. (6) 
dt 

Зокрема, в працях М. Хукухари [167, 168], Й. Сибуйі [189], М. Іва- 

но (170, 171], E. Коддінгтона і Н. Левінсона [49], В. Вазова [16] 
розглядались питання про побудову розв'язку системи (6) з го- 
ломорфною в точці 2 = 0 матрицею А(Р) для випадку регулярної 

особливої точки (h = 1), про асимптотичне інтегрування даної сис- 

теми за умови наявності іррегулярної особливої точки (h > 1) та 

про асимптотичне розщеплення системи (6). При цьому після роз- 
щеплення у випадку кратних власних значень матриці А(0) для 
побудови формальних розв'язків системи (6) використовувалось 

зрізуюче перетворення, наведене Х.Л. Территіним [114].



Аналогічні дослідження для сингулярно збурених систем з особ- 

ливою точкою 

nd = A(t,e)a (7) 
dt 

були здійснені Й. Сибуйєю [189] та М. Івано [171]. Зазначимо, 
що під час застосування зрізуючого перетворення накладалися 

певні додаткові умови на коефіцієнти системи (7). | лише після 

розв'язання М.І. Шкілем проблеми кратного кореня для системи 

(5) їх було усунено (141, 143, 153, 159]. 

Класичні результати теорії асимптотичного інтегрування ліній- 

них рівнянь та їх систем знайшли свої узагальнення в теорії не- 

лінійних коливань. Насамперед, слід згадати методи Ляпунова- 

Пуанкаре пошуку періодичних розв'язків певних типів систем 

диференціальних рівнянь. Припускаючи голоморфність правих ча- 

стин відповідних диференціальних рівнянь, О.М. Ляпунов [60] та 

А. Пуанкаре (182, 79, 80] розробили ефективні алгоритми побудо- 

ви періодичних розв'язків у вигляді збіжних рядів за степенями 

малого параметра. 

Як вже зазначалось, апарат теорії Ляпунова- Пуанкаре грунтує- 

ться на припущенні про голоморфність правих частин рівнянь, що 

розглядаються. Це припущення було природнім для різноманітних 

задач небесної механіки ХІХ ст. Проте, наприклад, в теорії коли- 

вань воно є доволі обмежуючим. У зв'язку з цим зупинимося на 
фундаментальних дослідженнях М.М. Крилова, М.М. Боголюбова, 

Ю.О. Митропольського та A.M. Самойленка [4 - 6, 52, 53, 65 - 67, 
89], де закладено основи нелінійної механіки. 

Асимптотичні методи, розроблені М.М. Криловим та М.М. Бо- 

голюбовим, застосовують для описування як періодичних, так і 
квазіперіодичних процесів, при вивченні найбільш загальних не- 

консервативних систем. Зазначимо, що використовуючи "звичай- 
ні" методи пошуку розв'язку наведених систем у вигляді розвинень 

за степенями малого параметру, ми приходимо до небхідності оці- 

нювання так званих секулярних членів {7 sin at, {cos at. А тому 

наближені формули для розв'язків відповідних рівнянь можна бу- 

дувати лише на незначному часовому інтервалі.
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Створен! М.М. Криловим та М.М. Боголюбовим асимптотичн! 

методи приводять до наближених формул, що не містять секуляр- 

них членів. Це дає змогу вивчати коливні процеси на достатньо 

великому інтервалі зміни незалежної змінної. 

Узагальнючи ідеї М.М. Крилова та М.М. Боголюбова, Ю.О. Ми- 

тропольський ефективно досліджував нестаціонарні коливні проце- 

си в системах з одним та багатьма ступенями вільності. 

А.М. Самойленко обгрунтував методи асимптотичного інтег- 

рування розривних та імпульсних систем, створив чисельно- 

аналітичний метод дослідження періодичних розв'язків диференці- 

альних рівнянь, побудував загальну теорію збурення інваріантних 

тороїдальних многовидів динамічних систем [6, 89, 90]. 

Асимптотичні методи, розроблені М.М. Криловим, М.М. Бого- 

любовим та Ю.О. Митропольським, стали класичним методами 

нелінійної механіки | інтенсивно розвивались в працях їх учнів [57 

- 59, 68, 85, 128]. 

Починаючи з середини ХХ ст. у зв'язку з бурхливим розвит- 

ком радіотехніки, аеродинаміки, космонавтики виникла потреба у 

дослідженні процесів, що описуються сингулярно збуреними систе- 

мами диференціальних рівнянь вигляду 

ах ау 
dt — (2, у, 1), OTE = g(x,y, 1), (8) 

ge x = x(t,e), f(x,y,t) - m-sumipHi, a у = y(t,e), g(a,y,t) - n- 

вимірні вектори, є - малий параметр. 

Якщо в (8) покласти є - 0, то матимемо вироджену систему 

deo 
че Fee), 98%) = 0, (9) 

де у = ф(х,1) - ізольований корінь рівняння 

Виникає питання: чи буде роз'язок системи (8) прямувати до 
деякого розв'язку виродженої системи (9) коли є — 0, і якщо такий
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розв'язок системи (9) існує, то якими додатковими умовами він 
визначається? 

Фундаментальні результати в цьому напрямку були здобуті 

І.С. Градштейном [29, 30] та А.М. Тихоновим (115, 116]. Розгляда- 

ючи задачу Коші для системи (8), А.М. Тихонов в теоремі про гра- 
ничний перехід навів достатні умови наближеності розв'язку заз- 

наченої задачі Коші до деякого визначеного розв'язку відповідної 

виродженої задачі. 

Задачу Коші для системи (8) у випадку суто уявних коре- 

нів відповідного характеристичного рівняння всебічно дослідив 

В.М. Волосов [26, 27]. 
А.Б. Васильєва з'ясувала, що при виконанні певних умов 

розв'язок системи (8) має вигляд 

і 
z(t,e) = Z(t,e) + Tz(7,2) + ult,e), T= = 

де через 2 позначено 2 або у, Z(t, є) - розв'язок вироджено! задач! 

(9), П=(т, є) - функція типу примежевого шару, (і, є) — 0, є — 0 
(17 - 19]. 

Створений А.Б. Васильєвою метод асимптотичного інтегрува- 

ння сингулярно збурених систем диференціальних рівнянь дав 

змогу здійснити глибокі математичні дослідження різних типів 

диференціально-функціональних рівнянь (15, 20 - 24, 46, 82 - 84]. 
У згаданих дослідженнях сингулярно збурених задач члени регу- 

лярно! частини асимптотики 2($, є) були достатньо гладкими фун- 

кціями. Якщо ж вони самі мають особливість в деякій точці I по- 

рядок цієї особливості збільшується зі зростанням номера члена 

(бісингулярні задачі), то для побудови асимптотичних розв'язків 

зазначених задач можна скористатись методом "зшивання асим- 

птотичних розвинень" [42 - 45]. 
Оригінальний метод асимптотичного аналізу сингулярно збуре- 

них задач запропонував С.О. Ломов [56]. У розробленому ним ме- 

тоді регуляризації сингулярно збурена задача шляхом переходу до 

простору більшого виміру стає регулярно збуреною, що дає змогу 

шукати її розв'язок у вигляді ряду за степенями малого парамет- 

ра. Зазначимо, що С.О. Ломову вдалось знайти достатні умови
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збіжності асимптотичних розвинень розв'язків деяких сингулярно 

збурених задач. 

Диференціальні рівняння з відхиленням аргументу є порівня- 

но новим об'єктом теорії диференціальних рівнянь. Їх інтенсивне 

вивчення почалось із середини ХХ ст. | пов'язане з потребами ме- 

ханіки, фізики, біології, економіки тощо. 

У працях А.Д. Мишкіса [72, 73], Л.Е. Ельсгольца i С.Б. Норкіна 
(74, 145], Е. Пінні [77], Р. Беллмана i Р. Кука [3], М.Н. Огюзтореллі 
[180], В.П Рубаника [85], Ю.О. Митропольського і Д.І. Мартинюка 
169, 70], Ю.О. Митропольського, В.Г. Самойленка i Д. Матараццо 
[71, 178] наведено фундаментальні результати теорії диференціаль- 

них рівнянь з відхиленням аргументу. 

Оскільки диференціальні рівняння з відхиленням аргументу ін- 

тегруються у замкненій формі надзвичайно рідко, то виникла по- 

треба у розробці наближених, зокрема, асимптотичних методів 
розв'язання таких рівнянь. Так, в працях Ю.О. Митропольсько- 

го [67], А. Халаная [129], В.П. Рубаника [85], В.І. Фодчука [125 - 

128], Д.Г. Кореневського і С.Ф. Фещенка [50] був адаптований ме- 
тод усереднення Крилова-Боголюбова-Митропольського для сис- 

тем із запізненням аргументу, що дало змогу ефективно досліджу- 

вати коливні процеси в системах із післядією. 

А.Б. Васильєва та А.М. Родіонов з'ясували, що за асимптотич- 

ними властивостями розв'язки систем нейтрального типу з малим 
віхиленням аргументу близькі до розв'язків систем сингулярно збу- 

рених диференціальних рівнянь [24]. Це дало їм змогу для побудо- 

ви відповідних асимптотичних розвинень використовувати раніше 
розроблені методи теорії сингулярних збурень. 

Узагальнюючи результати А.Б. Васильєвої, В.І. Рожков [82 - 

84] 1 Г.Д. Курдеванідзе [54] розробили алгоритм побудови періоди- 
чних розв'язків системи нейтрального типу з малим відхиленням 
аргументу. 

У працях Ю.О. Рябова [87, 88], їдеї яких походять від О.М. Ля- 

пунова | А. Пуанкаре, доведено існування періодичних розв'язків 

для системи диференціальних рівнянь з малим запізненням. При 

цьому побудовано не лише асимптотичне розвинення вказаних
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розв'язків, ane й доведено збіжність знайдених рядів. 

Перші результати щодо асимптотичного інтегрування лінійних 

систем сингулярно збурених диференціальних рівнянь із запізнен- 

ням аргументу були здобуті С.Ф. Фещенком та Я.П. Меньком [63, 

64). Їм вдалося поширити теорію Шлезінгера-Біркгофа- Тамаркіна 
побудови асимптотичних розв'язків на системи диференціальних 

рівнянь з повільно змінними коефіцієнтами 

ах 
= А(т,=)х +eB(r,e}x(t — Дт), є). (10) 

При цьому наявність множника є при доданку із запізненням знач- 

но спрошувала задачу, оскільки вона зводилася до задачі відшу- 

кання розв'язків відповідної системи диференціальних рівнянь без 

загаювання. 

У працях М.І. Шкіля (123, 139] таке припущення відкинуто. A 

саме, М.І. Шкіль узагальнив класичні методи побудови асимпто- 

тичних розв'язків систем диференціальних рівнянь з повільно змін- 

ними коефіцієнтами на системи вигляду 

ах 
Fr = А(т,=)х + В(т, e)a(t - A(r),e), (11) 

де матриці А(т,=), В(т, є) мають рівномірні асимптотичн! розви- 
нення за степенями є, 

A(r,e) = У є Ат), B(r,e) = У є Вт). 
i>0 120 

При цьому простому кореню характеристичного рівняння 

det(Ao(r) — AE + Во(т) ехр( - А(т)А)) = 0 (12) 

відповідав формальний розв'язок системи (11), асимптотичне роз- 
винення якого будувалося за степенями є. 

Якщо ж рівняння (12) має кратний корінь кратності 2, то за 

певних умов відповідний розв'язок системи (11), як і системи без 
запізнення (5), має асимптотичне розвинення за дробовими степе- 
нями є.
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Пізніше в працях М.Ї.Шкіля та його учнів зазначений метод no- 

будови асимптотичних розв'язків був поширений на більш загальні 

типи диференціально-функціональних рівнянь з відхиленням [75, 

123, 93, 98, 1351. 

Під впливом практичних задач теорії оптимального керування, 

масового обслуговування, теорії електричних кіл, економіки, почи- 

наючи з кінця 70-х років ХХ ст. розпочалось інтенсивне дослід- 

ження властивостей розв'язків систем диференціальних рівнянь, 

не розв'язаних відносно старших похідних. 

Нині єдиної назви для таких систем не існує. Намагаючись більш 

чітко окреслити об'єкт дослідження і вказати на його характерні 

риси, системи диференціальних рівнянь, не розв'язаних відносно 

старших похідних, називають диференціально-алгебраїчними сис- 
темами (162, 164, 184], алгебро-диференціальними (12, 14, 134], не- 

явними [10, 132, 157], сингулярними [9, 13, 155, 156], виродженими 

[11, 92, 93], дескрипторними системами [179] тощо. У даній пра- 

ці зазначені системи називатимемо диференціально-алгебраїчними 

системами (ДАС). 

Зазначимо, що ДАС зі сталими коефіцієнтами розглядалися ще 

в працях М.М, Лузіна. Так, для системи 

У aij(D) a; = Б), i= Tn, 
j=l 

де x; = x;(t) - шукані функції, aj; — квадратичн! оператори зі 

сталими коефіцієнтами вигляду 

М.М. Лузін знайшов необхідні та достатні умови сумісності і за- 

пропонував алгоритм побудови її розв'язків [64]. 

Ілюструючи застосування теорії в'язок матриць, Ф.Р. Гантмахер 

дослідив на сумісність лінійну неоднорідну ДАС зі сталими коефі- 

цієнтами. Зазначимо, що підхід Ф.Р. Гантмахера за умови сталої 

кронекерової структури в'язки матриць Alt) — AB(t), може бути 

використаний для пошуку розв'язків лінійної системи зі змінними
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коефіцієнтами [93] 

BI) = Alt)a + f(t), te [0:7]. (13) 

Перші найбільш вагомі результати дослідження системи (13) бу- 

ли здобуті В.О. Єременком [41] та Ю.Д. Шлапаком [144]. Розгля- 
даючи систему (13) з періодичними коефіцієнтами, вони побуду- 

вали лінійні підстановки, за допомогою яких вона зводилася до 

системи меншого порядку. 
Різноманітні аспекти теорії диференціально-алгебраїчних сис- 

тем розглядались Ю.Є. Бояринцевим, В.О. Даниловим, А.О. Ло- 

гіновим, В.Ф. Чистяковим, А.А. Щегловою [9 - 14, 133, 134], 

С. Кемпбеллом, Ч. Гієром, Л. Петцольд |155 - 158, 162, 1631, 

E. Гріпентрогом і Р. Мьорц [164], П. Кункелем і В. Мерманном 
[173], Р. Ріазою [185], E. Хайрером i Г. Ваннером [165]. При цьо- 

му основна увага зверталася на пошук необхідних і достаніх умов 

звідності системи (13) до системи зі сталими коефіцієнтами (155, 

156, 9, 11]. Так, Ю.Е. Бояринцев у регулярному випадку (існує така 

стала с, що det(A(t) — cB(t)) 4 0, t є |0; Т|) зводив систему (13) 
до системи вигляду 

Са = x + g(t) (14) 

з подальшим з'ясуванням достатніх умов сумісності (14). 

Узагальнюючи результати своїх праць, Ю.Є. Бояринцев [13], 

В.Ф. Чистяков ! А.А. Щеглова (134) вводять до розгляду лівий 
та правий регуляризуючий оператори, за допомогою яких вихідна 
система (13) за певних умов зводилася до системи в нормальній 
формі. 

Однак наведені підходи до інтегрування лінійної системи (13) не 

давали змоги описати структуру її загального розв'язку і розроби- 

ти ефективні алгоритми побудови розв'язку задачі Коші, крайових 

задач тощо. У зв'язку з цим розглянемо поняття центральної ка- 
нонічної форми системи (13) [158]. Так називається система 

Е. 0 \dr [МО 0 x 
(2, 1) ( 0 7) + A(t), (15)
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де Es, En-s — одиничн! матриці з- та (п -8)-го порядків відповідно, 

У, - верхньотрикутна матриця з нульовими квадратними блоками 

на діагоналі. 

У монографії [13] для системи (13) було введено поняття за- 

гального розв'язку типу Коші 

a(t) = Xa(t)e + rl), 

деталі Ха) = d = const, 4 < п, є - п-вимірний вектор довільних 

сталих, a (5) — частинний розв'язок (13), і показано, що система 

(13) має загальний розв'язок типу Коші, якщо вона задовольняє 
критерію "ранг-степінь" (ранг матриці В (2) сталий і дорівнює сте- 

пеню многочлена det( A(t) — ^В(®))). 
Зрозуміло, що питання побудови розв'язку типу Коші ліній- 

ної системи (13) може бути зведене до пошуку її центральної 

канонічної форми. Тому наведемо найбільш загальний результат 

Ю.Е. Бояринцева [13], В.Ф. Чистякова i А.А. Щеглової [134], сфор- 

мульований для системи (13) з аналітичними коефіцієнтами. До- 

ведено, що наступні твердження еквівалентні. 

1. Система (13) має загальний розв'язок типу Коші. 
2. Існують неособливі матриці P(t), Q(t) з аналітичними еле- 

ментами, за допомогою яких систему (13) можна звести до цент- 
ральної канонічної форми. 

3. Існує лівий регуляризуючий оператор. 

4. Ichye правий регуляризуючий оператор. 

Зазначимо, що згадані дослідження російських математиків зде- 

більшого мають теоретичний характер і ефективно застосовуються 

на практиці лише у випадку виконання критерію "ранг-степінь". 

Найбільш загальні достатні умови звідності системи (13) до 

центральної канонічної форми здобули А.М. Самойленко | В.П. Яко- 

вець [92, 93]. При цьому ними був розроблений алгоритм побудови 

відповідних перетворюючих матриць. Це дало змогу описати стру- 

ктуру загального розв'язку системи (13) і знайти умови коректності 
постановки задачі Коші. 

Фундаментальний результат А.М. Самойленка і В.П. Яковця є 

теоретичним підгрунтям дослідження різноманітних задач теорії



17 

лінійних AAC. Зокрема, на його основі знайдено умови сумісно- 

сті задачі Коші [51], деяких крайових задач для диференціально- 

алгебраїчної системи [151], доведено теореми про існування та єди- 

ність періодичного розв'язку системи (13) з періодичними коефі- 

цієнтами [2, 150], розроблено теорію асимптотичного інтегрування 

лінійних сингулярно збурених ДАС [93]. 

Систему (13) у нескінченновимірних просторах розглядали 

С.Г. Крейн i М.І. Хазан [48], С.П. Зубова i К.І. Чернишов |38, 40), 
А.Г. Руткас [86, 186], A. Фавіні [160, 161], С.М. Жук [33] та ін. 

Використовуючи розроблені раніше методи дослідження ліній- 

них систем, Ю.Е. Бояринцев, В.О. Данилов, А.О. Логінов, В.Ф. Чис- 

тяков і А.А. Щеглова розглянули деякі задачі для нелінійних ДАС 

(13, 134). Зокрема, вони довели існування розв'язку задачі Коші 

за певних умов на вектор початкових даних, розробили методику 

чисельного інтегрування таких систем тощо. 

Із середини 80-х років ХХ ст., одночасно з дослідженням ДАС 

(13), почали розглядати сингулярно збурені ДАС з виродженням, 

тобто матрицею при похідній, яка змінює, наприклад, свій ранг, 

коли є = 0, а саме системи вигляду 

ах 
eBit,e) 7; = A(t,e)x + flt,e). (16) 

При цьому, He зважаючи на TE, що теоретичною основою дослід- 

ження системи (16) є теорема про звідність AAC до центральної ка- 

нонічної форми, завдяки малому параметру при похідній розв'язки 

системи (16) мають ряд специфічних властивостей порівняно з 

розв'язками системи (13). 
Перші результати про поведінку розв'язків системи (16) у випад- 

ку регулярного збурення здобув В.П. Скрипник [103]. Зокрема, він 

дослідив питання про збіжність розв'язку задачі Коші для систе- 

ми (16) до відповідного розв'язку граничної системи (її дістають 
is системи (16) коли є = 0). 

У працях С. Кембелла та О"Меллі для однорідної системи зі 

сталими коефіцієнтами 

ах 
B B = (Bo te чн Ax (17)
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з неособливою для всіх є > 0 матрицею при похідних побудова- 

но фундаментальну матрицю у вигляді розвинення за степенями 
параметра є (155, 181]. 

У банаховому просторі систему (17) розглядали С.П. Зубова і 

К.І. Чернишов. Так, за умови, що оператор А є замкненим, лі- 

нійним, фредгольмовим, Bo, By - обмежені лінійні оператори, 

С.П. Зубова побудувала розв'язок задачі Коші для системи (17) 

та з'ясувала умови за яких цей розв'язок прямує до відповідного 
розв'язку граничної системи [39, 40). К.І. Чернишов для регуляр- 

ної в'язки Во + є В асимптотично розщепив систему (17) на дві 

підсистеми, одна яких залежить від параметра регулярно, а інша - 

сингулярно (130, 131]. 
Всі наведені дослідження стосувались, як правило, випадку, ко- 

ли, незважаючи на особливість граничної матриці В (+, 0), матриця 

В (І, є) для = > 0 залишається неособливою. 
Вперше систему (16) з особливою матрицею В(і,є) почав 

досліджувати І.І. Старун (109, 110]. Ним було побудовано стільки 

лінійно незалежних формальних розв'язків однорідної системи 

Bi, = Alt,e)e, (18) 

скільки коренів з урахуванням їх кратності має відповідне характе- 

ристичне рівняння. Зазначимо, що у випадку "ранг-степінь" кіль- 

кість знайдених розв'язків достатня для визначення формальної 
фундаментальної матриці системи (18). 

Узагальнюючи результати І.І. Старуна, В.П. Яковець з'ясував, 

що за певних умов, накладених на збурювальні матриці, система 
(18) має два типи формальних розв'язків. Розв'язки першого типу 

відповідають скінченним елементарним дільникам граничної в'язки 

матриць Ao(t) — ABo(t), а розв'язки другого типу - нескінченним. 

При цьому, використовуючи теорему про звідність до централь- 

ної канонічної форми, йому вдалося довести, що лінійна комбіна- 

ція побудованих формальних розв'язків є загальним формальним 

розв'язком системи (18). 
Зазначимо, що у працях Г.С. Жукової [36] та В.П. Яковця (146 

- 149] на основі методу діаграм Ньютона розроблено ефективний
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алгоритм визначення показник!в степеня малого параметра, за яки- 

ми слід будувати формальні розвинення як розв'язків першої, так 

1 другої груп. 

Результати В.П. Яковця були узагальнені для лінійних сингуляр- 

но збурених ДАС інтегро-диференціальних рівнянь [37], для AAC 

з періодичними коефіцієнтами [2, 150], для ДАС з іррегулярною 

особливою точкою [136, 152], для сингулярно збурених ДАС з ім- 

пульсним впливом [78] тощо. 
Зазначимо, що в основу даної монографії покладено резуль- 

тати асимптотичного інтегрування сингулярно збурених диферен- 

ціально-алгебраїчних систем рівнянь, що опубліковані в |81, 94 - 

102]. При цьому, на відміну від [102], матеріал монографії адапто- 
вано до використання в навчальному процесі. Зокрема, розглядає- 

ться лише випадок граничної регулярної в'язки матриць, достатні 

умови багатьох тверджень посилені, що призвело до суттєвих спро- 

щень у доведеннях, робота доповнена значною кількістю прикладів. 

Зупинимося на структурі монографії. Робота складається з 

трьох розділів. 

У розділі І розглядається задача Коші 

BOT = f(z,t), te |0; ТІ, (19) 

x(0) = 2. (20) 

Побудова асимптотичного розв'язку задач! Коші для системи (19) 
відбувається за умови нескінченної диференційовності елементів 

B(t) та компонент f(x,t). Це дає змогу записати коефіцієнти cuc- 
теми (19) у вигляді формальних рядів за степенями незалежної 
змінної. Тоді, шукаючи розв'язок відповідної задачі Коші у такому 

ж самому вигляді, можна відмовитись від припущення про незмін- 

ність кронекерової структури граничної в'язки матриць на відрізку 

[0; 7], що присутня в працях [41, 144, 9, 11, 12, 92, 93]. 

Розділ ІЇ присвячено дослідженню асимптотичних властивостей 

розв'язку задачі Коші 

Bi, = f(x,t,e), te [0;T], (21) 

х(0, є) = 2. (22)
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Розв'язок задачі Коші для системи сингулярно збурених диферен- 

ціальних рівнянь (21) з малою нелінійністю за умови неособливої 
матриці B(t,e) побудував В.П. Яковець [149]. При цьому розгля- 

дався випадок простих нескінченних елементарних дільників гра- 

ничної регулярної в'язки матриць, що значно спрощувало постав- 

лену задачу. У даній роботі, використовуючи методи теорії ДАС, те- 

орії асимптотичного інтегрування систем диференціальних рівнянь 

та теорії в'язок матриць, досліджено задачу Коші для системи (21) 

у загальному випадку. 
Для системи (21) з періодичними коефіцієнтами доведено існу- 

вання періодичного розв'язку | наведено його асимптотичне розви- 
нення. Зазначимо, що такі системи раніше не розглядались. 

У розділі Ш здобуті вище результати узагальнюються для син- 

гулярно збурених ДАС рівнянь з малим запізненням аргументу. 

Зауважимо, що побудова розв'язку перелічених початкових за- 

дач наведеним способом можлива | у випадку, коли матриця при 
похідній в окремих точках змінює свій ранг.



Роздил | 

Побудова асимптотичних формул 

для розв'язку задачі Коші для 

диференціально-алгебраїчної 

системи рівнянь 

1.1. Постановка задачі 

У даному розділі досліджується задача Коші 

BZ = f(x,t), te [0;T], (1.1) 

х(0) = Xo, (1.2) 

де 2 = x(t) - шуканий п-вимірний вектор, B(t) - квадратна мат- 

риця п-го порядку, /(2, 12), хо - п-вимірні вектори, компонентами 

яких є дійсні або комплекснозначні функції. 

1. Нехай: 

а) елементи B(t) на відрізку |0; 7] мають достатню кількість похід- 
них; 
6) компоненти f(x,t) на множині 

D= {(,0) : [ll <a, 0 <€<T}, ||50|| <a, 

мають достатню кількість неперервних частинних похідних за зм!н- 

ними 2 та $. 

Формальний розв'язок задачі (1.1), (1.2) будується у вигля- 

ді розвинення за степенями 7. При цьому розроблений алгоритм 
суттєво залежить від кронекерової структури в'язки / (220, 0) - 

AB(0), де (10,0) - квадратна матриця n-ro порядку, еле- 

f(z, бу , 5) = ln Га, б) = 
да; (x,t}=(x0,0) 

= colon({ (т, нь {f(t t) fo 17 thn): 

ментами якої Е
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Зазначимо, що доведення асимптотичного характеру формаль- 

ного розв'язку задач! (1.1), (1.2) одночасно є доведенням існування 
та єдиності розв'язку цієї задачі, що має певні асимптотичні вла- 

стивості. 

Побудова розв'язку задачі Коші (1.1), (1.2) наведеним способом 
можлива | у випадку, коли ранг матриці B(t) на відрізку [0; 7] нее 

сталим. 

1.2. Деякі допоміжні відомості 

Нехай A та В - прямокутні матриці розмірів m х п, елементами 

яких є дійсні або комплексні числа, A - деякий параметр. 

В'язку мариць A—AB називають регулярною, якщо мають місце 

наступні умови: 

1) А та В - квадратні матриці одного порядку (m = п); 
2) det(A - AB) 40. 

У решті випадків (m 52 п або m = п, ane det(A — AB) = 0) 
в'язку А — AB називають сингулярною. 

Нехай в'язка À — AB регулярна, має т скінченних та з нескінчен- 

них елементарних дільників, кратності яких відповідно дорівнюють 

Diy cr Pr TA 41, es Is, причому рі +... + pp + 41+... + 9: =n. Тоді 

існують Taki неособлив! матриц! Р, Q, що 

РАО = À = diag{E,,W,}, PBQ = В = diag{Jy, Ep}, (1.3) 

де Е, En - одиничні матриці порядків 4 та р відповідно, W, = 

= diag{W,....W-}, Jg = diag{ Jı,..., Js}, Wi, i= 1,17, - квадратні 

матриці р;-го порядку, що відповідають скінченним елементарним 

дільникам, J;, 7 = 1,5, - квадратні матриці 4;-го порядку, що від- 

повідають нескінченним елементарним дільникам, причому 

i 1 0 0 0 0 

0 і 1 0 0 0 0 

Wi= |... = |. , 
0 А 1 0 0 1



23 

i=l,r; 7 - 1,8; À, = 1,p, - корені характеристичного рівняння 

det(A — AB) = 0, (1.4) 

реріво Pri d= +... + de [28, с. 334]. 
Корені рівняння (1.4) називаються власними значеннями в'язки 

А- ЛАВ. 

Твердження про зведення в'язки матриць до канонічного вигля- 
ду залишається справедливим | у випадку, коли елементи матриць 
А та В не є сталими. 

Теорема 1.1. Якщо A(t), B(t) є C™[0; ТІ, в'язка Alt) - AB(t) 
на відрізку |0; Т| регулярна і на цьому відрізку зберігається кра- 

тність власних значень в'язки A(t) - ЛВ(#) (коренів рівняння (1.4)) 
та її скінченних і нескінченних елементарних дільників, то існу- 

ють неособливі матриці P(t), Q(t) є C™|[0; T], за допомогою яких 
в'язка A(t) — ÀB(t) зводиться до канонічного вигляду (1.3) [93, с. 
17]. 

Під C™[0;7] розумітимемо множину функцій, визначених на 

відрізку (0; 7], які мають на цьому відрізку неперервні похідні до 

M-TO порядку включно. 

Теорема 1.1 вимагає незмінності характеристик в'язки на про- 

міжку визначення A(t), B(t). Відповідь на питання про канонічний 

вигляд регулярної в'язки у випадку такої зміни дає наступна TEO- 

рема. 

Теорема 1.2. Нехай A(t), B(t) є C™[0; ТІ, в'язка А(0) - АВ(0) 
регулярна, має 7 попарно різних власних значень кратності рі, ..., 
ру» яким відповідають 7 скінченних елементарних дільників такої 

саме кратності та 5 нескінченних елементарних дільників кратності 

Gis + Gs відповідно, причому рі +... + pp+qit+...+¢s =n. Тод 

існують Taki неособлив! матриці P(t), Q(t) Е С"[0; to], to < Т, що 

P(DA(DQ(D = Alt) = ад БО), М}; (1.5) 

PU)BHQ(t) = Bit) = фаду), Ep(t)}, (1.6)



р=мы +... + Pr 9=Ф@ +... + 48. 

Доведення. Нехай 

A(t) = A(0) + Dit), В® = B(0) + Ft); (1.7) 

A(t) = A(0) + U(t), ВИ) = B(0) + V(t). (1.8) 

Тоді D(0) = F(0) = С(0) = V(0) = 0. He обмежуючи загальності, 
вважатимемо, що 

A(0) = A(0), B(0) = ВО). 

Матриці P(t), Qt) визначаються із системи рівнянь 

P(tAHQ(t) = Alt), Р®В(ВО(® = Bit). (1.9) 

Покладемо 

РФ =Е+ В, ОФ =F+4+ S(t), (1.10) 

де Е - одинична матриця n-ro порядку. За побудовою В(0) = 

5 (0) = 0. 

Підставляючи (1.7), (1.8), (1.10) до системи (1.9), дістаємо 

А(0)5(#) + R(t)A(0) + D(t) + D(t)S(t) + R(t) А(0)5 + 

+R(t)D(t) + R(t)D(t)8(t) — (б) = 0; (1.11) 

B(0)S(t) + R(t)B(0) + F(t) + F(t)S(t) + R(t) B(0)S(t)+ 

+R(t)F(t) + R(t)F(t)S(t) — V(t) = 0. (1.12)
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Нехай 

U(t) = diag{Ug(t), Up(t)}, Up(t) = diagtValt), 6 Са 0 

V(t) = diag{Vq(t), У}, Volt) = diag{Va(t), м Vr+i(t)}, 

Di (Е) Dia (t) ... Dy pst (5 

D(t) _ Doi (Е) Do (t) ... Do psy (5 

Déni руля) ce Фен) 
Fı(t) Fıa(t) ... Fy rsil(t) 

F(t) — Fo, (t) Fat) ... Far-ı(t) 

Fra) Fetal) + нанні) 
де Ui(t) = Ut), МО = V(t) та С), Vid), à = 27 FI, - 
квадратні матриці відповідно 4-го Ta р;-го порядку; 01;(#), Fi; (б) 

і =2,r 41, та Da(t), Fa(t), à = 2,r +1, - прямокутні матриці 

розмірів ах р; та р; ха; Dij(t), Fi; (5), à, j = 2,7 + 1, - прямокутні 

матриці розмірів р; X р. 

Покладемо 

0 912... Sır+ı(t) 

s(t) = 521 (#) 0 ... бич) 

SH) Sp4ia(t) ... 0 

0 Rılt) ... Вии) 

R(t) = Raı(t) 0 ... Rar+ılt) | 

Ru) Вуз)... 0 

З С), В i,j = 1,7 + 1, - прямокутні матриці тих самих роз- 5), à 
мірів, що й До (1), В ij 9).
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Тод! is системи (1.11), (1.12) aicraemo 

rt+l rt+l 

U,(t) = Dy(t) + У; Di()S a (E) + У; ВА (038560 
із із 
іні іні 

rt+l rt+l rt+l 

+». RCD; + 2, Ви > Рабы) 

j#i pr пи 

rt+l rt+l 

)+ 2, Fylt)Sjilt) + 2, Rig (t) Зн 

pr jr 

r+l r+l r+l 

7. ве (t)Fyi(t) + 2, Rij (t Fi (t)Spi(t) 

jr jr wr 

@=1,r+1, та 

_ _ r+1 

Aji (0) Sij (8) + ВАО) Ду (5) + У; Рік (t) Sieg (+ 
k=1 
К 

rt+l rt+l 

+ DE (t) Are (0 (OS + У; Rix (t) Day (t)+ 
k=1 

efi ki ki 

rt+l rt+l 

5. Вк 2 Dit 95 (5) (1.13) 

kei і 

2 _ r+1 

Ва (0) Si; (t) + Ri(E)B;;(0) + Fig (5) + У; Бі бу (t)+ 
k=1 
kt
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rt+l ті 

+ DE t) Вик (0) (2) + У; Ra) Fey (t)+ 
k=l 

on Ki ki 

ті r+l 

> Rix (t O2 Put ) Si; (€) (1.14) 

fer fer 

i#jijelhr rt. 
Згідно з [189] якобан системи (1.13), (1.14) в точці t = 0 від- 

мінний від нуля. А тому існує таке tg, ід < Т, що система (1.13), 

(1.14) відносно 5, (1), В (1), à 26 7, à,j = Lr + I, сумісна для всіх 
фе [0; to]. При цьому 5; (8), Ri;lt) є С"ЧО; to]. Теорему доведено. 

Припустимо, що елементи матриць A(t) та В (+) на відрізку [0; 7] 

мають асимптотичні розвинення за степенями $, тобто 

- У APE, вы - У, BOE. (1.15) 
820 s>0 

Тоді таку саму властивість матимуть елементи матриць P(t) Ta 

Q(t). Справді, шукатимемо P(t) та Q(t) у вигляді 

P(t) = У, POE, QD = QM, (1.16) 
820 320 

з невизначеними поки що коефіцієнтами P&), 008), 820. 

За побудовою 

A(0) = A, D(t) = У AME, 
sol 

B(0) = BO, F(t) - У, ВВ. 
821 

Нехай 

POLE, В) з У PME, 
821
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QO =Е, S(t =У`9 к, 

821 

=S out, Vit) = SOV Oe. 
821 821 

Тоді, зрівнюючи в системі (1.11), (1.12) коефіцієнти при однакових 
степенях І, дістаємо 

8—1 8—1 

AMO + різ) AO + А) + У; AMQE-n) + У; PR AMge mL 

n=1 n=1 

s—2s—n-1 

+ peace DES У) РФ Фата) — Ue) =0, 
n=1 n=1 [= 

8—1 8—1 

BOQS) + різ) від + BO + >” вітав + >” PO BOQE—M 4 

n=1 n=1 

s-2s—-n-l 

+ У рі ple-r) + >” УР PM BOQ’E—7-) _y) = 0, 

n=1 [= 

де 5 Є М. 

Вважаючи, що структура матриць D(z), F(t), R(t) та S(t) така 
сама, як в теоремі 1.2, аналогічно дістаємо 

ТТ 8—1 ТТ 8-1 

(8) _ д(з) (з) субв-т) (п) 4 (0) (sn) 
UP ЗАЙ + AV Ч УРА" 

j=ln=1 1=1п=1 

JA іні 

r+1l 8—1 (n) ( ) r+lr+1 s-2 8п—1 (n) @ ( ) 

n з-т т 1 s—n—l 

НРА + DD У, Ру Ane 
j=l n=l j=lk=in=1 1=1 

j#i НКУ 

ор ЗА po pen KR pln) pOple-n) з) 5 8 s—n n 0 s—n 

Vo = Bi + ВЧ + IP By Qn + 
1=1п=1 j=l n=1 

їжі їжі
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r+1s-1l r+1lr+1 s-2 s-n-—1 

LU PPM EEE У BEAT, 
j=l п=1 j=elk=1In=1 1=1 
я іні кі 

= +1 зЕ М, та 

AP QE + POA +A) STAM’ (s- my 

k=1n=1l 

ki 
r+l 3—1 ТЯ 8—1 

+ D УРАНА" 
en ia 

r+lr+1 8-2 s—n-1 

"МУРУ У РАЯ" = (1.17) 
К=1т=1п=1 l=1 

k£imz#j 

r+1l 8-1 

BOQ® + PO BO + BO 4 2, > вітає 

r+l 3—1 r+1 8—1 
+ У SPB QE” У У PMB’). 

і ет ' 

r+lr+1 s-2s-n-1 

HILL У Pa = (1.18) 
К=1т=1п=1 l=1 

вт 
ЕДЕТЕ ЗЕМ. 

А тому система (1.17), (1.18) відносно о, РІ? iA UG = 

Tyr +1; з Є У, сумісна для всіх t € [0; 7] [124, с. 453 - 459]. 
Покладемо 

Pa(t) — У різ, Qm(t) _ У QUES. 

s=0 s=0
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За побудовою матриці Р, (8), От (Е) задовольняють систему (1.11), 

(1.12) з точністю O(t"+!). Тоді з такою саме точністю задоволь- 
нятимуть зазначену систему | матриці P(t) — Р (2), (5) — Qt). 

Нехай 

P(t) = P(t) — Pm(t), Q(t) = Q(t) - 99. 

Тоді 

AMQ(t) + Pt) A + DNA) + РФАФО( + P(D(E+ 

+P(t)D(t)Q(t) + ОЕ" = 0; (1.19) 

BOQO(t) + РО BO + ЕКО + РОВІ ОВ) + Pi)F(t)+ 

+P(t)F (Q(t) + OT = 0. (1.20) 

Оскільки система (1.19), (1.20) структурно ідентична систем! 
(1.11), (1.12), то існує таке to, to < Т, що система (1.19), (1.20) 
відносно P(t), Q(t) сумісна для всіх £ € [0; to]. При цьому P(t) = 
ОСТ) та Q(t) = ОТ), 

Отже, на відрізку [0; to], to < Т, мають місце асимптотичні роз- 

винення (1.16) (118, с. 15, 16]. 
Наслідок 1.1. Нехай елементи матриць A(t), B(i) на відріз- 

ку |0; Т| мають асимптотичні розвинення (1.15), в'язка А(0) — 
AB(0) регулярна, має r попарно різних власних значень кра- 
тності рі, .... Pr, яким відповідають 7 скінченних елементар- 

них дільників такої саме кратності та з нескінченних елементар- 

них дільників кратності 41, ..., Gs відповідно, причому рі + ...+ 

+P, +94... + 4; = п. Тоді існують неособливі матриці P(t), (5), 

фе [0:10], to < Т, для яких справджуються рівності (1.6), (1.7). 
При цьому елементи P(t), Q(t) на відрізку [0;{0] мають асимпто- 
тичні розвинення (1.16). 

Якщо деякі власні значення в'язки А(0) - АВ(0) однакові, то 
аналогічно доводиться така теорема. 

Теорема 1.3. Нехай A(t), B(t) є C™[0; ТІ, в'язка А(0) - АВ(0) 
регулярна, має 7 скінченних та з нескінченних елементарних діль- 

ників, кратності яких відповідно дорівнюють рі, ..., Pr Та G1, -.., sr
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причому рі +... ру ВЧ = п. Тоді існують так! неособливі 

матриці P(t), Q(t) є С"[0; to], to < Т, що 

РАС) = A(t) = diag{ ЧО, (ОБ (1.21) 

P(OB(DQ(® = B(t) = diag{ (0), Erd}, (1.22) 
де 

Е (0) = Eq, E,(0) = Ep; ЛО) = Л = diag{,..., Js}; 

W,(0) = W, = diag{Wi, …, Wr}, 

D= Pi + + Pr = +... + 4. 
Наслідок 1.2. Нехай елементи матриць A(t), B(t) на відрізку 

[0; Т| мають асимптотичні розвинення (1.15), в'язка А(0) - AB(0) 
регулярна, має 7 скінченних та з нескінченних елементарних діль- 

ників, кратності яких відповідно дорівнюють рі, ..., Pr Та G1, ..., дз 

причому рі +... + pp + qu + + 4: = п. Тоді існують неособливі 

матриці P(t), Q(t), ЕЕ [O;tol, fo < Т, для яких справджуються 
рівності (1.21), (1.22). При цьому елементи P(t), (Є) на відрізку 
[0; їо| мають асимптотичні розвинення (1.16). 

Під нормою прямокутної матриці A(t) розмірів m x п, якщо не 

зазначено інше, розуміємо величину 

AGI = У ГУ АЮ, (1.23) 
i=l j=1 

де {A(t)}.j - відповідний елемент матриці A(t). 

1.3. Побудова формального розв'язку задачі Коші для 

диференціально-алгебраїчної системи рівнянь 

Для побудови формальних розвинень задачі (1.1), (1.2) вважа- 
тимемо, що B(t) є С°; ТІ, f(a, t) є CD) (під С" Р) розуміє- 
мо множину функцій, визначених на Р, які мають на D неперервні 

частинні похідні за всіма змінними до 77-го порядку включно).
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Нехай в'язка f,(20,0) — AB(0) регулярна, має п - 1 скінченний 

елементарний дільник і один нескінченний елементарний дільник. 

Тоді існують такі неособливі матриці Р, Q, що 

РІ, (хо, 0) = до, 0) = diag{1, ол), 

PB(0)Q = B(0) = diag{0, En_1}, 

Wr-1 = diag{Aq,..,An-1}, À, à = 1,n — 1, - корені характерис- 

тичного рівняння 

det( f, (2о, 0) - AB(0)) = 0. (1.24) 

Покладаючи x(t) = Qy(t), з (1.1), (1.2) дістаємо 

В = ou), (1.25) 

y(0) = yo, (1.26) 

де Bit) = PB(t)Q, g(y,t) = РІОу, б, Yo = 9—1. 

Розв'язок задачі (1.25), (1.26) шукаємо у вигляд! 

y(t) = yo + У yet. (1.27) 
k=1 

Запишемо функції B(t) та g(y(£),t) у вигляді формальних рядів 

за степенями 7 

B(t) = У 7 Вы", g(y(t),€) = It". 
k=0 k=0 

Тут, зокрема, _ 

= 1 d*B(O) 
By = — 

FT OR dé 

90 = (дз 0), 

gr = 9,(y0, Oye + Я KEN, 

~k=0,1,...,
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вектори 7; певним чином виражаються через Ye, $ < k. 
Підставимо (1.27) в (1.25) і зрівняємо коефіцієнти при однако- 

вих степенях #: 

Boy = 9(%0,0), (1.28) 

kBoyr + (k — )Bıye-ı = Gy(Yo, О)увол 
ко 

-УСіВучи ро =2,3,.... (1.29) 
1-1 

Надалі припускаємо виконання наступних умов. 

2. {aluo. 0)}1 = 0. _ 
3. (k - 1)(B16,%) ZLk= 2,3,.., де ф та ıb - елементи нуль- 

простору матриць Во та Ві (Ві - матриця, спряжена до Bo) від- 

повідно. Для визначеності 7 та Ÿ вважаються одиничними BEKTO- 

рами. 
Тод! 

{и = {90,0}, і 2 2, п. 

Першу компоненту вектора у; знаходимо із системи (1.29), коли 

k = 2: 

т 

1 ~ _ 
Вы 2 Brut); {91} {ин = 

Аналогічно із останніх п — 1 рівнянь системи (1.29), коли k = 1, 

знаходимо {y}i, à = 2, п, а із першого рівняння (1.29) на наступ- 
ному кроці (k = I + 1) визначаємо (у ні. Отже, справедливою є 

така теорема. 
Теорема 1.4. Якщо B(t) є С 90; T], f(x,t) є C*(D), в'язка 

А. (хо, 0) - AB(O) регулярна, має п — 1 скінченний елементарний 

дільник і один нескінченний елементарний дільник, а також вико- 

нуються умови 2, 3, то задача Коші (1.1), (1.2) має формальний 
розв'язок 

a(t)=Q (| +), п) . (1.30) 
k=1
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Зауваження 1.1. Якщо у системі (1.1) f(x,t) = Alt)x, To для ви- 
значеної кронекерової структури в'язки /, (20, 0) - AB(O) умова 2 

набуває вигляду {yo}1 = 0, що є однією з достатніх умов існування 

та єдиності розв'язку задачі Коші для системи лінійних диференці- 

альних рівнянь з виродженою матрицею при похідних (12, с. 165]. 

Нехай тепер регулярна в'язка /. (20, 0) — AB(0) має один скін- 

ченний і один нескінченний елементарні дільники, кратності яких 

дорівнюють відповідно рід, p + 4 = п. Тоді, як і в попередньому 

випадку, приходимо до системи (1.28) (1.29), в якій 

gy(yo: 0) = diag{ Ва, Wp}, Bo = diag{ Jg, Ep}, 

де W, = ЛоЁ, + Jp, Ao - корінь рівняння (1.24). 

Нехай виконуються так! умови: 

4. Нехай {g(yo,0)}q = 0. 

5. (k—-1)(Big, 4) д 0, К = 2,3, ..., де дід — символ Кронекера. 

Тод! система (1.28), (1.29) cymicha. Таким чином, справджуе- 
ться теорема. 

Теорема 1.5 Якщо B(t) є C*[o;T], f(a, г) є CCD), в'язка 
fr(ao,0) - AB(0) регулярна, має один скінченний елементарний 

дільник і один нескінченний елементарний дільник, кратності яких 

дорівнюють відповідно р і 4, р--4 = п, а також виконуються умови 

4, 5, то задача Коші (1.1), (1.2) має формальний розв'язок (1.30). 

Розглянемо загальний випадок для регулярної в'язки. Отже, не- 

хай в'язка /, (20, 0)- АВ(0) регулярна, має r скінченних та $ нескін- 
ченних елементарних дільників, кратності яких відповідно дорівню- 

ють ру, ..., Pr та Ir ..., 4з, причому рі +... ЕР, Е... + 4 = п. 

Тод! 

Gy (yo, 0) = diag{E,, W,}, Bo = diag{J,, Ep}, 

де W, = diag{W,, .... Wr}, Jg = іа ЛЬ p= prt... + Pr, 

d= +..+4s. 

Для сумісності систем (1.28), (1.29) мають виконуватися нас- 

тупн! умови. 

6. {lv +. = 0, 1 = 1,8. 
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1. 
0/11 OPA 0/21 s1 

012 азо — 61 a det a #2 #0, 

dis 0/25 ... Ass — біда 

де од; = (k—1)(Bi gi, фу), k = 2,3, 4,3 = 1,8; Фі та d,,j = 1,3, 
- одиничні вектори, які є елементами нуль-простору матриць Во 

та Bo відповідно. 

Теорема 1.6. Якщо B(t) є CIO; T], f(x,t) є С?9(Т), в'язка 
А (о, 0) - AB(0) регулярна, має г скінченних та з нескінченних 
елементарних дільників, кратності яких відповідно дорівнюють рі, 

..., Pr Та lice Ga, причому 4; > 2,7 = 1,8, p+q = пр = Pit. +Pri 

вза. + 43, а також виконуються умови 6, 7, то задача Коші 

(1.1), (1.2) має формальний розв'язок (1.30). 

1.4. Асимптотичний характер формальних розв'язків 

З'ясуємо асимптотичні властивості побудованих вище формаль- 

них розв'язків задач! Кош! (1.1), (1.2). 
Нехай мають місце умови теореми 1.4. Покладемо 

y(t) = Ym+ılt) + 20), 

де 
m+l 

Ymil(t) = уд + D> té. 
k=1 

За побудовою вектор-функція 2(¢) має бути розв'язком задач! 

~ dz 
BUT = gy(yo, 0)z + h(z,t), (1.31) 

z(0) = 0, (1.32) 

ae 

зд Чт) пуб = ums) + 20 BET дз
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Зазначимо, що #(0,#) = О(2"72), ве [0;T]._ 
Згідно із структурою в'язки g,(%0,0) — АВо існують Taki неособ- 

ливі достатньо гладкі матриці P(t), Q(t), що 

P(t) gy(yo,0)Q(t) = Gy(yo,t) = diagfe(t), Wn-1(#)}, 

P(t)B(HQ(t) = B(t) = diag{b(t), En-1(t)}, 

ве [O;t], tı < T, де b(0) = 0; En-1(0) = En-ı, e(0) = 1; 

Wn-1(0) = Ил. 
Нехай z(t) = Q(t)u(t). Тоді задача (1.31), (1.32) еквівалентна 

задач! 
=, аи 
BUT = бу(чо, tu + w(u,t), (1.33) 

u(0) = 0, (1.34) 

де w(u,t) = P(t)h(Q(t)u,t) — BOT (HQE. 
Позначимо через u1 та ил перші компоненти векторів и та W, а 

через и2 та Wa вектори, що містять решту компонент u та w. Тод! 

система (1.33) набуде вигляду 

Е = e(t)uy + wy (и, 1); (1.35) 

By (t) 2 = W,-1(t)u2 + шо(и, t). (1.36) 

Нехай (Big, Ÿ) #0 (випадок А). Тоді існує таке ta, № < №, 

що b(t) = te(t), ct) #0, 2 є [0:45]; e(t) A 0 I detEn-ı(t) #0, 
te [0; їз. 

Запишемо систему інтегральних рівнянь, еквівалентну (1.35), 
(1.36), (1.34), на відрізку [0; to]: 

Гі, Г es) 8 | wılu,r)dr; md = | тат) С (/ sa) un BT 
т 
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шо (Е) = [Pao (Wr-1(7 ug + wa(u, r)) ат. (1.38) 

0 

Нехай Reo « 0, 2 [0; #2]. Оскільки 

w(v1,t) — w(v2,t) = P(t)(h(Q(d)u1, в) — h(Qlt)v2,1))— 

- BAHN Le — v2) = Р(ФУ(утьн + Gert) 
обо) + пах) — 9 (0, VA) (1 — v2))— 

BON) — v2) = 
= РО (аук) + (+ 6 Q(E) en — v2),£) — gy(yo.0))x 

хви — v) - ВОДО WAL — v2), (1.39) 
0 < 6; < 51 = 1,n, то з урахуванням структури B(t) ichye така 

стала ko > 0, що 

Jw (ал, £) — ил (62,1 < Кол — val]; (1.40) 

||w2(v1,t) — wav, | < Koller — val] (1.41) 

для всіх 11, V2 Є би, 

Sst = (щі) є CID: to] : а є ки), to < ta, 
де kı — деяка стала. 

Нехай 
2 

tg < min ¢ 1, ——~—__} 
= { on! 

де 
1 
— И ПЕ (БУМ || < Mi. a À ИЕ, є М
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Тоді для достатньо великих ky оператор, що визначений за до- 

помогою (1.37), (1.38), відображає множину S,,11 в себе і є опера- 
тором стиску. А тому система (1.37), (1.38) на множині S,,.41 має 
єдиний розв'язок [47, с. 609]. Таким чином, справедливою є така 

теорема. 

Теорема 1.7. Нехай B(t) є С"ЦО; ТІ, f(x,t) є CID), а 
також виконуються умови теореми 1.4, причому (Від, ) 2 0 i 

Re 9 < 0, 2 є [0;to|, to < T. Тоді задача Каші (1.1), (1.2) на c(t) 
відрізку [0; fo] має єдиний розв'язок 1 = x(t), для якого 

a) — am(£)|| < TL ве [0; to], (1.42) 

де Tm(t) = Qym(t). 
Зауваження 1.2. Теорема 1.7 містить достатні умови існування 

та єдиності розв'язку задачі Коші (1.1), (1.2) на відрізку [0; to], що 
має певну асимптотичну оцінку. Оскільки, взагалі кажучи, to < Т, 

то для побудови асимптотичного розв'язку зазначеної задачі на 

відрізку [0; 7], припускаючи, наприклад, що кронекерева структура 

в'язки Alt) - \B(t) залишається незмінною для всіх Ё € to; ТІ, 
можна скористатись методами |9, 11, 13, 931. 

Нехай (Віфуф) = 0, але їснує таке К > 2, що (Bra) є 0 
(випадок В). Тоді b(t) = teilt), c(t) 4 0, t є tal, 2<I<k. 

У систем! (1.25) покладемо 

y(t) = Ym+ılt) + 20), 

ae 
m+l 

Yi (8) = уд + D> ul". 
k=1 

Рівняння, аналогічне до (1.37), має вигляд 

u(t) = | an exp Го ds | wı(u, r)dr. (1.43)
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e(t) Припустимо, що Ren « 0, 2 Є [0;t2]. Тоді, інтегруючи части- 
с 

нами (1.43), показуємо існування такого tg, ід < і», що оператор, 

заданий за допомогою (1.43), (1.38) на множині 5+1 задоволь- 
няє умови теореми про існування та єдиність нерухомої точки |47, 

с. 609]. 

Наслідок 1.3. Нехай B(t) є СП""20; Т|, f(x,t) є CD), а 
також виконуються умови теореми 1.4, причому для деякого k > 2 

~ . t . . 
(Bre, v) = 01 re) < 0, ЕЕ [0;tol, to < Т. Тоді задача Коші 

(1.1), (1.2) на відрізку [0; to] має єдиний розв'язок x = x(t), для 
якого справджується оцінка (1.42). 

Зауваження 1.3. Взагалі кажучи, для фіксованого m, to = to(t). 

Але inf tg(t)>ec>0. 
té[0;to] 

Безпосередньою перевіркою переконуємось у справедливості Ta- 

кого твердження. 
Наслідок 1.4. Нехай виконуються умови теореми 1.7, причому 

b(t) = 0, 2 є [0;to], to < Т (випадок С). Тоді задача Коші (1.1), 
(1.2) на відрізку [0; to] має єдиний розв'язок x = x(t), для якого 
справджується оцінка (1.42). 7 

Зауваження 1.4. Якщо елементи матриці В (1) в околі точки # = 
0 можна розкласти в ряд Тейлора, то випадки А, В, С вичерпують 

всі можливі варіанти. 

Нехай мають місце умови теореми 1.5. Тоді існують такі неосо- 

бливі достатньо гладкі матриці P(t), (Q(t), що 

P(t)gy(4o, 0)Q(t) = Gy(yo, 0) = diag{ В, (0), Wp(t)}, 

P(t)B(t)Q(t) = Bit) = diag{ ЛО), E,(#)}, 

LE [056], де Л) = №, Е) = Е» Eq(0) = Eq, Wo(0) = Wp. 
У даному випадку у систем! (1.25) покладемо 

y(t) = Ymsilt) + 2(), 

m+l 

де Ym+ılE) = Yo + У; Yet", число [ є М (0) визначається пізніше. 
k=1
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Позначимо через u] Ta ил вектори, що містять 4 перших KOM- 
понент векторів и та W, а через ‘из та шо — вектори, що містять 
решту компонент u та г. Тоді система, аналогічна (1.35), (1.36), 
має вигляд 

du, LOT = Erd + wi(u,t); (1.44) 

PAUL = W,(t)us + wa(u,t). (1.45) 

Нехай (Big, Ÿ) #0. Тоді існує таке #2, #2 < T, що {Jg(t)}qi = 

13 (5), КО #0, 2 є [0; ta]; det, (t) = 0 т detE,(t) 4 0, 2 є [05 ta]. 
Запишемо систему інтегральних рівнянь, еквівалентну (1.44), 

(1.45), (1.34), на відрізку [0; #2]: 

u(t) = ro (Eaq(r ju + ил (и,т)} ат; (1.46) 

0 

ug(t) = [Bo (W,(7)ug + шо (и, т)) ат, (1.47) 

0 

де u(t) € Satis Im+irı = {u(t) € C[0st2] : [мВ < К}. 
Не обмежуючи загальності, вважаємо, що 

пах (ПГУ OBOE, УТРО) < Ma, (AS) 

IIdiagt I, (t), Ey (t)}(w(ur,t) — w(va, ФУ < Roller — wall, (1.49) 

max (Ну (un, ОИ, ИВА? бе, О} є AGE, (1.50) 
$Е[0;#2 

для всіх v1, 92 Е упорі: 

Для доведення 'снування та єдиності розв'язку задач! (1.46), 

(1.47) на відрізку [0:12] скористаємось методом послідовних наб- 
лижень. Визначимо останні за формулами 

uw (В = 0, ЕЕ [05 tg],
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u(t) = ] (ar (151) 
0 

t 

do = [et (туби зай) ту) dr, be М. 
0 

(1.52) 
. M +k 

Якщо число I підібрати так, щоб с = Ма fo < 1, то для 
т ЕТ 

достатньо великих ky и(® (Е) Є Sur, КЕМ. 

За побудовою 

[Ju (9 — aD) < oF На", ке М, 
oo 

А Tomy ряд Уи г) —u*-)(2)) на відрізку [0; ] збігається рів- 
k=l 

номірно та абсолютно. Позначимо його суму через u(t). Оскільки 

k 

ut) = У (и) u), 
чі 

то ul*)(t) > u(t), t Є [0;t2], k — сю. 

Враховуючи неперервність наближень (І), k Е М (в Tow 
ці і = 0 підінтегральну функцію у (1.51) можна довизначити за 

неперервністю), приходимо до висновку, що функція и = u(t) є 

розв'язком (1.46), (1.47), причому u(t) Е Эша. 

Покажемо, що система (1.46), (1.47) на множині S411 має 
єдиний розв'язок. Для цього скористаємось методом доведення від 
супротивного. 

Запишемо систему (1.46) у координатній формі 

і /g-1 

(och =f (Scere pe (tte. 
о =!
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+ вон | (s) fay {ua byt 
2-1 

san (1.53) 

{ur(t)}i за [Uz ту и} + {Ip тушки, r)})dr 
j=l 

° (1.54) 
i= 2,9. 

Нехай и = u(t) та о = v(t) - розв'язки (1.53), (1.54), (1.47) 
причому (і), u(t) € ER Вважатимемо, що u(t) Z v(t), ЕЕ 
0; 2]. Нехай u(t) £ v(t), 2 Є [0;6], де д - як завгодно мале число. 

Покладемо 

= t 9 = max (0) - ОЇ, 
тобто для деякого ї" € [0; 4] 

llu(e*) - И = 6. 
Тоді з (1.53), (1.54), (1.47) дістаємо 

0 < (24М» + (24 + 1)Ко + (Ma + ко) Mag)60. 

Таким чином, 

5> 1 | 
7 2qMb + (2q + 1)ko + (Ma + ko)Moq 

що суперечить вибору д. 

Якщо ж u(t) = v(t), 2 Є [0; 6], то потрібно розглянути відрізок 

la; В < |0;15| такий, що u(t) = v(t), 2 є [Osa], i ult) Z о (В, 
фе [a; 8], причому число В - як завгодно мале. 

Таким чином, задача (1.46), (1.47), а тому й задача (1.31), 
(1.32) на множині би»-141 має єдиний розв'язок. Таким чином, 

справедливою є така теорема.
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Теорема 1.8. Нехай B(t) є C"+!1[0;T], (ат) є CAD), 
а також виконуються умови теореми 1.5, причому (316, 4) #0. 

Тоді задача Коші (1.1), (1.2) на відрізку [0; |, to < Т, має єдиний 

розв'язок 2 = x(t), для якого 

Ned) — КОИ < ев, ве [0; to], (1.55) 

де тн (5) = Qym+i(t). 
Розглянемо загальний випадок для регулярно! в'язки матриць. 

При цьому припускаемо виконання умов теореми 1.6. У даному 
випадку 

ЛО) = Jg = Ча {Л,.... Js}; Eq(0) = Eq, E,(0) = Ep; 

W,(0) = W, = diag{W,, ..., Wr}. 

Нехай (B19,,0;) £0, j = 1,5. Тоді 

La) РЕЧИ РУТИН УРНИ = азни О = 1,5, 

де Ian +... +0,01 ++ 1+) я O,t¢€ (0; to], i= 1, 5. 

При розщепленн! aicranemo одну систему типу (1.46) та р систем 

типу (1.47). Оскільки і у цьому випадку мають місце оцінки (1.48) 
- (1.50), то справедливою є така теорема. _ 

Теорема 1.9. Нехай B(t) є C"*'[0;T], f(x,t) є CID), a 
також виконуються умови теореми 1.6, причому (Від, фі) #0, 

j = 1,8. Тоді задача Кош! (1.1), (1.2) на відрізку [0; to], to < T, 
має єдиний розв'язок г = x(t), для якого справджується оцінка 

(1.55). 

Приклад 1.1. Розглянемо задачу Коші 

= dy 
BUT = Ist), LE [0;1] ry 

y(0) = yo, 

ae 

u — 0 0 yi У -1-t 

В =| о ат 0 |,g(ut=| wrytyt |, 
0 O0 Жи уз + yat
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1 

yo = | 0 

2 

Тоді згідно алгоритму, наведеного в теорем! 1.4, дістаємо 

=
 № | 

C
U
N
I
F
 ©
 

Оскільки y даному випадку b(t) = —t, e(t) = 1 та 

3 2 р 1» 
ил (и, в) = 1-м FL +u2) —t, 

тобто виконуються умови теореми 1.7, то задана задача Кош! Ha 

відрізку [0; to], to < 1, має єдиний розв'язок у = y(t), для якого 

ВСЕ) — уз (ФІ < et”, t € [0; to), 

де yalt) = yo + ty + typ.



Розділ Il 

Асимптотичне інтегрування 

сингулярно збурених 

диференціально-алгебраїчних 

систем рівнянь 

2.1. Постановка задачі 

Розглянемо задачу Коші 

Bi, = f(x,t,e), te [OT], (2.1) 

2(0,=) = 29, (2.2) 

де x = х(Ь =) - шуканий п-вимірний вектор, В(?, є) - квадратна 

матриця п-го порядку, /(2,1,є), хо - п-вимірні вектори, компо- 

нентами яких є дійсні або комплекснозначні функції, є Є (0; eo], 

єр < 1, - малий параметр. 

1. Нехай: 

а) елементи В(+,=) на множині 

K={(1,.):0<t<T,0<e<e)}, 

мають достатню кількість неперервних частинних похідних за 3MIH- 

ними {Ta є; 

6) компоненти f(a, 8, є) на множині 

С = {(a,t,e): [||| <a,0<t<T,0<e< eq}, |xo|| < a, 

мають достатню кількість неперервних частинних похідних за зм!н- 

ними X, і Ta є.
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Формальний розв'язок задачі (2.1), (2.2) будуємо у вигляді суми 

a(t,e) = Tt,e) + Па(т,=), т = т (2.3) 

де Z(t, є) (регулярна частина асимптотики) та Пат, є) (сингулярна 
частина асимптотики) - розвинення за степенями є |22, с. 48]. 

Зазначимо, що, як і в розділі І, побудова розв'язку задачі Коші 

(2.1), (2.2) викладеним нище способом можлива | у випадку, коли 
ранг матриці В (+, є) на відрізку |0; 7] не є сталим. 

У цьому розділі також доведено теореми про існування та єди- 

ність періодичного розв'язку системи (2.1) у випадку, коли її кое- 

фіцієнти періодичні за змінною 1 з періодом T. 

2.2. Деякі допоміжні відомості 

Узагальнимо теореми п. 1.2 про зведення в'язки матриць зі 

змінними елементами до канонічного вигляду. 

Теорема 2.1. Нехай А(1, є), В(1, є) є С"(К), в'язка A(0,0) — 
АВ (9,0) регулярна, має r попарно різних власних значень кратнос- 

ті рі, ---, Pr, яким відповідають 7 скінченних елементарних дільни- 

ків такої саме кратності та 5 нескінченних елементарних дільників 

кратності 91, ..., 9 відповідно, причому рі +...+p-+q1+...+g. = п. 

Тоді існують такі неособливі матриці Р(і,є), Q(t,e) € С"(К\) 

((0,0) € K1 СК), wo 

P(t,e)A(t,e)Q(t,e) = Alt,e) = diag{E(t,e), W,(t,e)}, (2.4) 

W,(t,€) = diag{Wilt,e),..., Wr(t,e)}; 

P(t,e)B(t,e)Q(t,e) = B(t,e) = Фа {Л (=), Ep(t,e)}, (2.5) 

Ер(Ь є) = diag{[Eı (Ь=),.... E-(t,e)}, 

де 

Ед (0,0) = Ey, E;(0,0) = E;, i= 1, г;



47 

Jq(0,0) = Л = diag{ A, ..., Js}; Wi(0,0) = Wi, i= 1,7, 

р=м +... НР, q = Qi ++. 
Доведення. Скористаемося схемою доведення теореми 1.2. 

Отже, нехай 

Alt,e) = A(0,0) + D(t,e), ВС, =) = B(0,0) + F(t, =); 

A(t,e) = A(0,0) + U(t,e), B(t,e) = B(0,0) + V(t, г). 

Тоді D(0,0) = F(0,0) = U(0,0) = V(0,0) = 0. Не обмежуючи 
загальності, вважаємо, що 

A(0,0) = А(0,0), B(0,0) = B(0,0). 

Покладемо 

Р(=) = E+ Rit,e), Q(,E) = E+S(t,e). 

Як i раніше, матриці А(,=), S(t,e) визначаються із системи pis- 
нянь 

P(t, є) Alt,e)Q(t,e) = Alt,e), P(t,e) ВО, є) (5 є) = Bite). 

(2.6) 
Вважаючи, що матриц! R(t,e) та 5(+,=) мають таку саме струк- 

туру, шо й в теоремі 1.2, аналогічно показуємо сумісність системи 

(2.6) на множині K1. Теорему доведено. 
Якщо деякі власні значення в'язки А(0, 0) — AB(0,0) однакові, 

то аналогічно доводиться така теорема. 

Теорема 2.2. Нехай А(?, є), В(Ь =) є C™(K), в'язка А(0,0) — 
АВ (9,0) регулярна, має 7 скінченних та з нескінченних елементар- 
них дільників кратності рі, ..., Pr TA 41, ..., Ys відповідно, причому 

pit. +pptat...+t¢s = п. Тоді існують такі неособливі матриці 

P(t,e), Qlt,e) є С(Ку) ((0,0) Е K1 CK), що 

P(t,e)A(t,e)Q(t,e) = A(t, є) = diag{Eq(t,€),Wo(t,e)}; (2.7) 

P(t,e)B(t,e)Q(t,e) = B(t,e) = diag{ Jy (=), E(t,e)}, (2.8)
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де 

E, (0,0) = Ey, Er(0,0) = Er; Ja(0,0) = Jy = diag{ 1, ..., Js}; 

W,(0,0) = W, = ад ГИ, …, Wr}, 

P=Pi tee + Pr 4 = Qi ... + 48. 
Нехай тепер кронекерова структура в'язки A(t,0) — AB(t,0) 3a- 

лишається незмінною Ha відрізку [0; 7]. Тоді справедливим є таке 

твердження. 

Наслідок 2.1. Нехай А(І, є), В(Ь є) Є C™(K), в'язка A(t,0) — 
AB(t,0) на відрізку |0; Т| регулярна, має г попарно різних влас- 

них значень кратності рі, ..., Pr, яким відповідають г скінчен- 

них елементарних дільників такої саме кратності та з нескінчен- 

них елементарних дільників кратності 41, ..., Gs відповідно, причо- 

му рі + + pr + t...+¢s = п. Тоді існують неособливі матриці 

РО, є), Q(t,e) Є СТ(К»), 

Ky = {(te) :0 <1<Т,0<=<а}, а < 2, 

для яких мають місце рівності (2.4), (2.5). 

Доведення. Покладемо 

А, є) = A(t, 0) + D(t,e), ВВ, є) = B(t,0) + Fit,e); 

A(t,e) = A(t,0) + U(t,e), B(t,e) = B(t,0) + V(t, є). 

Тоді D(t,0) = F(t,0) = U(t,0) = V(t,0) = 0. He обмежуючи 
загальності, вважаємо, що 

A(t,0) = A(t,0), B(t,0) = В( 2,0), 

де _ _ 
A(t,0) = diag{Eq,Wp(t)}, B(t,0) = diag{Jq, Ep}, 

W,(t) = diag{Wi(t),.... W(t}, Wild) = XOE Л, i= Lr. 

Поклавши 

Р(Ь є) = E+ Rit,e), 9$ є) = E+ S{t,e)
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i вважаючи, що матриці А(+,=) та 5($,=) мають таку саме струк- 

туру, шо й в теоремі 1.2, аналогічно показуємо сумісність системи 

(2.6) на множині Ko. 
Наслідок 2.2. Нехай на множині К елементи А( є), В(1, є) 

допускають рівномірні асимптотичні розвинення 

A(t,e) = У A.(t)e*, В, =) = У Balt)e’ 
820 820 

і мають неперервні частинні похідні за змінною # до т-го порядку 

включно, в'язка A(t, 0) — АВК, 0) регулярна, має r попарно різних 

власних значень кратності рі, ..., р», яким відповідають 7 скінчен- 

них елементарних дільників такої саме кратності та 5 нескінченних 

елементарних дільників кратності 91, -.-, Gs відповідно, причому 

+... + Dr + Qi + + 4 = п. Тоді існують неособливі матри- 

ці Р(Ь =), Qlt,e), (=) Є Ke, для яких справджуються рівності 
(2.4), (2.5). При цьому компонети Р(!, є), О(Ь=) на множині Ko 
допускають рівномірні асимптотичні розвинення 

P(t,e) = У Pl)’, (є) = 570. (5)є", 
8320 320 

і мають неперервні частинні похідні за змінною # до т-го порядку 

включно. 
Наслідок 2.3. Нехай А(+ =), В =) є С"(К), в'язка A(t, 0) — 

AB(t,0) на відрізку (0; 7] регулярна, має 7 скінченних та з нескін- 

ченних елементарних дільників, кратності яких відповідно дорівню- 

ють ру, ..., Pr та 41, ..., Us причому Py +... + Dr + Qi + ts =n. 

Тоді існують неособливі матриці P(t,e), Qlt,e) Є C™ (Ka), для 
яких мають місце рівності (2.7), (2.8). 

Наслідки 2.1, 2.3 можна узагальнити на випадок періодичних 

елементів вихідних матриць. 

Функцію Г(+,=), періодичну за змінною £ з періодом Т, назива- 

тимемо 7-періодичною. 

Наслідок 2.4. Нехай виконуються умови наслідку 2.2 і елементи 

матриць Alt,e) та B(t,e) Т-періодичні. Тоді існують неособливі 
Т-періодичні матриці P(t,e), О(1, є) € СТ(К»), для яких мають 
місце рівності (2.4), (2.5).
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Наслідок 2.5. Нехай виконуються умови наслідку 2.3 і елементи 

матриць A(t,e) та B(t,e) Т-періодичні. Тоді існують неособливі 

Т-періодичні матриці P(t,e), О(1, є) € СТ(К»), для яких мають 
місце рівності (2.7), (2.8). 

2.3. Побудова розв'язку задачі Коші для сингулярно збуреної 

диференціально-алгебраїчної системи рівнянь 

2.3.1. Некритичний випадок. Будуючи формальний розв'язок 

задачі (2.1), (2.2), вважатимемо, що В (1, є) є С°°(К), f(x,t,e) Є 
со С). 
2. Нехай рівняння /(2, 8, 0) = 0 відносно x має розв'язок х = F(t), 
який задовольняє умови: 

а) To(t) є CIO; 7); 
6) точки (Z(t), t) є D, коли 1 є |0; ТІ; 

в) корінь 2 = 20 ($) є ізольованим на відрізку (0; ТІ, тобто існує таке 
n > 0, що /(2, і, 0) 52 0 коли 0 < [| - (| < n, 2 Є [0;T]. 

Припустимо, що в'язка /; (2000), 0, 0) - АВ(О, 0) регулярна, мае 
п — 1 скінченний елементарний дільник і один нескінченний еле- 

ментарний дільник. Тоді існують так! неособливі матриці Р, Q, що 

P f,,(€9(0),0,0)Q = diag{1, Wyn_1}, PB(0,0)Q = diag{0, En_1}, 

де W,-1 = іа Ло An-1}, Au, à = 1, п — 1, - корені характерис- 

тичного рівняння 

det( (то (0), 0, 0) — AB(0,0)) = 0. (2.9) 

У системі (2.1) покладемо х($,=) = Qy(t,e) і домножимо Ti 
обидві частини зліва на Р. Маємо 

~ d 
ЕВ, =), 

де B(t,e) = PB(t,2)Q, у. є) = РФ, te). 
Початкова умова (2.2) при цьому набуде вигляду 

(0,=) = 97120 = yo, (2.11) 

= g(y,t,€), (2.10)



51 

Надал! розглядаемо задачу (2.10), (2.11). 
Формальний розв'язок задач! (2.10), (2.11) шукаємо у вигляд! 

у є) = (5, є) + Пу(т, =), (2.12) 

де Y(t, =) =) є"у, (Е) - регулярна частина асимптотики; Пу(т, є) = 

з і 
= Sve Il,y(7) - сингулярна частина асимптотики, т = - [22, с. 

Е 

4g]. 
Підставимо (2.12 — до системи (2.10) 

all 
at Bler,e)—= y eB(t, =)— Ir = gy + Ily,t,€) (2.13) їв

 

i подамо g(Y + Пу, 1, є) у вигляді 

ЧСС є) + Пт, є), 6 є) = g(t, є) + ПАТ, є), 

де 

0 є) = (є), і є), 

пет, є) - aller, =) + Пат, =), ET, =) > (ger, =), ET, €). 

Зобразимо вектор-функції g(t,€) та По(т, є) у вигляді формаль- 

них рядів за степенями є: 

g(t, =) = sat, =), і, є) - чо 5, і, 0)+ 

EHE) TE) + st) =e Ist), 

OG: 

ду; 
(Got), 6 0), а вектори 9(#) певним чином виражаються через 7 (1), 

В «8; 

де елементи матриці 9, (1) = ( ) обчислюються в точці 
ij=ln 

Па(т,=) = g(g(er,e) + Пу(т, є), єт, є) — g(Yler,e),er,e) =
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= 9(уо(0) + Hoy(r), 0, 0) — 9(90(0), 0,0) + e(gy (7 Ma y(r) + G1(r))+ 

+ є (9 (т)П (т) + Gs (т «Хе пат 

де елементи матриці g,(7) обчислюються в точці (ус(0) + 
Поу(т), 0,0), а вектори С, (т) певним чином виражаються через 
Пуу(т), К < в. _ 

Аналогічним чином записуємо матрицю Б (ТІ, =), 

Bite) = yet OBEY LS er 
s=0 s=0 

I X 1 8°B(0,0) i з 
B(er, =) =>. il(s i)! Ots- іде! п =>. п. Bir 

a 

У системі (2 ІЗ)зрівняємо окремо вирази, що залежать від ti 7: 

eBlt, с - be): (2.14) 

Bier, 3 = Па(т, =). (2.15) 

У тотожностях (2.14), (2.15) зрівняємо коефіцієнти при однако- 
вих степенях є. Зокрема, при є? маємо 

g(Go(t), 5 0) = 0; (2.16) 

~ all _ B(0,0) 2° = g(Gq(0) + Поу.0,0) — g(Go(0).0,0). (2.17) 
Згідно із припущенням 2, система (2.16) має розв'язок F(t) = 

= 97155 ($. А тому система (2.17) набуде вигляду 

«Поу 

B(0,0) 7 = 9(90(0) + Поу, 0,0). (2.18) 

Позначимо через Поту(т), 91(Yo(0) + Поу(т),0, 0), Fo1(0), Yor 
перші компоненти векторів Поу(т), 9(95(0) + Поу(т), 0, 0), 95(0)
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Ta Yo відповідно, а через По2у(т), 92(90(0) + Поу(т), 0, 0), 902(0), 
Yo2 - вектори, що містять решту компонент Поу(т), 9(96(0) + 

Поу(т), 0, 0), 90 (0) та уд. 
Надалі робимо такі припущення. 

3. Рівняння 91(90(0) + Поу, 0,0) = 0 має розв'язок Пиу = 

Поту(Позу), неперервний в області зміни параметра Позу, для яко- 

го виконуються умови: 

a) Поту(Позу) — 0, Позу — 0; 
6) Tory(yo2 — Y02(0)) = yor — Yor (0). 
4. Система 

ЧПозу _ 
Ir 92(901(0) + Hoıy(Ho2Y),%02(0) + Позу, 0, 0), 

здобута з (2.17), згідно з припущенням 3, має розв'язок Позу = 

Позу(т), що задовольняє початкову умову По2у(0) = yoo — 7702 (0), 

причому: 

a) Погу(т) — 0, т — со; 

6) о + По) < a, t є ІО;ТІ, 
5. Вел; <0,i=Ln—1. 
6. | ду (У (0)+Поу(т),0, 0) } т 2 0, т > 0, тобто за умов, накладених 
на Поу(т), для деякої сталої с > 0 виконується нерівність 

{gy (Yo(0) + Hoy(r),0,0)}ul 2 6, т 2 0. 

Зазначимо, що з умов 3, 4, 6 випливає, що Поу(т) € С?9|0; со) 
(124, с. 452 - 454]. Крім того, існують стал! со > 0, ag > 0 для 

яких 

ІШПоц(т)|| < соехр( -аст), 7 2 0 

(22, с. 57 - 65Ї. 
За побудовою має місце рівність 

то (0) + Поу(0) = yo- (2.19) 
$ Зрівнюючи в (2.14), (2.15) коефіцієнти при є", se N, дістаємо 

DB) = 5, (00. о (2.20) 
i=1
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Boo, 4 = (пу + Flr), (2.21) 

де F.(r) у-Упико ) as Tuto) ) 

За умови 5 існує "таке to, to < T, що detg,(t) A 0, ве [0; to]. 
Отже, 

7.) бу! (ro - о) ‚sen. 
i=1 

За побудовою g,(7) — 9,(%0(0),0,0), т — со. Якщо 

та | Ст) Cr) 
ду(т) (ao a). 

де C4(7) - квадратна матриця (n— 1)-ro порядку, то систему (2.21) 
запишемо у вигляд! 

Cı(r)Isıy = -Ca(r)Os2y — Fai(r); (2.22) 

АП. 21 4 = СИт)Пози + Са(т)Пали + Falr) = (2.23) 

Структура Ilsıy(r), Fsı(r) та Ilsay(r), Р.2(т) аналогічна відповідно 

структур! Iloıy(r) та Позу(т). 

7. Нехай 9.1 (0) + П19(0) = 0, з € М. 

Тод! можна вимагати, щоб виконувалась умова 

у. (0) + П,у(0) = 0, з є М. (2.24) 

Справді, початкову умову для розв'язку системи (2.23) знаходимо 

з рівності (2.24): 

П.29(0) = —9.2(0). (2.25) 
Запишемо систему рівнянь, еквівалентну (2.22), (2.23), (2.25), 

Isıy(r) = с (Calo Mayle) + Раб); (220
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Ilssy(r) = —Фи_1(т)у.2(0)-- 

+ fetes (є (р- б Ра) (2.27) 
0 

т 

де Ф„_1 (т) - фундаментальна матриця відповідної однорідної сис- 

теми 

«Поу C3(7)Ca(7) 
(обо ар ) П,у, ®n-1(0) = En-1. 

Згідно з [22, с. 57 - 63] існують такі сталі do > 0, Во > 0, що 

|®n—-1(7)|| < аоехр( - Вот), т > 0, 

[|Pn—1(7)®;,41(P)|| < do ехр(- Во(т — p)), O< p <r. 

За побудовою 

|Fi(7)|| < Ч техр(-аот), di > 0, 

тобто 

FCI < di exp(—yr), 0 < y < a0, 

із деякою, взагалі кажучи, іншою сталою di. 

Нехай ко = піп Во, у). Тоді із (2.26), (2.27) для з = 1 маємо 

ИТоу(т)|| < cı ехр( -аптт), т > 0, 0 < ay < Ko. 

Аналогічно показуємо існування додатних сталих Cs, As, $ = 

2, т, для яких мають місце нерівності 

Шуу(т)|| < es xp(-asr), т > 0, s = 2, т. 

Зауваження 2.1. Наведемо достатн! умови виконання умови 7. 

Нехай 

9°{В(0,0)} 1; 
дез 

а (v0; 0, 0) 

дез 
=(,i=],n, -0, з є М.
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Тоді, якщо 77; (#) та Пит), і = 1,8, визначені і виконується (2.25), 
то, додаючи почленно тотожності (2.20), (2.21), з урахуванням роз- 
винень для gilt), Gi(T), i = 1, К, переконуємось у виконанні умови 7. 

З'ясуємо асимптотичні властивості побудованого формального 

розв'язку задачі Каші (2.1), (2.2). 
Для цього в системі (2.10) зробимо заміну 

y(t, é) = Ym+ılt, =) + a(t, =), (2.28) 

де 
m+l 

Ymi(t,e) = У 7 (T0) + Пуу(т)), 
s=0 

а 2(+, є) - нова невідома вектор-функція. Maemo 

~ а ЕВ, =). = gy(t,e)z + h(z,t,2), (2.29) 

ae 

чу є) = Gy Golt) + Поу(т),&, =), 

dYm+1 

dt 

Доведемо існування розв'язку системи (2.29), що задовольняє 

початкову умову 

h(z,t, =) = IYm+1 + 2,5, =) = eBlt, =) — gy(t,2)z. 

2(0,є) =0. (2.30) 

Нехай Bit,e) є С"? (К), f(x,t,e) є C™+?(G). Тоді згідно 
з теоремою 2.1 існують Taki неособливі матриці Р(+,=), Qlt,e) Е 
СТУК), 

Ky ={(t,e):0<t<t,0<e<ea}, ti <to, а <a, 

що 

P(t, €)G (Q(t, E) = ди є) = diag{e(t,e), Wn-ile)}; (2.31) 

Pit,e)B(t,e)Q(t,e) = Bit,e) = diag{b(t,e), En-ılt,e)}, (2.32)
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де 

е(0,0) =1, En-1(0,0) = En-1; (0,0) = 0; Wh-1(0,0) = Wh-1. 

Зауваження 2.2. Для доведедення даної теореми та інших анало- 

гічних тверджень зменшення величин fo, €1 відбуватиметься деяку 

скінченну кількість разів. Тому писатимемо відповідно fg та є; за- 

мість 11, №, ... Та €2, 53, .... 

Зробимо в системі (2.29) заміну z(t,e) = Q(t, =)и(Ь є) і домно- 
жимо її обидві частини зліва на Р(1, є). Маємо 

я а 
eBlt,.) = Dit,e)u+ w(u,t,e), 

dt 

де 

Би) = Plt,e)gy(t)Q(te) - В, IQ". JA є), 
(и, Б є) = P(t, e)h(Q(E, e)Ju,t,e), 

або 

eb(t, губа = Ditt, e)Juı + Daft, є)ша + wılu,t,e); (2.33) 

са = Dg(t,e)ug + Ds(t,e)uy + wolu,t,e), (2.34) 

де 

о: _ т _ D: (1, Е) Dit, Е) 
D(t,e) = diag{1, ЕК (t, e)}D(t,e) = (Pus à Dit 2) , 

w(u,t,e) = diag{1, Ex, (t, e)}w(u,t,e), 

Ра(Ь=) - квадратна матриця (п — 1)-ro порядку, u Ta ил - перші 

компоненти векторів и та W відповідно, U2 та шо - вектори, що 

містять решту компонент U та W. 

Зазначимо, що існує така стала с > 0, що 

Die) — «Бе <e (ew (-=) +2) |
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t рее <e (ex (-“¢) +e) 422.3, 

прав) — Wraltell se(ew(—S*) +e), 

te [0; to], є Є (0; =1|. 
Зауваження 2.3. Стала с в попередніх оцінках, взагалі кажучи, 

не така як в умові 6. Але оскільки у даному випадку важливий 

факт обмеженості, а не величина відповідної сталої, то для спро- 

щення запису використовується одна й та сама літера с. Аналогічне 

зауваження має місце і для решти сталих. 

Припускаємо виконання таких умов. 
І 

8. b(t,e) = e*thi(t,e), k > 0, де bi(t,e) 2 0 і Re цьє) «лаб, 
(=) — 

te [0; zo], ЕЕ [0; ei]. 

9. ун (0, 1, є)| < се", ве [0; to], є Є [0;=1|. 
Запишемо систему інтегральних рівнянь, еквівалентну (2.33), 

(2.34) з нульовими початковими умовами 

(іє) = mn exp jan x 

x (Ds(s, є)ца + ил (и, s,e))ds; (2.35) 

с 
р
е
з
 

t 

дат | Yn ı(t,s,e)(Da(s,e)u + wolu,s,e))ds, (2.36) 

0 

де Ф,-1(Р, 8, є) - фундаментальна матриця відповідної однорідної 

системи d 

U 

er = Da(t,e)u2, Un-1(s, 8, Є) = En-1, 

причому 
Lt - 5 

Ив, є dexp( TE) <<< tn 8 > 0 
[23, с. 53, 54].
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Підставляючи (2.35) у (2.36), дістаємо 

ua(t, є) = — 

(hig le Bes i) (До (р, €)uat 

0 р 

Нил (u, p, зм) + ша (u, 5, e))ds, 

Wn_1(t, 8,€)(D3(s, є) х 

om 
fe
 

о
ч
 

або $ 

шо (Б, є) = [ оби зуєдна(з, eds аби, в), (2.37) 

0 

де 

1 Г D3( г 
Kalt,s,2) = Ju it, р, є) b( ath el}, IE 2 x 

x Da(s,e)dp, 

t 

olu,t,e) НЕ 1(t, 8, Є) (3 (з, є) х 

с 
р
е
з
 

0 
8 8 D 

«| 1 ехр (a ил (и, р, €)dp + шо(и, s,e))ds. 
є) bip,e) = b(v,€) 

0 р 

За побудовою 

I|Ka(t,s,€)|| < с С ехр (- 77) + 1); (2.38) 

Ila2(0, t,€)|| < се", (2.39)
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Оскільки 
wv, t, =) > 4 (02, t, =) = 

= P(te)(h(Q(E €)u1, Б є) — R(Q(E, eus, t,e)) = 

= P(t,e)(9ym(t) + Qt, є зді, Б є) — glym(t) + Q(t, €)v2, =) 

—gy(t, Q(t, e)(vı = v2)) = Pit, є)х 

x (Чу(ут (6) + ОСЬ ву + ві; x 

xQ(t, e)(vı = ца), =) = Re (U1 = та), 

0 « бід < 1, i,j = 1, п, то існує така стала Кі, > 0, що 

ho, є) оо < ske — val 
для всіх v1, 92 Є Ти, 

Тина = Паб, є) є С; to] : |4 (6 =)|| < не”, є Є (0; 21]. 

А тому існує стала kj > 0, для якої 

Ilaz(v1, Б є) — qua, Б Є) < єко [вт — vall, (2.40) 

U1, V2 Є Tm-+1- 

Позначимо через Ra(t, 8, =) резольвенту ядра Kalt, 8, є). Для неї 

має місце така сама оцінка, що й для ядра. Справді, 

(5, 8, Є) ри 5, 8,8), 

де 

М! (t, 5, =) = К2(&, 5, =), 

$ 

Mitt, s, =) = м, e)M;-ı(p, 5, =) ар, $> 2, 

8 

O<s<t<to. 

Тоді 

1 008 _ | пож) є є (exp (LE) +1) = A060)
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||Matt, з, e)|| < A(s,e) ЕТО» = A(s,¢)Fi(t, з, є), 

Mu, 8, ЄД|| < Als,e)Filt,s,e), i > 2, 

де t 

Filt, 8, є) - IEC e)F;-ı(p, 5, є)др, Й 2 2. 

Використовуючи [117, с. 21 - 24), дістаємо 

1 . 
F;(t,s,e) = я вує). 

Оскільки 

0 < F(t, з, є) « ka, 

то і 

0< Fi(t,s,e) < =, i> 2, 
й 

для вах 0 <<< to. 
oo 

Таким чином, ряд ТС] збігається рівномірно для 
i=1l 

всіх 0 < $ < # < to. Причому для його суми має місце оцінка 

(2.38). 
Підставляючи (2.36) y (2.35), дістаємо 

t 

(=) = [x (+, 8,€)ui(s,e)ds + qi(u,t,e), (2.41) 

0 

ae 

t t 

Lf PE (1 fn Кв, в) = — | ZI LOT Go | Bip, 5, (see [GARD ew | | EP ae) ie) 
8 р 

х Ds(s, €)dp,
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t t 

1 1 1 f Dia, =) в)=- 2 FAT ay | (Do(s gılu, ,€) aos exp -| (о, є) U ( 2(8, Є) Х 

0 з 

$ 

к [чи e)walu,p,e)dp + ил(и, 8, €))ds. 

0 

Позначимо через y(t, з, є) резольвенту ядра К (1, з, є). Оскіль- 
ки для К1(Ь з, є) та gılt,s,e) справедливі оцінки (2.38) - (2.40) 
відповідно, то для Ві (8, 8, є) має місце (2.38). 

За допомогою резольвент Б; (8, з, є), і = 1,2, замінимо систему 

(2.37), (2.41) на еквівалентну 
t 

u(t, є) = fratsonts e)ds + qi(u,s,€): (2.42) 

0 

t 

üalt,e) = [ Pees. є) дз + qo(u, 8, є). (2.43) 

0 
Тоді для достатньо великих Ат, 

ky > ka (Her), 
ag 2 

де ||9(0,1,=)|| < kge™t"t, фе [O;to], оператор, що визначений за 
допомогою (2.42), (2.43), відображає множину T,,+1 в себе і є опе- 
ратором стиску. А тому система (2.42), (2.43) на множині Турії 
має єдиний розв'язок |47, с. 609). Таким чином, справедливою є 

така теорема. 
Теорема 2.3. Нехай В(І, є) є C™+?(K), (ть є) є 0"*?(G), 

в'язка }.(20(0),0,0) - AB(0,0) регулярна, має п — 1 скінченний 
елементарний дільник та один нескінченний елементарний дільник 

ї виконуються умови 2 — 9 (умова 7 для 8 = 1, т). Тоді існує таке 
єї, €1 < 20, що для всіх є Є (0; єт| задача Коші (2.1), (2.2) на 
відрізку [0; to], to < Т, має єдиний розв'язок x = 2(Р, є), для якого 

||2(, =) - m(t,e)|| < ce™*, te [0; to], (2.44) 

де ди (Б Є) = Фуш(Ь =).
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Приклад 2.1. Розглянемо задачу Коші 

~ a 1 BOD = ад te [oi] 

y(0,€) = yo, 

ae 

_ - 0 0 лов 
вберо 1 Of, gy = | —-y2+a2+bat |, 

0 0 1 —2y3 + аз + bat 

-е 

Yo = C2 з 

C3 

аз, bj, сі, i = 2,3, - довільні сталі. 

Тоді 

— (а2 + bat)? 

I) = a2 + bot ; 

L(as + bot) 

~2a2(c2 — аз) exp(—T) — (co — az)” exp(—2r) 
Hoy(r) = (са — az) ехр(—т) 

(сз _ =) exp(—2r) 

—2tbo (аз + bot) + 255 (а2 + bot) 

A(t) = bg 
— bs 

4 

ат) 
Піу(т) = | фоехр(- т) 

іа exp(—2r) 

3 

Ae 

а(т) = (—44265 + 255 с2 + т(2а262 — 2baca — 2а262 + 2a3)) ехр(—т)-
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+(2a2b9 — 2baca — 27 (ба — а2)?) exp(—2r). 

Оскільки 

1 2 (аз + bat (с2 - a2) exp (-=)) 0 
gy (t, є) = 0 —1 0 , 

0 0 = 

TO використовуючи перетворююч! матриц! 

1 2H(02+bnt) 0 1 (oat bot) 0 

P(t,e)= |0 1 0}, ie) = | 0 1 0, 

0 0 1 0 0 1 

дістаємо 

_ хр (-1) 0 
Di,e) = | 0 —1 0 

0 0 —2 

За побудовою 

11 (0) = 24265, Mhiy(0) = —2а252 

та 

~ 1 
b(t, =) = —ét, D,(t, 0) =1, lai (0,1, =)] < det, te 6 ;| з 

тобто виконуються умови 7 - 9. А тому згідно теореми 2.3 задана 

задача Коші на відрізку (0; 4] має єдиний розв'язок у = у(і, є), 

для якого 
1 te) motte є ев te [oi] 

де yo(t, є) = Go(t) + Поу(т). 
Доведемо твердження, аналогічне теорем! 2.3, для системи 

de де ее). (2.45) eB(t) =, =
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У даному випадку 7/5 (#) = 0, 2 Є [0; 7]; Пиу(т) = 0, т € [0; со). 
10. Нехай yo. = 0. 

Тоді, повторюючи міркування, використані при доведенні тео- 

реми 2.3, переконуємось у справедливості наступного твердження. 

Наслідок 2.6. Нехай A(t), В(Ї) є С"Р0 ТІ, f(x,te) € 
c™+2(G), в'язка А(0) - AB(0) регулярна, має и — 1 скінченний 
елементарний дільник та один нескінченний елементарний дільник 

i виконуються умови 5, 7 - 10 (умова 7 для s = 1, т). Тоді існує 
таке €1, єї < єд, що для всіх є Е (0; єт| задача Коші (2.45), (2.2) на 
відрізку [0; to], to < Т, має єдиний розв'язок x = 2(Р, є), для якого 

справджується оцінка (2.44). 
Зауваження 2.4. У даному випадку достатньою умовою викона- 

ння умови 7 є така: 

d 1 (yo, 0, 0) 

дез 

Теорема 2.3 та наслідок 2.6 мають локальний характер. Якщо 

на відрізку [0; 7] в'язка f(To(t), ї, 0) - AB(t, 0) регулярна, має п — 

1 попарно різне власне значення, то згідно з |93, с. 17| існують 

неособливі достатньо гладкі матриці P(t), Q(t), для яких мають 
місце рівності 

P(t) fr(Fo(t), Б 0009) = diag{1, Wn-1(#)}, 

Р(0В(0)9 = diag{0, En-ı}; 

де W,,-1(t) = ад Мі (5), ..., An-1(4)}, As(t) - корені характеристи- 
чного рівняння 

=0, 8 - 0,1,.... 

det( f; (Z(t), t, 0) — AB(t,0)) = 0. (2.46) 

Зробимо у систем! (2.1) заміну x(t,e) = Q(t}y(t,€) i домножимо 
Ti обидві частини зліва на P(t). Маємо 

d 
BAT = бе), (2.47) 

де 

В(Ь =) = РІО ВВ =) 9,
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g(y,t,€) = РОО te) — BA) (09. 

Початкова умова (2.2) при цьому набуде вигляду 

y(0,€) = Q7"(0)20 = yo. (2.48) 

11. Нехай Re A, (В) < 0, Є [0;T], i= 1,п - 1. 
Формальний розв’язок задач! (2.47), (2.48) шукаемо у вигляд! 

(2.12). Як i раніше, приходимо до системи (2.20), (2.21). Причому, 
враховуючи структуру 9, (#), із (2.20) дістаємо 

$ 

Gall) = (Gy) (ro - мо) ет зем. 
i=l 

Сингулярна частина асимптотики визначаеться за формулами 
(2.26), (2.27). 

Тоді мають місце такі твердження. 

Теорема 2.4. Припустимо, що B(t,e) є СТХ(К), Га, іє) є 
c™+2(G), в'язка f,(Eo(t), 0, 0) - ÀB(t,0) на відрізку [0; Т] регуляр- 
на, має п — 1 попарно різне власне значення і виконуються умови 
2-4,6-9, 11 (умова 7 для 8 = 1, т). Тоді існує таке єї, Е1 < 50, 

що для всіх є Є (0; єт| задача Коші (2.1), (2.2) на відрізку |0; 7] 
має єдиний розв'язок à = 2(Р,є), для якого справджується оцінка 

(2.44). 

Наслідок 2.7. Нехай A(t), B(t) є C™*[0;T], fia,t,e) € 
СТУС), в'язка A(t)—-AB(t) на відрізку [0; Т| регулярна, має п— 1 
попарно різне власне значення | виконуються умови 7 - 11 (умова 
7 для s - Ї, т). Тоді існує таке є1, єї < €0, що для всіх є Є (0;=1| 

задача Коші (2.45), (2.2) на відрізку [0; 7] має єдиний розв'язок 
x = оф, є), для якого справедливою є оцінка (2.44). 

Зауваження 2.5. В умовах теореми 2.4, наслідку 2.7 та інших 

тверджень про існування та єдиність розв'язку відповідної задачі 

Коші на відрізку [0; 7] вважається, що tg = Т. Наприклад, у теоремі 

2.4 припускається, що умова 8 має місце для всіх Ее [0; 7]. 

Розглянемо тепер випадок, коли в'язка f.(To(0), 0,0) - АВ(0,0) 
регулярна, має один скінченний і один нескінченний елементарний
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дільник, кратності яких дорівнюють відповідно р і д, причому р + 

4 =n. Тоді, як і раніше, приходимо до системи (2.10), в якій 

9y(90(0), 0, 0) = diag{Ey, Wp}, B(0,0) = diag{Jy, Ep}, (2.49) 

де W, = Ло, + Jp, Ло - корінь рівняння (2.9). 

Позначимо через Поту(т), 91(90(0) + Поу(т), 0, 0), 901(0), yor 
вектори, що містять 4 перших компонент векторів Поу(т), g(Yo(0)+ 

Поу(т), 0,0), Yo(0) та yo відповідно, а через Погу(т), g2(%0(0) + 
Поу(т), 0,0), Yo2(0), yor - вектори, що містять решту компонент 

Поу(т), 9(90(0) + Поу(т), 0, 0), Yo(0) та yo. 
Припускається виконання наступних умов. 

12. Система al 
01% — 

«а ат — 91 (Fo (0) + Поу, 0, 0) 

має розв'язок Поту = pi y(Mooy, т), причому: 

а) існують сталі Coy > 0, ag, > 0, для яких 

По (Позу, 7)|| < cor ехр( - адіт), т > 0; 

6) Поту(уда — ог (0), 0) = yor — Gor (0). 
13. Re Ло < 0. 

д 0,0 — . 14. sy, 0,0) Fe = 0, k,i,j = 1,n, для вах таких у, що 
ду:ду; 

aot ly mon). ее fst 
Регулярні члени асимптотики %,(t), з Є №, і у цьому випадку 

визначаються із співвідношення (2.20). 
Сингулярні члени асимптотики знаходимо із системи (2.21). 

Оскільки з умови 14 випливає, що 9, (т) = 7. (0), т > 0, то система 

(2.21) набуде вигляду 

ап. 
JE = Mary + Fafr); (2.50) 

dt 

АП 29 = Woy + Far), (2.51) 
dr
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де структура П.ту(т), Fsı(r) та Пузу(т), Fsa(r) аналогічна відпо- 

відно структурі Поту(т) та Позу(т). 

Отже, 

ZI .diFa(r) 
Пау(т) = - Ji dri 

IL о i 

Система інтегральних рівнянь, що еквівалентна (2.51) з відпо- 

відною початковою умовою, має вигляд, аналогічний (2.27). Вра- 
ховуючи це, дістаємо наступну оцінку: 

\[IIsy(7)|| < esexp(—asT), т > 0, as > 0, з = І, т +1, 

де число [ визначимо пізніше. 

Покажемо, що, як і у випадку простих елементарних дільників, 

побудований формальний розв'язок задачі Коші (2.1), (2.2) має 
асимптотичний характер. 

Для цього у системі (2.10) зробимо заміну 

y(t, é) = Ym+i(t, =) + a(t, =), (2.52) 

де 
т-Н 

Ymai(t,€) = >> =*(9.(0 + Пуу(т)), 
s=0 

z(t,€) - нова невідома вектор-функція. Як і раніше, приходимо до 

системи (2.29), в якій 

і 

дує) = y (> =“ (9. (1) + Haslet . 

s=0 

За побудовою мають місце оцінки 

ПСО, 0, є || < ве ННІ, ве [0; to]; 

Icon, Б є) = То», t,€)]| < koe!" [er = val|, 

для всіх vılt,e), 12(6 =) € C[O;to] таких, що |wı(t,e)|| < det, 

||va(t,e)|| < дЕ, ве [0; to].
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Згідно з теоремою 2.1 існують такі неособлив! достатньо гладкі 

матриці Р(2, є), (5, є), що 

P(t,€) ду (Б є) ОСЬ, є) = 9. (5, є) = diag{E(t,e), W,(t,e)}; (2.53) 

P(t,e)B(t,e)Q(t,e) = B(t,e) = Фаді Ло (=), Ep(t,e)}, (2.54) 

де Еч(0,0) = Eq, Ep(0,0) = Ep, (0, 0) = Л, Wp(0,0) = Wp. 
Міркуючи аналогічно викладеному вище випадку простих еле- 

ментарних дільників, замість системи (2.33), (2.34) матимемо 

а 
(ET = (Ра( є) є ру (Б є) шу + eDal(t, єуца + wılu,t,e); 

(2.55) 

а 

2 = (ву te) ери душ + eDalt, ou + walt te), 
(2.56) 

де Бе) = —B(t,-)Q7'(t,)Q'(t,«), 

Dit,e) = diag{Ey, Е (в, =) D(t, e) = (Pee 2) і 

Га (5, є) - квадратна матриця 4-го порядку, ші та ші - вектори, що 

містять 4 перших компонент векторів и та W відповідно, а U2 та шо 

- вектори, що містять решту компонент и та ‘м. 

15. Нехай detJ,(t,e) #0, ЁЕ (0; to], є Є (0; єт|, причому: 

з) 
Іов < Lex (2) A 

Е Е 

к > 0, для вах 0 < 8 < 8 4 to, де Ф, (8, 8,є) - фундаментальна 

матриця системи 

du: 
(ee) = (E,(t,e) + eDilt,e))ur, Vals, 8, є) = Es; 

6) 

IEC se) JT в, €)w (0, 8,€)|| < cent O<s<t<to;
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Yates, e) J (з, =) (ил (v1, зу є) ил (па, 8, e))|| < koe! ил, 

у Є М 040), для всіх 91($,=), vo(s,e) € C[O;to] таких, що 
Пот (з, =)|| < det, Циг (з, ЄД| < det}, 0 < 8 «РА. 

Вважатимемо, що [= y+ 1. 

Запишемо систему інтегральних рівнянь, еквівалентну системі 

(2.55), (2.56) з нульовими початковими умовами: 

(=) = ЕЛ e)(eDa(s, є)ца + ил(и, 8, €))ds; 

у (2.57) 

ug(t,e) = fus e)(eDa(s,€)u1 + wo(u,s,e))ds, (2.58) 

0 

де Ф, (+, з,=) - фундаментальна матриця системи 

dug 
ey = (By l(t, e)W,(t, є) + eDalt,€))ua, Up(s,8,€) = Ep. 

Не обмежуючи загальності, вважаємо, шо 

2-8 

Ін | < dexp (22) <<< ty. 
€ 

Підставляючи (2.57) y (2.58), дістаємо 

t 

ше) = ] Ko(t,s,e)u2(s,2)ds + рив), (2.59) 
0 

де 

t 

Kalt,s,e) = ] Up(t,p,€)Da(p.<)Vq(p. зу ЄДІ (зу вр),
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t 
1 

аа, Бе) = = futesex 

0 

x D3(s, 9 аа ФЛ, e)wı (u,p, e)dp + wa(u, з, Є) ds. 

0 

За побудовою 

a 

Kol, soll 0 << (2.60) 

де || Дз(5 ЄДИ Б є) Да, =) < г, t € [0; ТІ; 

Па» (0, 5, €)|| < ее", te [0; tol; (2.61) 

аз (от, t,€) > 42(102, і, =)|| < ekollvı ~~ vo||, (2.62) 

чл, о Є Dr, 

Эта = {ult,€) є C[0; to] : |[ult,e)|| < kre}, є є (0; и. 

Позначимо через Ao(t,s,€) резольвенту ядра Kalt,s,e). Як і 
раніше, показуємо обмеженість Б» (й, з, є). Нехай 

Аз (В, з, є)|| < do, O<s<t<ito. 

Підставляючи (2.58) y (2.57), дістаємо 

t 

(=) = к (+, 3, єуш (3, =}48 + 91 (и, Б, є), (2.63) 

0 

де 

t 

Kıllıs.e) = ] ші ЛІ Ир, ЕР, Фр, вує) Da(s, ар,
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t 
1 

qılu,t,e) = [боба ведре) 

0 

x [ter ustun ap + uns e))ds. 

0 

Позначимо через y(t, з, є) резольвенту ядра К (1, з, є). Оскіль- 
ки для А1($ 8, є) та gılt, ee) справедливими є відповідно оцінки 

(2.60) - (2.62), то 

Аа ($, з, є)|| < do, O<s<t<ito. 

За допомогою резольвент А; (&, з, є), і = 1,2, замінимо систему 

(2.59), (2.63) еквівалентною 

ш(Ь є) = Ві з, єди, 8, e)ds +qlu,s,€); (2.64) 

о
ч
 

t 

2- вх t, 8,€)qo(u, s,e)ds + qo(u, 8, є). (2.65) 

0 

Тоді для достатньо великих Ат, 

ky > ka (doto + 1), 

де ||¢(0,t,¢)|| < ЕЕ", t € [O;to], оператор, що визначений за 
допомогою (2.64), (2.65), відображає множину D,,:1 в себе i € 
оператором стиску. А тому система (2.64), (2.65) на множині Хи 1 
має єдиний розв'язок |47, с. 609). Таким чином, справедливою є 

така теорема. 
Теорема 2.5. Нехай В ($, є) Е CCR), fla, В, є) Є СТРА (С), 

в'язка (2000), 0, 0) - AB(0,0) регулярна, має один скінченний і 
один нескінченний елементарний дільник, кратності яких дорівню- 

ють відповідно р | g, p+ 4 = п, | виконуються умови 2, 4, 7, 12 -
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15 (умова 7 для з = 1, т +1). Тоді існує таке єї, єї < єд, що для 

всіх є Є (0; єт| задача Коші (2.1), (2.2) на відрізку [0; to], to < Т, 
має єдиний розв'язок à = 2(Р,є), для якого справджується оцінка 

(2.44). 

Наслідок 2.8. Нехай A(t), B(t) є СТР. ТІ, f(x,t,e) € 
Ст (С), в'язка А(0) — AB(0) регулярна, має один скінченний 
| один нескінченний елементарний дільник, кратності яких дорів- 

нюють відповідно р 14, p+ 4 = п, і виконуються умови 7, 10, 13, 

15 (умова 7 для s = 1,m-+/). Тоді існує таке є1, Е1 < єр, ЩО для 

всіх є € (0; єт| задача Коші (2.45), (2.2) на відрізку [0; to], to < Т, 
має єдиний розв'язок à = 2 (Р, є), для якого справедливою є оцінка 

(2.44). 
Приклад 2.2. Нехай у системі (2.55) а = 2, 

1 — 
J(t,e) = Jale) = | 0 Jets = Bp, Di(t,e) = 0, (1 =)ЕК1. 

—= 

Тоді 

cos 8 — sin 28 
ох | vo we ‚0<s<ti<t. 

— МЕЗШ = = cos = 

А тому, враховуючи, що за побудовою 

Jz (e)Dalt,e) = O(1), t € [0; tol, 

Volt, ве) є) = (7 и | 
O(1) Or 

приходимо до висновку про справедливість умови 15 зі сталою y = 
1 для відповідних Ф,,-2(1, 8, Є) та ш(и, 1, є) 

Зауваженння 2.6. Замість пункту а) умови 15 можна вимагати 

існування такого С € N, що 

та 

а K(t—s NC, sa) < Lex (+) кб, (2.66) 

для вах 0 LS <É< to.
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Приклад 2.3. Нехай у систем! (2.55) q = 3, 

-бе 1 0 

J3(t,e) = J3(e) = | 0 0 1|, 

60e? —11=? 0 

Es(t,e) = Ez, Dy(t,€) =0, (t, є) Е Ky. 

Тоді власними значеннями матриці .7з(=) будуть 

À = —E, Ag = —2e, Аз = —3e. 

Нехай Т(=) - така квадратна матриця третього порядку, шо 

т "Чу (E)T(E) = Wale), Wa(e) = diag{A1, №, Аз}, 

тобто 
1 1 1 

de 4= З= 
TE)= | 1 1 ı 

—= —2Е -ЗЕ 

Оскільки 

Че) = Тек (LT NE оз) TE) 
то існує стала 4 > 0, для якої має місце оцінка 

-8 

3e2 
BG, зе < Ge (-* ) 0<8<t<ty. 

А Tomy виконуеться умова (2.66). 

Нехай тепер в'язка f,(%o(0),0,0) — AB(0,0) регулярна, мае 
т скінченних та $ нескінченних елементарних дільників, кратно- 

сті яких відповідно дорівнюють ру, ..., Pr Ta 41, ..., Gs, причому 

ppt. + pr + 91+... +s = п. Тоді, як і раніше, приходимо до 

системи (2.10), в якій 

9,(90(0), 0,0) = diag{E,,W,}, В (0,0) = diag{Jy, Ep}, (2.67)
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де W, = diag{W,,....Wr}, Wi = XE; + Л, à = Tr, À; - корені 
рівняння (2.9), J, = diag{ Ji, ..., Js}, p = р1+...+рг, а = 91+... 48. 

Позначимо через Поту(т), g1(%0o(0) + Hoy(r),0,0), Foi (0), yor 
вектори, що містять 4 перших компонент векторів Поу(т), g(Yo(0)+ 

Поу(т), 0,0), уо(0) та yo відповідно, а через Позу(т), 92 (ус (0) + 
Поу(т), 0, 0), Yo2(0), Yo2 - вектори, що містять решту компонент 

Поу(т), 9Go(0) + Поу(т), 0, 0), 900) та yo. 
16. Нехай Вел; < 0, і = 1,7. 

Тоді за умов 2, 4 та 12 визначаємо 56(0), Поу(т). 

Регулярні члени асимптотики 7, (#), à Є М, і у цьому випадку 

знаходимо із співвідношення (2.20). 
Сингулярні члени асимптотики знаходимо із системи (2.21). 

Покладемо 

ILıy(r) = сої Паиту(т), …, Пизу(т)); 

ILay(r) = col(Tlj21y(7), о Пауу(т)), 

де Пагу(ту), і Є М, - ду-вимірний вектор, 7 = Т, 8, а Пот), 1 є М, 

— р-вим!рний вектор, { = 1, г. Так само запишемо Р (т) та Е;2(т), 

є М. 

Тоді система, що аналогічна (2.50), (2.51), матиме вигляд 

J; run = Пал + Fiij(7), j= 1,8; (2.65) 

та = Wıllay + Far), [= Lr. (2.69) 

Отже, 

un „А Fit; (7) 7 Пауу(т) = — У РЕ, hs. 
k=0 

Таким чином, переконуемось у справедливості наступної оцінки 

||Tly(7)|| < с;ехр(— ат), т > 0, a; > 0, і = І, т + 1.
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Міркуючи, як і у попередньому випадку, з'ясовуємо асимптотич- 

ні властивості побудованого формального розв'язку задачі Коші 

(2.1), (2.2). 

Теорема 2.6. Нехай B(t,e) є Cl™t+)a(K), Горе) € 
Cima (С), до = maxfqı,...,gs}, регулярна в'язка /, (20(0), 0,0)— 

AB(0,0) має r скінченних та з нескінченних елементарних дільни- 

ків, кратності яких відповідно дорівнюють рі, ..., Pr Та 41, ..., sr 

причому рі +. + pr + qi +... 445 = п, і виконуються умови 2, 4, 7, 

12, 14 - 16 (умова 7 для s = 1, т. + [). Тоді існує таке €1, єї < €0, 

що для всіх є Є (0; єт| задача Коші (2.1), (2.2) на відрізку [0; to], 
to < Т, має єдиний розв'язок x = (=), для якого справджується 

оцінка (2.44). 

Наслідок 2.9. Нехай A(t), B(t) є С"+0%[0;Т]|, f(x,t,e) Є 
Стою (Є), до = max{qı,...,gs}, в'язка А(0) - AB(0) регулярна, 
має 7 скінченних та $ нескінченних елементарних дільників, кра- 

тності яких дорівнюють відповідно ру, ..., Pr Та G1, ..., з, причому 

pi + + Dr + qi +. + 43 = п, і виконуються умови 7, 10, 15, 16 

(умова 7 для s = 1,m +1). Тоді існує таке €1, є < 50, що для 

всіх є € (0; єт| задача Коші (2.45), (2.2) на відрізку [0; to], to < Т, 
має єдиний розв'язок à = 2 (Р, є), для якого справедливою є оцінка 

(2.44). 

Нехай на відрізку [0;7] в'язка fr(To(t),t,0) — AB(t,O) регуляр- 
на, має г попарно різних власних значень, яким відповідають 7 

скінченних елементарних дільників та $ нескінченних елементар- 

них дільників, кратності яких відповідно дорівнюють рі, ..., р» та 

Ur vr Qs, причому рі +... + pr ФО + 4% = п. Тоді згідно з [93, 

с. 17] існують такі неособливі достатньо гладкі матриці P(t), Qt), 

що 

Pt) ER), t, Q(t) = diag Eq, УС 

PHBE, Q(t) = diag{ Jg, Ep}, 

де У/ь (Е) = diag{Wı (t), ... И.В}, ТЕ) = A(t) Ey + Ji, Alt), i= 

1,7, - корені рівняння (2.46). 
17. Нехай Re Л; (+) < 0, te |0: Т|, і = 1,7. 

Тоді мають місце такі твердження. 
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Теорема 2.7. Припустимо, що B(t,e)ECMDa(R), f(x,t,e)e 
Стус (С), чо = max{qı,..,gs}, в'язка /, (то (1), 0, 0) - AB(t,0) 

на відрізку [0; 7] регулярна, має 7 попарно різних власних значень, 

яким відповідають 7 скінченних елементарних дільників та з нескін- 

ченних елементарних дільників, кратності яких відповідно дорівню- 

ють Dis ..., Dr та ФІ, ..., з, причому рі +... + Dr +1 +... + 4: = п, і 

виконуються умови 2, 4, 7, 12, 14, 15, 17 (умова 7 для з = 1, т. -- |). 

Тоді існує таке €1, єї < єд, що для всіх є Є (0; єт| задача Каші (2.1), 

(2.2) на відрізку [0; 7] має єдиний розв'язок x = ($, є), для якого 
справджується оцінка (2.44). 

Наслідок 2.10. Нехай A(t), B(t) є С" |); ТІ, f(x,t,e) € 
сіті (С), до = max{q1,...,¢s}, в'язка A(t) - AB(t) на відріз- 
ку [0;7] регулярна, має r попарно різних власних значень, яким 
відповідають 7 скінченних елементарних дільників та $ нескінчен- 

них елементарних дільників, кратності яких дорівнюють відповідно 

Diy ey Pr TA Qi, ..., 9, причому рі + ... ру ФО + 4 = 7,1 

виконуються умови 7, 10, 15, 17 (умова 7 для з = 1, т- 1). Тоді 
існує таке =1, єї < =0, що для всіх є Є (0; єт| задача Кош! (2.45), 

(2.2) на відрізку [0; 7] має єдиний розв'язок x = ($, є), для якого 
справджується оцінка (2.44). 

2.3.2. Критичний випадок. Надалі припускаємо виконання таких 

умов: 
18. Рівняння f(x,t,0) = 0 відносно x має розв'язок x = Z(t, а), 

де a= (a, … al) — К-вим!рний вектор, компонентами якого Е 
довільні параметри, причому: 

а) функція 20 (+, а) має достатню кількість неперервних частинних 

похідних за змінними 1 та a на множині D(t,a), D(t,a) = [0;T] x 

D(a), D(a) - область зміни параметрів a), un a; 

6) ранг матриц! 20, (#, а) дорівнює k для всіх (t,a) Є D(t,a). 
19.1) = 0, t є [0;T], i = Т.Е; Вед, < 0,4 = ЕЕ Ги —1, де 
Alt), i= 1,k, tay, = ЕТ п — 1, - корені відповідно рівнянь 

(2.46) та (2.9). 

Нехай в'язка /,(20(0, a),0,0) — ЛВ (0,0) - регулярна, має п — 1 
скінченний і один нескінченний елементарний дільник. Тод! W,,_1 = 

= diag{0, 0, Акт, о An-ı}-
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Як і у некритичному випадку, приходимо до задачі (2.10), (2.11). 
Формальний розв'язок задачі (2.10), (2.11) шукаємо у вигля- 

ді (2.12). Вектор-функції 7,(t), Пьу(т), з = 0,1,..., визначаємо з 
тотожностей (2.14), (2.15), зрівнюючи у них коефіцієнти при одна- 

кових степенях є. 
Зокрема, Yo(é) знаходимо із системи 

g(Go(t), 5 0) = 0. (2.70) 

Згідно з припущенням 18 система (2.70) має розв'язок F(t) = 
Q ot, a(t), де o(t) - довільний k-BumipHuii вектор, який буде 
визначено далі. 

Диференціюючи тотожність (2.70), коли уд (2) = 07 Z(t, a(t)), 

за змінною а, дістаємо 

fr (Eo(t, a), t, 0)Foa(t, à) = 0, (Ба) Є D(t, a), 

тобто стовпці матриці Жоа (5, 0) € власними векторами матриці 

fe(Eo(t, аа), 5,0), що відповідають нульовому власному значенню. 
Функцію Поу(т) знаходимо із системи 

«По У _ 

ат 

Позначимо через Поту(т), 91(70(0) + Поу(т),0,0), 901(0), Yor 
перші компоненти векторів Поу(т), (00) + Поу(т), 0, 0), Yo(O) та 

yo відповідно, через По2у(т), 92 (у0 (0) + Поу(т), 0, 0), 702(0), yor 
- вектори, що містять К компонент, починаючи з другої, векто- 

рів Поу(т), 9(90(0) + Поу(т), 0,0), (0) та yo відповідно, а через 
Позу(т), 93(90(0) + Поу(т), 0, 0), (0) Yo — вектори, що містять 
решту компонент Поу(т), а(7о(0) + Hoy(r).0,0), (0) та yo. 

Надалі припускаємо. 

20. Рівняння g1(Q71%0(0, с (0)) + Поу, 0,0) = 0 має розв'язок 
Поу = Погу(Ползу, Позу), неперервний в області зміни параметрів 

Hoay, Позу, для якого Поту(уд2 —902 (0), Vos - Моз(0)) = yor — Yor (0). 
21. Система 

«Поу 

ат 

B(0, 0) —— = 9(97125 (0, a(0)) + Поу, 0, 0). (2.71) 

= gi(Q7'Zo(0, a(0)) + Поу, 0, 0), à = 2,3, 
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здобута з (2.71), має розв'язок Позу = Погу(7), à = 2,3, який задо- 

вольняє початкову умову По; У(0) = yor — Зо; (0), à = 2,3, причому: 

а) існують сталі Coy > 0, Ag, > 0 Ta Coz > 0, ас» > 0, для яких 

||To1 (Позу (т), Позу(т))|| < cor exp(—a17T), 

ШПогу(т)|| < coz exp(—an2T), т > 0; 

6) Позу(т) — 0, т X; 

в) ||OGo(t) + Hoy(t/e))|| < а, te [0; ТІ. 
Тоді має місце рівність 

зо (0) + Поу(0) = yo- (2.72) 

Зазначимо, що з умов 6, 20, 21 випливає існування сталих 

со > 0, ao > 0, для яких 

ШПоу(т) || < co exp(—agr), т 2 0 

22, с. 57 - 65]. 
Зрівнюючи в (2.14), (2.15) коефіцієнти при є, дістаємо 

о чо 
7,9 = Bet, Dir — gilt); (2.73) 

~ ап B0,0) = gy(r)Thy + Ale), (2.74) 
Для Toro, щоб система (2.73) була розв'язною відносно 5 (#), 

необхідно і достатньо, щоб її права частина була ортогональною 

до всіх власних векторів 5 (1), ) = 1, , матриці (9,(1))", що від- 

повідають нульовому власному значенню, де (4, (1))" - матриця, 

спряжена до 9,(#). Тобто 

(50.800 - в.) іо 
Останній вираз можна розглядати як систему нелінійних дифе- 

ренціальних рівнянь відносно вектор-функції a(Z).
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Позначимо через A(t) прямокутну (К x п)-матрицю, рядками 

якої є вектори k(t). Тоді 

K (t)B(t,0)Q7"Foa(t, а) — = KO («ть о) 60)- 

— B(t,0)Q7"Fou(t, @)). (2.75) 
При цьому початкова умова 

a(0) = al (2.76) 

для шуканої вектор-функції a(t) визначається згідно з умовами 20, 

21. 

Квадратна матриця k-ro порядку K(t)B(t,0)Q7!Zoa(t, a(t) не- 

особлива для всіх t € [0; to]. Справді, якщо припустити, що для 

деякого t = t* det K(t*)B(t*,0)Q71Zoalt*, a(t*)) = 0, то 

Ys Bet ‚eilt *)) =0, j=1,#, ЕС, 

або 
k 

(y(t), Beil) = 0, 5 = TF, 
1=1 

де alt"), i=1,k, - стовпці матриці 07 ба (0, a(t*)). 

Оскільки y(t = Ул) - власний вектор матриці 9, (17) 

відносно BAR що відповідає нульовому власному значенню | 

(ВУСІ), BE) = 0, J = LE, 

то алгебраїчна система 

Jy (t")2 = Bt, 0) p(t")
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розв'язна відносно 2. A тому матриця 7,(") має В-приєднані ве- 

ктори, які відповідають нульовому власному значенню. Це супе- 

речить тому, що елементарні дільники, які відповідають нульо- 

вому власному значенню матриці 7,(0") є прості. Таким чином, 

det.K (1) B(t, 0)Q7!Zoa(t, a(t)) #0, t є [0; tp]. Отже, система (2.75) 
набуде вигляду 

ЧЕ - le, t), (2.77) 

Ae 

= (КОВ, 007 "а а) КВ (а Ото a (D) t,0)— 

—B(t,0)Q7'Zorlt, ад). 

22. Нехай задача (2.77), (2.76) на відрізку [0;%9| має розв'язок 
a=a(t). 

Тоді загальний розв'язок системи (2.73) можна записати у виг- 
ляді 

т (0) = © "Тоа (1, a(t) BA) +), 

де 3(¢) - довільна К-вимірна вектор-функція, а 91 (+) - деякий час- 

тинний розв'язок (2.73). 

Нехай 

Ci(r) Cr) Сз(т) 

ди(т) = | Car) Сь(т) Cr) |, 

Ст(т) Св(т) Со(т) 

де Сь(т) та Со(т) - квадратні матриці відповідно k- та (n—k—1)-ro 
порядків. Зазначимо, що 9,(т) — 9у(30(0), 0,0), т — сю. 

Тоді систему (2.74) можна записати у вигляді 

СутУПиу = -Со(т)Щзу — Сз(т)Пзу - Fur); (2.78) 

аП12у 

ат 
= С5(7)Пузу + С(т)Питу + Ов(т)Пазу + Ё12(т); (2.79)



82 

dili3y 
dr 

де структура Пиу(т), Кит), Пл2у(т), Е12(т) та Пізу(т), Fis(r) 
аналогічна структурі Поту(т), Позу(т) та Позу(т) відповідно. 

Згідно з умовою 6 система (2.78) - (2.80) набуде вигляду 

= Со(т)Пізу + Ст(т)Питу + С8(т)Пл2у + Fis(r), (2.80) 

тони = ay(7) May + а2(т)Шзу + бі (т); (2.81) 

ae = ag(7 Thay + аз(т)Пізу + bar), (2.82) 

ae 

М Са(т)С»(т) _ Ca(7)C3(7) 
ат) = ОТ о аз(т) = Ce(r) - Gt) ; 

_ Ст(т)Сз(т) _ Ст (т) Єз (т) 
аз(т) = Св(т) - Част ад(т) = Co(r) - С D ; 

bi (т) = Fia(r) - rule) із (т) = Раз(т) - it ) 

За побудовою а;(т) — 0, т — co, = 1,3, де 0 - нульова матри- 

ця відповідних розмірів; a4(7) > У/ покої = diag{Ansi,...5An—1}, 

T — 00. 

Вимагатимемо, шоб 

к (0) + Thiy(0) = 0, К = 2,3. (2.83) 

Тоді згідно із структурою 9,(0) дістаємо 

Пізу(0) = —B(0) — 912(0), Пузу(0) = —91з(0). (2.84) 

Позначимо через ©; (т) та Ф„_,_1(т) відповідно фундаменталь- 

Hi матриц! систем 

аП12у 

ат 
= a, (r)Iı2y, Фь(0) = Er,
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Ta 
А зу _ 

ат 

Оскільки за побудовою |а1(т)| < сехр(—аот), т > 0, то матри- 
ця Ф. (7) має наступні властивості: 

1) існує Jim Фк(7) =Ф, (со); 

2) det bz (со) F 0; 
3) Фу (т) — $. (00)|| < cexp(—agr) [23, с. 44, 45]. 

Нехай 

as(r)Hısy, Фи-к-1(0) = En-k-1- 

||Фь(т)|| < do, т 2 0, 

[|®.(7) Be (SI < do, OS 8 <7, 

та 

ИФ» к-1(т)|| < do ехр( - бот), т 2 0, Bo > 0, 

||Фи-к—1(т)Ф- 1, 1 (8)|| < doexp(—Bo(r - з)), O< 8 <r. 

За побудовою 

||аз(т)|| < dy exp(—ao7), т > 0, # = 2,3, 

||bi(7)|| < di exp(—y7), т > 0, і = 1,2, 0 «у < ag. 

Система інтегральних рівнянь, що еквівалентна (2.81), (2.82), 
(2.84), має вигляд 

They(r) = -Фк(т) (хе Я 912(0)— 

т 

[erstem noms) (2.85) 
0 

Пізу(т) = -Фу-в-1(т)913(0)-- 

+ forte @tatomneu(s) + ba(s))ds. (2.86) 

0
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З умови Пізу(т) > 0, т — ©, дістаємо 

oo 

30) = бок) фра) (з) Пиз) + (sas = 9. 
0 

Таким чином, формула (2.85) набуде вигляду 

т 

They(r) = Janet 2(s)Tisy(s) + b1(s))ds. (2.87) 
oo 

Розглядатимемо (2.86), (2.87) на множин! Го, де 

Го = Прут), Пізу(т)) € C0: со) : |[Tiy(r)|| < слехр(-олт}}. 

Не обмежуючи загальності, вважаємо, що Ву > a. 
1 1 

23. Нехай 4041 min |=. zx} < 1. 
. & Po = 00 

Тоді, покладаючи ay = min{ag, Во, у) показуємо, що оператор, 

визначений за допомогою (2.86), (2.87), відображає множину Го в 
себе і є оператором стиску. А тому система (2.86), (2.87) на мно- 
жині Го має єдиний розв'язок |47, с. 609]. 

Таким чином, існують сталі C1, а1, для яких має місце нерівність 

ІТуСТ)ЇЇ < стехр(—олт), т > 0. 

Зрівнюючи y (2.14) коефіцієнти при <2, дістаємо 

Фу dYo ТОЮ о). (2.88) 9,092 = Boo D = 
Аналогічно до a(t) вектор-функція В(Р) визначається з умови 

сумісності системи (2.88) відносно 5» (1). При цьому 

dB _ ще = (8.2), (2.89) 
де компоненти 41 (3, #) є многочленами другого степеня відносно 2. 

24. Нехай система (2.89) з початковою умовою (0) = BO на від- 
різку [0; to] має розв'язок В = Bt).
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Таким чином, 91 (#) та Плу(т) визначені. Решта членів асимп- 
тотики 7.(#), П.у(т), s = 2,3,..., визначаються аналогічно. При 
цьому на і-му кроці 7,(£) міститиме довільну А-вим!рну вектор- 

функцію (І), початкове значення якої У(0) = 7) визначається 

з умови П;у(т) — 0, т — со. Із умови сумісності алгебраїчної 

системи відносно 7; (8) дістаємо 

dy — = 4q;(7,t), 2.90 D = gt) (2.90) 
де компоненти g;(y,t), і = 2,3, ..., - лінійні функції відносно 7. 

Зазначимо, що існують додатні сталі Cs, Ws, 8 = 2, т, для яких 

мають місце нерівності 

||Isy(r)|| < es exp(—as7), т 2 0, з - 2, т + 1. (2.91) 

З'ясуємо асимптотичні властивості побудованого формального 

розв'язку задачі Каші (2.1), (2.2). 
Для цього в системі (2.10) зробимо заміну (2.28). Приходимо 

до системи (2.29), в якій 

1 

дує) = ду (= ET) + Haslet . 
s=0 

Нехай Bit,e) є СТУК), f(x,t,e) є C™+?(G). Тоді згідно 
з теоремою 2.1 існують Taki неособливі матриці Р(+,=), (2, є) Є 

СТУК), що 

P(t, є (Q(t, є) = Gy(t,e) = diag{e(t,e), Wn-ı(t,e)}, (2.92) 

Wr-1 (Е, =) = diag{W;,(t, =), Wr—k-1 (t, e)}; 

Pit,e)B(t,e)Q(t,e) = ВВ, є) = diag{b(t,e), En-ılt,e)}, (2.93) 

En-1 (Е, =) = diag{ Ex(t, =), En-x-ılt, =)},
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де 

e(0, 0) = І, ко, 0) = Ex, En-x-1(0, 0) = En-k-1; b(0, 0) = 0; 

W;(0, 0) = 0, W„-r-1(0,0) = Wn-k-1: 

Міркуючи аналогічно, викладеному вище вп. 2.3.1, замість сис- 

теми (2.33), (2.34) маємо 

du: 

bte) = Dift,e)u, + Dalt,e)u2 + Эз(Ь =)из + wiu,t,e); 

(2.94) 

d ee = ББ ви + Da(t,e)ur + Dolt,e)us + wz(u,t,e); (2.95) 

dus 
ET = Do(t,e)us + Dr(t,e)u + Dg(t,e)u2 + w3(u,t,e), (2.96) 

ae 

Di(ée) Dalt,e) Dat.) 
Dit,e)= | Date) Ds(t,e) Delt,e) |, 

Dr(t,e) Ds(t,e) Ро, є) 

Ds(t,€), Do(t,e) - квадратні матриці відповідно k- та (n—k—1)-ro 
порядку, ці та wy - перші компоненти векторів и та W, ‘из та шо 

- Е-вимірні вектори, що містять À компонент U та W, починаючи з 

другої, из та з - (п — k — 1)-вимірні вектори, що містять решту 

компонент и та W. 

За побудовою існує така стала с > 0, що 

|Di(t,e) — e(t,e)| <с (ew (-=) + <) , 

agt 
\|Do(t,¢) — Wn-r-ı(lt,e)|| < с (ew (-22) +2) , 

є 

фе [0;to], є Є (0; 1].
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За умов 8, 9 запишемо систему інтегральних рівнянь, що екві- 

валентна (2.94) - (2.96) з нульовими початковими умовами 

t 

1 Di( -: [= ‚op : js U2) ay) (Dis, qur+ 
Е b(s 

0 

+D3(s,e)ug + wi(u, s,e))ds; (2.97) 

l
e
 

t 

== Ju (В, з, Є (Ям (8, єї + Ов(8, =)из + wolu,s,e))ds; 

0 
(2.98) 

о
 

t 
1 

(== fu k-1(6,8,€)(Dy(s,e)u1+De(s,e}u2+uwa(u,s,e))ds, 

0 
(2.99) 

де Фо (Р, з, є) та V,_4_-1(t, 8, Є) - фундаментальні матриці однорід- 

них систем 

а o> = Дб Є)ша, Ve(s,s,e) = Er, 

„u 
т = Dg(t,€)uz, Wn-r-1(5, 8,€) = En-k-1; 

причому 

Lt - 5 

GI < à also < dexp (AE), 50 
для всіх 0 <s <t< to [23, с. 53, 54]. 

За побудовою 

[№ (0,6, є < koe, 

(ит, 5, =) = w(v2,t,e)|| < e’kollvı = 2 ||
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для всіх V1, V2 Е Tm+1, де Ко - деяка відома стала. 

25. Нехай ПА «1 та cdmiax | = +3) < 1,47 
Inl min oi (59 an B 

— стала 3 умови 8. 

Тоді оператор, що визначений за допомогою (2.97) - (2.99) від- 

ображає множину Tm+ı в себе i є оператором стиску. А тому си- 
стема (2.97) - (2.99) на множині Ти має єдиний розв'язок [47, 
с. 609). Отже, справедлива така теорема. 

Теорема 2.8. Нехай В(+,=) є С”*?(К), Га, іє) є СТ (С), 
в'язка }.(20(0),0,0) - AB(0,0) регулярна, має п — 1 скінченний 
елементарний дільник та один нескінченний елементарний дільник 

| виконуються умови 6 - 9, 18 - 25 (умова 7 для $ = 1, т. +1). Тоді 
1СНУЕ таке €], €] < =0, що для всіх є Є (0; єт| задача Коші (2.1), 

(2.2) на відрізку [0; |, to < Т, має єдиний розв'язок x = х(Ь є), 
для якого справджується оцінка (2.44). 

Доведемо твердження, аналогічне теоремі 2.8, для системи 

(2.45). У даному випадку 

ot) = 0(0а(2), t є [0; 7], 

де ©(#) - прямокутна матриця розмірів п x k, що складена з влас- 

них векторів матриці A(t), A(t) = PA(t)Q, які відповідають ну- 
льовому власному значенню, а a(t) - довільна Е-вимірна вектор- 

функція. 

Згідно із структурою в'язки A(0) — 1B(0) дістаємо 

Toiy(r) = 0, 7 € [0; 00), 

Позу(т) = coz, Позу(т) = exp(Wn-x-ıT)cos, 

де Cog та соз - вектори довільних сталих відповідної розмірності. 

Припускаючи виконання умови 10, покладемо со» = 0. Тоді, 

якщо 

(0) = yo2, 603 = МОЗ» 

то має місце рівність (2.72). 
26. Нехай система 

da 
a t dt la, у
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де 

qo(a,t) = (K(t)B()O(t)) КО) (хе 0)— 

Ве Watt), 
К (+) - прямокутна (k x п)-матриця, рядками якої є власні вектори 

матриці (A(t))*, які відповідають нульовому власному значенню, 
на відрізку [0;{0] має розв'язок à = a(t), що задовольняє умову 

(2.76) . 
Тоді вектор-функциТ 5, (1), П.у(т), з Є N, визначаються анало- 

гічно випадку, що розглядався раніше. 

При цьому довільні К-вимрн! вектор-функції з 9.(#), з Є М, 
знаходять з лінійних систем, починаючи вже з першого кроку. 

Наслідок 2.11. Нехай A(t), Bit) є C™*?[0;T], f(x,t,e) € 
C™+2(G), в'язка A(0) - AB(0) регулярна, має п — 1 скінченний 

елементарний дільник та один нескінченний елементарний дільник | 

виконуються умови 7 - 10, 19, 23, 25, 26 (умова 7 для в = 1, т +1). 

Тоді існує таке =1, єї < =0, що для всіх є Є (0;=1| задача Ко- 
ші (2.45), (2.2) на відрізку [0:20], to < Т, має єдиний розв'язок 
x = (=), для якого справджується оцінка (2.44). 

Зауваження 2.7. При доведенні наслідку 2.11 умови 23 і 25 за- 

писуємо для системи (2.45). Вважаємо, що відповідні умови в ана- 

логічних твердженнях сформульовано з урахуванням даного заува- 
ження. 

Теорема 2.8 та наслідок 2.11 мають локальний характер. 

27. Нехай X;(t) = 0, t є |0: ТІ, à = 1,38; ReAj(t) < 0, t є |0- ТІ, 
i=k+1,n—1, де дО), і =Т,п — 1, - корені рівняння (2.46). 

Тоді, якщо на відрізку |0; 7| в'язка f,(To(t),t,0) - AB(t,0) ре- 

гулярна, має п - 1 скінченний і один нескінченний елементарний 

дільник, причому її власні значення зберігають сталу кратність, то 

згідно з [93, с. 17] існують неособливі достатньо гладкі матриці 

P(t), 9(%, для яких мають місце рівності 

P(t) fe (РОС), t, Q(t) = diag{1, Wn_1(t)}, 

PU)B(t,O)Q(t) = diag{0, Ens},
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де W,,-1(t) = diag{0, ..., 0, Angi (В, ..., An-1(#6)}. 
Як і раніше, приходимо до задач! (2.47), (2.48). Формальний 

розв'язок задачі (2.47), (2.48) шукаємо у вигляді (2.12). Члени 
асимптотики 7, (#), Пьу(т), з Є N, знаходять аналогічно. При цьо- 

му вектор-функції у. (1) будуть визначені на відрізку [0;7]. Тоді 

мають місце такі твердження. 

Теорема 2.9. Припустимо, що B(t,e) є СТ"Х(К), Га, іє) € 
c™+2(G), в'язка f,(Eo(t), 0, 0) - ÀB(t,0) на відрізку [0; Т] регуляр- 
на, має п — 1 скінченний елементарний дільник та один нескінчен- 

ний елементарний дільник, причому її власні значення зберігають 

сталу кратність і виконуються умови 6 - 9, 18, 20 - 25, 27 (умо- 

ва 7 для 8 = І, т +1). Тоді існує таке єї, є1 < єр, що для всіх 

є Є (0; єт| задача Коші (2.1), (2.2) на відрізку [0; 7] має єдиний 
розв'язок x = 2 (8, є), для якого справджується оцінка (2.44). 

Наслідок 2.12. Нехай A(t), B(t) є CMOS ТІ, f(x,t,e) € 
СТУЗ (С), в'язка A(t)— XB(t) на відрізку |0; Т| регулярна, має п— 1 
простий скінченний елементарний дільник та один нескінченний 

елементарний дільник, причому її власні значення зберігають ста- 

лу кратність і виконуються умови 7 - 10, 23, 25 - 27 (умова 7 для 

8 = Т, т +1). Тоді існує таке 1, €1 < єр, що для всіх є € (0; єї| 
задача Коші (2.45), (2.2) на відрізку [0; 7] має єдиний розв'язок 
x = (=), для якого справджується оцінка (2.44). 

Розглянемо тепер випадок, коли в'язка f,(%(0,a),0,0) — 
АВ (9,0) регулярна, має k простих скінченних елементарних діль- 

ників, один скінченний елементарний дільник кратності р і один 

нескінченний елементарний дільник кратності 4, K+ p+q=n. 

28. Нехай \;(¢) = 0, € [0;T], і є 1,5; Вело < 0, де Mit), й = 1,Е, 
- корені рівняння (2.46), а Ло - корінь рівняння (2.9). 

Тоді 

ду (Fo (0), 0, 0) = diag{E,, Wotp}, B(0,0) = diag{Jq, Ex+p}, 

(2.100) 
де У, = 49940, И»}, 0 - квадратна матриця k-ro порядку, 
Wy, = № Е, + Jp. 

Як і раніше, регулярна частина асимптотики задачі (2.10), (2.11) 
визначається із систем (2.70), (2.73) та аналогічних до них. 
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Вектор-функцію Поу(т) знаходять із системи (2.71). Для цього 

позначаємо через Поту(т), 91 (50(0) + Поу(т), 0, 0), For (0), yor век- 

тори, що містять 4 перших компонент векторів Поу(т), 4(96 (0) + 

Поу(т), 0,0), 95(0) та yo відповідно, через Позу(т), 92 (Що (0) + 
Поу(т), 0,0), Yoo(0), yor - вектори, що містять К компонент, по- 

чинаючи з (4 + 1)-1, векторів Пом(т), 9(90 (0) + Поу(т), 0, 0), у (0) 
та yo, а через Позу(т), 93 (ус (0) + Поу(т), 0, 0), Зоз(0), уоз - ве- 
ктори, що містять решту компонент Поу(т), g(Yq(0) + Пом(т), 0, 0), 
у (0) та yo. 

29. Нехай система 

all J 017 д =9(@`'20(0,а(0)) + Поу,0,0) 

має розв'язок Поту = Iloıy(Ilo2y, Позу, т), причому: 

а) існують сталі со1 > 0, agi > 0, для яких 

Па (Позу, Позу, т)|| < ср ехр( -адтт), т > 0; 

6) Поту(уда — ог (0), моз — Моз (0), 0) = yor — For (0). 
Якщо мають місце умови 14 та 21, решту сингулярних членів 

асимптотики визначаемо 13 систем: 

ап. 
Л = May + Fa(r): (2.101) 

ат 

ап. 
И = For): (2.102) 

ат 

аПззу 

ЧЕ = Wellssy + Far); (2.103) 

з є N, де структура Пау(т), Езл(т), Пззу(т), Езз(т) та Иззу(т), 
Е,з (т) аналогічна структурі Пот ), Позу(т) та Позу(т) відповідно. 

Тоді 

(2.104)
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т 

П.2у(т) = —В(0) — 9-2(0) + ] Fa(v)dv: (2.105) 

0 

т 

Позу) = Фа + || Фр, (оао, 

о
 

(2.106) 
Фа-к-« (0) = En-k-q де Pn—k—g(T) - фундаментальна матриця 

однорідної системи, що відповідає (2.103). 

Із умови П.гу(т) — 0, т — со, дістаємо 

B(0) = = —ÿ;2(0 y+ | Fso(v )dv = = 89), 

0 

Тоді формула (2.105) набуде вигляду 

Пуоч(т) = [Fatan. (2.107) 

oo 

Таким чином, існують додатні стал! Cs, As, 8 = 2,m Ї, для 

яких мають місце нерівності 

Шу (т)|| < сзехр(-азт), т > 0, з= 2, т +1. 

Покажемо, що побудований формальний розв'язок задачі Коші 

(2.1), (2.2) має асимптотичний характер. 
Згідно з теоремою 2.1 існують такі неособливі достатньо гладкі 

матриці P(t,e), (5, є), що 

Р є) ду є) є) = Gy(t,e) = diag{Eq(t,€), М карб =)}, 
(2.108) 

Wirptt, =) = diag{W;{t, =), ИС, =)}; 

P(t,e)B(t,e)Q(t,e) = Bit, =) = diag{Jg(t,€), Extp(t,€)}, (2.109)
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Et, =) = diag{ Ex(t, =), Ep(t, є) 

де 

E,(0, 0) = Ра, Exp (0, 0) = Ex, Jq(0, 0) = Je, 

W,,(0,0) = 0, W,(0,0) = W,. 

У системі (2.10) зробимо заміну (2.52). Міркуючи аналогічно до 
викладеного в п. 2.3.1, приходимо до системи 

а 
ЕЛЬ =) = (Е (=) + eDil(t,e))ur + є До (Р, =)и2+ 

+e D3(t, =)из + wi(u,t, Є); (2.110) 

dug -1 

ea = (Е, (t,e)Welt, =) + є Б (Б, є) шо + eDa(t, uit 

+e Dg(t, =)из + walu,t,e); (2.111) 

d 
Е = (By (t,e)W,(t,e) + eDo(t,€))u3 + є Доу (Р, e)uy+ 

+e Ds(t, є) чо + w3(u, Б є), (2.112) 

де Бе) = —B(t,-)Q7'(t,)Q'(t,«), 

D(t,e) = diag{Eq, Ey} Є), є) = 

Га, є), О5(Ь =) - квадратні матриці відповідно g- та k-ro порядку; 

ил, ил — вектори, що містять 4 перших компонент векторів и та Ww; 
‘из, шо - вектори, що містять А компонент и та и’, починаючи з 
(а +1); из, w3 - вектори, що містять решту компонент u та м. 

30. Припустимо, що Re Л, (&, є) < 0,7 =1,k, (=) Є Кі, де А;(Ь є) 
- власні значення матриці И» ($, є).
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He обмежуючи загальност!, вважаемо, що для фундаменталь- 

них матриць Ф (2, 8, є) та Vp(t, в, є) відповідно систем 

а 
= = (Er! (t,e)Wy(t,e) + eDs(t,e))u2, Фь (8, ву є) = Bp, 

Ta 

dus -1 

STE = (FE, (в, =) W(t, =) + eDo(t,e))us, Фр(5, 8,€) = Ey 

мають місце оцінки 

Welt, 8, Є)|| < а, 
Lt - з 

I. soll < dexp (1) << и. 
€ 

Нехай І = y+ 1. Система інтегральних рівнянь, що еквівалентна 

(2.110) - (2.112) з нульовими початковими умовами, має вигляд 

и (=) = = fut 8,5) Ig (з, )(e Dols, e)ugt 

0 

+e D3(s, €)ug + wy1(u, 8, €))ds; (2.113) 

су
 

t 
1 

2-2 жи (t, з, ЄДЄ Да ( 8, =) + €De(s, €)ug + шо(и, s,e))ds; 

0 
(2.114) 

t 
1 

= 222 fut 2, 8, Є Їж (8, e)uı + €Ds(s, €)ug + шо (и, s,e))ds. 

0 

су
 

(2.115) 
cd 

31. Нехай — < 1 та саб < 1, де 
к 

IIdiag{ Jz (Le) Бор ЇЇ < о, t € [05 to].
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Тод! оператор, що визначений за допомогою (2.113) - (2.115), 
відображає множину D,,41 в себе і є оператором стиску. А тому 

система (2.113) - (2.115) на множині D,,}1 має єдиний розв'язок 

[47, с. 609]. 

Теорема 2.10. Нехай B(t,e) є C(ÜMHN(K), fla,t,e) € 
co'm+)q(G), в'язка f,(To(0),0,0) — АВ (0, 0) регулярна, мае k про- 
стих скінченних елементарних дільників, один скінченний елемен- 

тарний дільник кратності р | один нескінченний елементарний діль- 

ник кратності 4, k + p+ q = п, і виконуються умови 6, 7, 14, 15, 

18, 21, 22, 24, 28 - 31 (умови 7 та 15 відповідно для s = l,m +1 

та к > 0). Тоді існує таке єї, єї < єр, що для всіх є Є (0; єт| задача 

Коші (2.1), (2.2) на відрізку [0;tol, to < Т, має єдиний розв'язок 
x = (=), для якого справджується оцінка (2.44). 

Наслідок 2.13. Нехай A(t), B(t) є С" 0;Т]|, f(x,t,e) € 
Ста (С), в'язка А(0)— AB(0) регулярна, має k простих скінчен- 
них елементарних дільників, один скінченний елементарний діль- 

ник кратності р і один нескінченний елементарний дільник кратно- 

ст! 4, k+p+q=N, і виконуються умови 7, 10, 15, 26, 28, 30, 31 

(умови 7 та 15 відповідно для s = 1, т + [ та к > 0). Тоді існує 

таке є1, 1 < =0, що для всіх є € (0; єт| задача Коші (2.45), (2.2) на 
відрізку [0; to], to < Т, має єдиний розв'язок x = 2(Р, є), для якого 

справедливою є оцінка (2.44). 

Зауваження 2.8. В умовах теореми 2.10, наслідку 2.13 та інших 

аналогічних твердженнях вважаємо, що ступінь гладкості Z(t, а) 

такий самий, як і ступінь гладкості коефіцієнтів заданої системи 

диференціальних рівнянь. 

2.4. Періодичні розв'язки сингулярно збурених диферен- 

ціально-алгебраїчних систем рівнянь 

2.4.1. Некритичний випадок. Тут ми розглянемо алгоритм побу- 

дови періодичного розв'язку системи (2.1) з періодичними коефі- 

цієнтами. 

Нехай 

М = {(t,e): -T<t<T,0<e <a},



96 

U = {(a,t): [all <a, -T<t<T}, 

У «абс: Ци <a, -T<t<T,0<e<e). 
Як і раніше, під час побудови формального розв'язку системи 

(2.1), вважаємо, що B(t,e) є С°°(М), (2, 2, є) є СФ9(У). 
Надалі припускаємо виконання таких умов: 

39. Компонети матриці В(і,є) та вектор-функції f(x,t,€) Т- 

періодичні відповідно на множинах М та У. 

40. Рівняння f(x,t,0) = 0 відносно x має Т-періодичний розв'язок 

аз 22(б), який задовольняє умови: 
а) zo(t) € ClO; ТІ; 
6) точки (xo(t),t) Є О при t є [0; ТІ; 
в) корінь 1 = xo(t) є ізольованим на відрізку [0; 7]. 
41. На відрізку [0; Т| в'язка f.(To(t),t, 0) - AB(t, 0) регулярна, має 

п — 1 скінченний елементарний дільник і один нескінченний еле- 

ментарний дільник. 

42. Ве) # 0, ве [0;T], à = 1,п — I, причому (5) # А, (0), 
te [OT], à £ 7, 1,7 = 1,п - 1, де А; (#) - корені рівняння (2.46). 

Формальний розв'язок системи (2.1) з періодичними коефіцієн- 

тами шукаємо у вигляді 

=) = Уа. (2.116) 

Вектор-функцію f(x(t,€),t,€) подамо як формальний ряд за 

степенями є 

flat, є), Б є) - f(xo(t), 5 0) + e(fa(t)ai(t) + ла) 

нев + fol) SIT), 
в якому елементи матриці /, (1) обчислюються в точці (æo(t),t,0), 
а вектори f(t) певним чином виражаються через 24 (1), К < 3. 

Аналогічним чином записуємо матрицю 

оо 1 Bl) = 
Bit,e) = Der oe) = Sve B,(t). 

s=0 у s=0
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Підставимо (2.116) у систему (2.1) i зрівняємо коефіцієнти при 
однакових степенях є. Зокрема, при є? маємо 

f(#o(t),t,0) = 0. (2.117) 

Згідно з умовами 40, 42 рівняння (2.117) має Т-періодичний 
розв'язок 229 = x(t) Є С29|-77 ТІ. 

Вектор-функції 2, (8), з Є N, визначаємо із рівнянь 

УВО = fers + fall) (2.118) 
i=l 

A Tomy 

з) = С (вена - о) зе, 
1=1 

Зазначимо, що вектор-функції (4), з Є N, є Т-перюдичними. 

З'ясуємо асимптотичні властивості побудованого формального 

розв'язку системи (2.1). 
Для цього в системі (2.1) зробимо заміну 

(=) = Б Є) + ylt,e), (2.119) 

де 
т 

2т(Ь є) = ext), 
s=0 

а у(+, є) - нова невідома вектор-функція. Maemo 

ду 
eBit,e) 7; = felt,e)y Му, Б, є), (2.120) 

де 

РЕ) = Ла (9), Б є), 

(gate) = Flam бо) ~ Blt) — су 
За побудовою || А(0, 2, =)|| < coe, ве [0; ТІ.
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Доведемо існування Т-перюдичного розв'язку у = y(t,E) систе- 

ми (2.120), який задовольняє умову ||y(t,e)|| < cl, te [0;Т]. 

Нехай B(t,e) є C"*!(M), f(a,t,e) є С"\ЦУ). Тоді, згідно з 
наслідком 2.4 існують такі неособливі 7-періодичні матриці Р(&, =), 

Об, є) Є СУМА), 

М, = {= :-Т<1<Т,0<=< =}, & є, 

що 

Р, є) Б є) ОСЬ, є) = felt, =) = diag{e(t,e), Wn-ılt,e)}; (2.121) 

P(t,e)B(t,e)Q(t,e) = Bit, є) = diag{b(t,e), En-ı(t,e)}, (2.122) 

де 

e(t,0) = 1, En-ı(t, 0) = En-1; b(t, 0) = 0, 

Wr-1(t, 0) = W„-ı(t) = diag{ Ax (t), wey An—i(t)}, te [0; 7]. 

Зробимо в системі (2.120) заміну у(&,=) = Q(t, €)z(t, є) і домно- 
жимо її обидві частини зліва на P(t,e). Маємо 

го 2 (ве) + eD(Le))z а Бе), 
di 

де _ _ 

Dit, =) = —B(4, JO, e)Q'(E, =), 

(2,1. є) = P(t, e)h(QU, є)2, Б Е), 

або 

bt, = elt, e)ar + eDiltye)a + ЕР) аль); 
(2.123) 

d 
Е =, (t)zo+eDa(t,e)21 + (Ee! (4e) Wa (te) -Wa-ilt)+ 

+e РАВ, =))22 + walz,t,e), (2.124)
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де 

D(t,e) = diag{1, ЕЛ, (Ь e)}D(t,e) = (Pus =) Dalt, 2) 

w(z,t,e) = diag{1, ЕЛЬ e)}w(z,t,e), 

Da(t,€) - квадратна матриця (п — 1)-го порядку; zı Ta ил - перші 
компоненти векторів 2 та W відповідно, а 22 та шо - вектори, що 

містять решту компонент 2 та w. 
43. Нехай (Р, є) = = (6 =), k > 0, причому Reb (¢,0) 4 0, t Е 

0; 7]. 

Із системи (2.123), (2.124) дістаємо 

+ 

x (€D3(s,e)21 + (ЕЛИ (в, =)", Є) — Wn-ı(s) + eDa(s,e))2o+ 

+we(z,s,¢))ds, (2.126) 

де Wi (+, є) - розв'язок задач! Коші 

d 
b(t) = e(t,e)z1, 41(0,=) = 1, 

а Ф»-1(Ь є) - фундаментальна матриця однорідної системи 

422 

a = Wr-1(t)22, Фа-1(0, є) = En-1.
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За побудовою 

$ 

W,-1(t,€) = exp оон 

0 

Таким чином, 

—1 T 
1 felt,e) 

te)=- _- dt | —1 alte) == | exp "оз x 
0 

t+T і і t (Le) 
eit,e 

- 2 dt 3, Є) 48; 2.127 x =] ехр ЧЕ (є, з, Є) 48; ( ) 

$ 8 

т —1 

1 1 
zo(t,e) =- | exp 2 fo — E, x 

0 

t+T t 
1 

x i 2 коми v(z,s,e)ds, (2.128) 
= 

$ 8 

де 

u(z,8,€) = eDi(s,€)21 + eDa(s, є)22 + ил (2, з, Є), 

(2, 8, Є) = €D3(s,e)z1 + (ЕЛИ (з, є)УУ п -1(8 Є) — Wn-ıls)+ 

+e Da(s,€))z2 + шо( 2, 8, є). 

Не обмежуючи загальності, вважаємо, що 

W„-ı() = diag{W, (9), W_ с), 

де W(t) та W_(t) - матриці, власними значеннями яких є 
власні значення матриці W„_ı(£) відповідно з додатними та
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від'ємними дійсними частинами. Для визначеності припустимо, що 

e(t,€) t ГТ ;є1Ї. Ве DU) > 0, є [07] є є (0: є1| 

Тоді систему (2.127), (2.128) подаємо у вигляді 

т —1 
t 

z(t,e) = - | exp fs dt | —1 x 

0 

T і 
1 1 f e(t,e) 

——— - dt t+ s,e),t+ s,e)ds; «fas exp - ] Ме) u(z(t 8, є), Ё- 8, Є) 43; 

0 +s 

(2.129) 

т -1 
1 

224 (5 є) = - | exp - f wetoat — EB, x 

0 

т і t 

x [exp = [wo v+(z(t+s,e),f+s,e)ds; (2.130) 

0 t+s 

т -1 
1 

zo_(t,€) = — | E- - exp = [war x 

0 

т і t 

x [exp - ] W_(t)dt | v_(z(t+s,¢),f+s,e)ds, (2.131) 
Е 

0 t+s-T 

v(z,t,e) = col(us(z,t,¢), v_(z,t,€)), 

za(t,€) = col(z2+(t,e),z2-(t,E)), 

причому розмірності векторів vi(z,t,¢), 224(4,€) та v_(z,t,e), 

22— ($, =) відповідно дорівнюють порядку матриць W(t) та У/- (#}; 
Е. та E_ — одиничні матриці відповідного порядку.
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Оскільки 

||w(v1, Б є) — w(va,t,e)|| < ekollor — val| 

для вах U1, V2 € Pati, де 

Pnau = {2( є) € Cl0;T] : z(t+T,e) = zit,e),||z(t,e)|| < het, 

ЕЕ (0;=1|, то для достатньо великих А1 оператор, що визначений 
за допомогою (2.129) - (2.131), відображає множину P,,+1 в себе | 
є оператором стиску. À тому система (2.129) - (2.131) на множині 

Ри- має єдиний розв'язок [47, с. 609]. Таким чином, справедлива 

така теорема. 
Теорема 2.13. Нехай B(t,e) є С" М), (а, б є) Є С"ЧЦУ) 

і виконуються умови 39 - 43. Тоді існує таке €1, єї < =0, що для всіх 

є € (0; єт| система (2.1) на відрізку [0; 7] має єдиний Т-перюдичний 
розв'язок x = 2(1, є), для якого 

a(t, =) — am(t,e)|| < се”, ве |0; ТУ. (2.132) 

Наслідок 2.16. Нехай A(t), B(t) є C"t![-T;T], f(x,t,e) € 
= C™+1(V) і виконуються умови 39, 41 - 43. Тоді ichye таке =1, 

Е1 < єд, що для всіх є Є (0;=1| система (2.45) на відрізку [0; 7] має 
єдиний Т-періодичний розв'язок х = а(і,є), для якого справд- 

жується оцінка (2.132). 

Приклад 2.4. Розглянемо систему  диференціально- 

алгебраїчних рівнянь з періодичними коефіцієнтами 

а ь 

BL = 6,5), Le [0527], 
де 

e(sint+2) 0 0 

Bit,e) = 0 l+e 0 ’ 

0 0 l+e 

Ж — сові + 2 + ex 

Дає) = | 12 - 2170 + ея (cost + 1) 

я + 223 + sint + exaxz
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Тоді 

cost — 2 0 

zolt) = 0 ‚zılt)= | 1+ cost 

-3 sint —4 cost 

За теоремою 2.13 задана система мае единий перюдичний 

розв'язок x = x({,€) для якого 

a(t, e) — zılt,e)|| < ce”, вЕ |0; 27], 

де zılt,e) = x(t) + ex (б). 

Нехай тепер замість умов 41, 42 виконуються наступні умови: 

44. На відрізку [0; Т| в'язка f.(To(t),t, 0) - AB(t, 0) регулярна, має 

один скінченний і один нескінченний елементарний дільник, кра- 

тності яких дорівнюють відповідно рід, p+qg=n. 

45. ReAg(t) 4 0, t € [0;Т|, де A(t) - корінь рівняння (2.46). 
Тоді, як i раніше, формальний розв'язок системи (2.1) шукаємо 

у вигляді (2.116). 

Покажемо, що, як і у випадку простих елементарних дільників, 

побудований формальний розв'язок системи (2.1) має асимптотич- 

ний характер. Для цього у системі (2.1) зробимо заміну 

(=) = Umsil(t,e) Ну =), (2.133) 

де 
m+l 

тні С =) = У; e’zs(t), 
s=0 

y(t, є) - нова невідома вектор-функція, число | визначається пізні- 

ше. Як і раніше, приходимо до системи (2.120), в якій 

і 

Jz(t,e) = Fr (Bern) . 

s=0 

За побудовою || А(0, 1, є)|| < с=" 1, ве [0;Т].
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У даному випадку 

P(t,e)fa(t, )Q(t, 2) = ре) = diag{E(t,e), W(t,e)}; (2.134) 

P(t,e)B(t,e)Q(t,e) = B(t,e) = Фа {Л (=), Er(t,e)}, (2.135) 

де 

E,(t, 0) = Ey, E,(t,0) = Б, Jq(t, 0) = Jo, 

W,(t,0) = W,{t) = Ao(t) Ey + Jp, ЕЕ [0;Т|. 

Міркуючи аналогічно, замість системи (2.123), (2.124) maemo 

а 
ET = (E(t, є) + Dy (t,€))21 + €Do(t,€)z2 + мл і, =); 

(2.136) 

d 
eS = (Ey (t,e)Wy(t,e) + eDalt,e))22 + eDalt,e)zı + we(z,t€), 

(2.137) 

де 21 Ta ил - вектори, що містять 4 перших компонент векторів = 

та ш відповідно, а 22 та шо - вектори, що містять решту компонент 

Z та м. 

Покладемо 

Zq(t, 8,2) = (Vq(s,©) (ФІ Те) — Ey) Фе), 

Zp(t, вує) = (Up(s,e) (ФТ, =) — Ep) (Le), 

де V(t,e) та W,(t,e) - фундаментальні матриці відповідно одно- 
рідних систем 

dz Eee) = (Eq(t.) + eDılt,e))a, у, є) = Ey, 

422 —1 
are = (E, ЭЙ (Ь є) + eDalt,e))22, W,(0,e) = Fp. 

Припускаємо виконання таких умов: 
46. detJ,(t,e) £0, t Є |0; ТІ, ЕЕ (0;=1|, причому 

Iso є Sem (AE) |g 0,
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I, (в, е)ил (0, 5, є || < ee", р є я <t+T, ЕЕ [OT], 

ПЛ "Ов, (ши (пі в, =) — wi(v2, 8,€))|| < koe! "ор — val], 

у Е NU {0}, для всіх ч1(8,=), ve(s,e) € С]; таких, що 
Пот (з, є | < det", [|62(8,=)|| < det! < 8 <t+T,t € [0;Т|. 

аг 

В 
Тоді, вважаючи [ = 7+ 1, показуємо, що оператор, який визна- 

чений за допомогою формул 

47. < 1, де || ад { ЛЬ є), En—g} Dit,e)|| є г, t € [0; ТІ. 

t+T 
1 

21(4,€) = = ] Zalt, 8, e) Jz (s,e)(eDa(s, =) 22 + wı(z, s,e))ds; 

+ 
(2.138) 

вет 
1 

22 є) = = ] Z(t, 8, €)(€D3(s,€)21 + walz,s,e))ds, (2.139) 

р 

відображає множину Р, 1 в себе і є оператором стиску. А Tomy 

система (2.138), (2.139) на множині Ри-1 має єдиний розв'язок 

[47, с. 609]. 

Теорема 2.14. Нехай B(é,e) € C™'MI(M), Дає) € 
СТУ) 1 виконуються умови 39, 40, 44 - 47. Тоді існує таке 
ЕЛ, Е1 < €9, що для всіх є Є (0; єї| система (2.1) на відрізку [0; 7] 
має єдиний Т-періодичний розв'язок x = 2(Р, є), для якого справ- 

джується оцінка (2.132). 

Наслідок 2.17. Нехай A(t), B(t) є C"+H[-T;T], Да, Р, є) Є 
= С"Н+КУ) 1 виконуються умови 39, 44 - 47. Тоді існує таке 
Е1, 81 < €, що для всіх є Є (0;=1| система (2.45) на відрізку 

[0; Т| має єдиний Т-періодичний розв'язок x = ($, =), для якого 
справедливою є оцінка (2.132). 

Приклад 2.5. Нехай у системі (2.136) 4 = 2, 

Io(t,e) = Jole) = ( Jets = Fy, Dilt,e) =0,(4e)C M.
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Тод! 

Фе) = 5 (ue =) er) 

Ae 

wu(t,e) = exp Соя) + exp (=). 

морд) 
(= =): Убе ( wai (5 є) VE exp 

- 
2]
. Е). 

фойє) = exp (-==) exp СЕ) 

А тому, враховуючи, що 

\|Zo(t, s,€)|| < Gem (==) ,t<s<t+T, te (ОСТІ, 

приходимо до висновку про справедливість умови 46 для відповід- 

ної вектор-функції (2,5, є). 

Зазначимо, що у даному випадку оператор, що визначається 

(2.138), (2.139) буде задовольняти умови теореми про існування та 
єдиність нерухомої точки без виконання умови 47. 

Розглянемо загальний випадок. Отже, нехай мають місце такі 

умови: 

48. На відрізку [0; 7] в'язка f,(£o(t),t,0) - AB(t, 0) регулярна, має 

т скінченних та 5 нескінченних елементарних дільників, кратності 

яких відповідно дорівнюють ру, ..., Pr та G1, ..., Чз, причому p+g = 

My P= Pit + Pre ФАО 45. _ 
49. Вед) = 0, ве [0;T], à = 1,r, де A;(t) - корені рівняння 

(2.46). 

Тод! справджуються Taki твердження. 

Теорема 2.15. Нехай В(=) € C™ HIM), f(z,te) € 
Ст (У) 1 виконуються умови 39, 40, 46 - 49. Тоді ichye таке 
ЕТ, Е1 < €9, ШО для всіх є € (0;1| система (2.1) на відрізку [0; 7]
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має єдиний Т-періодичний розв'язок x = x(t,€), для якого справ- 

джується оцінка (2.132). 

Наслідок 2.18. Нехай A(t), B(t) є СТЕ -Т. ТІ, f(x,t,e) Є 
= СТІНУ) 1 виконуються умови 39, 46 - 49. Тоді існує таке 
Е1, 81 < €, що для всіх є Є (0;=1| система (2.45) на відрізку 

[0; Т| має єдиний Т-періодичний розв'язок x = ($, =), для якого 
справедливою є оцінка (2.132). 

2.4.2. Критичний випадок. Надалі припускаємо виконання таких 

умов: 
50. Рівняння f(x,t,0) = 0 відносно x має Т-періодичний розв'язок 

x = хор, а), де à = (ал. ax) - К-вимірний вектор, компонента- 

ми якого є довільні параметри, причому: 

а) zolt,a) = C™?(Dit,a)), D(t,a) = [-T;T] x Dla), D(a) - 
область зміни параметрів ол, ..., Ak; 

6) ранг матриці т0е(#, a) дорівнює k для всіх (5, а) Є D(t,a). 
51. A(t) = 0, г є [OT], à = ТЕ Вед (І) 4 0,4 € GT], 
$ = k+l,n-1, причому A(t) A А 2 є [OT] à A j, 
i,g=k+1,n—1, де A(t), і = 1, п - 1, - корені рівняння (2.46). 

Припускаючи виконання умови 41, розв'язок системи (2.1) шу- 

каємо у вигляд! (2.116). Тоді хо (&, a) знаходимо з рівняння (2.117). 
Вектор-функцію 21 (ї) визначаємо з (2.118) при з = 1 

еда = BC) ЛО. (2.140) 
Оскільки система (2.140) з точністю до позначень така сама, що 

й система (2.73), то критерієм існування періодичного розв'язку 

системи (2.140) є виконання наступної умови. 

52. Нехай система (2.77) має Т-періодичний розв'язок а = a(t), 
te [-T; T]. 

Тод! загальний розв'язок системи (2.140) mae вигляд 

11 (8) = alt, aA) + ба (9), (2.141) 

де 3(t) - довільна А-вим!рна вектор-функція, а 21 (Р) - деякий час- 

тинний розв'язок (2.140).
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Вектор-функція В(Р) визначається з умови сумісності системи 

(2.118) при s = 2. 
53. Нехай система (2.89) має Г-перюдичний розв'язок В = Bt), 
te [-T; T]. 

За умови 53 wo(t) мае вигляд (2.141). Решту членів асимптотики 

xs(t), 8 = 3,m, визначають аналогічно. При цьому на i-my кроці 

функція 2;(#) містить довільну А-вимрну вектор-функцію 7 (Р), що 

визначається з умови сумісності відповідної алгебраїчної системи 

відносно 2541 (#) 

dy; 
—=4; i,t). 2.142 ТОЮ (2.142) 

54. Нехай система (2.142) mae Т-періодичний розв'язок 7у; = 7: (ї), 
te |- 7) ТІ, і «2, т. 

Зазначимо, що компоненти g;(7;,¢), à = 2, т, - лінійні функції 

відносно 7; (0). 

З'ясуємо асимптотичні властивості побудованого формального 

розв'язку системи (2.1). 

Для цього в системі (2.1) зробимо заміну 

(Е) = ть (Б Є) + У(Ь, є), (2.143) 

m+l 

де Um+i(t,€) = У; ex, (5). Приходимо до системи (2.120), в якій 
20 

fr(t,e) = р (10(® + exılt),t,e). 

Нехай B(t,e) Є C™+2(M), Га, 1, є) Є С""УХ(У), Тоді згідно з 
наслідком 2.4 існують такі неособливі 7-періодичні матриці Р(&, =), 

є) є ТМ), що 

Р, є) ДО СЬ є) ОСЬ, є) = foolt, =) = diag{e(t,e), Wn-1(#6,e)}, (2.144) 

W,-i(t,¢) = diag{Wi(t,e), Wa-r-ı(t,e)}; 

P(t,e)B(t,e)Q(t,e) = Bit,e) = diag{b(t,e), En-ı(t,e)}, (2.145)
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Ey,-1(t,€) = diag{ E(t, є), Брока €)}, 

ae 

e(t, 0) = 1, Ex(t,0) = Ex, En—r—1(t, 0) = En-k-15 

b(t,0) = 0, W(t, 0) = 0, 

Wr—k-1(t, 0) = Wr—r-1(t) = diagfArı(t), …, An—1(E)}, te [0; ТІ. 

Тоді замість системи (2.123), (2.124) maemo 

ebtt, jo = elt,e)zı + eDı(t,e)zı + eDalt, є) 22 + eDa(t, e)z3+ 

ил (2,65); (2.146) 

се = (Er (t,e)Wy(t,e)+eDs(t, €))22+eDa(t,e)21 +eDe(t,e)23+ 

+wa(z,t,e); (2.147) 

423 
oa = Wr—k-1(t)23 + €Dr(t, =) га + =ЕБз(Ь =) 22+ 

ЕВ, €)Wy—n_-1(t, €) Ик ВЕД (Ь, є)) 23 ws(z,t,e), 

(2148) 
де 21 та ил - перші компоненти векторів 2 та W, 22 та шо - К-вим!рн! 

вектори, що містять А компонент 2 та W, починаючи з другої, 23 

та з - (п — k - 1)вимірні вектори, що містять решту компонент = 

та и; Б, є), à =1,9, - прямокутні матриці відповідних розмірів. 

Припускаючи виконання умови 43, із системи (2.146) - (2.148) 
дістаємо 

+ 

х (є і (з, є)21 + €Do(s,€)22 + eDa(s,€)z3 + и1(2,3,=))48; (2.149)
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t+T 

za(t,e) = ве.) О) 7! (eDa(s eat 

+e De(s,€)23 + шо(2, s,e))ds; (2.150) 

23 (Е, =) = 

t+T 

= ] (Фи-ь-1(8, Є) (9-1, СТ, =) > En—k-1) ФТ, ,{ є) x 

х(=07(8,=)21 + eDg(s,e)z9 + (ЕТ, is, E)Wa-k-1(8,€)— 

—Wh-x-1(s) + €Do(s,€))23 + w3(z, 8, є))48, (2.151) 

де функція Wy (t,¢) визначена раніше, Yy(t,e) та W,_,_ılt,e) - 

фундаментальні матриці відповідно систем 

4 єр = (ВЧ E)Wa (Le) + Da(t,2))22 

Ta d 

23 — = И 1 (8. © k-1(2)23 

Надал! припускаемо: 

55. || (Фь(,е) (ФОР, є) — Fk) ФО є)) "|| < а Е з<+Т, 
фе |0: ТІ. 
56. cdT <1, де ||D(t,e)|| < с, te (0; ТІ. 

Тоді, як і при доведенні теореми 2.8, показуємо, що оператор, 

який визначений за допомогою (2.149) - (2.151), відображає мно- 
жину Pn-+1 в себе і є оператором стиску. À тому система (2.149) — 
(2.151) на множині Ри має єдиний розв'язок |47, с. 609]. Таким 
чином, справедливою є така теорема. 

Теорема 2.16. Нехай В(1, є) є COM), f(x,t,e) Є C™*7(V), 
і виконуються умови 39, 41, 43, 50 - 56. Тоді існує таке є1, €1 < єб, 

що для всіх є Є (0; 1| система (2.1) на відрізку |0; T] має єдиний Т- 
періодичний розв'язок x = x(t, є), для якого справджується оцінка 

(2.132).
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Надал! припускаемо виконання таких умов: 

57. Система 

= post 
ae 

аа.) = (KO) BHOW) ER (D (TEA (D, 6,0) - BHO Wald), 
К (б) - прямокутна (k x п)-матриця, рядками якої є власні векто- 
ри матриці A*(t), що відповідають нульовому власному значенню; 

O(£) - прямокутна (п x К)-матриця, стовпцями якої є власні векто- 
ри матриці A(t), що відповідають нульовому власному значенню, 

має Т-перюдичний розв'язок a = a(t), te [-Т;Т]. 
58. Система 

dy; 

dt 

що утворена аналогічно (2.90), (2.142) для системи (2.45), має Т- 
періодичний розв'язок 7; = (1), 1 Є [-T;T], i =Т,т. 

Наслідок 2.19. Нехай A(t), B(t) є С""72|-Т ТІ, (2, 1,є) Є 
Ст? (У), і виконуються умови 39, 41, 43, 55 - 58. Тоді існує таке 
Е1, 81 < €, що для всіх є Є (0;=1| система (2.45) на відрізку 

[0; Т| має єдиний Т-періодичний розв'язок x = ($, =), для якого 
справджується оцінка (2.132). 

Нехай тепер замість умов 41, 51 виконуються наступні умови. 

59. На відрізку [0; 7| в'язка f,(£o(t),t,0) - AB(t, 0) регулярна, має 

К простих скінченних елементарних дільників, один скінченний I 

один нескінченний елементарний дільник, кратності яких дорівню- 

ють відповідно pig, причому k + p+ q=n. 

60. Л, (+) = 0, ве [0;T], à = 1,2; ReAg(t) = 0, € [0;T], де AX (4), 
4 =1,k, Ao(t) - корен! рівняння (2.46). 

Тоді, як i раніше, формальний розв'язок системи (2.1) шукае- 
мо у вигляд! (2.116). Щоб довести асимптотичну оцінку (2.132) у 

системі (2.1) зробимо заміну (2.133). Оскільки 

Ptt, E)fr(t, =) (Е, =) = Felt, é) = diag{ E(t, =), Wir, &)}, 

(2.152) 

= чу, t), t= I,m, 

Wrsplt, é) = diag{W,(t, =), Writ, =)};
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P(t,e)B(t,e)Q(t,e) = Blt, є) = diag{Jg(t,€), Extp(t,e)}, (2.153) 

Et, =) = diag{ Ex(t, =), Ep(t, є) 

де 

E,(t, 0) = Eq, Вірі 0) - Exsp; Та 0) = Ja 

W;.(t,0) = 0, Wp(t,0) = Wp (t) = Ao(t)E, + Jp, Е [0; 7], 

то замість систем (2.136), (2.137) maemo 

dz 
(ee) = (ЕД, є) + eDıilt,e))zı + eDalt,e)za + eDalt,e)23+ 

+wy(z, Б, є); (2.154) 

а 
Е = (Er (t,e)Wy(t,e)+eDs(t, €))22+eDa(t,e)21 +eDe(t,e)23+ 

+we(z, В є); (2.155) 

423 —1 

ey = (Е (t,€)Wp(t, є) +eDo(t, €))23 +eDy(t, =) а + ЕОз(Ь =) 22+ 

из (2, Б є), (2.156) 

де 21, ші - вектори, що містять 4 перших компонент векторів 2 та 

w; 22, о - вектори, що містять К компонент 2 та W, починаючи 3 

(4 +1); 23, w3 - вектори, що містять решту компонент 2 та ш. 

Покладемо 

як, зує) = (Фь(в, =) (ФО ТУ є) — Er) Dre), 

Zq(t, 8,2) = (Wuls,e) (ФО, є) — Ey) We)", 

Zp(t, зує) = (Use) (ФТ, є) — Ep) (be), 

де матриці Фу (5, є), Фа (5, є) визначено раніше, а Ф,(+,=) - фунда- 

ментальна матриця системи 

422 
ey = (EZ (t,e)Wy(t,e) + €Do(t, =) 22.



113 

61. Нехай 4 
r 

— < 1, cd’ <1, 
8 

де стала 4 взята з умови 46 і 

I, ‘(в Є (ДВ є), Datt,e))|| < г, IDG ell є в ве ;Т|. 
Тоді вважаючи, що À = y+ 1 і припускаючи виконання умови 

55, показуємо, що оператор, який визначений за допомогою спів- 

відношень 
t+T 

1 
(=) = = ] Z(t, вує) '(8,€)(eDa(s, €) 22 + €D3(s,e)z3+ 

+ 

+w(z,8,€))ds; (2.157) 

mM
 

| 
Re

 

t+T 

za(t,e) = ] Zx lt, s,e)(eDa(s, e)z1 + =0%(8, =) 23 +wa(z, 8,€))ds; 

t 

(2.158) 
t+T 

23(4,€) = - ] Z(t, 8, Є) (є До (8, €)z1 + €Dg(s, €)z2 + w3(z, 8, є)) 48, 

t 

с 
| 

Re
 

(2.159) 
для достатньо великих M відображає множину Році в себе i € 
оператором стиску. А тому система (2.157) - (2.159) на множині 
Рида має єдиний розв'язок [47, с. 609]. 

Теорема 2.17. Нехай B(t,e) € C™ (MM), Ижье € 
c™++1(V) і виконуються умови 39, 46, 50, 52 - 55, 59 - 61. Тоді 
1СНУЕ таке єї, єї < єд, що для всіх є Є (0; єт| система (2.1) на від- 

різку [0; Т| має єдиний Т-періодичний розв'язок x = x(f,€), для 
якого справджується оцінка (2.132). 

Наслідок 2.20. Нехай A(t), B(t) є СТЕ -Т. ТІ, f(x,t,e) Є 
= СТР (ДЮ) 1 виконуються умови 39, 46, 55, 57 - 61. Тоді існує 
таке єї, 1 < =0, що для вах є Є (0; єт| система (2.45) на відрізку 

[0; Т| має єдиний Т-періодичний розв'язок x = ($, =), для якого 
справедливою є оцінка (2.132).



Розділ Ш 

Побудова асимптотичних формул 

для розв'язку основної початкової 

задачі для сингулярно збуреної 

диференціально-алгебраїчної 

системи рівнянь із малим 

запізненням аргументу 

3.1. Постановка задачі 

Розглянемо основну початкову задачу 

ЕВ(Ь ра = f(zlt,e),x(t- є, є), Б =), te |e; ТІ, (3.1) 

UL E)jocıce = oft), (3.2) 

де х = x(t,e) - шуканий п-вимірний вектор, B(t,e) - квадратна 

матриця n-ro порядку, /(2 (1, є), 2(1-є, є), 8, є), p(t) - п-вимірні ве- 
ктори, компонентами яких є дійсні або комплекснозначні функції, 

є € (0; eo], 0 «Є 1, - малий параметр. 

1. Нехай: 

а) елементи В(+, є) на множині K мають достатню кількість непе- 

рервних частинних похідних за змінними 7 та є; 
6) компоненти lt), ||y(t)|| < a, ЕЕ |0; = |, достатньо гладкі на від- 

різку [0;=]; 
в) компоненти f(x, ||, 2, є) (Га (5, є)| = a(t - є, є)) на множині 

G = Па 2, є) : Па < а, |[[2]]| <a, = <t<T, 0<e < eo}, 

мають достатню кількість неперервних частинних похідних за зм!н- 

ними x, [x], 2 та є.
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Формальний розв’язок задач! (3.1), (3.2) будуеться у вигляд! 
суми 

(в) = (be) + Паб), тег, (3.3) 

ae Z(t, є) (регулярна частина асимптотики) та Пат, є) (сингулярна 
частина асимптотики) - розвинення за степенями є |22, с. 248]. 

Зазначимо, що побудова розв'язку основної початкової задачі 
(3.1), (3.2) наведеним нижче способом можлива і у випадку, коли 
ранг матриці В (+, є) на відрізку |0; 7] не є сталим. 

Із використанням розробленого алгоритму, у даному розділі до- 

ведено теореми про існування та єдиність періодичного розв'язку 

системи (3.1) у випадку, коли її коефіцієнти періодичні за змінною 

і з періодом 7. 

3.2. Побудова розв'язку основної початкової задачі для син- 

гулярно збуреної диференціально-алгебраїчної системи рів- 

нянь із малим запізненням аргументу 

3.2.1. Некритичний випадок. Під час побудови формального 

розв'язку задачі (3.1), (3.2) вважаємо, що Blt,e) є C™%(K), 
f(a, lel,t,e) є С° (Gh), v(t) є Co; el. 
2. Нехай рівняння (2, 2, 2,0) = 0 відносно x має такий розв'язок 

< = To(t), wo: 

а) To(t) є CIO; 7); 
6) точки (To(t),t) є D коли t € [0; ТІ; 
в) корінь x = To(t) є ізольованим на відрізку [0; 7], тобто існує 
Я > 0 таке, що /(2, ж, 1, 0) £0, коли 0 < || є —Zp(t)|| < п, 2 Є |0 ТІ. 

Припустимо, wo в'язка f:(To(0), 20(0),0,0) — AB(0,0) регуляр- 
на, має п — 1 скінченний елементарний дільник і один нескінченний 

елементарний дільник. Тоді існують такі неособливі матриці Р, (), 

що 

РІ (то(0), To(0),0,0)Q = diag{1,Wr_-1}, 

PB(0,0)Q = diag{0, En-1}, 

де W,-1 = іа, An-1}, Au, à = 1, п — 1, - корені характерис-
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тичного рівняння 

det( 71, (2о(0), хо(0), 0, 0) - AB(0,0)) = 0. (3.4) 

У системі (3.1) покладемо x(t,€) = Qy(t,e) | домножимо її 
обидві частини зліва на Р. Маємо 

Bit.) 4 = 9,65), (35) 

Btt,e) = Р (ЬЄЇО, (Їм є) = РИО, ОЇи Бе). 
Початкова умова (3.2) при цьому набуває вигляду 

Уи. = Qt) = ФО). (3.6) 

Надал! розглядаеться задача (3.5), (3.6). 
Формальний розв’язок задач! (3.5), (3.6) шукаемо у вигляд! 

(1, є) ==) + Пу(т,=), (3.7) 

де Y(t, =) >= %,(t) - регулярна частина асимптотики; Пу(т,=) = 

t 
= Xe П,у(т) - сингулярна частина асимптотики, т = = [22, с. 

248] 
Підставимо (3.7) до системи (3.5) 

~ ап 
+ Ber.) — = 9+ Пу, + ПУ, =) (38) 

~ dy eBlt,e) З - dt 

i подамо 9(% + Пу, 9 + Ty], $, є) у вигляді 

g(G(t,€) + Пу(т, є), W(t, є) + Пу(т, =], є) = 9 (=) + Пат, є), 

де 

alt, =) = sat; =), a6, e)l;t, =), 

ет ,€) + Пу(т, є), | у(єт, є) + Oy(r, є)|, єт, є) -
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-g(gler, =), [yler, =), ET, €). 

Зобразимо вектор-функції g(t, =) та По(т, є) у вигляді формаль- 

них рядів за степенями є 

att, é) = g(t, =), g(t, є)|, t, =) = IH) tt, 0)+ 

+, + Fp) FE) + + 

+e°(Gy(t) + Fy) МОВИ gs(t)) + = SOG), 
8=0 

М Ogi _ да 
елементи матриць 9,(#) = (22) пр Ті = (25) тт У / тт : i,j=1n 

обчислюються в точці (95 (#), Чо (0), 1,0), a вектори g.(t) певним чи- 
ном виражаються через у, (+), [G,(t)], К < 3; 

Па(т,=) = g(y(er,e) + Пу(т, є), (ет, є) + Пу(т, є)|, єт, є) - 

ger, =), [yler, =), ЕТ, =) = 

= 9(99(0) + Поу(т), о (0) + [Hoy(r)],0,0) — 9(9%(0),%(0),0,0)+ 

+e (gy (7 Thy + ду (ут) + Gi(7)) ++ 

+e*(gy(7)Tsy(7) + ду (Т)ЇПуу(т)) + Gs( = DT 

елементи матриць Gy(T), Чу|(Т) обчислюються в точці (Y9(0) + 
Поу(т), 96(0) + ШПоу(т)|, 0, 0), а вектори G.(7) певним чином ви- 
ражаються через Пку(т), ШПуу(т)|, К < я. 

Аналогічно подаємо матрицю В(&, =): 

оо 

B(t,) =: - 254,0) уєв 

s=0 

I X 1 8°B(0,0) i з 
В(єт, є) SL mn Ots- іде! = YT)
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У системі (3.8) зрівняємо окремо вирази, що залежать від 1 | т: 

Bl, Abe) вс [ЕТ] (3.9) 

B(er, 37 = Пиу(т,є), т > 1. (3.10) 

Початкова умова (3.6) при цьому набуває вигляду 

DB Eee + ШУТ, Є) зані = YO): 

Звідси 

(Поу(т) є y(t) + ess = VET) — о(єт) — Mi (ET) — ... = 

= (ФО) — 7o(0)) + e(h"(0)r — Gq (бут — 91 (0)) + + 
8 5-1 _(s-i) 

+e® (“ 0) т8 — У; то (9) ri 7.0) +... (3.11) 
s! z (s— i)! 

У тотожностях (3.9), (3.10) зрівняємо коефіцієнти при однако- 
вих степенях =. Зокрема, при є? маємо 

IH), ча (5) 0) = 0; (3.12) 

~ alloy _ _ 
B0,0) 7 = 9(0(0) + Toy, Fo(0) + Moy)],0,0)- 

—9(%o(0), 7o(0),0, 0). (3.13) 

Згідно з припущенням 2 система (3.12) має розв'язок Y(t) = 
Q7'zo(t). А тому система (3.13) набуде вигляду 

я «Поу _ BOOT = g(Go(0) + Hoy, (0) + [Moyl.0,0), т > 1. (3.14) 
Позначимо через Поту(т), 91(Go(O}HToy(7), 0 (OH[Hoy(7)],0,0), 

Yo1 (0), %1(0) перші компоненти векторів Поу(т), 9(90(0) + Поу(т), 

%0(0) + Шоу(т)|, 0, 0), 9,(0) та (0) відповідно, а через Погу(т),
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93(90(0) + Toy(r),Go(0) + [oy(7)],0,0), 20), %2(0) — вектори, 
що містять решту компонент Поу(т), 9(90(0) + Поу(т), (0) + 

[Hoy(7)], 0, 0), (0) та 4(0). 

Надал! робимо наступн! припущення. 

3. Рівняння 91 (90 (0) + Поу, 90 (0) + [Hoy],0,0) = 0 має розв'язок 

Пил = Nory(Tozy, [По2у]), причому функція Позу(По2у, (Mozy) 
має неперервні частинні похідні за всіма змінними до k-ro порядку 

включно і виконуються умови: 

а) Погу(Позу, |Позу|) — 0, (Позу, Позу|) — 0; 
6) По1у(422(0) — 902(0),42(0) — 902(0)) = 41 (0) — For (0). 
4. Система 

АПо2у 
ат 

= 92(90(0) + Поу, Yo(0) + [Toy], 0,0), 

здобута з (3.14) згідно з 3 має розв'язок Позу = Погу(т), т > 1, що 
задовольняє початкову умову По29(1) = фо(0) — Yo2(0), причому: 
a) Позу(т) — 0, т — co; 

6) [lQGo(t) + Moylt/e))Il <a à [ЕТ 
5. Вел; «0, і =1,n—-1. 

6. {9y(7o(0 ) + Toy(n),7 (0 р Hoy(r)],0,0)}11 #0, т 2 1. 
7. (Fo (0), 7o(0), 0, 0) = 

8. Ф пон 50,0) = 0, s =0,А — 1, число К є N визначимо 

пізніше. 

Зазначимо, що з умов 3, 4, 8 випливає, що Поу(т) € СЁ[1; со) 1 

то (0) + Поу (1) = (0). (3.15) 

Покажемо існування таких сталих со > 0, ад > 0, що 

ШПоц(т)|| < соехр( -аст), т > 1. (3.16) 

Із системи (3.14) дістаємо 

АаПо2 У 

ат 
= И’ Позу Ко» (Поу, Mol), 7 > 1, (3.17)
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де 

Ро (Поу, [Hoy]) = 9(90(0) + Поу, 95 (0) + [oy], 0, 0) — ОПоу, 

Q = diag{1, Wn—-1}, Fo2(Toy, [Toy]) - вектор-функція, що містить 
п — 1 останніх компонент Fo(Ioy, |Поу/). 

Згідно з припущенням 4 система (3.17) на піввідрізку т € 
[1; 00), де ро — достатньо велике натуральне число, мае розв'язок 

Поу = По29(т), що задовольняє початкову умову По2у(1) = 

фо (0) — Мо» (0). 
Покладемо 

с) = lim Пот), с = зар |Пои(т)|. теро- po-1<r<po 

Оскільки Погу(т) > 0, т — осо, то можна вважати, що 

max{||c ||, o} < до, де до — деяке достатньо мале додатне число. 
Зазначимо, що для будь-якого & > 0 існує таке 7(£), що 

II Fo(u, ful) (о [ol)Il < Elle — ell И — Tell 

Ао (и, || < €([Jul] + |fell) 

для всіх ||и|| < п(2), [ul] < (8), По|| < no, По < nd: 
Згідно з умовою 3 існує така додатна стала ko, що 

[Ho (a, [u]) — Hoi (о, 6) є Roe — ofl + И — fell), 

Пол (а, || < ko(lull + По) 

для всіх [ul] <(€), Ши < 16), По < m(€)s ШОЦІ < и). 
На піввідрізку |до; ро + 1) розглянемо систему інтегральних рів- 

нянь 

Позу(т) = exp(Wn—1(7 — po) el?) + 
т 

+ ] ехр(И’, (т — р)) Бо (Поу(р), (Moy(p)l)dp. (3.18) 
po
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Для доведення експоненціальної оцінки (3.16) застосуємо метод 

послідовних наближень 

Ty ут) - exp(W„-ı(r _ Po), 

По y(r) = exp(Wa-ilr — ро) + 

+ ] ехр( И, _1(т — p)) Я (ПФ у(р), (Hoy(p)])dp, k = 0,1,.... 
po 

При цьому вважаемо, що пу = Tos (Пу, ШПозиу|). 

За побудовою 

IT ут < бо exp (Al — po), 

де À = max{Re Aq,..., Ве An-1}. 

Нехай 

|Тоу(т)|| < доехр(А(т — po)), 0-1 <7 < po 

та до < 7(€). Тоді 

IT) y(r) — TV ут || < водо exp (Мт — po)) 

y < (1 + Bo)öoexp (Мт — po), 

до = 2€(1 + Ко). 
до 

тов Нехай < (€). Тоді аналогічно показуємо справедливість 

оцінок 

пут) — Прут < 6359 exp (Мт — po), 

Ir) < (1 + Bo + 62)59 exp (Мт — po)) < 

та exp (А(т — po)).
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Припустимо, що 

I out) Пт < Oh"! боехр (Ar — ро)) 

ИВиС < + 80 +... + #*-)бехр (Мт — po)) < 

< 1 щу exp (Мт - po). 

Тоді 

IP 67) — Пт < O50 exp (Мт — po). 

ут < (1 + 80 + ... + 05) бо exp (Мт — ро) < 
до 

1— 9% 

Отже, з тотожності 

« exp (A(T — ро)). 

пі ут) = IN y) Пе)... 

(Ty) ПО ут) 
випливатиме рівномірна відносно т Є |до; ро + 1) збіжність послі- 

(k) , . 
довних наближень По у(т) до розв'яку Погу(т). Крім того, має 

місце наступна оцінка 

ô 
Moy (TT < 1 щу exp (A(T — ро)), т Є [р0; po + 1). 

0) y : Покладемо є, = im, _Hosy(r). Тод! 

ô 0 0 Перл Є у exp À 

до  ехрАд 
IT < —— |[Позу(т)| < 1-0) 1-6 exp (А(т — po — 1)), 

те [po + 1; po + 2).
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Аналогічно до наведеного вище, встановлюється рівномірна від- 

носно 7 Є [po + 9 + ро + j +2), j Є N, збіжність послідовних 

наближень пут ) до розв'яку Погу(т). При цьому 

до exp À IH . 
I Mr-po-j-1 [Moan UE (ER) warm) 

Е [po 3) ро - 142), 7 Є М. 
А тому для досить малого € існують такі додатні сталі С та аб, 

0 < ag < —А, що 

ШПозу(т)| < TT, т > ро. 

На піввідрізку [1; ро) розв'язок Погу(т) обмежений деякою ста- 

лою 4 2 

ШПозу(т)|| < d, те [15 до). 

Нехай coz = max [dexp(aopo),2}. Тоді 

ППозу(т)|| < coge 9", т > 1, 

i з умови 3 випливає оцінка (3.16). 
Зазначимо, що малість сталих & та до можна гарантувати вибо- 

ром досить великого род. 

Зрівнюючи у (3.9), (3.10) коефіцієнти при є?, з є N, дістаємо 

(140 + Ty) = Bal 1 a. 1 _ g,(t); (3.19) 

~ dllsy 
B(0, 0) dr = gy (7 I sy + py (7) [sy] + Fs(r), т>1, (3.20) 

P(r) Inne) un), 
Згідно з умовою 7 існує м Й < Т, для якого деї(9, (1) + 

I) 5 0, $2 le; to]. Тоді 

AO (9, )+ Чу у (Br Ві a att мо) te [es tol, 

seN.
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За побудовою g,(T) > 9,(90(0), 90(0), 0, 0), т > оо та дуд(т) > 

0, т — co. Якщо 

py a [С (т) Схт) py a [m Re) 
un (ao 20) Zu би г) 

де Са(т), Ra(r) - квадратні матриці (n - 1)-го порядку, то систему 

(3.20) можна подати у вигляді 

Cu (r)Osıy = - Ра (т)|Поту) - Во (т)Пузу) — С2(т)Пьзу - Ва (т); 
(3.21) 

аП.2 y 

ат 
= Са(т)Пьзу + Ca(r)Isıy + Вз(т)[Пу-- 

+ Ва(т)[Пззу] + Fs2(7), т > 1, (3.22) 

де структура Il,ıy(r), Fsı(r) та П,29(т), Е;2(т) аналогічна стру- 

ктурі відповідно Пот у(7) та По2у(т). 

чо) mio) 9. Нехай Il,ıy(1) = че 2 FT 5.1 0), з Є М. 

Тоді можна вимагати, щоб 

(з) 9 8—1 свої) 0 

по = EM _ уз 0) 5.0), sen. (3.23) 
s! = (si)! 

Справді, початкову умову для розв'язку системи (3.22) знайдемо з 

рівності (3.23) 

з) 8-1 _{s—i} 

Пам) = ЗАТ DEC 9.0. 62 ей 
10. Нехай В1 (т) = 0, т > 1. 

Тод! система рівнянь, що еквівалентна (3.21), (3.22), (3.24), має 
вигляд 

Пацт) = aa (Ro(7)[Haoy(7)] + Com)Ileulr) + Pa (т): 
(3.25)
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т 

Пит) — Фи (т Jes (з) fe. (7) ®>!, (р) F.a(p)dp, TS 1, sc N, 

1 

(3.26) 

й ( ( з) s—1 _(s-i) 

(= BO | м BR — 9.2 (0), 
1=0 

alr) = Rat an + (u(r) SO) roms 

+ Rat) о A Раб 
Ф,-1(т) - фундаментальна матриця однорідної системи 

dIlso1 Ca (r)Ca(r) 

i u (сит) u an 
) П,зу, ®,_1(1) = En-1: 

Не обмежуючи загальності, вважаємо, що 

[|Gn-1(7)]| < do ехр( - Вот), те 1, Bo > 0, 

[|®n—1(7) B+ 1(p)|| < do exp(—So(r — р), 1<р<т; 

NOI] < rs, PI є ех заг) 

RM) GR sn 0er 
Ir GO) on |= Рот), 

C3(7)Fei(r) | Вз(т)|Еуц(т)| 
Fat - с [tr all < дзехр( -Узт), 

0 « уз < ад, т> 1, i ад < В. 

11. Нехай or < 1. 
0 00 

Тод! оператор, що визначений за допомогою (3.25), (3.26), для 
достатньо великих с.2 відображає множину 

Г, = Шоу(т) Є СП; 00) : | Поу (7)|| < сво ехр( - арт),
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0 < a2 < Ys, в себе i є оператором стиску. А тому система (3.25), 

(3.26) на множині Г. має єдиний розв'язок. 

Таким чином, існують додатні стал! Cy, біз, 8 = 2, т, для яких 

мають місце нерівності 

Шуу(т)|| < es exp(—as7), 7 2 1, 8 я 1, т. 

З'ясуємо асимптотичні властивості побудованого формального 

розв'язку основної початкової задачі (3.1), (3.2). 

В умовах 3, 8 вважаємо, що К = т. Тоді, покладачи в систем! 

(3.5) 
у (5, Є) = ут Є) + 2 =), (3.27) 

де 

ут і, є) = У є" (0) Пгу(т)), 
зи 0 

z(t,€) - нова невідома вектор-функція, дістаємо 

eB(t, oe = gy(t,e)z + 9 (=) [2] + A(z, [#],, є), (3.28) 

де 

y(t, є) = Gy(Golt) + Поу(т), Bolt) + Поу(т)],, =), 

Hut Є) = 9 Golt) + Поу(т), Bolt) + Пом(т)|, =), 
~ dym 

ha, [A4 6) = glum + 2, Пт + 21,46) — В, в)” 
gy(t, e)z = Ty (ts =)[2]. 

За побудовою || А(0, 0, 2, =) || < ce, р є (є; №]. При цьому 

ze) < ее, ве [0;=|. (3.29) 

Доведемо існування розв'язку системи (3.28), що задовольняє 

початкову умову 

2(є, є) = (є) — ут (є, =). (3.30)
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Нехай B(t,e) є С"ЯКК), f(x, [xl,t,e) Є C™71(G)). У системі 
(3.28) зробимо заміну =($, є) = Q(t, e)u(t, =) | домножимо її обидві 
частини зліва на Р(8, =). Тут структура матриць Р($, є), Q(t, є) така 

сама, як i в теоремі 2.3; P(t,e), О(5 є) Є СТ" (Кі). Маємо 

eBlt, 4 = Dit,e)u+ Рави + би (ше), (3.31) 

де _ 

B(t,e) = P(t,e)B(t,)Q(t, є), 

Бе) = P(t,e)gy(t,2)QUt,2) - BLL )9-Ць 89,5), 
F(t,e) = P(t, =)9вл (в, Q(t, €)], 

(и, [u],t,e) = P(t, e)h(Q(t, e)u, [Q(, є ці, Б, є), 

або 

eb(t, губа = Dy (Б Ем + Daft, e)ua ОКО (В, є) ша | + Falt, e)[ue]+ 

-ил (и, [и], =); (3.32) 

са = Da(t,e)ug + Daft, e)uı + Fatt, є ша + Ва, e)[ua]+ 

- що (и, [u],é€), (3.33) 

Ре) = Фа, ЕЛЬ) РО) = (TG) BGS) 
| oe 77 (Be) Faltse)) 

w(u, [u],t,e) = diag{1, EZ! (в є) w(u, [u], Б є), тої 

де 5(0,0) = 0, En-1(0,0) = En-1, Fu(t,e) - квадратна матриця 

(п — 1)-ro порядку; ші та ил - перші компоненти векторів u та w 

відповідно, а U2 та 42 - вектори, що містять решту компонент и 

та w (матриця D(t,€) така сама, як і в теоремі 2.3). 
Початкова умова (3.30) при цьому набуває вигляду 

ще, є) = 9 (в, (є) — ут(є,є)). (3.34)
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Зазначимо, що існує така стала с > 0, що 

і ірцьд «б <e (ew (=) ке), 

і 

Di OI єв (ex (=) +e) 1223. 

t 
||Da(t,e) - Wn-ılt,e)|| <e (ew (-=) + <) ; 

te [0;to], ЕЕ (0; єт|, де е(0, 0) = 1, W,-1(0,0) = Wh-1 

Не обмежуючи загальності, вважаємо, що 

IF 9) < с (ex (-2) +e+t) te lest). (3.35) 

12. Нехай b(t,e) = ef thy (t, є) k > 0, де bilt,e) 2 0, t є [05k], 

NEA a << 0, t € [05 to]. 

Позначимо через W,,_1(¢,5,¢) фундаментальну матрицю одно- 

рідної системи 

D; 
є Є [0;=1|, причому Rez 

са = Dylt,e)us, Фи-1(8, 8, Є) = En-ı- 

Тоді 

Фі (Б, 8, Є)|| < dexp (22) „e<s<st<st,ß>0O 

[23, c. 53, 54]. 

За побудовою 

|w(vr, [or], 5 є) — ш (оо, [62], Є)|| < еко (от — val] + [lui] — fel) 

для всіх щі, 92 Е Dini, де 

Dmai = {ult,e) Є Ce: tol : Пи (В є)|| < =}, є є (0; e1],
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ky - деяка відома стала та 

||w(0,0,¢,2)|| < се", ве fe; to]. 

Вважаемо, що 

QT (&,=)(4() — утв, EDIT сет". 

Нехай 

Pme) = Ч (ee) (le) — YE, є) = со Prat (€), Pm2(€)), 

де Pm2(e) - (п — 1)-вимірний вектор. 
На відрізку [Е; to] розглянемо систему інтегральних рівнянь, що 

еквівалентна (3.32) - (3.34). Маємо 

t 
1 Р Dilv,e 

ші є) = exp =| = dv | pmile)+ 

Е 

ії 1 ігр (о, є) | 

«І TE і о s (Da(s, €)ua+ 
Є 8 

+F,(s,€)[ui] + Fo(s, =) [из] + ил (и, [u], з, є) 8; (3.36) 

а (Р, є) = Фу (Б є, Є)Фуо (Є) + = fut з,є)х 

xX(Da(s,e)ui + F3(s, є) [ui] + Fa(s, в) [из] ша, [и], s,€))ds. (3.37) 

13. Нехай 

(3 — 20}<1 

РИ min a] 00) + 2) 
est<sto 

Ta 
cd 
3 (З exp(—ag) + 2%) « 1.
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Тоді для достатньо великих ky, оператор, що визначений за до- 

помогою (3.36), (3.37), відображає множину D,,+1 в себе і є опера- 
тором стиску. А тому система (3.36), (3.37) на множині D,,41 має 
єдиний розв'язок [47, с. 609]. Таким чином справедливою є така 
теорема. 

Теорема 3.1. Нехай В(=) € C™!(K), f(2,[2],t,6) € 
СКС), p(t) є CIO; |, в'язка / (то (0), 20 (0), 0,0) — АВ(0, 0) 
регулярна, має п — 1 скінченний елементарний дільник та один не- 
скінченний елементарний дільник і виконуються умови 2 - 13 (умо- 

ва 9 для $ = 1, т). Тоді існує таке є1, Е1 < co, що для всіх є € (0; є1| 

основна початкова задача (3.1), (3.2) на відрізку |є; to], to < Т, має 
єдиний розв'язок x = %(Ь є), для якого 

x(t, €) - am(t,e)|| < се", Ре [e; to], (3.38) 

де Lm (t, é) = Qym(#, є). 

Доведемо твердження, що аналогічне теоремі 3.1, для системи 

ах 
eBli) = = A(éja + ef (a, [a], =). (3.39) 

У даному випадку 90 (#) = 0, t Є [e; T]; Полу(т) = 0, т Є [15 00). 
14. Нехай рот (0) = 0. 

Тоді, повторюючи міркування, що використані при доведенні 

теореми 3.1, переконуємось у справедливості наступного тверджен- 

ня. 

Наслідок 3.1. Нехай A(t), B(t) є CIO Т|, f(z, | 2, 2, є) Є 
CMHI(G:), о (б) є С"; |, в'язка A(0) — AB(0) регулярна, має 
п — 1 скінченний елементарний дільник та один нескінченний еле- 

ментарний дільник і виконуються умови 5, 9, 11, 12, 14 (умова 9 

для 8 = 1, т). Тоді існує таке 1, єї < єд, що для всіх є Є (0;=1| 

основна початкова задача (3.39), (3.2) на відрізку [£: to), to < Т, 
має єдиний розв'язок à = 2(Р,є), для якого справджується оцінка 

(3.38). 

Теорема 3.1 та наслідок 3.1 мають локальний характер. Якщо на 

відрізку [0; 7] в'язка f,(To(t), 20 (1), Б, 0) — AB(t,0) регулярна, має
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п — 1 попарно різне власне значення, то згідно з [93, с. 17] існують 

такі неособлив! достатньо гладкі матриці P(t), Q(t), що 

POLEN Fo(€), t, QW) = diag{1, Wn-1(4)}, 

P(t)B(t, O)Q(t) = diag{0, En-ı}, 

ae Wr—1() = diag{A,(t),...,An-1(4)}, АКВ - корені характерис- 

тичного рівняння 

det( fr(To(t), 20 (0), 5, 0) - ^В($,0)) = 0. (3.40) 

Покладаючи у системі (3.1) z(t,e) = О9(Ву( =) і домножуючи 
Ti обидві частини зліва на P(t), дістаємо 

Bit.) = alu. lubt.2) (3.41) 
Ae 

Bit, є) = P(A) Bt, e)Q(t), 

чад №], є) = РФ Оу, ОО є) - eB, JA ДОГ. 

Початкова умова (3.2) при цьому набуває вигляду 

Бек. = (QT OP (ocre. = ФО. (3.42) 

15. Нехай Вел, (#) < 0, te [0;T], i = T,n —1. 
Шукаючи формальний розв'язок задач! (3.41), (3.42) у вигляді 

(3.7), приходимо до системи (3.9), (3.10). При цьому, припускаючи 
виконання відповідних умов на відрізку (є; ТІ, із (3.9) дістаємо 

T= (7,0 +I) (5 Be мо) лет), 
1-1 

8 Є М. 

Сингулярна частина асимптотики визначається за формулами 

(3.25), (3.26). 

Таким чином, мають місце такі твердження.
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Теорема 3.2. Припустимо, wo B(t,e) Є C™+(K), f(x, | 2|, 5 є) 

€ СЕС), p(t) € СТУ; =|, в'язка fo), Fo(t), 0, 0) En 

AB(t,0) на відрізку [0; Т| регулярна, mae п — 1 попарно різне вла- 

сне значення і виконуються умови 2 - 4, 6 - 13, 15 (умова 9 для 

8 = I,m). Тоді ichye таке є1, єї < є, що для всіх є Є (0; єї| 

основна початкова задача (3.1), (3.2) на відрізку |є; Т| має єдиний 
розв'язок x = 21, є), для якого справджується оцінка (3.38). 

Наслідок 3.2. Нехай A(t), B(t) є C"*![{o;T], f(a, | 2), є) Є 
СТУС), p(t) є С"; є|, на відрізку |0; Т| в'язка A(t) - AB(t) 
регулярна, має г - 1 попарно різне власне значення і виконуються 
умови 9, 11, 12, 14, 15 (умова 9 для $ = 1, т). Тоді існує таке =1, 

Е1 < єд, що для всіх є Є (0; єт| основна початкова задача (3.39), 

(3.2) на відрізку |є; 7] має єдиний розв'язок x = ($, є), для якого 

справедливою є оцінка (3.38). 
Приклад 3.1. Розглянемо основну початкову задачу 

=, dy 1 BOE = auteurs tes]. 

y(t, E)loctce = w, 

ae 

2 _ - 0 0 yı у» + tly] 
Bit,e) = 0 1 0 ‚sw, ly], Б є) = —y2 + ag + bot з 

0 01 —2y3 + аз + bat + elyı] 

Чл 

Ÿ = ae з 

Va 

Гу СВ, є)| = y(t — є, є), ав, bi, di - довільні сталі. 

Тоді 

— (аз + bat)? — 5(аз + bat) 
Got) = аз + bot 

(аз + 631)
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Для сумісності заданої диференціально-алгебраїчної системи 

рівнянь, насамперед, слід вимагати виконання умови 3, яка у да- 
ному випадку зводиться до умови 

dr = 1b}. 

Таким чином, 

13 
фа фа 

уз 

За побудовою 

2а2 (a3 — Фа) ехр(1 — т) - (42 - a2)” exp(2(1 - т)) 

Hoy(r) = (92 — аз) exp(1 - т) 

(ціа — 2) exp(1 - т) 

Оскільки 

1 2 (аз + bat + (d2 - ag) exp (1 - 2)) 0 

чує) = | 0 —1 0 

0 0 —2 

та 
0 0 # 

9 (=) = |0 0 0|, 
= 0 0 

то використовуючи перетворююч! матриц! 

2t(aga+bat 2(aa+bat) 1 ee 0 1 Жено о 
Pit,e)= |0 1 0}, 9(6=) = |0 1 0 |, 

0 0 1 0 0 1 

дістаємо 

Е 2(Ча - az) exp (1 - 2) - Зєї саду 0 

6) - |0 —1 о |, 
0 0 —2
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0 0 t 

Fit,e) = | 0 0 0 
Е Рава є) 0 

Тод, якшо 

Qu. — aol +t <1, 

то виконуватиметься умова 13. Отже, для 

1 
[42 — а2| < 1 

згідно теореми 3.1 задана основна початкова задача на відрізку 

10; 4] має такий єдиний розв'язок у = у(& є), що 

lutte) whose Le [#3]. 

де yo(t,€) = Got) + Поу(т). 
Розглянемо загальний випадок. Отже, нехай регулярна в'язка 

fx (Eo(0), 26 (0), 0, 0) - AB(O, 0) має г скінченних та з нескінченних 
елементарних дільників, кратності яких відповідно дорівнюють рі, 

.... Dr Та 91, ..., ss причому рі +... + Dr + ga +...t+ ds = п. 

Шукаючи розв'язок задачі (3.5), (3.6) у вигляді (3.7), приходимо 
до систем (3.9), (3.10). При цьому 

gu(Bo(0), Fo(0), 0,0) = diag{Ey, Wy}, B(0,0) = diag{ Jy, Ey}. 
(3.43) 

ae Wp = diag{W1,...,W-}, У; = Ab, + Л, à = Lr, А; = корен! 

рівняння (3.4), Jy = diag{A,..., Js}, р = 1+... ре, 9 = Ч -...48. 

Позначимо через Taiy(r), ух (па(0Пом(т) То (0) Поусту 0.0), 
Усі(0), ф'(0) вектори, що містять 4 перших компонент векторів 
Поу(т), 9(ус (0) + Поу(т), (0) + [Почу(т)|, 0, 0), 79(0) та 4(0) від- 

повідно, а через Позу(т), 92(90(0) + Поу(т), мо (0) + [Hoy(r)],0,0), 
702(0), фе(0) - вектори, що містять решту компонент Iloy(r), 

9900) + Tout); 900) + Moyir)l.0,0), то (0) та 0).
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Припускаемо виконання наступних умов. 

16. Система 

Поу _ 
Ja dr 

91 (Go (0) + Поу, Yo(0) + [Toy], 0, 0) 

має розв'язок Поту = Поїу(Позу, |Позу|, т) причому: 

а) існують сталі со1 > 0, agi > 0, для яких 

Поз (Позу, [Mozy], 7)|| < coı ехр( -адтт), т > 1; 

6) Tlory(w2(0) — 902(0),422(0) — 902(0), 1) = 41 (0) — Gor (0). 
17. Вел, < 0,2 =1,r. 

94 4(у, [И ,0,0)}ь | ду, [y], 0,0)}x _ 
18. — = — = 0, k,i,j = 1,n, для 

Didy Only] ? 
всіх у таких, що 

ly — 300) || < [42 (0) — Fo(O)II, 

— agt ly Ho є exp (23), є є level 
Регулярні члени асимптотики 7, (#), з Е N, визначаються із спів- 

відношення (3.19). 

-|Ніт) Ro(r) 
(Tr) = (29 me) ; 

Нехай 

де Ri (т) - квадратна матриця 4-го порядку. 

Сингулярні члени асимптотики визначаємо із системи (3.20), 

яка у даному випадку набуває вигляду 

allsıy _ 

Jg—— = Day + Rar) [sry] + Ra(7)[Ms2y] + Far), (3.44) 

dT soy 
dr = И»П.зу+Аз(т)[Пиз + Ва(т) Пам Рух (т), т > 1,8 є У, 

(3.45)
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де структура Il,ıy(r), Fsı(r) та П,29(т), Fsa(r) аналогічна стру- 

ктурі відповідно Пот у(7) та По2у(т). 

19. Нехай А! (т) = 0, Ез(т) =0, 7 > 1. 
Тоді 

4-1 
ак Fale 

Пау(т ar 

=0 

т 

П,29(т) = Феї? + einst, seN, (3.46) 

1 

де ®,(7) - фундаментальна матриця системи 

Ту 

dr Мр гу, ®p(1) = Ep, 

8- ‘7 

с = 2 — 9.2(0), 
k=0 

Ел (т) = Ro(r)[Meoy(7)] + Far), Fo(r) = Ва(т)[Пози + Fer), 

seN. 

Нехай 

AG < do ехр( -Йот), те 1, Bo > 0, 

||Фр(т)Фр *(v)|| < do exp(—Bo(7 — v)), L <u <7, 

Па (Р) < dsexp(—7e7), |В(т)|| < rexp(—aor), 7 2 1, з Є М. 
Припустимо, що 0 < as < min{ag, ys}, 8 = 1, т +1, 1 ao < Go. 

Тоді, за умови 11, для розв'язку Ilsay = П.2у(т) системи (3.46) 

має місце наступна оцінка: 

Па (т)|| < rs ехр(-аз2т), r > 1, 8 - І, т +1. 

A тому існують такі додатні сталі Os, Cs, ЩО 

Шу у(т)|| < esexp(-asr), т 2 1, з= 1, т +1.
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Покажемо, що побудований формальний розв'язок основної по- 

чаткової задачі (3.1), (3.2) має асимптотичний характер. 
В умові 8 вважаємо, що k = т + 1. У системі (3.5) зробимо 

заміну 

y(t, =) = Ymæ+i(t, =) + a(t, =), (3.47) 

m+l 

де Ymsilt,e) = У єп.) + Osy(r)), «(Б є) - нова невідома 
s=0 

вектор-функція, число | визначається пізніше. Як і раніше, npu- 

ходимо до системи (3.28), в якій 

1 1 

otis) =o (ети + Mtr) SO] Mad) 
s=0 s=0 

Чу (t, =) = 

1 1 

= y (> 2*(G,(t) + Tsy(r)), У 1 as] + Пт), ts) 
s=0 s=0 

За побудовою 

ПРО, є < ее, р є [esto], 

[Ист [vr], t,2) —h(v2, [va], 5) < koë (ор — val| + ок (оз ЇЇ), 
для всіх таких vılt,e), va(t,e) € Cle;to], що |wı(t,e)|| < det, 

ua є < бе, ве [esto], є Є (Осо 
Згідно з теоремою 2.1 існують неособливі достатньо гладкі мат- 

риці Р(2, є), Q(t,e), для яких мають місце рівності (3.53), (3.54). 
Тоді замість системи (3.32), (3.33) маємо 

DAC га = (E,(t,e) + eDı(t,e))Juı + eDalt, є) шо + Fi(t, є) ша НЕ 

ЕВ, =) [и2] + ил (u, [ul,t,&); (3.48) 

oe = (EZ (t,e)Wp(t, є) не ра, є) ша неба, €)uy+F3(t,€)[uy|+ 

+ Ра ($, =) [и2] + we(u, [ul,t,e), (3.49)
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Jq(0,0) = Л, Ep(0,0) = Ep, W,(0,0) = W,; u1 та ил - вектори, 
що містять 4 перших компонент векторів и та W відповідно, а U2 

та шо — вектори, що містять решту компонент и та W. Тут матриця 

D(t,e) така сама, як i в теоремі 2.5. 

20. Нехай det J,(t,e) #0, 2 Є [Е; to], є Є (0; єт|, причому: 

а) існує таке С > 1, що 

d 
—s 

Io). 

d ща 

diag (ФО вує) (8,6) Вы РОЇ Є с соб; N, 

В > 0, для всіх є < $ < Е < to, де №. ($5,2) - фундаментальна 

матриця системи 

du: 
ЛВ, т = (Е (5, є) + eDilt,e))ur, Vals, 8, є) = Es; 

МІ (ву є ши (0,0, з, є)|| < се, Е <8 <t< to, 

Hs, =) (ил (ur, [ur], з, є) > ил (v2, [v2], з, Є))|| < 4 

«коор — vof] + Шей — [valll), 

у Е NU {0}, для всіх таких 91(8,2), ve(s,e) € Cle;t], що 
\lvr(s, єД| < det, |Jva(s,e)|| < бе, є < 8 <t < to, є Є [0;=1|. 
Tyri=y+l. 

Не обмежуючи загальності, вважаємо, що 

а — © 

по {Ds eee Es DOI є Se (A) 
Lt — > 

| Volt, 8, €)|| < dexp (22) ‚e<s<t<t, 
= 

де Ф, (+, з,=) - фундаментальна матриця системи 

dug 
ea = (By l(t, EW, (5, є) + eDalt,€))ua, Up(s,5,€) = Ep,
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Ta 

[|w2(0,0,t,2)|| < се, ве [es tol, 

Ile) — тн є Є) < ee". 
Нехай 

ще, є) = Q \(в,=)(4(е) — Ymailes€)) = Pm+ilE)- (3.50) 

Розглянемо систему інтегральних рівнянь, що еквівалентна 

(3.48) - (3.50) 

и (5, є) = V(t, є, є) фі (Є) + - [wc 8, «Лі (в,є)х 

Є 

x (є До (з, €)u2t+Fi(s, €)[ui]+Fa(s, є) ша Нил (и, [м], 8, є) з; (3.51) 

t 

1 (be) = Оу уртнна б) = | ых 
Є 

x (€D3(s, Е ВЗ (з, €)[ui]+Fa(s, є) ша ша (и, [м], 8, є) з, (3.52) 

де Фу (Є) = col (фупннід (Є), Pm+t2(€))- 
21. Нехай 

2d 2cd 
7“ 1, a (plan) +t) <1, 

де стала с береться 3 ощнки (3.35). 
Тоді оператор, що визначений за допомогою (3.51), (3.52), відо- 

бражає множину D,,-1 в себе і є оператором стиску. А тому систе- 

ма (3.51), (3.52) на множині D,,+1 має єдиний розв'язок. 

Теорема 3.3. Нехай B(t,e) є СТЕ СК), f(x,[xl,t,e) € 
cem+da(G,), y(t) є Cl") |); є, до = maxlqı,...,gs}, в'язка 
А (20(0), 2о(0), 0, 0) — ХВО, 0) регулярна, має г скінченних та $ не- 
скінченних елементарних дільників, кратності яких відповідно до- 

рівнюють рі, ..., Pr Та 41, ..., дз, причому рі -+...+-p-+qit+...+gs = п, 

i виконуються умови 2, 4, 7 - 9, 11, 16-21 (умови 8 та 9 відповідно 

для k = m+l—l1tas=1,m+l). Тоді існує таке <1, 1 < є), ЩО
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для всіх є Є (0;=1| основна початкова задача (3.1), (3.2) Ha від- 
різку [Е; to], to < T, має єдиний розв'язок x = 2(Р,є), для якого 

справджується оцінка (3.38). 

Наслідок 3.3. Нехай A(t), B(t) є c"+Dofo; ТІ, f(x, [x], 6, є) Є 
сто (Gq), v(t) є 00% (0; |, до = maxfqı,...,gs}, в'язка 
A(0) — AB(O) регулярна, має г скінченних та з нескінченних еле- 
ментарних дільників, кратності яких відповідно дорівнюють ру, ..., 

Pr та 41, ..., Is, причому рі +... + Pr +91 t..+Gs=n, i виконую- 

ться умови 9, 11, 14, 17, 19 - 21 (умова 9 для s = 1, т + 1). Тод 

Ichye таке Е1, єї < =0, що для всіх є Є (0; єт| основна початкова 

задача (3.39), (3.2) на відрізку |є; to], to < Т, має єдиний розв'язок 
x = (=), для якого справедливою є оцінка (3.38). 

Приклад 3.2. Нехай у системі (3.48) а = 2, 

Пе) = Ле) = (; ‘) 5 

Eo(t,€) = Б», Dy(t,€) =0, (t, є) Е Ky. 

Тоді власними значеннями матриці „> (=) будуть 

À = —E, Ag = —2e. 

Нехай Т(є) - Taka квадратна матриця другого порядку, що 

T!(e)Js(e)T(e) = Wale), Wale) = фа М, 2}, 

тобто 

Оскільки 

a(t, зує) = T(e) exp С Wal (e)(E — s)) Te), 

то існує стала d > 0, для якої має місце оцінка 

1-8 

Qe? 

d 
Пе є Sex (- Jre<s<i<u
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А тому умова 20 буде виконуватись для відповідних F(t,e) та 

wy(u, Гц|, В, є). Наприклад, елементи матриць Fy(t,e) та Falt,e), 
що містять запізнення мають бути прямо пропорційні до параме- 

тра є. 

Наведемо нелокальні аналоги теореми 3.3 та наслідку 3.3. Якщо 

на відрізку [0;7] в'язка f:(To(t), 20 (5), 0) - AB(t,0) регулярна, 
має 7 попарно різних власних значень, яким відповідають 7 скінчен- 

них елементарних дільників та $ нескінченних елементарних діль- 

ників, кратності яких відповідно дорівнюють рі, ..., Dr та 41, ..., 

ds, причому рі +... + Dr + qi +... + 4; = N, то існують неособливі 

достатньо гладкі матриці P(t), (6), для яких мають місце рівності 

P(t) Ле (о (0) Fo(t), Б 0300) = diag{ Eq, И}, (3.53) 

P(t)B(t, 0)Q(t) = diag{ Jy, Ep}, (3.54 
де У/ь (Е) — diag{Wı (t), ... И.В}, ТЕ) — A(t) Ey + Ji, Alt), ı= 

1,r, - корені характеристичного рівняння (3.40) 
Зробивши у систем! (3.1) заміну z(t,e) = Q(t)y(t,e) і домно- 

живши її обидві частини зліва Ha P(t), приходимо до задачі (3.41), 
(3.42). 
22. Нехай Ве À;(t) < 0,1 Є [0;Т|, і = 1,т. 

Тоді мають місце такі твердження. 

Теорема 3.4. Нехай B(t,e) є СТЕ (К), f(x,[xl,t,e) € 
сто (G1), v(t) є 00% (0; |, до = maxfgı,...,gs}, в'язка 
(To), Zo(t), 0, 0) — AB(t,0) на відрізку [0; Т| регулярна, має r 
попарно різних власних значень, яким відповідають 7 скінченних 

елементарних дільників та з нескінченних елементарних дільників, 

кратності яких відповідно дорівнюють рі, ..., Pr та 41, ..., Ys, при- 

чому py +... + Pr + qi +... + 4: = п, | виконуються умови 2, 4, 7 

- 9, 11, 16, 18 - 22 (умови 8 та 9 відповідно для К = т І - 1 та 

в =1т +1). Тоді існує таке <1, 1 < €0, що для всіх є Є (0: є1| 

основна початкова задача (3.1), (3.2) на відрізку |є; Т| має єдиний 
розв'язок x = 21, є), для якого справджується оцінка (3.38). 

Наслідок 3.4. Нехай A(t), B(t) є C+ |); ТІ, f(a, [x], 6, є) Є 
Сто (Сі), y(t) є Cl") |); =, до = maxlqı,...,gs}, в'язка 

—
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A(é)— AB(E) на відрізку [0; 7] регулярна, має r попарно різних вла- 

сних значень, яким відповідають 7 скінченних елементарних діль- 

ників та з нескінченних елементарних дільників, кратності яких від- 

повідно дорівнюють р1, ..., Pr Та 41, ..., Ys, причому рі - ... + ру + 

4+... + 4: = п, і виконуються умови 9, 11, 14, 19 - 22 (умова 9 

для s = 1,m +1). Тоді існує таке €1, єї < =0, що для всіх є Є (0; є1| 

основна початкова задача (3.39), (3.2) на відрізку |є; 7] має єдиний 
розв'язок x = x(t,e), для якого справедливою є оцінка (3.38). 

3.2.2. Критичний випадок. Припустимо, що мають місце такі 

умови. 
23. Рівняння /(2, 2, 1, 0) = 0 відносно x має розв'язок 2 = Tolt, a), 

де a= (a, a) — К-вим!рний вектор, компонентами якого Е 
довільні параметри, причому: 

а) функція 20 (+, а) має достатню кількість неперервних частинних 

похідних за змінними 1 та a на множині D(t,a), D(t,a) = [0;T] x 

D(a), D(a) - область зміни параметрів a), un a; 

6) ранг матриці Тра (Р, a) дорівнює k для всіх (5, а) Є D(t,a). 
24.0) = 0, t є [OT], i = 1,5; Вел; < 0, і = F+1,n—1, де 
м), à = 1,k, - корені рівняння (3.40), а і = ти, - 

корені рівняння (3.4). 

Нехай в'язка /,(20(0, a), 20 (0, аг), 0,0) —ЛВ (0, 0) регулярна, має 
п — 1 скінченний і один нескінченний елементарний дільник. Тоді 

Wa-1 = diag{0, о 0, Акт, see An-1}- 

Як i у некритичному випадку, приходимо до задачі (3.5), (3.6). 
Формальний розв'язок задачі (3.5), (3.6) шукаємо у вигляді (3.7). 
Вектор-функції 7.(#), П.у(т), з = 0,1,.., визначаємо з тотож- 
ностей (3.9), (3.10), шляхом зрівнювання у них коефіцієнтів при 
однакових степенях є. 

Так, Y(t) знаходимо із системи 

Згідно з припущенням 23 7 (8) = Q-'To(t, a(t)), де a(t) - довіль- 
ний К-вимірний вектор, який буде визначено далі. 

Диференціюючи тотожність (3.55), коли Y(t) = Q7!Zo(t, о((0)),
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за змінною а, дістаємо 

(fx (To (+, a), добі, a), t, 0) + Ла (Zo (+, а), Zo (t, a), t, 0))Toa (Б, a) = 0, 

(во) Є D(t, a), тобто стовпці матриці Foq(t, а) є власними векто- 

рами матриці (25 (+, аг), Фо (Б аг), В, 0) + Дод бобЬ а), To(t, a), 6,0), 

що відповідають нульовому власному значенню. 

Функцію Поу(т) знаходимо із системи (3.14). Для цього позна- 

чимо через Поту(т), 91 (Що(0)--Поц(т), Go (0)+[Hoy(7)], 0, 0), For (0), 
чл (0) перші компоненти векторів Поу(т), g(Y (0) + Поу(т), Yo(0) + 

Шоу(т)), 0, 0), Yo(O) та (0) відповідно, через Позу(т), 92 (у (0) + 
Поу(т), 90 (0) + [Поч(т)], 0,0), 902(0), 42(0) - вектори, що Mi- 
стять К компонент, починаючи з другої, векторів Поу(т), g(Zo(0) + 

Hoy(r),90(0) + ШПоу(т)|, 0,0), (0) та (0), а через Позу(т), 
9з (30 (0) + Пом(т), 9(0) + ШПоу(т)|, 0, 0), удз(0), %3(0) - вектори, 
що містять решту компонент Поу(т), 9(У0(0) + Поу(т), Zot0) + 

[Hoy(r)],0,0), 7o(0) та (0). 
Надалі припускаємо виконання таких умов. 

25. Рівняння 

g(Q71%o(0, «(0)) + Поу, Q7'x0(0, a(0)) + (Toy, 0, 0) =0 

має розв'язок Позу = Поту(По2у, Позу, [Mozy], ШПозу|), причому 
функція По1у(Позу, Позу, Mozy], Позу|) має неперервні частинні 

похідні за всіма змінними до А-го порядку включно і виконується 

умова 

Поту(фо(0) -- Моз (0), фіз (0) — Yo3(0), фа (0) — 902(0), 43(0) — 90з(0)) = 

ал (0) — Jor (0). 

26. Cuctema 

«Пой 1 -1- ОО a (0)) + Hoy, Ото, a(0)) + [Moy], 0,0), 
i = 2,3, має розв'язок Поу = [oy(r), т > 1, à = 2,3, що задо- 

вольняє початкову умову Погу(1) = di — Зо; (0), à = 2,3, причому: 

а) існують сталі со1 > 0, agi > 0 та coz > 0, am > 0, для яких 

Поз (Позу(т), Позу(7), [Позу(т)], Позу (т) < со ехр( -адтт),
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ШПогу(т)|| < coz ехр( - арт), т > 1; 

6) Позу(т) — 0, т > 09; 

в) || Q(o(t) + Mou(t/e))II <a te ЕТ. 
Зазначимо, що з умов 8, 25, 26 випливає, що Поу(т) € C*[1; со). 

Крім того, має місце рівність (3.15). 

Як і раніше, показуємо існування сталих со > 0, ag > 0, для 

яких 

-ЙПоу(т)|| < coexp(—aor), т > 1. 

Регулярні члени асимптотики 7, (8), з Є N, знаходимо із системи 
(3.19). Як і в п. 2.3.2, доводимо сумісність системи (3.19) для з = 1. 
При цьому вектор-функція (ft) задовольняє систему 

“ = le, t), (3.56) 

ae 7 
go(a,t) = (КОВО, 007 "под (5, а) КО) x 

x (to — B(t,0)Q7"Zorlt, ад) 

K(t) - прямокутна (k x п)-матриця, рядками якої є власні векто- 

ри матриці (9, (#) + Я (#))*, що відповідають нульовому власному 
значенню. 

Початкова умова 

о (9) = a (3.57) 

для alt) визначається згідно з припущеннями 25, 26. 

27. Нехай задача (3.56), (3.57) на відрізку [0:49] має розв'язок 
a=a(t). 

Тоді загальний розв'язок системи (3.19) при з = 1 можна запи- 
сати у вигляді 

т (0) = © "Тоа (1, a(t) BA) +), 

де 3(¢) - довільна К-вимірна вектор-функція, а 91 (#) - деякий час- 

тинний розв'язок (3.19) (з = 1).
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Сингулярні члени асимптотики ПТ, у(т), з Е №, знаходимо із сис- 

теми (3.20). Нехай 

Cı(r) Cor) Сз(т) Вит) Ra(r) Вз(т 

9и(т)=| С4(т) Сь(т) Cor) Б 97) =| Ват) Rs(r) Refr) Б 

Cyr) Св(т) Cor) Rr(r) Вз(т) Во(т 

де C5(7), Rs(r) та Со(т), Бо(т) - квадратні матриці відповідно k- 
та (п - k — 1)-ro порядків. Систему (3.20) при з = 1 подаємо у 
вигляді 

С1(т)Ппу = —Co(7 They — Сз(т)Пзу — На(т)Пичі - 

—Ro(r)[Mizy] - Вз(т)[Шзи — Ец(т); (3.58) 

AY Cl Thay + Ст)Пиу + Co(7)Tisy + RAC y 
в (ту Шо + Re(7)Tisy] + Ер(т); (3.59) 

ae = Со(т)Пізу + Су(т)Пиу + Cs (т)Пизу + Ва (т)|Пиу| 

+ (т) They] + Ro(7)[TMisy] + Fis(7), 7 > 1, (3.60) 

де структура Пігу(т), Рік (т), à = 1,3, аналогічна структур! відпо- 

відно Погу(т), à = 1,3. 

Позначимо через ФІ (7) та Ф,-;-1(т) фундаментальні матриці 

систем 
ап — 4 = С), ФК) = En, 7 

Ta m 

т = Со(7)Пізу, On) = Eng, 7 2 1. 

Зазначимо, що для матриц! Фу (т) мають місце властивості 1 - 3 

(див. с. 83). 
Нехай 

IB. < do, 7 211,
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[|®.(7) Be (SI < do, Ls <7, 

та 

ШФа-к-1(7)|| < do ехр( - бот), т 2 1, Bo > 0, 

ІФа-к-1(т)Ф7!, | (s)|| < аоехр(-Во(т — з)), L<s<r. 
За побудовою 

СТУ < di exp(—a0r), і = 2,8, 

Als Ч ехр(—91т), 0 < у < a0, 

|R(r)|| < rexp(—aor), 
для вах т > 1. 

Припускаємо виконання умови 9 при з = 1. Тоді можна вважати, 

що має місце початкова умова (3.24). Справді, за побудовою 

Пі) = 4:0) — Foi (0) — 4,800) — (0), i= 2,3, | (3.61) 

де 

Hs - квадратна матриця k-ro порядку, Нз - прямокутна ((п — К — 

1) x К)-матриця. 
Запишемо систему рівнянь, що еквівалентна (3.58) - (3.60), 

(3.61). Маємо 

Пиу(т)е - о Fur): (3.62) 

Ihay(r) = Фе? + [ ae Fals)as) (3.63) 

1 

т 

Пізу(т) = (ne | Onna} (а) False T>1, 

1 

(3.64)
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де 

3 

Fur) = С(т)Пізу + C3(7)Misy + У; ВАТУ + Fur), 
i=l 

3 

Fyo(r) = Са(т)Пиу + Св(т)Пізу + У / Вз+(т)Пы + Ры(т), 
i=l 

Fya(r) = Cr(r)uy + Св(т)Пізу + У Вот) + Fis(r), 
1=1 

с = (0) - 96 (0) - НВ(0) - Я (0). 

За побудовою det Н» A 0. Тоді вимагаючи, щоб Пі2у(7) — 0, 

т — ©, дістаємо 

В(0) = Hy" CET У — 912(0 ун его) (з) F(s i) 
1 

Таким чином, формула (3.63) набуде вигляду 

Пізу(т) = ] ®,(r)®,!(s)Fıa(s)ds. (3.65) 

Припускаючи виконання умови 10, розглянемо (3.62), (3.64), 
(3.65) на множині Ty, де 

Гі = (Поу(т), Пізу(т)) Є СП; оо) : |[Muy(r)|| < сг exp(—arr)}. 

Не обмежуючи загальності, вважаємо, що ад < Bo I 

| Cr) - | <dı exp(—ag7), 
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| Сз(т) - oe < di exp(—ag7), 

Ro re | retour) 
i= 5,6, 

I т | 
i=8,9, 

Fee rester. GG | со 
i= 2,3, 

і = 2,3, для вах т > 1. 

28. Нехай 2dg(dy + 2r) min |=. що «1 
ao Bo — аб 

Тоді, як і в теоремі 3.1, показуємо, що для 0 < ay < min{ag, 71) 

i достатньо великих с1 оператор, що визначений за допомогою 

(3.62), (3.64), (3.65), відображає множину Г1 в себе i є операто- 
ром стиску. À тому система (3.62), (3.64), (3.65) на множині Ty 
має єдиний розв'язок. Отже, існують додатні сталі сі, от, для яких 

має місце нерівність 

I[Ty(r)|| < сехр( сит), т > 1. 

Критерієм сумісності системи (3.19) при s = 2 є виконання нас- 

тупної умови (п. 2.3.2). 
29. Задача Кош! 

dB _ 
чу = (8,4), 8(0) = BO (3.66)



149 

на відрізку [0; їо| має розв'язок В = Bt). При цьому компонен- 

ти відомої вектор-функції 41(8,#) є многочленами другого степеня 

відносно В({). 
Таким чином, 7 (#) та Плу(т) визначені. Решту членів асимпто- 

тики У, (5), Пау(т), 8 = 2,3,..., знаходимо аналогічно. 
Зазначимо, що існують додатні сталі Cs, біз, 8 = 2, т + 1, для 

яких мають місце нерівності 

||I1,y(7)|| < es exp(—as7), т> 1, 8 - 2, т +1. 

З'ясуємо асимптотичні властивості побудованого формального 

розв'язку основної початкової задачі (3.1), (3.2). 
В умовах 8, 25 вважаємо, що k = т + 1. Покладаючи у системі 

(3.5) 

y(t, =) = Ym-+i(E, =) + z(t, =), (3.67) 

m+l 

де Ymtilt,e) = SG) + П.у(т)), приходимо до системи 
s=0 

(3.28), в якй 

1 

= 9y d= (во (90) + Пзу(т)), Det.) + Marine) 
s=0 

Alt; є) val T(t) + Пу (т noe" 190) + [Hey(7)]),t, ) 

Нехай Bit,e) € C™+?(K), fla, [xl,t,e) є C"+?(G1). Тоді, згід- 
но з теоремою 2.1, існують неособливі матриці Р($,=), Qlt,e) Е 

C™+2(K 1), для яких мають місце рівності (3.92), (3.93). 
Отже, замість системи (3.32), (3.33) маємо 

ач 
eb(t, e) — Fr =D, (1, є) + Dit, e)ug + Dsft, E)ug + Fy(t, e)[u]+ 

ЕВ, =) [и2] + Ез(Ь €)[us] + wı (и, [u],é,€); (3.68) 

d 
ET = Ds(t,e)ug + Dylt,e)uı + Delt, eus + Fa(t, e)[ui]+
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+Fs(t,€)[ug|] + Felt, =) [из] + we(u, [ul,t,€); (3.69) 

са = Dolt,e)ug + Dr(t,e)ui + Бз( виз + Fr(t,e)fuıl+ 

+Fs(t,e)[ua] + Fo(t, =) [ua] + wa(u, Гц, б, є), (3.70) 

Fy (+, =) В ($, =) Fs(t, =) 

F(t,e) = Fı(t,e) Fs(t,e) ЕІ, є) 3 

Fr(t,e) Felt,e) Fo(t,e) 

де b(0,0) = 0; Ds(t,e), Fslt,e) та Do(t,e), Fo(t,e) - квадратні 
матриці відповідно k-ro та (т — К - 1)-го порядку; ші Ta ил - перші 

компоненти векторів ‘м та W, из та шо - К-вимірні вектори, що 

містять k компонент и та W, починаючи з другої, ‘из та из - (n—k— 

Т)-вимірні вектори, що містять решту компонент и та w (матриця 

D(t,e) така сама, як i в теоремі 2.3). 

За побудовою, існує така стала с > 0, що 

Die) — «Бе <e (ew (-=) +2) | 

t — 
\|D,(t,)|| < «(схе (-22) +=). i= 38, 

t 
Іде, є) - Ире Є є (ex (-2) +=) 

te [0;to], є Є (0; =1|, де 

е(0,0) = 1, W„-r-1(0,0) = diag{Ax+1, Ап}. 

Припустимо, що виконується умова 12. Тоді система інтеграль- 

них рівнянь, що еквівалентна (3.68) - (3.70) з початковою умовою 

ще, е) = 97 Че, Є (є) — утчл(є є) = Pm+i() (3.71)
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на відрізку |є; éo] Mae вигляд 

р 
из (Б, є) = exp -/ Цо, є) dv Pm+1,1(E)+ 

= 

lf і Гриьє 110,Є = | —— - а 
las “xP Bi b(v,e) ops 

= З 

3 
x (Daw. Е)и2 + D3(s,e)ug + У; Fi(s,e)lu;] + ил (u, [u], в, 2) ds; 

i=l 
(3.72) 

t 

1 
и2(Ь є) = W(t, =, E)Pm+1,2(€) + = [tus 

Є 

3 

x (ou. є)чі + De(s,€)us + > F34;(s8,€)[us] + шо (и, [u], в, з) ds; 

= (3.73) 

t 

1 
uz(t,e) = Фора (Б, Е, Є) фупл1,3 (Є) + ноз є)х 

Є 

3 

x (os є)ш + Dg(s, є)ца + У; Ев+ (в, e)[ui] + w3(u, [ul, 5, з) дз, 

i=l 
(3.74) 

ae 

Pm+1lE) = colon(Ym+41,1(€)s Фт-1,2 (=), Pm+413(€))s 

Ym-+1,2(€) та Pm+1,3(€) відповідно k- та (n—k—1)-sumipni вектори; 
ФС, з, =) та Ф„_ь_1(,8,=) - фундаментальні матриц! однорідних 

систем 

dug 
> Ds(t,€)u2, Vis, 8, є) = Er,
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dug 

= dt = Dg(t, e)us, Vh-p-1(s8,8,€) = En—k-1, 

причому 

Lt - з 

GI < à also < dexp (AE), 50 
e<s<t< В |23, с. 53, 54]. 

За побудовою 

[m1 (=) || < ce? ||w(0, 0, 5, =)|| < centre, LE le; tol, 

[шт [vi], Б є) — w(va, [va], Б =) < e*ko(|len — wall + [он] — [valll) 

для всіх v1, 92 € Dm. 

Надал! припускаемо виконання таких умов. 

30. 

і 

RCA < (ex (2) +e) LE но, 1-16. 

31. 
с 

——(5 _ 3to) < 1, 

Il min ДС 80) * Sto) 
est<to 

1 
5са (+ ехр(- ад) + u) < 1, 

ag 

й (5exp(—ag) + 340) < 1. 

Тоді для достатньо великих ky оператор, що визначений за до- 

помогою (3.72) - (3.74), відображає множину D,,:1 в себе i є опе- 
ратором стиску. А тому система (3.72) - (3.74) на множині Dray 

має єдиний розв'язок |47, с. 609). Таким чином, справедливою є 
наступна теорема. 

Теорема 3.5. Нехай В(і,є) € C™+?(K), f(2,[2],t,6) € 
СТУСА), p(t) є C™*? (0; єї, в'язка Г, (20 (0), до (0), 0, 0)- АВ(0, 0)
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регулярна, має п — 1 скінченний та один нескінченний елементар- 
ний дільник і виконуються умови 6 - 10, 12, 23 - 31 (умови 8 та 9 

відповідно для К = т та 8 = 1, т + 1). Тоді існує таке є1, €1 <0, 

що для всіх є Є (0; єт| основна початкова задача (3.1), (3.2) на 
відрізку |є; to], to < Т, має єдиний розв'язок x = x(t, є), для якого 

справджується оцінка (3.38). 
32. Нехай система 

D ау), 
де _ 

a) = (КОВО) KO 
x (a(@(Da(), @(Da(t),1,0) - Ве at). 

К (+) - прямокутна (k x п)-матриця, рядками якої є власні вектори 

матриці (А(#))*, що відповідають нульовому власному значенню; 
O(£) - прямокутна (п x А)-матриця, стовпцями якої є власні векто- 
ри матриці A(t), які відповідають нульовому власному значенню, 

на відрізку [0;{0] має розв'язок à = a(t), що задовольняє умову 

(3.57). 

Тоді, як і в п. 2.3.2, переконуємось у справедливості такого 

твердження. 

Наслідок 3.5. Нехай A(t), B(t) є С"""20; ТІ, f(z, | 2, 2, є) Є 
СТУСА), дб) є С"? 0; =|, в'язка А(0) - ^В(0) регулярна, має 
n— 1 скінченний та один нескінченний елементарний дільник | вико- 

нуються умови 9, 12, 14, 24, 28, 31, 32 (умова 9 для 8 = І, т +1). 

Тоді існує таке €1, €1 < 0, що для всіх є Є (0; єт| основна початкова 

задача (3.39), (3.2) на відрізку |є; to], to < Т, має єдиний розв'язок 
x = (=), для якого справджується оцінка (3.38). 

Наведемо нелокальні аналоги теореми 3.5 та наслідку 3.5. 

33. Нехай À;(é) = 0, 2 є |0: ТІ, à = 1,38; ReAj(t) < 0, t є |0- ТІ, 
i=k+l,n-1, де A;lt), i= 1, п - 1, - корені рівняння (3.40). 

Тоді, якщо на відрізку [0; 7] в'язка }.(20(1), 20 (1), £,0) -AB(E, 0) 
регулярна, має п — 1 скінченний і один нескінченний елементарний 

дільник, причому її власні значення зберігають сталу кратність, то 

згідно з [93, с. 17] існують такі неособливі достатньо гладкі матриці 
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P(t), Q(t), що 

P(t) fr (To), To(t), 5, 000) = diag{1, Wa-1()}, 

P()B(,0)Q() = diag{0, En-ı}, 
де Wh-1(t) = diag{0, ..., 0, Хр (5), но An—1(4)}. 

Як і раніше, приходимо до задачі (3.41), (3.42). Шукаючи фор- 
мальний розв'язок задачі (3.41), (3.42) у вигляді (3.7), знаходимо 
у (0), Isy(r), s = 0,1,... . При цьому вектор-функції 7, (#) визна- 
чені на відрізку |є; ТІ. 

Теорема 3.6. Нехай В(і,є) € C™+?(K), f(2,[2],t,6) € 
C™+2(G1), v(t) є C™*?(0; єї, в'язка fy (Eo(t), о (1), 0, 0) - AB(E, 0) 
на відрізку [0; Т| регулярна, має п - 1 скінченний та один нескінчен- 

ний елементарний дільник, причому її власні значення зберігають 

сталу кратність і виконуються умови 6 - 10, 23, 25 - 31, 33 (умови 

8 та 9 відповідно для k = т tas = 1, т + 1). Тоді існує таке =1, 
єї < &0, що для всіх є Є (0; єт| основна початкова задача (3.1), 

(3.2) на відрізку |є; 7] має єдиний розв'язок x = ($, є), для якого 
справджується оцінка (3.38). 

Наслідок 3.6. Нехай A(t), Bt) є С"""2(0; ТІ, f(z, | 2, 2, є) Є 
c™+(G1), p(t) є C™*? 0; є|, на відрізку [0; Т| в'язка A(t) - AB(t) 
регулярна, має n— | скінченний та один нескінченний елементарний 

дільник, причому її власні значення зберігають сталу кратність і 

виконуються умови 9, 14, 28, 31 - 33 (умова 9 для s = 1, п +1). 

Тоді існує таке €1, Е1 < 50, що для всіх є Є (0; єт| основна початкова 

задача (3.39), (3.2) на відрізку [e; T] має єдиний розв'язок х = 
2 (2, є), для якого справедливою є оцінка (3.38). 

Розглянемо загальний випадок для регулярної в'язки матриць. 
Отже, нехай в'язка /. (20(0, ог), To(0, а), 0,0) - AB(0,0) регуляр- 

на, має К простих скінченних елементарних дільників, 7 скінченних 

елементарних дільників та з нескінченних елементарних дільників, 

кратності яких відповідно дорівнюють рі, ..., Pr та 41, ..., Ys, при- 

чому A+ рі +..+ pp t+ a+... ВЯП. 

34. Нехай A;(¢) = 0, 2 є [0;T], i = 1,k; Rey < 0, à = Tr, де 

A(t), à = ТЕ, - корені рівняння (3.40), а Хр, à = 1,7, — корені 
рівняння (3.4).
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Тоді, як і раніше, приходимо до систем (3.9), (3.10), в яких 

ду (Goq(0), Yo (0), 0, 0) = diag{ Eg, We+tp}, B(0, 0) = diag{ Jg, Вар 

(3.75) 

де We, = diag{0, Wı,..., Wr}, 0 - квадратна матриця k-ro поряд- 

ку, Wi = AE; +, i = lyri Jg = Фа Л оо p= Pit... + Pr, 
q=at+..+4s- 

Як і у випадку простих елементарних дільників, вектор-функцію 

Jo(t) знаходимо із рівняння (3.55). 

Позначимо через Поту(т), 91 (о (0-Поу( 7), у (0)ЧПоу(т)),0.0), 
Yor (0), фі(0) вектори, що містять 4 перших компонент векторів 

Поу(т), 9(90(0) + Поу(т), Fo(0) + [Поу(т)], 0, 0), 90(0) та $(0) від- 
повідно, через По2у(т), 92(90(0) + Поу(т), уо (0) + Шоу(т)|, 0,0), 
702(0), фо (0) - вектори, що містять k компонент, починаючи з (4-- 

L)-i, векторів Поу), 9(Go(0)-+Toy(r), (0) + [Toy(r)], 0, 0), То (0) 
та (0), а через Позу(т), 9з (ус (0) + Поу(т), 7o(0) + [Hoy(r)], 0, 0), 
Уоз(0), 3(0) - вектори, що містять решту компонент Поу(т), 

сто (0) + Toy(r), 90 (0) + [Hoy(r)],0,0), oO) та +0). 
35. Нехай система 

Поу _ 
ат 

Ja 9(Q7"F0(0, a(0)) + Поу, Q 7" To(0, a(0)) + [Moy], 0, 0) 

має розв'язок Поту = Поїу(Позу, Позу, ЇПозу|, |Позу|, т) причому: 

а) існують сталі со1 > 0, agi > 0, для яких 

[оз (Погу, Позу, [1029], [Позу], т)|| < cor ехр( -адт), т > 1; 

6) 

Полу (фо (0)--Уда (0), фа (0) —90з (0), Фо (0)--Уда (0), d3(0)—703(0), 1) = 

= (0) — For (0). 

Тоді, припускаючи виконання умови 26, визначаємо Поу(т). При 

цьому існують так! сталі со > 0, ад > 0, що 

ШПоц(т)|| < соехр(-адт), т > 1.
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Регулярні члени асимптотики 7, (#), з Е N, визначаються із спів- 

відношення (3.19), а сингулярні члени асимптотики - із системи, 

що аналогічна (3.44), (3.45). За умови 18 зазначена система набуде 
вигляду 

ап, u 
I 19 — Плу+ Far): (3.76) 

T 

ап. ~ CH (т); (3.77) 
dt 

ds! ~ 
= = ЙПззу + Езз(т), (3.78) 

де 

Fa(r) = В (тая + В (т [Пу] + Ra(r)[Issyl + Ра (т), 

Far) = ВАТ) + Rs (7) [Позу] + Re(r)[Issyl + For), 

Fss(r) = Rr(r) [Mery] + Ra (7) [Позу + Ro(r)[Mesy] + Fss(r). 

Отже, для відповідного вибору 8(0) дістаємо 

4-1 k dé Е ( 
Tay(r > nu), (3.79) 

=0 

Пуу(т уз [Ако (3.80) 

т 

Пьзу(т) = Фо(тусі? + ера це Рав seN, (3.81) 

1 

де ®,(7) - фундаментальна матриця системи 

dll s3y 

ат 
= W,lssy, ®,(1) = Ep; 

s) s—1 — Ca 
з = _® _ 

с® = 3 “LG Hi — 9.3 (0), з Є М. 
=0 
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Надал! використовуемо позначення, що наведен! в теорем! 3.3. 

Припускаемо виконання таких умов: 

36. В: (т) =0, Ва(т) =0, В?(т) = 0, т> 0. 
т or 

37. аб «1, m 

Нехай 0 < ag; < іо ад, уз, 7 = 2,3, 8 = 1,m +1. Тоді для 

розв'язку Ils;y = П.гу(т), j = 2,3, системи (3.80), (3.81) має місце 
наступна оцінка: 

«1 

Hg) < го; ехр( -азут), т > 1, 7 = 2,3, s = І, т +1. 

A тому існують такі додатні сталі Os, Cs, ЩО 

\[IIsy(7)|| < esexp(-asr), т 2 1, з= 1, т +1. 

Покажемо, що побудований формальний розв'язок основної по- 

чаткової задачі (3.1), (3.2) має асимптотичний характер. 
У системі (3.5) зробимо заміну (3.47). Згідно з теоремою 2.1 

існують неособливі достатньо гладкі матриці Р(8,є), Qlt,e), для 

яких мають місце рівності (3.108), (3.109). Тоді замість системи 
(3.48), (3.49) маємо 

а 
DAC =) = (E,(t,¢) +eDıilt,e)Juı + eDa(t, e)ug + eDa(t, e)ugt 

+Ad,e)laıl В СВ є) ша + РЕЗ (В, є) [из] + (и, lul,t,e); (3.82) 

dug Puder 
dt 

+ Pi, Elu] + Fs(t,e)[ua] + Felt, =) [из] + walu, Гц б є); (3.83) 

= (Er \(t,e)Wy(t,e)+eD5(t,e))us+eDalt,e)uı+EDelt, e)us+ 

dus 

a 
ЕВ, Elu] + Fe(t, =)[и2] + Fo(t, e)[usz] + walu, Гц б є), (3.84) 

ae J, (0,0) = Jo Ex(0,0) = Ex: E,(0,0) = E,, W,,(0, 0) = 0, 

W,(0, 0) = diag{Wi, We}; Di(é, =), Fılt,e) Ta Ds(t,€), Fs(t,e) = 

= (ЕІ (t,€)W,(t, є)- є До (5, €))ug+eD7(t, e)uiteDs(t, =)и2+
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квадратні матриці відповідно g- Ta k-ro порядку; ил, ші - вектори, 

що містять 4 перших компонент векторів и та Ww; U2, шо - вектори, 

що містять К компонент и та м, починаючи з (4 + 1)-5 из, из - 

вектори, що містять решту компонент u та w (матриця D(t,E) така 

сама, як і в теоремі 2.10). 
38. Нехай Ве (1, є) < 0, і = 1, К, (=) Є Кі, де Л;(Ь =) - власні 

значення матриці ИХ» ($, є). 
Не обмежуючи загальності, вважаємо, що 

(ФС зу є <4, [BG зує < dexp (29) . 

ex<s<t< to, де ФТ, (1, 8,є) та V,(t,s,e) - фундаментальні мат- 

риці систем 

а oF = (BRL) Wa (Re) + ЕР5(Ь є))ша, Vals, зує) = Bes 
Ta 

dus -1 
ea = (EB, (t,e)Wy(t,e) + eDo(t,e)}us, W,(s,s,e) = By 

відповідно, 

||wi(0,0,t,e)|| < et, te [esto], à = 2,3. 

Припускаючи виконання умови 20, розглянемо систему інте- 
гральних рівнянь, що еквівалентна (3.82) - (3.84), (3.50), 

t 

ur(t, є) = Ч ($, є, €) фі (Є +2 [ran Us,e)x 

с 
Р
е
з
 

3 

x (eo. Е)и2 + eDa(s,E)us + У; Ед, є) ца + wi(u, [u], s, з) дз; 

(3.85) 

t 

чо (5, є) = Ve lt, є, Є)фупчніа (Є) + "б t,8,€)x 

с 
р
е
з
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3 
x (oc. e)un+eDe(s, ous} зи (8, =) +wo(u,[ul,s, 5) 48; 

= (3.86) 

t 

1 (be) = бета) += вує) 
Є 

3 

x Ga є)ці +eDs(s, туш У; Fo+i(s, €)[ui] + ws(u, [u], 5, 5) ds, 

(3.87) 
ae 

Pm+ılE) = 07 (в, =)(Ф(=) — Ym4i(Es€)) = 

= CO Pm+1(E), Pm+i2(E), Pm+i3(E)), 

Pm+i2(E) та Ym+i3(€) відповідно k- та р-вимірні вектори. 

39. Нехай 
2d 1 
— <1, cd| — exp(—ag +t0) < 1, : (ео) 

ех аю) + to) < 1, 

де с - найменша стала з умови 30 та оцінки (3.35). 

Тоді оператор, що визначений за допомогою (3.85) - (3.87), 
відображає множину D,,41 в себе і є оператором стиску. А тому 

система (3.85) - (3.87) на множині Д-т має єдиний розв'язок. 

Теорема 3.7. Нехай B(t,e) є СТІ (К), f(x,[xl,t,e) € 
сто (G1), v(t) є 00% (0; |, до = maxfgı,...,gs}, в'язка 
А оо (0), 20(0),0,0)-AB(0,0) регулярна, має k простих скінченних 
елементарних дільників, г скінченних та S нескінченних елементар- 

них дільників, кратності яких відповідно дорівнюють рі, ..., Dr та 

Gis rs з причому Е py +... + pr + 1 +. + qs = п, | викону- 

ються умови 7 - 9, 18, 20, 23, 26, 27, 29, 30, 34 - 39 (умови 8 та 

9 відповідно для К = т - [ та з = 1,m+1). Тоді існує таке =1, 

Е1 < єд, що для всіх є Є (0:1| основна початкова задача (3.1), 
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(3.2) на відрізку [e;to], to < Т, має єдиний розв'язок x = x(t,€), 
для якого справджується оцінка (3.38). 

Наслідок 3.7. Нехай A(t), B(t) є c"+Dofo; ТІ, f(a, [x], 6, є) Є 
Сто (Сі), y(t) є Cl") |); =, до = maxlqı,...,gs}, в'язка 
A(0) — AB(O) регулярна, має К простих скінченних елементарних 
дільників, г скінченних та $ нескінченних елементарних дільників, 

кратності яких відповідно дорівнюють рі, ..., Pr та 41, ..., Ys, при- 

чому k+p1+...+ pr + qi + 43 = п, | виконуються умови 9, 

14, 20, 32, 34, 38, 39 (умова 9 для 8 = 1, т. + Ї). Тоді існує таке =1, 

Е1 < єд, що для всіх є Є (0;=1| основна початкова задача (3.39), 

(3.2) на відрізку [e;to], to < Т, має єдиний розв'язок x = x(t,€), 
для якого справедливою є оцінка (3.38). 

3.3. Періодичні розв'язки сингулярно збурених 

диференціально-алгебраїчних систем рівнянь із малим 

запізненням аргументу 

3.3.1. Некритичний випадок. Наведемо алгоритм побудови 

періодичного розв'язку системи (3.1) з періодичними коефіцієн- 

тами. 

Нехай 

Vi = {(2, [a], t,€) : |lal] <a, Ша, <a, -Т <t<T, Ок є є єд). 
Під час побудови формального розв'язку системи (3.1), як i ра- 

ніше, вважаємо, що В(&,=) є C(M), f(a, | 2), 6, є) є С9(/ 1). 
Надалі припускаємо виконання таких умов. 

40. Компонети матриці В(+, =) та вектор-функції f(x, | 21, 5, є) Т- 

періодичні відповідно Ha множинах М та V1. 
41. Рівняння /(2, 2, 5,0) = 0 відносно x має такий Т-періодичний 

розв'язок x = 29 (t), що: 

a) æo(t) € CIO: 7); 
6) точки (x(t), t) Є 0, коли І Є [0; ТІ; 
в) корінь 1 = 10(#) є ізольованим на відрізку [0; 7]. 
42. На відрізку [0; 7] в'язка /, (по (0), To(t), 0, 0) — AB(t,0) регуляр- 
на, має п - 1 скінченний елементарний дільник і один нескінченний 

елементарний дільник.
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43. Вел: (В) # 0, 2 є [0;T], à = 1,п — I, причому À;(t) # А, (0), 
te [0;T],i 43, 4) - 1,по- 1, де À;(f) - корені рівняння (3.40). 

Формальний розв'язок системи (3.1) з періодичними коефіцієн- 

тами шукаємо у вигляді 

= Уа. (3.88) 
s=0 

Для цього вектор-функщю f(a(t,<), [a(t,e)|],t,¢) Ta матрицю 

B(t,e) записуємо наступним чином 

alte), [x(t, є)|, t, =) = Дао(ї), x(t), t, VER (+ 

лучна нє (ЛЬ) + FE) + fe) +. 3 ET), 
s=0 

Bite) = Sve ee er = VeB,t), 
s=0 s=0 

де елементи матриць f(t) Ta hold обчислюються в точці 

(220 (5), а2о (6), Б, 0), а вектори /. (8) певним чином виражаються через 
хе), К < 5. 

Підставимо (3.88) до системи (3.1) i зрівняємо коефіцієнти при 
однакових степенях =. Так, при є? маємо 

(то, xo(t), t,0) = 0. (3.89) 

44. Нехай деб(/, (5) + al) À 0, 2 є [0; T]. 
Згідно з припущеннями 40, 41, 44 рівняння (3.89) mae Т- 

періодичний розв'язок 20 = x(t) такий, що zolt) Є С99|-Т- ТІ. 

Зрівнюючи коефіцієнти при є?, з Є М, дістаємо 

У Ви = (FO + Sai Das + (D. (30) 
1=1 

Тод! 

v(t) = (Feld) + Fe) Lat le го) ‚sen. 
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При цьому, вектор-функції х.(#), з Є №, є Т-перюдичними. 

З'ясуємо асимптотичні властивості побудованого формального 

розв'язку системи (3.1). Зробивши заміну у системі (3.1) 

(=) = Б Є) + ylt,e), (3.91) 

де ду (Б Є) =e xs(t), a y(t,€) - нова невідома вектор-функція, 

дістаємо 

ду 
eB(t, б = Льву = + h(y, lyl,t,e), (3.92) 

ae 

ЛЬ є) = Fr(zolt),x о te), Льь =) = Л (20 (1), зо (0); 5, є), 

(у, (y, =) = Лат Ру, [tm + yl, Б є) = ЄВ є) о 

—frlt, e)y = Feat =) [У]. 

За побудовою ||1(0,0,$,=)|| < ce"t!, ве [0; ТІ. 
Доведемо існування такого Т-періодичного розв'язку у = y(t, є) 

системи (3.92), що || ч(ї, є )|| < cet, t є [0; T]. 
Згідно з наслідком 2.5 існують неособливі Т-перюдичн! достат- 

ньо гладкі матриці Р(2,є), Q(t,€), для яких мають місце рівнос- 
ті (2.121), (2.122). Зробимо в системі (3.92) заміну (є) = 
Q(t, є) є (5, є) | домножимо її обидві частини зліва на Р(ї, є). Маємо 

dz 

dt 

-- Ру ($, =) [21| + Falt,e)[z2] + wı (2, | 21, Б є); (3.93) 

eb(t, €) — = elt,e)zı + eDılt,e)zı + eDalt,e)za+ 

de 

at 

НЕ (В є) Мпа В, є) — Wn-ı(t) + eDalt,e))z2+ 

+F3 (+, =) [21] + F(t, =) [22] + 2 (2, ER Ь є), (3.94) 

= W,-1(t)z2 + є Дз (5, є)га +
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де 

Dit,e) = —diag{1, Ez", (t,e)}P(t, e)B(t,e)Q'(t,€) = 

—
 — Dı(t,e) Daft,e 

De) Ба =)’ 

Fit,e) = diag{1, E71, (t,e)} P(t, =) fe] (t,e)[Q(é, €)] = 

— Fılt,e) Р, є) 

~ \F3(t,e) Бу) 

w(z,t,e) = diag{1, Ey", (t,e)} P(t,e)h(Q(t,e)z, (Q(t, e)z],t,e), 

Ра є), Fa(t, є) - квадратні матриці (п —1)-го порядку; b(¢,0) = 0, 
Ey,-1(t, 0) заст W,-1(E, 0) =W,„-ı(t) = diag{Ai(t), шу And) 

21 та ил — перші компоненти векторів 2 та и відповідно, а 22 та шо 
- вектори, що містять решту компонент 2 та w. 
45. Нехай БР, є) = ЕЁ (в, є), К > 0, причому Reb; (t,0) 2 0, € 

0; 7]. 

Тоді із системи (3.93), (3.94) дістаємо 

z(t,€) = 2 ] (Фі (з, є) (ФІ (Тує) - 1) Wh =)" x 

xu(z, [2|,3,=)48; (3.95) 

t+T 

zalt,e) = Е 6 (WI СТ, =) — En-1) Фо! (t,e)) " х 

xu(z, [2], 3,=)43, (3.96) 

де Чи (+, є) - розв'язок задач! Коші 

421 
eb(t, =) Fr = e(t,e)z1, 41(0,=) - 1,
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а Ф»-1(Ь є) - фундаментальна матриця однорідної системи 

dz 
corre = n—1(t) 22, W,,-1(0,€) = En-1, 

ца, | 21, 8, є) = eDi(s,e)zı + €Do(s,€)z + Fils, Є га 

+F2(s,€)[z2] + wilz, [2], se), 
o(z, [2], 8, є) = eDa(s,e)zı+ 

HE, (в, Е)”, (3, =) — Wr-1(s) + eDa(s, €))zo+ 

+F3(s,€)[21] + Fils, =) [22] + wal, [2], 5, =). 

За побудовою 

t 
1 t 

Wi(t,e) = exp (a ; 

0 

t 

1 
Фон є) = exp 2 fo 

0 

Таким чином, як і в п. 2.4.1, z1(4,€), zo(t, є) є розв'язками сис- 
теми, аналогічної (2.127), (2.128). 

Нехай W/,_1(t) = diag{W1(t),W_(t)}, де Wi(t) та W_(t) - 
матриці, власними значеннями яких є власні значення матриці 

Wh-1(t) відповідно з додатними та від'ємними дійсними части- 

we > 0,2 є [0;T7], нами. Для визначеност! припустимо, шо Re 

є Є (0;=1|. 
Систему (2.127), (2.128) записуємо у вигляді 

т —1 
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xu(z(é + 8, =), [z(t + s,e)|,t+ s,e)ds; (3.97) 

—1 T 
1 1 

za4(t, =) == [exp -2 ео — By x 

0 

т t 
1 

x [exp 2 у’ v+(2(t з, =), [z(t + 8, =), Ё- 8, є) 8; 

0 
Е 
t+s 

(3.98) 

T —1 
1 1 

zo_(t,€) = - | E- —ехр = [war x 
Е Е 

0 

T t 
1 

x [ew с ] У (ба | v_(z(t+ 3,=), [2(Е-+ s,2)],t+ 8, =)48, 

0 t+s—T 

(3.99) 

де 

ча, [2], Б є) = col(v+(<, [2], £,€),v_(¢, [z],t,&)), 

22( є) = col(zo4(t,€), 22- (Б, є)), 

причому розмірності векторів v+(z,[z],¢,¢), 22 (5, Є) Ta 

v_(z,[z],t,&), 22-(5 є) відповідно дорівнюють порядку матриць 

W(t) та W_(t); EL ta E_ - одиничні матриці відповідного по- 

рядку. 

Позначимо через A;+(t) та А; (Р) довільні фіксовані власні зна- 
чення матриць И/+ (8) та W_(t) відповідно. Тоді існують такі сталі 
А+, A-, що 0 < Ay < Вед, (5), Вел; (К < Л- < 0 для всіх i, ). 
46. Нехай 

с ma. 1 1 1 <1 зах — 

o<i<t | п|бі(5, 0) А. "|А-| | 

era < с, Re 69) > D ве: 
A ee (te) ET “ee
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Тоді для достатньо великих ky оператор, що визначений за до- 

помогою (3.97) - (3.99), відображає множину 

Рида = {z(t,¢) Є CIO: T] : z(t+T, є) = 26, є), | є (Б, є) || < ЕЕ, 

в себе i е оператором стиску. А тому система (3.97) - (3.99) на 
множині Pn+1 має єдиний розв'язок [47, с. 609]. Таким чином, 

справедлива така теорема. 

Теорема 3.8. Нехай Bts) € CCM), f(x,lrlte) € 
C™+1(77,) і виконуються умови 40 - 46. Тоді існує таке єї, €1 < 0, 
що для всіх є Є (0; єт| система (3.1) на відрізку [0; 7] має єдиний 
Т -періодичний розв'язок x = 2(Р, є), для якого 

Ie, =) — am(t,e)|| < cet", ве |0; ТІ. (3.100) 

Наслідок 3.8. Нехай A(t), B(t) є C"*![-T; ТІ, f(x, [x], te) Є 
є С"+КУ\) i виконуються умови 40, 42, 43, 45, 46. Тоді існує 

Take єї, 1 < =0, що для вах є Є (0;е1| система (3.39) на відрізку 

[0; 7] має єдиний Т-періодичний розв'язок x = ($, =), для якого 
справджується оцінка (3.100). 

Приклад 3.3. Розглянемо систему  диференціально- 

алгебраїчних рівнянь з періодичними коефіцієнтами 

Blt.) = f(x, | 21, 6, є), 2 Є [0; 27], 

де 

e(sint+2) 0 0 

Bi(t,e) = 0 l+e 0 ; 

0 0 lt+e 

ал — cost +2 +efxil 

Fate) = | aa + вал (cost + 1) + 5 | ан [3] 

2x3 + sint + є2з23 

Тоді 

cost — 2 

зо) | St |, 
_ sint 

2



167 

2— cost 
a3 

x(t) = ICT) — cost — 1+ б (cost + st) 

-4 (cost + sn :) 

За побудовою 

0 0 

P(t, 0) = | -snt 10|, Q(t, 0) = Es, 

01 

e(t,e) =1+0(=), bit,e) = e(sint + 2) + O(e?), = > 0. 

Оскльки 

Ole) Ole) Ole) 
F(t,e)= | р (є) О(є) S24 0(2)|, є о 0, 

Ole) Ole) Ole) 
то має місце умова 46. | тому за теоремою 3.8 задана система має 

єдиний періодичний розв'язок x = ($, є) для якого 

a(t, є) — zılt,e)|| < ce?, ве |0; 271, 

де zılt,e) = x(t) + ex (б). 
Розглянемо загальний випадок. Нехай мають місце наступні 

умови. 
47. На відрізку [0; 7] в'язка /,(2о(#), 20 (1), 0, 0) — AB(t,0) регуляр- 
на, має г скінченних та $ нескінченних елементарних дільників, 

кратності яких відповідно дорівнюють ру, ..., Pr Та ls ..., дз, При- 

чомурта=п, р=р1 т... Фу = UN +... - 9%. 

48. Вел, (1) є 0, ¢ є [0;T], і = Tyr, та (0) я A;lt), 2 є [0;T], 

i#j,i,j =1,7, де А; (№) - корені рівняння (3.40). 
Як і раніше, формальний розв'язок системи (3.1) шукаємо у 

вигляді (3.88). 
Покажемо, що, як і у випадку простих елементарних дільників, 

побудований формальний розв'язок системи (3.1) має асимптотич- 

ний характер. Для цього у системі (3.1) зробимо заміну 

В, є) = tm4i(t,e) + ylt,e), (3.101)
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m+l 

де тні Б Є) 2“ xs(t), y(t,E) - нова невідома вектор-функція, 

число [ визначається пізніше. Як і раніше, приходимо до системи 
(3.92), в якій 

1 1 

= fr DETENTE й 

s=0 s=0 

1 

Ли (=) = 1. (Sento xs(t Demi) . 

s=0 

За побудовою ||Р(0, 0, 5, є)|| < ce”+!+!, te |0; ТІ. 
Міркуючи аналогічно викладеному вище, замість системи (3.93), 

(3.94) дістаємо 

ель 3 = (E,(t,e) + eDılt,e))zı + є Да (Б, є) га + Fılt,e)[zıl+ 

+F5(t,€)[z2] + wı(z, [2],t, Є); (3.102) 

= = (EZ (t,e)Wy(t,e)+eDalt,e))z2+eDs(t,e)zı + F3(t, =) [21+ 

+F y(t, €)[z2] + wa(z, [z]t, є), (3.103) 

ae 

E,(t, 0) = Ey, Ey(t,0) = Ep, За (+, 0) = Ja, 

W(t, 0) = diag{Wi(8),..., We}, Wilt) = ADE: + di, t= 1,7; 

21 Та ші - вектори, що містять q перших компонент векторів 2 та 

W відповідно, а 22 та шо - вектори, що містять решту компонент 2 

та w. 

Покладемо 

Zq(t, 8,€) = (Фіз, Є (ФІ (Te) — Ey) Vo (t,e)) " 
Ч Ч 7 

256 вує) = (Фу(з, є) (ФУТ є) — Ep) ФУ є) 
р р ?
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де Фо($, є) та Up (Р, є) - фундаментальні матриц! однорідних систем 
відповідно 

а 
ENT = (E,(t,e) + eDılt,e))zı 

Ta d 

ee = (5 (4,6) W, (4e) + eDa(t,€))20. 

49. Нехай det.J,(t,e) £0, t є [0;T], є € (0; єт|, причому: 

а) існує таке С > 1, що 

4 Ми 
|2, єУ < Sexp (=) 

d — © 

lIdiag{Zy(t, зує) (зує) Eng} (8,6) Є ет exp (ee 2) 

i=1,2,B>0, для scxt<s<t+T,te[0;T]; 

6) 

|J7"(s,e)wi(0,0, s,2)|| < ce", t< 8 <t+T, t є [0;T], 

ПУ "(ву є) (мл (ал, [vr], 8, Є) — мл (v2, [v2], 8,2) )I| < 

< (и — vol + [fer] — (оз), 

у Є NU {0}, для вах таких wi(s,e), va(s,e) Є СО: 7], що 
Цої (в, €)|| < set", ||92(8,=)|| < бе, t< s <t4T,te [OT]. 

Покладемо 

де Zp+(t,8,€) та Zp_(t, 8, є) - квадратні матриці відповідного по- 
рядку, власними значеннями яких є власні значення 2,(8, 8, є) З 

додатними та від'ємними дійсними частинами. Не втрачаючи за- 

гальності, вважаємо, що 

[125+ (6,8, Є < dexp (a9) |
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|| Zp—(t,8,€)|| < dexp (de) 
Е 

t<s<t+T,telsT). 
d 1 d 

50. Нехай ar +1) < 1, T <1, де 
В 

IIdiagt ЛЬ =), ана НКЬ Є) <r, ПЕ, Є < e, t Є [057]. 

Покладемо [ = y + 1. Тоді оператор, що визначений за допомо- 

гою 

t+T 

21 (t, є) = ] ай в, €) JZ (s,2)(eDa(s,E)2 + Fy (Ь, =) [+ 

Р, ) [22] + мл (2, [2], з, є)) з; (3.104) 

t+T 

zoll,e) = Е ] Zp lt, 8,€)(€Da(s,e)21 + ВВ ЕЕЙ+ 

+ Pit, є) | га + wa(z, [2], 8, є) з, (3.105) 

відображає множину Pn+1 в себе і є оператором стиску. А тому 

система (3.104), (3.105) на множині Pn+1 має єдиний розв'язок 

[47, с. 609]. 
Теорема 3.9. Нехай B(t,e) € C™+1(M), f(x,lxl,t,e) € 
СТК т) 1 виконуються умови 40, 41, 44, 47 - 50. Тоді існує 
таке єї, Е1 < =0, що для всіх є Є (0;e1] система (3.1) на відрізку 

[0; 7] має єдиний Т-періодичний розв'язок x = ($, =), для якого 
справджується оцінка (3.100). 

Наслідок 3.9. Припустимо, що A(t), B(t) є O™+4!|_7;7), 
f(a, Гаї, 8, є) є СУНЦ) 1 виконуються умови 40, 47 - 50. Тоді 
1СНУЕ таке єї, &1 < €o, що для всіх є Є (0; є|| система (3.39) на 

відрізку [0; 7] має єдиний Т-періодичний розв'язок x = 1($,=), для 
якого справедливою є оцінка (3.100).
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Приклад 3.4. Нехай у системі (3.102) q = 2, 

J(t,e) = Jale) = ( jets = Fp, Di (t,e) = 0,(t,e)EM. 

Тоді 

Walt, є) _ Е [Фа (=) viele 

| 2 Х фо є) wdaa(t,e), 

де 

(6, є) = —VE exp az) (Se): 
Wat, є) = exp (-—) + exp (- =z) | 

А тому, враховуючи, що 

а 
a < _— Прова) < Le (SS 

приходимо до висновку про справедливість умови 49 для відповід- 

них Е(2, є) та ил (2, | |, в, є). Наприклад, елементи матриць #1 (1, є) 
та Fo(t,¢), що містять запізнення мають бути прямо пропорційні 

до параметра є. 
Зазначимо, що у даному випадку оператор, що визначається 

(3.104), (3.105) буде задовольняти умови теореми про існування та 
єдиність нерухомої точки без виконання умови 50. 

3.3.2. Критичний випадок. Надалі припускаємо виконання таких 

умов. 
51. Рівняння f(x,x,t,0) = 0 відносно x має Т-перюдичний 

розв'язок à = 20( а), де à = (ал,. 06) — К-вимірний вектор, 

компонентами якого є довільні параметри, причому: 

=). t<s<t+T,te[0;7],
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а) зо( а) € C™?(D(t,a)), Ба) = [-T;T] x D(a), D(a) - 
область зміни параметрів ол, ..., дк 

6) ранг матриці 2:0 (&, а) дорівнює k для всіх (+, ог) Є 

52. М) = 0, 2 є |О ТІ, і = 1,4 Вем(®) # 0, t є [GT], 
$ = k+l,n-1, причому Хі) A Àj(é), 2 € |О; ТІЇ, і 
i,g=k+ 1,n—1, де A(t), і = 1, п - 1, - корені рівняння (3.40). 
53. Матриця /,(10(#, a), жо (Б, а), Б 0) + Ле (то (Е, а), tot, а), 2, 0), 
фе [0; ТІ, має прості елементарні дільники, що відповідають ну- 

льовому власному значенню. 
Вважаємо, що має місце умова 42. Тоді розв'язок системи (3.1), 

як і некритичному випадку, шукаємо у вигляді (3.88). 

Оскільки рівняння, з яких визначатимемо 2.,(!), ідентичні від- 

повідним рівнянням п. 3.2.2, то для побудови періодичних вектор- 

функцій 21 (5), v(t) припускаємо виконання таких умов. 

54. Система (3.56) mae Т-періодичний розв'язок a = a(t), t € 
[—T; T]. 

55. Система (3.66) має Т-періодичний розв'язок В = A(t), Ее 
[—T; T]. 

Ha і-му кроці 2;(¢) залежить від довільної К-вимірної вектор- 

функції (8), яку знаходимо з умови сумісності відповідної алгеб- 

раїчної системи відносно 2.1 (1) 

ау; 
‘Vi 
— = G; it). .1 di Grist) (3.106) 

+
 

> 

56. Нехай система (3.106) мае Т-періодичний розв'язок 7у; = 7: (8), 
te | -Т- ТІ, i = 2, т. Зазначимо, що компоненти 4; (5, t), à = 2, т, 

лінійні функції відносно y. 

З'ясуємо асимптотичні властивості побудованого формального 

розв'язку системи (3.1). Зробивши у системі (3.1) заміну 

(Е) = ть (Б Є) + У(Ь, є), (3.107) 

m+l 

де Um+i(t,€) = У; ex, (5), приходимо до системи (3.92), в якій 
20 

Ge) = fe (rot) + еж (5), dot) += (5), Б є),
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Ла (+, =) = Fie] (xo(t) + ext), x(t) + exi(t),t, =) . 

Як i раніше, будуємо систему, що аналогічна (3.93), (3.94), 

а 
eb(t, js = elt,e)zı + eDı(t,e)zı + eDalt, =) 22 + eDa(t, e)z3+ 

+Fi (t,€)[21] + Fo(t, =)[22] + Fa(t, є) | | + мл (а [2], =); (3.108) 

dz 
= = (By (t,e)Welt,e)+eDs(t,e))22+eDult,e)zı +eDe(t,e)23+ 

НЕ, є за + В5(Ь =) |за + Fo(t, =) |за + wale, |z],t,e); (3.109) 

dz 
є = Wh-p-1(6)23 + eDrlt,e)zı + Єв (б, є) 22 

HB, 1 Є) Йон є) — Wn-r-ı(t) + €Da(t, є) ) 23+ 

+F7(t,e)[21] + Fs(t, є) | за | + Fo(t, є) | | + ша (а 25 є), (3.110) 

де 

e(t, 0) =1, Ex(t,0) = Ex, En—r—1(t, 0) = En-k-15 

b(t,0) = 0, W(t, 0) = 0, 

W—k—1(t,0) = Ик (5) = diag{An41 (8), 10} 

21 Ta ил — перші компоненти векторів 2 та W, 22 та шо - К-вимірні 

вектори, що містять А компонент 2 та W, починаючи з другої, 23 
та Wa - (п — К — 1)-вимірні вектори, що містять решту компонент 

2 та м. 
Припустимо, що має місце умова 45. Тоді із системи (3.108) - 

(3.110) дістаємо 

t+T 

(W1(s,e) (ТКТ, =) - 1)ФІЬє)) x 
1 

Le) = = 
alt) Е b(s,€) 

р 

x (є Їх (з, e)zıteDals, €)2zg+€D3(8,¢)23+Fi(s, €) [21] Во (з, є 

+F3(s,€)[23] + ил (2, [2], з, є)) 48; (3.111)
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t+T 

z9(t,e) =: ] (Фев є) (VENT, є) — Ex) Vz (t,e))” x 

x(eDa(s, e)2ı + =Г6(8, =) 23 + (я, =) [21] + Fs(s,e)[z2]+ 

+Fs(s,e)|za] + wa(z, [2], s,&))ds; (3.112) 

23 (t, =) = 

t+T 

= : ] (Фики (ву є) (Wot, ТУ є) — Enr-ı) Vi a(t, =)" х 

х(=07(8,=)21 + eDg(s,e)z9 + (ЕТ, is, E)Wa-k-1(8,€)— 

-Wn-x-1[5) + є До(з, €))23 + Fr(s,e)[zı] + Fs(s,e)[z2]+ 

+Fo(s,e)|z3] + wa(z, [2], s,e))ds, (3.113) 

де функція Wı(t,e) визначена раніше, Фу» ($,=) та W,_x-ılt,e) — 
фундаментальні матриці відповідно систем 

d ет = (БЕТА) €Ds(tse))22, Walde) = Fr. 

dz: 
Є = n—k-1(t)zZ3, Фа-в-1(0, є) = Воно 

Надалі маємо такі припущення. 

57. || (Ve(s,e) (VENT, є) - Fk) ФО є)) || <dE<s<tHT, 
фе |0: ТІ. 
58. 

1 1 1 3 
— < 1, @а | 5Т+—] <1, 

cows ooo po oi 73 
де сталі À+, 2- визначаються для матриці Ф,,-;-1(Ь €); 

ID(E)T< e, Fe) < с,
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причому 

t eel є e (exp (225) +=) = 78, re т. 
Тод! оператор, що визначений за допомогою (3.111) - (3.113), 

відображає множину P,,+1 в себе і є оператором стиску. А Tomy 

система (3.111) - (3.113) на множині Ри-1 має єдиний розв'язок 
(47, с. 609]. Таким чином справедлива така теорема. 

Теорема 3.10. Нехай B(t,e) € CM), f(x,lxlt,e) € 
Ст) i виконуються умови 40, 42, 45, 51 - 58. Тоді існує та- 

ке єї, єї < =0, що для всіх є Є (0;e1] система (3.1) на відрізку 

[0; Т| має єдиний Т-періодичний розв'язок x = ($, =), для якого 
справджується оцінка (3.100). 

Надалі припускаємо виконання таких умов. 

59. Система 

= la.) 
де 

ао.) = (КОВО TK (t)x 
x (FOL dat), 6(t)a(t), t,0)—B(HO'(Ha(t)) , 

K(t) - прямокутна (k x п)-матриця, рядками якої є власні векто- 
ри матриці A*(t), що відповідають нульовому власному значенню; 

O(£) - прямокутна (п x К)-матриця, стовпцями якої є власні векто- 
ри матриці A(t), які відповідають нульовому власному значенню, 

має Т-перюдичний розв'язок a = a(t), te [-Т;Т]. 
60. Система 

dy; 

dt 

що утворена аналогічно (3.66), (3.106) для системи (3.39), mae T- 
періодичний розв'язок y; = lt), Ё Є |-T;T], i=1,m. 

Наслідок 3.10. Нехай A(t), B(t)eC™*?[-T; ТІ, f(x, [x], 5, є) Є 
є СТУД(И |) і виконуються умови 40, 42, 45, 52, 57 - 60. Тоді існує 
таке єї, 1 < =0, що для вах є Є (0; єт| система (3.39) на відрізку 

[0; Т| має єдиний Т-періодичний розв'язок x = ($, =), для якого 
справедливою є оцінка (3.100). 

= чу, t), t= 1,m, 
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Розглянемо загальний випадок. Отже, нехай мають місце 

наступні умови: 

61. На відрізку [0; 7] в'язка /,(2о(#), To(t), 0, 0) — AB(t,0) регуляр- 
на, має К простих скінченних елементарних дільників, 7 скінченних 

та з нескінченних елементарних дільників, кратності яких відпо- 

відно дорівнюють рі, ..., Pr та G1, ..., Gs, причому Е род ат, 

РЕМ... Pr G@= Nt + ds. __ 
62. Ajft) = 0, 2 є [0;7], à = 1,k; Вел 4 0, 8 є |0; 71, 
$ = k+l,k+r, причому À(f) = АК, ЕЕ [0,7], à 2 5, à,j = 
k+l,k+r, де А/В, і = 1,k г - корені рівняння (3.40). 

Тоді при виконанні відповідних умов формальний розв'язок сис- 

теми (3.1) має вигляд (3.88). 
Доведемо асимптотичну оцінку (3.100). Для цього у системі 

(3.1) зробимо заміну (3.101). Маємо 

dz 
(ee) = (ЕД, є) + eDıilt,e))zı + eDalt,e)za + eDalt,e)23+ 

- Ат (Е, =)[21] + Falt,e)[z2] + ВЗ (В, є) | 2з| + wil, [z],t,e); (3.114) 

dza 
є = 

dt 

Ек, e)lzı] + Fs (t, =) [22] + Fe(t, =) [23] + шо(2, [2], 1, =); (3.115) 

= (ЕТО, e)W,(t, є) +eDs(t, є) ) 22 +eDalt, =) +e Delt, є) 23 

dz: _ 
є = (E, 1 (6, И, є) +eDo(t, €))23 +e D7(t, є) +e Рв (Б, =) 22 

+Frlt,e)[zı] + Fs(t, =)[22| + Fo(t, =) [23] + wa(z, [z],t,¢), (3.116) 

де 

E,(t,0) = Ey, Er(t,0) = Er, Ep(t,0) = Ey, (4,0) = Jo, 

W,(t,0) = 0, W,(t,0) = diag{Wi(t), ..., W,(4)}, 

W,(t) = ль (ВЕ; + Jj, і Тут 

га, ил — вектори, що містять 4 перших компонент векторів 2 та и; 

22, шо - вектори, що містять К компонент 2 та W, починаючи 3 

(4 +1); 23, w3 - вектори, що містять решту компонент 2 та ш.
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Покладемо 

Z(t, вує) = (Wels,e) (WEl(T,e) — Bx) Фу ЦЬе)) 7, 

Zq(t, 8,2) = (Wuls,e) (UT UT 6) — Ey) Ute)", 

2 вує) = (Up(s,e) (ФТ, 2) — Ep) Wel (t,e)) 7, 

де матриці Фу (5, є), Фа (5, є) визначено раніше, а Ф,(+,=) - фунда- 

ментальна матриця системи 

а 
Е = (ET, e)W,(t, є) +eDo(t,e))2, W,(0,e) = Ep. 

63. Нехай 

d(r +1) 1 d <1, wT +sed (T+ 2) <1, <1, 
ag 8 

де [Idiag{ ЛУНЬ є), Ба МС є ту ПРО, Є) < ©, причому 
і — Rei <e (ex (ME) +=) TG te ет) 

Тоді, вважаючи, що / = y+ 1 I припускаючи виконання умови 

63, показуємо, що оператор, який визначений за допомогою спів- 

відношень 

t+T 
1 

(=) = = ] Z,(t, 8, e) (з, (є Роз, =) 22 + €D3(s,e)z3+ 

і 

-- Ру (з, €)[21] + Fo(s, €)[z2] + F3(s, e)[23]+ wı (2, [2], 8, є) з; (3.117) 

HT 

zo(t,e) = = ] Zz (8, 8, €)(€D4(s,€)21 + =106(3, є) 23 + Р4(8,5)[21|-+ 

+F5(s,€)[22] + Fe(s, =)[23] + wa(2, [2], 8, є)) 8; (3.118)



178 

t+T 

1 
23(t, є) = Е ] Я, 5, є Дт (з, є)г + eDs(s, €)22 + Ев, є) а 

$ 

+Fs(s,e)|z2] + Р9(3, =)[22] + шз( 2, [2], s, є) з, (3.119) 

відображає множину Р, 1 в себе і є оператором стиску. А Tomy 

система (3.117) - (3.119) на множині Ри-1 має єдиний розв'язок 
(47, с. 609]. Таким чином, справедлива така теорема. 

Теорема 3.11. Нехай B(t,e) є СТРУ (ОМ), f(x, Е) є 
С") 1 виконуються умови 40, 49, 51, 53 - 57, 61 - 63. То- 
ді їснує таке є, єї < =0, що для всіх є Є (0; єт| система (3.1) на 

відрізку [0; 7] має єдиний Т-періодичний розв'язок x = 1($,=), для 
якого справджується оцінка (3.100). 

Наслідок 3.11. Припустимо, wo A(t), B(t) є C™41|_7; 7), 
f(x, Га, Б є) є СТИ) i виконуються умови 40, 49, 57, 59 - 63. 
Тоді існує таке єї, Е1 < =0, що для всіх є Є (0; єт| система (3.39) 

на відрізку [0; 7] має єдиний 7-періодичний розв'язок x = ($, є), 
для якого справедливою є оцінка (3.100).
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