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Mathematical Model of Polio Infection Spread
Despite the prevalence of big data and machine learning, there is still a need for classical mathematical modeling to understand complex phenomena based on limited historical data. This study focuses on modeling the spread of polio between 1950 and 1960, a period preceding widespread vaccination. The proposed model demonstrated a significantly improved fit to the data compared to the standard SIS model, especially in capturing the oscillatory patterns observed in the historical data. The study suggests further exploration of the parameters for the model to better understand the infectious agent.

Вступ

Не зважаючи на все більший розвиток методів машинного навчання для аналізу великих обсягів даних, інколи досліднику необхідно скласти цілісну картину досліджуваних процесів, ґрунтуючись на частковій, обмеженій інформації, використовуючи при цьому класичні підходи математичного моделювання. Одним з таких прикладів є моделювання поширеності інфекційних захворювань, коли наявні статистичні дані є обмеженими, а в поодиноких випадках – неточними. Сьогодні відомим в літературі є клас моделей, які використовуються для моделювання поширення інфекційних захворювань [1]. Однак зіштовхнувшись зі складною, нелінійною динамікою таких природніх процесів, такі моделі можуть давати незадовільні результати [2], що є мотивацією для їх подальшого покращення. Крім того залишається актуальним і цікавим як з медичної так і математичної точки зору аналіз історичних даних захворювань, які сьогодні практично зникли. Яскравим представником таких захворювань є поліомієліт, який практично викорінено сьогодні в світі, проте залишається зацікавленість у формалізації процесів, які були основою його поширеності в минулому. 

Постановка задачі
Метою дослідження є розробка математичної моделі поширення інфекції на основі декількох наборів історичних даних. Кінцевим результатом є обґрунтована функціональна та реалізована програмно математична модель. Вихідне рішення має бути достатньо гнучким, щоб майбутні дослідники могли використати запропоновану модель для своїх задач. При недостатній статистичні значущості деякі результати можуть бути підкріплені спостереженнями із попередніх епідеміологічних досліджень [3].

Вхідні дані
Основою дослідження були матеріали робіт, представлених на IV науковій сесії Інституту поліомієліту і вірусних енцефалітів та Міжнародному симпозіумі по живій вакцині проти поліомієліту, 17–20 травня 1960 р. [4]. Видалення викидів для часових рядів може призвести до втрати цінної інформації, тому моделювання проводилось на незмінених даних без видалення викидів, проте додатково випробувано згладження за методом центрованого рухомого середнього [5]. 

Вдосконалена математична модель поширення поліомієліту
В роботі розглянуто декілька компартментних моделей, що поділяють популяцію на компартменти (групи). Базовою моделлю обрано SIS модель, яка описує динаміку переходу осіб з групи сприйнятливих до групи інфікованих осіб та з групи інфікованих назад до сприйнятливих осіб. Вона є простішою за модель SIR, оскільки частина популяції з групи інфікованих повертається до групи сприятливих, а не переходить до групи видужалих. Таке спрощення допустиме, оскільки кількість осіб, які повертаються до групи сприятливих є достатньо малою порівняно із розміром самої групи сприятливих щоб ними можна було знехтувати при моделюванні без втрати якості моделі [6]. Математична модель представлена у вигляді диференціальних рівнянь для кожної групи осіб (1, 2).
Було запропоновано вдосконалення базових компартментних моделей, що полягало в інтеграції хвильової функції через додавання параметру періоду часу коливання T:
	
	

 В представленій моделі  – швидкість передачі збудника, яка формально визначається як ймовірність передачі збудника інфекції між сприйнятливою та інфікованою особою в певний момент часу,  – швидкість видужання з якою інфіковані особи повертаються до стану сприйнятливості [7].  

Особливості пошуку оптимальних значень параметрів
Для пошуку оптимальних значень параметрів моделі випробувано різні алгоритми, серед яких алгоритми Levenberg–Marquardt, Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shanno, Nelder-Mead та Particle Swarm Optimization. Експериментально встановлено, що поширені алгоритми пошуку оптимальних параметрів є неефективними для цієї задачі. Моделі з хвильовою компонентою можуть мати локальні мінімуми, що є недосяжними для багатьох оптимізованих алгоритмів [8]. Найкращим виявився алгоритм Particle Swarm Optimization (PSO), що при деяких налаштуваннях стабільно показував найкращі результати, ставши основним методом оптимізації в дослідженні. 

Результати
Не маючи змоги вловити коливальний характер кількості випадків захворювання в досліджуваних даних, стандартна SIS модель (рівняння 1, 2) показала дуже низьку точність на досліджуваних даних, досягши від’ємних значень на підсумковому коефіцієнті. Таке можливо, коли модель апроксимує досліджувані дані гірше, ніж горизонтальна лінія [9]. 
При тестуванні покращеної моделі, загальна точність системи встановилась на рівні 0.62. Моделювання зі згладженням значень за принципом рухомого середнього призвело до покращення результатів до 0.68, що може говорити про зашумленість даних. Один із результатів моделювання без згладження зображено на рисунку 1.
З огляду на дослідження, що вказують на періодичність спалахів поліомієлітної інфекції [10], були встановлені обмеження на параметр Т. Якщо не вводити обмеження на параметри, виникає ризик отримати неадекватно малі чи великі значення. Остаточні результати моделювання зображені в таблиці 1.
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Рис. 1. Результат моделювання захворюваності на поліомієліт на 100 тис. населення для на прикладі УРСР
Таблиця 1
Результати моделювання за кожним набором даних
	Назва набору даних
	Кількість спостережень
	
	
	
	

	Округ Дейд, Флорида, США
	42
	0.26
	0.4481
	0.3909
	0.8826

	Естонська РСР
	36
	0.51
	0.9982
	0.7570
	0.8598

	Литовська РСР
	37
	0.31
	1.087
	0.8137
	0.8842

	Узбецька РСР
	105
	0.78
	0.2331
	0.1987
	0.7820

	Ташкент, Узбекистан, 1959 рік
	20
	0.97
	0.741946
	0.85046
	0.63203

	РРФСР
	24
	0.98
	0.4747
	0.3999
	0.7654

	УРСР
	24
	0.94
	0.5622
	0.4799
	0.7772



Висновки

1) Було проведено аналіз історичних даних поширеності поліомієліту. Встановлено, що поширення захворювання має чітко виражену періодичність, що не враховується в поширених компартментних епідеміологічних моделях.
2) Запропоновано нову математичну модель, яка враховує періодичні коливання кількості хворих. Встановлено, що покращена модель більш точно формалізує досліджуваний епідемічний процес.
3) Розроблена математична модель є гнучкою та може бути застосована для аналізу інших інфекційних захворювань з подібною поведінкою. Параметри моделі мають чітку епідеміологічну інтерпретацію, що дозволяє глибше розуміти механізми поширення інфекції.
4) Модель має перспективи використання у різних сферах досліджень для опису процесів що містять хвильовий компонент та загальну динаміку міжгрупового обміну.
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