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Вступ 

Ракети — складні поліагрегатні механічні 
системи, які здійснюють польоти у неоднорідно-
му повітряному середовищі. Дослідження міц-
ності, коливальних процесів, керованості і стій-
кості цих систем потребує застосування різ-        
них розділів сучасної механіки, термодинаміки 
і програмних обчислювальних комплексів. Зро-
зуміло, що серед цих проблем існують такі, що 
можуть бути розв’язані на основі використання 
більш простих модельних уявлень про ракету 
як деяку механічну систему. Тут все залежить 
від постановки і змісту досліджуваної проблеми.  

Так, наприклад, коли розглядаються задачі 
навігаційного типу, то ракету моделюють абсо-
лютно твердим тілом заданої форми і змінної 
маси, що здійснює рух під дією реактивної тя-
ги, аеродинамічних сил, сил керування і де-
яких сил інерційної природи.  

Коли ж ставиться задача дослідити міц-
ність ракети під дією статичних і динамічних 
навантажень, то виділяють найнебезпечніший 
вузол, конструктивний елемент; його в уяві 
окреслюють (“вирізають”) і розраховують вже 
на основі методів механіки твердого деформів-
ного тіла. 

Часто виникає і така проблема: в неодно-
рідних шарах атмосфери, при наявності певних 
режимів руху повітряних потоків завжди мають 
місце згинальні переміщення ракети. Вони мо-
жуть “переростати” в згинальні коливання різ-
них типів під дією відповідних зовнішніх сил. 
Ці коливальні режими є небажаними, оскільки 
вони змінюють конфігурацію ракети, а це в ос-
таточному підсумку змінює кути атаки по дов-
жині ракети, величину аеродинамічних сил, 
впливає на поздовжню і поперечну стійкість 
тощо. При розв’язуванні цих задач ракету мо-
делюють деформованою балкою з певними зве-
деними характеристиками [1, 2].  

У даній статті такій важливій проблемі та-
кож приділяється значна увага на основі вико-

ристання нових модельних підходів, що дають 
можливість отримувати не тільки лінійні, а й 
різні варіанти нелінійних рівнянь руху ракети-
балки. На основі встановлених співвідношень 
можна формулювати різні варіанти рівнянь для 
дослідження стійкості, керованості розглядува-
ної системи тощо. 

Може виникнути спротив щодо заміни 
складної механічної системи більш простою — 
пружно-деформованою балкою. 

Обґрунтування згаданого підходу можна 
навести різні, серед яких назвемо такі. В першу 
чергу все залежить від того, яка ставиться мета 
досліджень. Якщо нам потрібно в остаточному 
підсумку отримати характеристики інтегральної 
природи (максимальні прогини, перші частоти 
згинальних коливань, параметри стійкості то-
що), то такий вибір моделювання цілком ви-
правданий, і якраз цим питанням тут приділя-
ється основна увага. 

Заміна досить складної механічної системи 
більш простішою широко використовується в 
механіці. Цікавим прикладом є дослідження 
О.М. Крилова [3], в яких задача про вібрацію 
судна зводиться до задачі про коливальні про-
цеси в балках з вільними кінцями і на пружній 
основі.  

Задачу про згинальні коливання в колін-
них валах (складних механічних просторових 
системах) було в свій час замінено задачею про 
коливальні процеси в циліндричних стержнях 
[4]. С.П. Тимошенко вказав метод [5], на осно-
ві якого задачу про стійкість стиснутих фер-
менних відкритих поясів жорсткості можна зво-
дити до задачі про стійкість балки під дією пе-
вного поздовжнього навантаження. Є й інші 
приклади. 

Проблемі дослідження задач динаміки ра-
кет на основі балкових моделей присвячено 
ряд наукових досліджень [1, 2]. Як тут, так і в 
інших публікаціях пропонується, на наш по-
гляд, спрощений підхід при моделюванні ракет 
відповідними балками з певними зведеними 
механічними характеристиками. 

Постановка задачі  

У даній статті пропонується новий підхід 
при моделюванні видовжених ракет пружними 
балками із зведеними механічними характерис-
тиками, який сприятиме побудові нових мате-
матичних моделей деформування ракет.    
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Формулювання основних припущень 

Для того щоб значно наблизити за рядом 
показників балкову модель ракети до реальної 
системи, потрібно сформулювати деякі припу-
щення. 

1. Вважаємо, що розглядається ракета як 
достатньо видовжена механічна система з пев-
ним розподілом по поверхні системи стабіліза-
торів, рулів типу пластин певної форми. Моде-
люємо цю ракету балкою з таким самим зов-
нішнім профілем і розмірами, але при відсут-
ності стабілізаторів і рулів. Їх дію замінюємо 
певними силами і масами, що локально зосеред-
жуються на поверхні по певних лініях і малих 
областях. Це завжди можна зробити, викорис-
товуючи апарат узагальнених сингулярних   
функцій [6]. 

2. Припускаємо, що внутрішнє начиння 
ракети розміщено (скомпоновано) так, що ма-
тиме місце матеріальна і геометрична симетрія 
відносно двох взаємно перпендикулярних пло-
щин, лінія перетину яких проходить по геомет-
ричній осі балки. 

3. Балка береться змінного поперечного 
перерізу ( )S x ; графік функцій ( )S x  завжди 

можна встановити, використовуючи креслення 
самої ракети або її моделі; величина x  — коор-
дината по осі балки. 

4. Задаємо наперед закон розподілу мас в 
елементах товщини dx , які вважаються в раке-
ті нормальними до осі перерізами x , x dx+ . 
Закон їх розподілу завжди можна також вста-
новити, проводячи відповідні обчислення і ви-
користовуючи технічне креслення. Масу в еле-
менті dx  позначаємо бm  і розраховуємо на 

одиницю довжини осі ракети. 
5. Припускаємо, що величини типу бm  в 

недеформованому і деформованих станах раке-
ти є функціями незалежних змінних ,x t , тобто 

б б( , )m m x t= . 

Отже, на основі наведених вище припу-
щень ракета моделюється балкою з розподіле-
ною неперервно по довжині змінною в часі ма-
сою б( , )m x t , змінним поперечним перерізом 

( )S x  і жорсткостями на розтяг, згин і кручен-

ня, при цьому один із кінців балки вільний, а 
до другого прикладена сила тяги T . 

Під дією тяги, аеродинамічних сил, сил 
керування та інших зусиль балка здійснює рух 

у просторі, заповненому повітрям із певними 
фізичними властивостями. 

Нарешті, в першому наближенні слід при-
пускати, що розглядувані вище елементи тов-
щини  як в недеформованому (конфігурація 

0C ), так і в деформованому стані (конфігура-

ція tC ) перпендикулярні до осі балки. 

Вибір систем координат і деякі необхідні кі-
нематичні залежності 

За інерціальну систему координат (СК) 
вибираємо стартову СК ст ст ст стO x y z , вісь 

ст стO y  направляємо вгору по осі ракети, вісь 

ст стO x  розміщуємо у площині стрільби, ст стO z  

направляємо в той бік, де інерціальна СК була 
б правою, а орти цієї СК позначаємо 

ст ст ст, ,i j k . 

Вважаємо, що до певного моменту часу 
польоту 0t t=  в ракеті нема пружних перемі-

щень (конфігурація 0C , рис. 1). 

У даному стані вводимо означення зв’язаної 
і локальної систем координат. Початок зв’язаної 
СК вибираємо в центрі мас ракети (конфігу-

рація C , рис. 1); вісь 3Cx  — направляємо по 

осі ракети; 3Cy  — у площині симетрії — по на-

прямку лінії дії підйомної сили; 3Cz — направ-

ляємо в той бік, де СК 3 3 3Cx y z  була б пра-

вою. Орти зв’язаної СК позначаємо 3 3 3, ,i j k  

(див. рис. 1). 

У момент старту видно, що 
T

3
cCy Cx= , 

T

3
cCx Cy= , 

T

3
cCz Cz= . 

У конфігурації 0C  в точці M  — геометрич-

ному центрі елемента dx  — вводимо локальну 

СК з ортами , ,i j k  (див. рис. 1); 3 3, ,= =i i j j  
3 =k k  в 0C . 

Нехай, починаючи з моменту часу 0t t≥ , у 

балці (ракеті) виникають пружні переміщення 
(статичний згин, згинальні коливання тощо); 
система переходить у стан tC  (див. рис. 1). 

Всім величинам, які належать до tC , при-

писуємо зірочку “ * ”. 
Вважаємо, що в tC  у балці виникають ма-

лі деформації і квадрати кутів повороту елемен-
тів типу dx  (порівняно з одиницею). 
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На рис. 1 введено такі позначення: 
( )C C t=r r  — закон руху центра мас ракети як 

абсолютно твердого тіла; ( , )М М x t=u u  — век-

тор переміщення довільної точки M  осі балки; 

0С М x==u u  — вектор переміщення точки C  в 

результаті накладання переміщень a a( )t=u u  

балки як абсолютно твердого тіла і переміщень 
( , )x t=u u  в результаті деформування. Таким 

чином, маємо закон руху довільної точки M  в 
результаті накладання вказаних переміщень: 

 а( , ) ( ) ( , ),М x t t x t= +u u u   (1) 

 ( , ) ( )М М С Мx t t∗ ∗= = + + =r r r uρ    

 а( ) ( ) ( , )С t x t x t= + + +r i u u   (2) 

аналогічно отримаємо закон руху точки C : 

0( , )С М xx t∗ ∗
==r r . 

Припускатимемо, що сис-

теми відліку з ортами ( 3 3, ,i j  
3k ), ( , ,i j k ) можуть в уяві пе-

реноситись у момент часу 

0t t>  в точки C ∗  і M ∗  пара-

лельно самі собі, без зміни 
орієнтації. Тоді при 0t t>  век-

тор переміщення точки M  
будемо записувати так:  

   ( , ) ( , )u x t w x t= + +u i j     

              ( , ) ,v x t+ k          (3) 

де ( , )u x t  — поздовжнє пере-

міщення осі балки; ( , )w x t , 

( , )v x t  — прогини її у двох 

взаємно перпендикулярних 
площинах симетрії, які про-
ходять через пари ортів ( ,i j ), 

( ,i k ) (див. рис. 1). 

Елемент dx  у процесі ру-
ху здійснює не тільки посту-
пальні, а й кутові переміщен-
ня. Кутову швидкість оберталь-
ного руху позначаємо Ω : 

              д= +Ω ω ω ,        (4) 

де ω  — кутова швидкість обертання елемента 
dx  як абсолютно твердого тіла; дω  — кутова 

швидкість повороту елемента внаслідок дефор-
мування (згину та кручення) балки. 

Для подальших досліджень необхідно 
встановити в явному вигляді формули для об-
числення векторів швидкості Mv , прискорен-

ня M

t

∂
∂
v

 і дω  через компоненти вектора u  та 

його похідних по координаті x  і часу t . 
Насамперед, використовуємо формули (1), 

(2) і (4). Тоді матимемо 

 M С t
∂

= + × + =
∂
u

v v Ω ρ   

 д( ) ,С t
∂

= + + × +
∂
u

v ω ω ρ   (5) 

 
2

2
( )M Md

t dt t

∂ ∂
= + × + × × + =

∂ ∂

v v u
Ω ρ Ω Ω ρ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1. Досліджувана механічна система 
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д д( ) ( )Сd

dt
= + + × + + ×

v
ω ω ρ ω ω  

 
2

д 2
[( ) ] .

t

∂
× + × +

∂

u
ω ω ρ   (6) 

Встановимо формули для обчислення 
компонент вектора дω . В уяві перенесемо в 

розглядуваний момент часу t  базис ( , ,i j k ) па-

ралельно самому собі в точку M ∗ . Тоді базис 

( , ,∗ ∗ ∗i j k ) займе певну орієнтацію щодо базису 

( , ,i j k ). Цю орієнтацію можна трактувати як 

результат повороту навколо точки M ∗  базису 
( , ,i j k ) з кутовою швидкістю дω . 

Покладаємо 

 д 1д 2д 3д= ω + ω + ωi j kω .  (7) 

Мають місце відомі формули Пуассона 

 
д д

д

, ,

.

t t

t

∗ ∗
∗ ∗

∗
∗

∂ ∂
= × = ×

∂ ∂

∂
= ×

∂

i j
i j

k
k

ω ω

ω

  (8) 

З іншого боку, вектор дω  можна розкла-

дати по компонентах у базисі ( , ,∗ ∗ ∗i j k ), який 

для малих деформацій і квадратів кутів поворо-
ту вважається ортонормованим. Маємо 

 д 1д 2д 3д
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= ω + ω + ωi j kω .  (9) 

Підставимо (9) у формули (8). Тоді маємо 

 

3д 2д

1д 3д

2д 1д

,

,

.

t

t

t

∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗
∗ ∗ ∗ ∗

∂
= ω − ω

∂

∂
= ω − ω

∂

∂
= ω − ω

∂

i
j k

j
k i

k
i j

  (10) 

З цих формул легко встановити такі спів-
відношення: 

 

1д

2д

3д

2 ,

2 ,

2 .

t t

t t

t t

∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗ ∗

∂ ∂
ω = ⋅ − ⋅

∂ ∂

∂ ∂
ω = ⋅ − ⋅

∂ ∂

∂ ∂
ω = ⋅ − ⋅

∂ ∂

j k
k j

k i
i k

i j
j i

  (11) 

На основі цих формул можна обчислити вели-

чини дsω  ( 1,3s = ), якщо скласти таблицю на-

прямних косинусів між базисами ( , ,i j k ) і 

( , ,∗ ∗ ∗i j k ). 

Насамперед, використовуючи формули (2) 
і (3), одержуємо 

 1Md u w v
dx x x x

∗
∗ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞≅ = + + + =⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

r
i i j k    

 11 12 13(1 ) ,= + α + α + αi j k   (12) 

де 11
u
x
∂

α =
∂

;  12
w
x

∂
α =

∂
;  13

v
x
∂

α =
∂

. 

Згідно із вказаними припущеннями маємо 

| | 1∗ ≅i . 

Покладаємо  

 
21 22 23

31 32 33

(1 ) ,

(1 ) ,

∗

∗

= α + + α + α

= α + α + + α

j i j k

k i j k
  (13) 

де ( , )rs rs x tα = α  — функції, які потрібно визна-

чити. 
Вказані функції знаходимо з таких набли-

жених співвідношень: 

 0,∗ ∗⋅ ≅i j   0,∗ ∗⋅ ≅i k   0,∗ ∗⋅ ≅j k  
(14)

 

 1,∗ ∗⋅ ≅j j  1∗ ∗⋅ ≅k k .    

Звідси отримуємо такі системи нелінійних ал-
гебричних рівнянь: 

 

11 21 22 12 13 23

11 31 12 32 33 13

31 21 22 32 23 33

2 2 2
21 22 23

2 2 2
31 32 33

(1 ) (1 ) 0,

(1 ) (1 ) 0,

(1 ) (1 ) 0,

(1 ) 1,

(1 ) 1.

+ α α + + α α + α α ≅

+ α α + α α + + α α ≅

α α + + α α + α + α ≅

α + + α + α ≅

α + α + + α ≅

  (15) 

Знаходимо лише частинні розв’язки цих рів-
нянь, покладаючи в основу фізичні міркування 
і прийняту вище ступінь точності обчислень. 

З перших трьох рівнянь легко бачити, що 

21 12 ;
w
x

∂
α = −α = −

∂
 31 13 ;

v
x
∂

α = −α = −
∂

 32 23α = −α . 

Значить, можна попередньо скласти таку 
таблицю напрямних косинусів: 
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 i  j  k  
∗i  1

u
x
∂

+
∂

 w
x

∂
∂

 v
x
∂
∂

 

∗j  w
x

∂
−
∂

 221 + α  23α  .

  ∗k  
v
x
∂

−
∂

 23−α  331 + α  

З двох останніх рівнянь системи (15) має-
мо 

2 2
22 21 231 1+ α = − α − α , 

2 2
33 31 321 1+ α = − α − α , 

звідки випливає, що 22 0α ≅ , 33 0α ≅ . 

Для встановлення геометричного змісту 
кута 23α  повернемося до рис. 2, який орієнто-

вно зображує взаємне розміщення ортів у точці 

M ∗ . 

Рис. 2. Взаємна орієнтація ортів 

Тоді під величиною ψ�  будемо розуміти 

кут між проекцією вектора ∗j  на площину, що 

проходить через орти ,k j , і вектором j . З рис. 2 

видно, що 23 cos( , ) cos sin
2

∗ π⎛ ⎞α = ≅ − ψ = ψ ≅⎜ ⎟
⎝ ⎠

j k � �  

≅ ψ� . 

Значить, 23α  описує поворот (кручення) 

елемента балки dx  навколо власної осі. 

Остаточно встановлюємо шукану таблицю 
напрямних косинусів між ортами ( , ,i j k ) і 

( , ,∗ ∗ ∗i j k ): 

 i  j  k  
∗i  1

u
x
∂

+
∂

 w
x

∂
∂

 v
x
∂
∂

 

∗j  w
x

∂
−
∂

 1  ψ�  .

∗k  
v
x
∂

−
∂

 −ψ�  1  

Оскільки 

1д 2д 3д

1д 2д 3д ,∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

ω + ω + ω =

= ω + ω + ω

i j k

i j k
 

то звідси випливає, що 

 

1д 1д 2д 3д

1д 2д 3д

2д 1д 2д 3д

3д 1д 2д 3д

1

,

,

.

u w v
x x x

w v
x x

w
x

v
x

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∂ ∂ ∂⎛ ⎞ω = ω + − ω − ω ≅⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

∂ ∂
≅ ω − ω − ω

∂ ∂

∂
ω ≅ ω + ω − ω ψ

∂

∂
ω ≅ ω + ω ψ + ω

∂

�

�

  (11) 

Використовуючи остаточну таблицю на-
прямних косинусів і формули (11), обчислює-

мо компоненти 1д 2д 3д, ,∗ ∗ ∗ω ω ω . 

Отримуємо 

 
2 2

1д 2д 3, , д
v w

t x t x t
∗ ∗ ∗∂ψ ∂ ∂

ω ≅ ω ≅ − ω ≅ −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

�
.  (17) 

Легко встановити, що 

 1д t
∂ψ

ω ≅
∂

�
, 

2

2д
v

x t
∂

ω ≅ −
∂ ∂

, 
2

3д
w

x t
∂

ω = −
∂ ∂

. (18) 

Тоді 

 
2 2

д
v w

t x t x t
∂ψ ∂ ∂

ω = − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

i j k
�

. (19) 

Теорема про зміну кількості руху елемента 
балки змінної маси і рівняння його посту-
пального руху 

У випадку, коли маса розглядуваного еле-
мента балки dx  є стала величина, його кіль-

кість руху обчислюється за відомою формулою 

 0
0 бs Md m ds ∗=Q v  ( 0

б constm = ),  (20) 

 

ψ�  

M ∗

k  

∗k  

∗j  

i

∗i

j  
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де M
M t

∗

∗∂
=

∂
r

v  — абсолютна швидкість точки 

;M ∗   
t
∂
∂

 — абсолютна похідна (відносно інер-

ціальної СК); sd  — тут і надалі диференціал 

береться по змінній s  — дуговій координаті осі 
балки. 

Оскільки в пропонованій моделі маса еле-
мента вважається змінною в часі і по коорди-
наті s  великою, то кількість її руху [7, 8] ста-
новитиме 

 б б( , ) ( , )s Me Med m s t ds m s t ds∗ ∗= ≅Q v v ,  (21) 

де Me M Mr= −v v v ; Mrv  — відносна швидкість 

(відносно стінок ракети) центра мас елемента 
dx . 

Для випадку сталої маси теорема про змі-
ну кількості руху елемента має вигляд 

 0
e

sd ds
t
∂

=
∂

Q f ,  (22) 

де ef  — головний вектор зовнішніх сил, при-
кладених до елемента і розрахованих на оди-
ницю балки. 

Зрозуміло, що серед сил, які входять в ef , 
мають бути активні (рушійні) сили, що спри-
чиняють рух досліджуваної системи. 

У випадку змінної маси елемента теорема 
(22) значно видозмінюється. Для того щоб це 
обґрунтувати, використаємо концепцію еквіва-
лентного тіла [7]: вважаємо, що в момент часу 
t  елементу балки змінної маси ставиться у від-
повідність елемент сталої маси з таким розра-
хунком, щоб маси обох елементів були однако-
ві і швидкості руху їх центрів мас були б також 
однаковими. 

Тоді в момент часу t  маємо 

 0( , ) ( , )s sd Q s t d s t= Q ,  (23) 

а співвідношення (22) записуємо в такому ви-
гляді: 

 0 0

0

( , ) ( , )
lim es s

t

d s t t d s t
ds

tΔ →

+ Δ −
=

Δ
Q Q

f .  (24) 

Нехай розглядається момент часу t t+ Δ , 
якому відповідає кількість руху елемента змін-
ної маси ( , )sd s t t+ ΔQ . 

Для того щоб виконувалась рівність (23), 
необхідно її подати так: 

 0( , )sd s t t+ Δ =Q    

 1( , ) ( , ),s sd s t t d s t t= + Δ + + ΔQ Q   (25) 

де 1( )Q …  — кількість руху маси, що відділилась 

від елемента за проміжок часу tΔ . 

Вказану масу позначаємо 1 ,MmΔ  а абсо-

лютну швидкість її центра мас — ( )OM t t+ Δu . 

Зауважимо, що коли постулюється рівність 
типу (25), то це означає, що елемент і відділена 
маса середовища являє собою єдину систему 
при малих tΔ . Тоді 

 1 1( , ) ( )M
s OMd s t t m ds t t+ Δ = Δ + ΔQ u .  (26) 

Маса елемента балки в момент часу t t+ Δ  
обчислюється за формулою 

 б б 1( , ) ( , ) Mm s t t m s t m+ Δ = − Δ .  (27) 

Отже, маємо 

0 0

1

1

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ).

s s s

s s s

s s

d s t t d s t d s t t

d s t t d s t d s t t

d s t d s t t

+ Δ − = + Δ +

+ + Δ − = + Δ −

− + + Δ

Q Q Q

Q Q Q

Q Q

 

З врахуванням наведених вище формул 
вираз (24) перетворюємо до такого вигляду: 

1

0

( , ) ( , ) ( , )
lim s s s

t

d s t t d s t d s t t

tΔ →

+ Δ − + + Δ
=

Δ
Q Q Q

 

 .eds= f   (28) 

Звідси маємо 

0

б б

( , ) ( , )
lim

( , ) ( , )
( ) .

s s

t

e
OM

d s t t d s t

t

m s t t m s t
ds t t ds

t

Δ →

+ Δ −⎡
−⎢ Δ⎣

+ Δ − ⎤
− + Δ =⎥Δ ⎦

Q Q

u f

 

Таким чином, отримуємо 

 б( , )
( , ) ( )e

s OM

m s t
d s t ds t ds

t t

∂∂
= −

∂ ∂
Q f u .  (29) 

Беручи до уваги формулу (27), записуємо 

 б б[ ( , ) ]
( )eMe

OM

m s t m
t

t t

∂
= −

∂ ∂
v

f u .  (30) 

Це і є теорема про зміну кількості руху елемен-
та балки як тіла змінної маси. 
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Якщо підставити в (30) формулу (12), то 
після очевидних перетворень отримаємо 

 б p вар( , ) eMm s t
t

∂
= + +

∂
v

f q q ,  (31) 

де б
p ( )OM Me

m

t

∂
= −

∂
q u v  — вектор реактивної 

сили в розумінні Мещерського і розрахованої 
на одиницю довжини балки; варq  — вектор ін-

тенсивності варіаційних сил: 

 вар б( )Mrm
t
∂

=
∂

q v . (32) 

Варіаційні сили зумовлюються переміщен-
ням центра мас у результаті протікання палива, 
газів всередині виділеного елемента балки. Роз-
поділимо величину сили тяги T  по довжині 

балки, покладаючи p| |
T
l

=q , де l  — довжина 

ракети-балки. Тоді покладаємо  

 p
T
l

∗=q i .  (33) 

З формули (31) випливає цікавий висно-
вок: якщо прийняти викладену тут методоло-
гію, то рівняння руху центра мас для елемента 
балки змінної маси буде по формі таким, як для 
елемента сталої маси, але до заданих зовнішніх 
сил слід додавати ще нові сили: pq  і варq . 

Значить, у випадку змінної маси елемента 
активна (рушійна) сила не повинна бути скла-

довою вектора ef ; ця сила з’являється окремо 
як реактивна сила, що задається вектором pq . 

Для розв’язування відповідних задач необ-

хідно конкретизувати зміст вектора ef , прави-
ла обчислення його складових і деяких інших 
доданків рівняння (31). 

Позначаємо ( , )x tF  головний вектор сил 
пружності в довільному перерізі балки. Його 
можна подати в такому вигляді: 

 2 3 2 3N Q Q N Q Q∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= + + = + +F i j k i j k . (34) 

У цій формулі величини із зірочками — реальні 

механічні величини: N ∗
— поздовжнє зусилля; 

2 3,Q Q∗ ∗  — перерізуючі зусилля, що діють у роз-

глядуваному поперечному перерізі балки в на-
прямку вказаних ортів; величини без зірочки 
можна назвати псевдозусиллями, але у випадку 

малих деформацій і кутів повороту N N ∗≅ , 

2 2Q Q ∗≅ , 3 3Q Q ∗≅ . 

Відомо, що 

 ( ) ( )
u

N E x S x
x

∗ ∂
=

∂
,  (35) 

де ( )E x  — усереднене значення модуля Юнга 

по перерізу з площею ( )S x . 

Використовуючи остаточну таблицю на-
прямних косинусів (див. стор. 5), легко вста-
новлюємо зв’язок між силовими компонентами 
у формулі (34). 

Нехай p( , )m x t  — погонна маса реальної 

ракети. При моделюванні слід припускати, що  

 p( , ) ( , )sm x t m x t= ;  (36) 

також загальні маси ракети і балки в довільний 
момент часу мають бути однаковими, тобто 

 
1

1

p( , ) ( , ) ,
b b

a a

m s t ds ms s t ds∗ ∗ ∗ ∗=∫ ∫   (37) 

де s ∗  — дугова координата осей ракети і балки 
в tC ; ,a b  і 1 1,a b  — координати точок початку і 

кінця осей ракети і балки. 

Розглядаємо в околі точки M ∗  елементи 

балки довжини s dx∗α ≅  і зобразимо деякі век-

тори сил, що діють на цей елемент (рис. 3). 

Рис. 3. Виділений елемент балки 

На рис. 3 введено такі позначення: п
∗p  — 

вектор заданих поверхневих сил, в склад яких 
мають входити також сили ваги від дії умовно 
відкинутих оперінь, що розміщені на поверхні 
ракети по певних лініях; n  — зовнішня одини-
чна нормаль до поверхні ракети; gp  — вектор 

сили ваги виділеного елемента:  

 
Tб c( , )g m s t∗= −p g j ,  (38) 

 
ζ  

L

ds
s

∗∂
+
∂
F

F

ds∗  
−F  

п ( , )s t∗ ∗p  

( , )g s t∗ ∗p
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де 
Tcj  — орт вертикальної осі інерціальної 

(стартової, рис. 1) СК. 
Оскільки площа бічної поверхні елемента 

становить ( )s d ds∗ ∗ζ ϕ , де ζ  — радіус виділено-

го циліндра (рис. 3), то головний вектор по-
верхневих сил, розрахований на одиницю дов-
жини, визначатиметься формулою 

 п п2 ( ) ( )s s∗ ∗≅ πζp P .  (39) 

Нарешті, через a к,f f  позначимо вектори аеро-
динамічних сил і сил керування, також розрахо-
ваних на одиницю довжини осі ракети-балки. 

Беручи до уваги формули (6), (38) і (39), 
рівняння поступального руху ракети як дефор-
мованої балки запишемо в такому вигляді: 

 
2

б п п2( , ) Сd
m s t

dt st

⎛ ⎞∂ ∂
+ = + + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂∂⎝ ⎠

v u F
p f    

 к cor
p вар,g e+ + + + +f p q q q   (40) 

де cor ( , )[ ( )]e im s t= − × + × ×q Ω ρ Ω Ω ρ  — вектор ін-

тенсивності сил інерції Коріоліса від перенос-
ного обертального руху. 

Якщо пружні переміщення точок балки 
відсутні, тобто ракета розглядається як абсолют-
но тверде тіло, то з рівняння (40) можна отри-
мати відомі для цього випадку рівняння руху. 

Дійсно, покладаємо в (40) формально 
0, 0g= =u ω  і інтегруємо це рівняння по s  в 

межах від 0 до l . 
Маємо 

к cor а
б п p вар( ) С

g e

d
M t

dt
= + + + + + +

v
F F F F F F F ,(41) 

де б б
0

( ) ( , ) ( )
l

M t m s t ds s x= =∫  — змінна в часі за-

гальна маса ракети-балки; 

п п
0

l

ds= ∫F p ; к к

0

l

ds= ∫F f ;                       

 
0

l

g gds= ∫F p ; cor

0

( , )
l

e e sm s t ds= −∫F v ;  (42) 

a а

0

l

ds= ∫F f ; 

p p
0

l

ds T= =∫F q ; вар вар
0

l

ds= ∫F q , 

де ev  — переносна швидкість від обертального 

руху ракети-балки. 

Теорема про зміну кінетичного моменту бал-
ки змінної маси і рівняння  його обертально-
го руху 

Розглядаємо знову елемент балки (рис. 4), 
в якому позначаємо 

М
C ∗  його центр мас, а та-

кож частину пружних сил і моментів, які ство-
рюють моменти відносно вказаної точки.  

Рис. 4. Пружні сили і моменти, що діють на елемент 

У момент старту ракети вказаний елемент 
є тіло, яке має вісь симетрії і дві площини             
матеріальної і геометричної симетрії. При русі 
ракети-балки вказана симетрія в загальному 
вигляді не матиме місця, оскільки паливо, 
окислювач вигоряють і діють інші фактори. 

Тоді тензор інерції i  виділеного елемента 
слід у загальному вигляді зобразити так: 

 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

s

i i i

d i i i i ds ids

i i i

− −

= − − =

− −

.  (43) 

Звідси видно, що тут тензор i  “розраховується” 
на одиницю довжини ракети-балки. 

Вираз для тензора i  (43) матиме місце для 
випадку, коли розглядається рідинно-паливна 
ракета. 

Надалі розглядаємо твердо-паливні ракети, 
для яких з певною похибкою можна припуска-
ти, що 

 

1

2

3

0 0

0 0

0 0

i

i

i

=i ,  (44) 

де ( )k kki i t≡ ; 0 ( )rsi r s= ≠ ;  1,3k = . 

 

ds
s

∂
+

∂
M

M

ds
s

∂
+
∂
F

F

ds∗  
−F

∗−M
ds ds∗ ≅  

MC ∗  
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Звертаємо увагу на те, що компоненти в 
(43) або (44) слід обчислювати у зв’язаній СК 
конфігурації 0C . 

Якщо елемент (рис. 4) був би сталої маси, 
то його кінетичний момент відносно точки 

MC ∗  і розрахований на одиницю довжини, ви-

значався б за формулою 

 
С ∗ =K iΩ .  (45) 

У цьому випадку до елемента слід прикладати 
такі моменти від дії пружних сил і моментів:  

M
ds ds ds ds

s s
∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗
∂ ∂

− + + =
∂ ∂

M
M M , 

 
1 1
2 2

ds ds
s

∗ ∗ ∗ ∗
∗

∂⎛ ⎞− × + × + =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

F
i F i F  

(46)

 

 ( )ds∗ ∗= ∗i F .  

До цих моментів слід додати моменти відносно 

точки C ∗  від дії аеродинамічних сил a

С
m ds∗

∗ , 

сил керування к

С
m ds∗

∗ , поверхневих сил п

С
m ds∗

∗ . 

Тоді теорема про зміну кінетичного момен-
ту відносно точки MC ∗  (рис. 4) буде визнача-

тися формулою 

 а к пС
С С Сt s

∗

∗ ∗ ∗
∗∂ ∂

= + × + + +
∂ ∂

K M
i F m m m   (47) 

для випадку, коли маса елемента є стала в часі 
величина. 

Для випадку, коли маса елемента є змінна 
в часі величина, то,  як нам уже відомо, вини-
кає додаткова сила — реактивна сила Мещер-
ського. Оскільки ця сила є контролюючою і лі-

нія дії проходитиме через точку C ∗ , то її мо-

мент відносно точки C ∗  дорівнюватиме нулеві. 
Тоді з (45) отримуємо аналітичний запис 

теореми про зміну кінетичного моменту для 
елемента змінної маси: 

 а к п( )
С С Сt s

∗ ∗ ∗
∗∂ ∂

⋅ = + × + + +
∂ ∂

M
i i F m m mΩ .  (48) 

На основі сформульованих теорем (30) і 
(48) можна отримувати різні варіанти неліній-
них і лінійних рівнянь згинальних, поздовжніх 
і крутильних рухів ракети-балки. 

Поздовжні і згинальні в площині тангажа 
коливальні рухи ракети-балки 

Для того щоб розв’язати поставлену зада-
чу, необхідно спроектувати рівняння (40) на 
вісь Cx  і Cy , покласти, що переміщення 

( , )v x t  дорівнює нулеві. Вважаємо, що коли-

вальні процеси типу тангажа відбуваються в 
площині Cxy  (див. рис. 1). 

Щоб отримати різні варіанти скалярних 
рівнянь руху, необхідно у векторному рівнянні 
(40) попередньо покласти: 

С Сx Сy Сzv v v= + +v i j k , 

u w v= + +u i j k , 

x y z= ω + ω + ωi j kω , 

2 2

g
v w

t x t x t
∂ψ ∂ ∂

= − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

i j kω , 

2 3Q QN
s x x x x

∂ ∂∂ ∂ ∂
≡ = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
F F

i j k , 

п п п пx y zp p p= + +p i j k , 

 а а а а
x y zf f f= + +f i j k ,  (49) 

к к к к
x y zf f f= + +f i j k , 

б( , )g Сm x t g= −p j ,  p pq=q i , 

cor cor cor cor
e ex ey ez= + +q q i q j q k , 

вар вар, вар, вар,x y z= + +q q i q j q k . 

Бачимо, що необхідно в явному вигляді обчис-

лити компоненти вектора cor
eq . 

Насамперед маємо 

1 2( ) ( ) ( )x g y g z gz= ω + ω + ω + ω + ω + ωi j kΩ .  (50) 

У випадку руху ракети одержуємо 

sinxω = γ − ϑ ψ�� , 

 cos sin cosyω = ψ γ + ϑ γ ψ�� ,  (51) 



40 Наукові вісті НТУУ "КПІ" 2008 / 2 

 

 cos cos sinzω = ϑ ψ γ − ψ γ� � , 

де ( )tψ = ψ , ( )tϑ = ϑ , ( )tγ = γ  — відомі кути рис-

кання, тангажа і крену. 
Значить, маємо 

 1 2 3= Ω + Ω + Ωi j kΩ .  (52) 

Тут введені такі позначення: 

1 sin
t

∂ψ
Ω = γ − ϑ ψ +

∂

���� , 

 
2

2 cos sin cos
v

x t
∂

Ω = ψ γ + ϑ γ ψ −
∂ ∂

�� ,  (53) 

             
2

3 cos cos sin
w

x t
∂

Ω = ϑ ψ γ − ψ γ −
∂ ∂

� � . 

У випадку згинальних коливань типу тан-
гажа в площині Cxy  цілком природно покласти 

 0, 0, 0ψ = γ = ψ =� .  (54) 

Далі маємо 

2 3x x× = − Ω + Ωk jΩ ρ ; 

2
2 3 1 2 1 3( ) ( ) .x x x× × = − Ω + Ω − Ω Ω + Ω Ωi j kΩ Ω ρ  

Отже, 

2 2
2 3( ) ( )x× + × × = − Ω + Ω +i�Ω ρ Ω Ω ρ  

 3 1 2 2 1 3( ) ( ) .x x+ Ω + Ω Ω + −Ω + Ω Ωj k� �   (55) 

В проекції на вісь Cx  з рівняння (40) от-
римуємо 

2
а

п2( , ) Сx
s x x

dv u N
m x t p f

dt xt

⎛ ⎞∂ ∂
+ = + + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂∂⎝ ⎠

 

 к cor
p вар .x gx x x exf p q q q+ + + + +   (56) 

Зауважимо, що в цьому рівнянні величину 
N  необхідно виразити через реальні зусилля. 

Використовуючи остаточну таблицю на-
прямних косинусів і рівність (34), отримуємо 

 2 3
w v

N N Q Q
x x

∗ ∗∂ ∂
= − −

∂ ∂
.  (57) 

Беремо до уваги також таблицю напрям-
них косинусів між інерціальною (стартовою) і 
зв’язаною СК. Тоді маємо 

 б( , ) singxp m x t g= − ϑ .  (58) 

Далі отримуємо 

 cor 2 2
б 2 3( , ) ( )exq m x t x= − Ω + Ω ,  (59) 

 p
T

q
l

= , вар, б[ ( , ) ]x mrq m x t
t
∂

=
∂

v i .  (60) 

Значить, рівняння поздовжніх коливаль-
них рухів ракети-балки (56) перетворюємо до 
такого вигляду: 

2

б 2

а к
п

( , ) ( )

( , ) sin

Сx

x x x s

dv u u
m x t E x

dt x xt

p f f m x t g

⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎡ ⎤+ = +⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ∂ ∂∂ ⎣ ⎦⎝ ⎠

+ + + − ϑ +

 

 а
вар, .x x

T
f q

l
+ + +   (61) 

Рівняння згинальних коливань у площині 
Cxy  отримаємо з рівняння (40), проектуючи 

його на напрямок з ортом j . 

Маємо 

2
а2

п2

к
б

( , )

( , ) (sin sin sin cos cos )

Сy
s x x

x

dv Qv
m x t p f

dt xt

f m x t g

⎛ ⎞ ∂∂
+ = + + +⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂∂⎝ ⎠

+ − ψ γ ϑ + ϑ γ +

 

 cor
вар, .ey yq q+ +   (62) 

Оскільки 

2 2 3
w

Q Q Q N
x

∗ ∗ ∗∂
= − ψ +

∂
� , 

то при 0ψ = ψ = γ =�  рівняння (62) перетво-

риться до такого вигляду: 

2
2

б 2( , ) Сydv Qv w
m x t N

dt x x xt

∗
∗⎛ ⎞ ∂∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ ∂ ∂∂ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

а к cor
п б , вар,( , ) cos .y y y e y yp f f m x t g q q+ + + − ϑ + +  (63) 

Звертаємося до співвідношення (48), де за 
аналогією з (49) покладемо: 

 1 1 2 2 3 3

1 2 3

а а а а

к к к к

п п п п

,

,

,

,

.

x y zС

x y zС

x y zС

i i i

M M M

m m m

m m m

m m m

∗

∗

∗

⋅ = Ω + Ω + Ω

= + +

= + +

= + +

= + +

i i j k

M i j k

m i j k

m i j k

m i j k

Ω   

(64)
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Далі маємо 

2 3 3 2

3 2

3 2 3

1

( )

1 1

u w v
x x x

w v v
N Q Q Q Q N

x x x

u u w
Q Q N

x x x

w v v
Q Q N Q

x x x

∗ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎛ ⎞× = + + + ×⎜ ⎟⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎣ ⎦

∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎡× + + = − + −⎜ ⎟ ⎢∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎣

⎤ ⎡ ⎤∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + + + − ≅⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎥ ⎢ ⎥∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎦ ⎣ ⎦

∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞≅ − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

i F i j k

i i k і

j k

i j

 

 2 .
w

N Q
x

∂⎛ ⎞+ +⎜ ⎟∂⎝ ⎠
k   (65) 

Виразимо у формулі (65) псевдозусилля 

2 3, ,N Q Q  через реальні величини 2 3, ,N Q Q∗ ∗ ∗  за 
такими формулами: 

2 31
u w v

N N Q Q
dx x x

∗ ∗ ∗∂ ∂ ∂⎛ ⎞= + − −⎜ ⎟ ∂ ∂⎝ ⎠
, 

 2 2 3
w

Q N Q Q
x

∗ ∗ ∗∂
= + − ψ
∂

� ,  (66) 

 3 2 3
v

Q N Q Q
x

∗ ∗ ∗∂
= + ψ +
∂

� . 

Нехтуючи доданками з кубічною неліній-
ністю, маємо 

3 2 3
w v v

Q Q N Q
x x x

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞× ≅ − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
i F i j   

 2 .
w

Q N
x

∗ ∗∂⎛ ⎞+ −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
k   (67) 

Використовуючи формули (64) і (67), про-
ектуємо співвідношення (48) на вісь Cz . Отри-
муємо 

3 3( )i
t
∂

Ω =
∂

 

 а к п3
2 .z z z

M w
Q N m m m

x x

∗
∗ ∗∂ ∂

= + − + + +
∂ ∂

  (68) 

З цього рівняння визначаємо величину 2 :Q ∗  

2 3 3( )Q i
t

∗ ∂
= Ω −
∂

 

 а к п3
z z z

M w
N m m m

x x

∗
∗∂ ∂

− + − − −
∂ ∂

  (69) 

і підставляємо її в рівняння (63). 
При цьому враховуємо, що 

2

3
w

x t
∂

Ω = ϑ −
∂ ∂

� ,  
2

3 2( ) ( )
w

M E x J x
x

∗ ∂
=

∂
, 

де ( ) ( )E x J x  — жорсткість на згин балки в 

площині Cxy . 

Отримуємо рівняння згинальних коливань 
ракети-балки в площині Cxy  (в площині тан-

гажа) з одночасним врахуванням дії поздовжніх 
коливань, зміни в часі маси ракети-балки: 

2

б 2

2 2 2

1 32 2

а к п
п

( , )

( ) ( ) ( )

( )

Сy

z z z y

dv v
m x t

dt t

w
E x J x i

x tx x

w
N m m m P

x x x
∗

⎛ ⎞∂
+ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂⎝ ⎠

⎡ ⎤∂ ∂ ∂
= − + Ω +⎢ ⎥

∂ ∂∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

∂ ∂ ∂⎛ ⎞+ − + + + +⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 

 а к cor
вар,( , ) cos .y y s ey yf f m x t g q q+ + − ϑ + +   (70) 

Отже, отримали систему нелінійних ди-
ференціальних рівнянь, що описують взаємо-
пов’язані поздовжньо-згинальні коливання ра-
кети-балки. 

Оскільки кінці балкової системи є вільни-
ми, то граничні умови  до отриманих рівнянь 
відображають факт рівності нулеві на обох кін-
цях перерізуючих зусиль і моментів. 

З аналізу отриманих рівнянь бачимо, що 
найбільш ефективним методом розв’язування 
відповідних граничних задач є методи типу Буб-
нова—Гальоркіна. 

Це предмет окремого важливого дослід-
ження. 

Висновки 

У результаті проведених досліджень вста-
новлено, що, застосовуючи запропонований 
підхід, можна на відміну від опублікованих до-
сліджень вихідну реальну механічну систему — 
видовжену ракету — математично моделювати 
балкою зі змінними по координатах і часу ма-
сово-інерційними характеристиками, жорстко-
стями. Це дає змогу: 

• формулювати різні варіанти лінійних і 
нелінійних диференціальних рівнянь руху раке-
ти, силових і кінематичних співвідношень; 

• встановлювати на основі запропонова-
ного підходу явний вигляд формули для обчис-
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лення реактивних, варіаційних і коріолісових 
сил і моментів; 

• враховувати при розгляді конкретних ре-
жимів польоту накладання певних типів посту-
пальних і обертальних рухів, взаємозв’язок між 
поздовжніми і згинальними коливаннями та ін. 

Характерним для запропонованого підходу 
є те, що він порівняно простий, прозорий у 

викладі, логічно послідовний; кожен коефіці-
єнт отриманих рівнянь є таким, який легко 
сприймається і трактується з фізичної точки 
зору. 

У подальшому щодо вказаних проблем бу-
де викладено варіаційні методи на основі 
принципу можливих переміщень, а також роз-
глянуто нові задачі про коливальні процеси. 

 

Я.Ф. Каюк 

ЗАДАЧА О МОДЕЛИРОВАНИИ РАКЕТЫ БАЛКОЙ 
С ПЕРЕМЕННЫМИ ПРИВЕДЕННЫМИ ХАРАК-
ТЕРИСТИКАМИ 

Сформулированы основные предположения, с 
помощью которых удлиненную ракету можно мо-
делировать балкой с переменными массоинер-
ционными, геометрическими и жесткостными ха-
рактеристиками. Предложен подход, позволяю-
щий не только формулировать основные теоре-
мы динамики для ракеты-балки, а и в явном виде 
получать формулы для вычисления реактивных и 
вариационных сил. На основе доказанных тео-
рем показано, как можно формулировать различ-
ные варианты линейных и нелинейных уравне-
ний движения ракеты-балки. Для примера полу-
чены нелинейные уравнения совместных про-
дольно-изгибных колебаний в плоскости тангажа. 

Ya.F. Kayuk 

THE ROCKET MODELING PROBLEM ON A 
BEAM WITH REDUCED VARIABLE CHARACTER-
ISTICS 

The study under consideration deals with construct-
ing the rocket model using a beam with the reduced 
variable characteristics. It is assumed that the 
lengthening rocket may be modeled on the beam 
with the variable mass inertial, geometric, and rigid 
characteristics. Using the proposed technique, the 
basic theorems in dynamics for the rocket-beam, as 
well as the reactive and variational formulas, are 
received. Based on the theorems proved, different 
variants of linear and nonlinear equations of motion 
may be formulated. Finally, the nonlinear equations 
of the coincident longitudinal and flexural vibrations 
in pitch plane are obtained. 
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