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Анотацiя
У данiй роботi запропонована i детально описується схема побудови унiверсального алгоритму обробки iнформацiї
на двох кубiтах.
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Вступ

Унiверсальний квантовий комп’ютер – пристрiй,
здатний iмiтувати будь-яку фiзичну систему i є ва-
жливою метою в сферi квантової iнформатики. У
класичному комп’ютерi будь-яка програма в резуль-
татi може бути розкладена на послiдовнiсть операцiй,
реалiзованих з допомогою логiчних гейтiв. Подiбне
розкладання iснує i для квантових процесорiв: до-
вiльнi операцiї на системi з декiлькох кубiтiв можуть
бути розбитi на послiдовностi дискретних операторiв
– «квантових гейтiв». Проте, в порiвняннi з класи-
чним комп’ютером, який призначений для фiксова-
них завдань, програмований квантовий комп’ютер
є бiльш унiверсальним. Сьогоднi досить легко реа-
лiзувати операцiю, яка основується на довiльному
однокубiтному гейтi, або на одному переплутаному
двокубiтному [1, 2]. Але реалiзацiя довiльних гейтiв,
що дiють на двох i бiльше кубiтах, є експеримен-
тально складною, тому багато зусиль направлено на
представлення таких гейтiв через бiльш простiшi,
а також на мiнiмiзацiю такого представлення. Де-
якi вдало пiдiбранi операцiї можуть бути виконанi
з двома або й меншою кiлькiстю застосувань дво-
кубiтних гейтiв, але вони утворюють нескiнченну
пiдмножину в просторi двокубiтних операцiй. Для
системи з двох кубiтiв три застосування максималь-
но переплутаного двокубiтного гейта в поєднаннi з
додатковими однокубiтними гейтами, достатнi для
унiверсальностi. У данiй роботi представлений унi-
версальний квантовий процесор, який може реалi-
зувати будь-яке двокубiтне унiтарне перетворення,
запрограмоване з 15 класичними входами [3].

1. Основна iдея

Декомпозицiя вхiдної операцiї залежить вiд наяв-
них наборiв гейтiв. В данiй роботi описується унiвер-
сальна бiблiотека гейтiв, що складається з одноку-
бiтних гейтiв i одного максимально переплутаного
гейта. Однокубiтнi гейти – це повороти в Гiльберто-

Рис. 1. Компоненти для унiверсальних обчислень

вому просторi, що мають наступний вигляд:

𝑅(𝜃, 𝜙) = 𝑒𝑥𝑝[−𝑖 · 𝜃(𝑐𝑜𝑠𝜙 · 𝜎𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝜙 · 𝜎𝑦)/2] (1)
𝑅𝑧(𝜙𝑧) = 𝑒𝑥𝑝[−𝑖 · 𝜙𝑧 · 𝜎𝑧]/2 (2)

в обчислювальному базисi |1⟩ ≡ (1, 0), |0⟩ ≡ (0, 1).
Тут 𝜎𝑥, 𝜎𝑦, 𝜎𝑧 – матрицi Паулi. Однокубiтнi гейти
мають змiннi 𝜃, 𝜙, 𝜙𝑧, якi можуть приймати будь
яке значення вiд 0 до 2𝜋. Переплутаний двокубiтний
гейт

𝐺 = 𝑒𝑥𝑝[−𝑖 · 𝜋/4] · 𝑒𝑥𝑝[
𝑖 · 𝜋

4
· 𝜎𝑧 ⊗ 𝜎𝑧] (3)

дiє на базисi |00⟩, |01⟩, |10⟩, |11⟩. Тут ⊗ позначає тен-
зорний добуток, а |𝑖𝑗⟩ ≡ |𝑖⟩⊗|𝑗⟩ . З такою бiблiотекою
гейтiв можна реалiзувати схему, зображену на рис. 1,
яка використовується для представлення довiльного
унiтарного перетворення на двох кубiтах. Одноку-
бiтна операцiя характеризується трьома степенями
свободи i може бути розкладена на матричний до-
буток 𝑅𝑧(𝜙𝑧) · 𝑅(𝜃, 𝜙). Кожне двокубiтне унiтарне
перетворення описується 15 степенями свободи [3, 4].
Група всiх таких перетворень може бути подiлена на
пiдмножини, якi еквiвалентнi однокубiтним операцi-
ям. Такi пiдмножини називаються локально еквiва-
лентними класами тому, що локальними операцiями
можна отримати будь-який елемент класу. Кожен
локально еквiвалентний клас може описуватися трьо-
ма параметрами. Дане унiтарне перетворення 𝑈 ми
розкладаємо на 𝑈 = (𝐶 ⊗𝐷) · 𝑉 · (𝐴⊗𝐵). Тут 𝑉 в
тому ж локально еквiвалентному класi, що й 𝑈 , i
у такiй формi, що дозволяє мiнiмiзувати кiлькiсть
використань гейтiв. 𝐴 i 𝐶 – однокубiтнi операцiї, що
дiють на один кубiт, а 𝐵 i 𝐷 – однокубiтнi операцiх
над iншим кубiтом. Визначення 15 параметрiв одно-
кубiтних гейтiв спрощується роботою в так званому



«магiчному базисi» [4]:
1√
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(|10⟩ + |01⟩), 1√
2

(|10⟩ − |01⟩).

В цьому базисi однокубiтнi операцiї з одиничним
детермiнантом вiдповiдають дiйсним ортогональним
матрицям; двокубiтнi операцiї 𝑢 i 𝑣 належать одному
класу локальної еквiвалентностi, якщо i тiльки якщо
𝑢𝑢𝑇 i 𝑣𝑣𝑇 мають однаковi власнi значення [5] (𝑢𝑇 –
транспонована матриця 𝑢 у магiчному базисi).

2. Алгоритмiчнi деталi методу
Для розрахування 15 параметрiв вхiдної двоку-

бiтної операцiї 𝑈 спочатку необхiдно перейти до
магiчного базису [4]. Перехiд до магiчного базису
вiд двокубiтного обчислювального базису |00⟩, |01⟩,
|10⟩, |11⟩ здiйснюється з допомогою використання
унiтарної матрицi

Λ =
1√
2

⎛⎜⎜⎝
1 𝑖 0 0
0 0 𝑖 1
0 0 𝑖 −1
1 −𝑖 0 0

⎞⎟⎟⎠ . (4)

Таким чином, матриця в обчислювальному базисi
позначена великою лiтерою, а в магiчному – малень-
кою: 𝑚 = Λ†𝑀Λ. Спочатку знайдемо три степенi
свободи 𝛼, 𝛽, 𝛿, якi утворюють правильний локально
еквiвалентний клас. Ми розкладаємо схему з Рис.1
як

𝑈 = (𝐶 ⊗𝐷) · 𝑉 · (𝐴⊗𝐵), (5)

де 𝑉 визначає локально еквiвалентний клас i гене-
рується з допомогою гейтових операцiй, видiлених
пунктиром на рис.1. Для того, щоб побудувати 𝑉 ,
ми переводимо обидвi матрицi 𝑉 i 𝑈 в магiчний
базис як 𝑣 i 𝑢 i вибираємо 𝛼, 𝛽, 𝛿 так, щоб власнi
значення 𝑢𝑢𝑇 i 𝑣𝑣𝑇 були однаковими. Це робиться
шляхом порiвняння аналiтичних форм власних ве-
кторiв 𝑣𝑣𝑇 та 𝑢𝑢𝑇 . Оскiльки 𝑢𝑢𝑇 є унiтарною, то
вона має комплекснi власнi значення, якi за моду-
лем рiвнi одиницi: 𝜆𝑗 = 𝑒𝑖𝜙𝑗 (𝑗 ∈ 1, 2, 3, 4). 𝛼, 𝛽 i
𝛿 представляються, як пари фаз власних значень.
Таких представлень може бути багато, оскiльки нi-
яких вимог щодо порядку власних значень не накла-
дається. Тому ми обрали одне iз можливих таких
представлень: 𝛼 = (𝜙1 + 𝜙2)/2, 𝛽 = (𝜙1 + 𝜙3)/2,
𝛿 = (𝜙2 + 𝜙3)/2. Тепер знайдемо чотири однокубi-
тнi повороти 𝐴,𝐵,𝐶,𝐷, що мiстять в собi решту 12
степенiв свободи. Зазначимо, що 𝑣𝑣𝑇 та 𝑢𝑢𝑇 – унi-
тарнi симетричнi матрицi, тому вони мають дiйснi,
ортонормальнi власнi вектори [4, 5]. Оскiльки вони
подiляють власнi значення, то їх можна одночасно
дiагоналiзувати з допомогою матриць 𝑘 i 𝑙 наступним

чином:

𝑘𝑣𝑣𝑇 𝑘𝑇 = 𝑙𝑢𝑢𝑇 𝑙𝑇 . (6)

Тут 𝑘 i 𝑙 – власнi вектори, колонки яких були пе-
реставленi так, щоб виконувалась рiвнiсть (6). На
основi рiвностi (6) ми отримали

𝐼 = 𝑣†𝑘𝑇 𝑙𝑢𝑢𝑇 𝑙𝑇 𝑘𝑣* = 𝑣†𝑘𝑇 𝑙𝑢(𝑣†𝑘𝑇 𝑙𝑢)𝑇 (7)

(тут 𝐼 – одинична матриця), звiдки знаходимо, що
𝑚 ≡ 𝑣†𝑘𝑇 𝑙𝑢. Тепер маємо

𝑢 = 𝑙𝑇 𝑘𝑣𝑚, (8)

де 𝑙𝑇 𝑘 i 𝑚 – дiйснi. Оскiльки вони є дiйсними орто-
гональними матрицями в магiчному базисi, то вони
представляють однокубiтнi повороти. Ми переводи-
мо рiвнiсть (8) в обчислювальний базис i порiвнюємо
з рiвнiстю (5). Маємо

𝐶 ⊗𝐷 = Λ(𝑙𝑇 𝑙)Λ𝑇 (9)

𝐴⊗𝐵 = Λ𝑚Λ𝑇 . (10)

Останнiм кроком є розбиття 𝐴 ⊗ 𝐵 i 𝐶 ⊗ 𝐷 на
𝐴,𝐵,𝐶,𝐷 i знаходження 𝜃, 𝜙, 𝜙𝑧 для кожної.

Висновки
У данiй роботi була розглянута можливiсть пред-

ставлення будь-якого квантового перетворення з до-
помогою набору з трьох операторiв CNOT i декiлькох
локальних операторiв. Така оптимiзацiя конструкцiї
становлять досить значний iнтерес принаймнi з двох
причин. По-перше, вона грає роль у визначеннi алго-
ритмiчної складностi вхiдного квантового обчислен-
ня, тобто кiлькостi елементарних операторiв, необхi-
дних для здiйснення вiдповiдного 𝑛-кубiтного унiтар-
ного перетворення. По-друге, дозволяє здiйснювати
довiльнi унiтарнi перетворення за допомогою однiєї
схеми, тобто, робить їх обробку унiверсальною.
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