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ВИЗНАЧЕННЯ НАВАНТАЖЕНЬ ВІД ВЗАЄМО-
ДІЇ КОНСОЛЬНОЇ БАЛКОВОЇ СИСТЕМИ І
НАБІГАЮЧОГО ПОВІТРЯНОГО ПОТОКУ

Вступ

Визначення навантажень від взаємодії ма-
теріальних тіл з набігаючими потоками газів або
рідин є важливою і актуальною задачею сьогоден-
ня, особливо при проектуванні різного типу лі-
тальних апаратів, технологічних машин та буді-
вельних споруд. Задачі обтікання повітряним по-
током твердих тіл, аеродинамічних профілів при-
свячено велику кількість наукових досліджень ви-
датних вітчизняних і зарубіжних вчених [1–3].
У працях за даною тематикою розглядаються та
застосовуються різноманітні способи і підходи
щодо визначення навантажень від дії на меха-
нічні об’єкти газових та рідинних потоків і вод-
ночас з цим велика увага приділяється розгляду
динамічної взаємодії вказаних потоків та меха-
нічних об’єктів.

Постановка задачі

Метою даної статті є вивчення взаємодії
консольної балкової системи з набігаючим по-
вітряним потоком. При цьому розглядається той
факт, що в консольній балковій системі можуть
виникати деформації, причиною яких є зроста-
ючі зовнішні навантаження, що залежать від
швидкості набігаючого повітряного потоку. Та-
кі зовнішні навантаження носять аеродинаміч-
ний характер, тому їх визначення можна про-
водити в деформованій і недеформованій конфі-
гураціях. При цьому спочатку потрібно знаходи-
ти розподілені навантаження, а потім визнача-
ти інтегральні зведені характеристики.

Опис механічної системи, припущення і
системи відліку

Об’єктом досліджень є консольна балкова
система (КБС) у вигляді крила літального апа-
рата (ЛА). Розглянемо крило в початковій кон-
фігурації С0 (недеформований стан). Конфігура-
цію С0 визначимо таким чином: вважаємо, що
на крило набігає з “нескінченності” потік повіт-
ря, матеріальні частинки якого рухаються по пря-
молінійних траєкторіях із сталою швидкістю V0.

Припускаємо, що до певного значення V0 кри-
ло обтікається плавно, без зривів і істотних вих-
рових рухів; при цьому в крилі виникають не-
значні переміщення (лінійні і кутові), якими мож-
на знехтувати. Вважаємо, що вказаний потік за-
безпечує появу підйомної сили і тим самим по-
літ літального апарата. Це – початковий стан
ЛА.

Нехай y деякий момент часу швидкість по-
вітряного потоку значно зростає і досягає кри-
тичного значення *

0V , при якому на крило знач-
но збільшується тиск, що нерівномірно розподі-
ляється по всій поверхні крила. Через відсутність
певної симетрії крила воно почне згинатись і
одночасно закручуватись. Стан крила, який ви-
никає при певній швидкості набігаючого потоку
і спричиняє появу згинальних і крутильних пе-
реміщень, називатимемо конфігурацією Ct. На-
далі величини, які відносяться до деформовано-
го стану, будемо позначати “∗”.

Вибираємо контрольний об’єм у формі ци-
ліндра певного радіуса R, в якому розмістимо вка-
зану КБС (рис. 1).

На рис. 1 Cxyz – інерціальна система коор-
динат (СК) з ортами iz, jz, kz, початок якої зна-
ходиться в кореневому перерізі КБС у цетрі
мас – точці C; Czxzyzzz – локальна система
координат з початоком у точці Cz; Cz – точка
осі, що проходить через центри мас поперечних
перерізів КБС. Тоді локальну систему відліку в
конфігурації Ct з початком в точці *

zC позна-

чаємо * * * *
z z z zC x y z , а відповідні орти базису –

* * *, ,z z zi j k .

Рис. 1. КБС і контрольниий об’єм у вигляді циліндра
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Сформулюємо основні співвідношення для
виділеного контрольного об’єму повітряного по-
току в циліндричній СК з початком в точці C.
Циліндричні координати позначаємо r, ϕ, z, a
полярні координати довільної точки профілю на
відстані z – ρ = ρ(ϕ), ϕ.

Використовуємо підхід Лагранжа для опи-
су руху матеріальної частинки повітряного пото-
ку. Введемо вектор переміщення матеріальної час-
тинки U для випадку ортогональної, циліндрич-
ної системи координат з ортами er, eϕ, ez:

U = Urer + Uϕ eϕ + Uz ez . (1)

Розглянемо довільний переріз КБС і конт-
рольного об’єму (рис. 2).

На рис. 2 система координат C0xyz розмі-
щена в кореневому перерізі; матеріальна частин-
ка знаходиться на відстані z = const від площи-
ни C0xy.

Припускаємо, що в момент часу t (t > 0) в
конфігурації Ct контрольний об’єм не змінює
своїх розмірів і орієнтацію в просторі, а систе-
ма координат C0xiyizi залишається нерухомою;
крило здеформувалось, його поперечні перері-
зи зайняли певне положення.

У праці [4] було встановлено формулу, яка
описує залежність тиску набігаючого повітряно-
го потоку на контур поперечного перерізу КБС
(див. формулу (32) в [4]):

ϕ =( , )zp z

ϕ  ∂∂−  = ρ − ϕ − ϕ +  ρ ∂ ∂  

2
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Використаємо формули для визначення го-
ловного вектора і головного моменту від сил тис-
ку, які прикладаються до осі, що проходить че-
рез центри мас поперечнох перерізів КБС [4]:

π
∗′− ϕ ρ + ρ ϕ∫

2
2 2
0 0

0

( ) ( ( , ) )zh z p z d dzn , (3)

π

′− × ϕ ρ ϕ ρ + ρ ϕ∫
2

2 2 2 *
0 0 0

0

( ) ( ( , ) ( ) )p zh z p z d dzi n . (4)

Таким чином, підставивши у вирази (3),
(4) співвідношення (2), отримаємо формули, за
допомогою яких можна проводити розрахунок
залежності головного вектора і головного момен-
ту від дії зовнішнього аеродинамічного наванта-
ження, зведених до центра мас профілю довіль-
ного перерізу КБС із врахуванням деформова-
ності самого профілю.

Виведення уточненої формули для визначен-
ня кута атаки для профілю КБС в деформова-
ному стані

Розглядаємо процес обтікання профілю КБС
(див. рис. 2).

З рис. 2 видно, що тангенс кута атаки

становить 
⋅α

α = =
α ⋅

sin
tg

cos
i z

i z

j i

i i
. Цю формулу може-

мо записати в загальному вигляді для деформо-
ваного стану КБС, при цьому будемо викорис-
товувати таблицю напрямних косинусів між ор-
тами систем координат у деформованому і неде-
формованому станах (конфігурації в C0 і Ct ), яка
наведена в праці [5].

При цьому позначимо

= α + α +sin cos 0i z z zj i j k ,

= α + α +cos sin 0i z z zi i j k ,

∗ ∂υ
= + + −

∂
0

1 1(1 )z z z zc b
z

i i j k .

Маємо

Рис. 2. Системи координат у вибраному перерізі КБС
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З формули видно, що вона не залежить від
згину в площині z z zC x y , оскільки відбувається

просторовий прямолінійний рух повітря із ста-
лою швидкістю, а жорсткість в напрямі осі z zC x

вважаємо нескінченно великою 
∂υ = = ∂

0
1 0; 0c

z
;

υ = 
0 0 .

Визначення підйомної сили, сили аеродина-
мічного опору та аеродинамічного моменту

Визначимо аеродинамічну підйомну силу
елемента крила товщиною dz. Розкладемо вектор
зовнішнього навантаження ∗n

dP по ортаx швид-

кісної СК. Осі цієї СК позначимо Cxv, Cyv, Czv,
які будуть направлені паралельно осям вибраної
раніше інерціальної СК. Тоді підйомна сила і
сила лобового опору виділеного елемента крила
визначатиметься так:

 ∗= ⋅ in
dY dP j , ∗= − ⋅ in

dR dP i , (6)

де ∗ndP – рівнодіюча сил від взаємодії КБС і на-

бігаючого повітряного потоку.
Обчислимо dY i dR за раніше встановленими

формулами. Будемо використовувати формули
(3), (4) для головного вектора і головного мо-
менту аеродинамічних сил та вираз для визна-
чення тиску (2), що діє на поверхню аероди-
намічного контуру КБС. Нам необхідно визна-
чити вектор зовнішньої нормалі n∗ (див. рис. 2)
до поверхні КБС в деформованому стані і відоб-
разити її компонентами в базисі циліндричної
системи координат з ортами er, eϕ, ez, початок якої
збігається з початком СК, вибраної раніше. Для
цього, використовуючи таблицю напрямних коси-
нусів між ортами i, j, k і i∗, j∗, k∗ [5], знаходимо
зовнішню нормаль n∗ до поверхні КБС в дефор-
мованому стані

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∂ω
≈ − + + −

∂
0

1 1( ) ( )i j z i j z j zn n b n b n n
z

n i j k , (7)

де ∗ ∗,i jn n – проекції на осі СК C0xiyizi зовніш-

ньої нормалі до поверхні аеродинамічного кон-

туру КБС в деформованому стані, які визнача-
ються за формулами

∗ ′ρ ϕ ϕ − ρ ϕ ϕ
=

′ρ + ρ2 2

( )sin ( )cosz z
i

z z

n ,

∗ ′ρ ϕ ϕ − ρ ϕ ϕ
=

′ρ + ρ2 2

( )cos ( )sinz z
j

z z

n .

Вираз для нормалі n∗ в циліндричній СК
має вигляд

∗ ∗ ∗ ∗ ∗= − ϕ + + ϕ +1 1[( )cos ( )sin ]i z j z i z j z rn n b n b nn e

∗ ∗ ∗ ∗
ϕ+ − − ϕ + + ϕ +1 1[ ( )sin ( )cos ]iz jz iz j zn n b n b n e

∗ ∂ω
+

∂
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j z zn
z

e . (9)

Використовуючи вирази для головного век-
тора і головного моменту сил тиску та форму-
лу (9), записуємо вираз для головного вектора

∗ =ndP
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компонентами розкладу ∗ndP в базисі (i∗, j∗, k∗) є
∗
,z zp , ∗

,z yp , ∗
,z xp

З іншого боку, формулу (10) як в деформо-
ваному, так і в недеформованому станах можна
записати у вигляді
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Тоді для підйомної сили і сили лобового опору
отримаємо

∗ ∗= + + α +, 1 , 1[ (1 )]sinz y z xdY p b p c

∗ ∗+ + + α, 2 , 1[ (1 ) ]cosz y z xp b p b , (12)

∗ ∗= − + + α −, 1 , 1[ (1 )]cosz y z xdR p b p c

∗ ∗− + + α, 1 , 1[ (1 ) ]sinz y z xp b p b . (13)

Формула для головного моменту в проекції
на вісь Cz (орт *

zk ) має вигляд
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Визначення густини повітряного потоку

Для визначення густини ρ набігаючого по-
вітряного потоку, який діє на КБС в конт-
рольному об’ємі, скористаємося рівнянням не-
розривності

∂ρ
+ ρ =

∂
div 0

t
V , (16)

де 
∂

=
∂t
U

V – вектор швидкості матеріальних час-

тинок набігаючого повітряного потоку; U – век-
тор переміщень матеріальної частинки набігаючо-
го потоку, проекції якого на орти СК, що зв’яза-
на з контрольним об’ємом, запишемо у вигляді
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Врахуємо вираз для визначення диверген-
ції від вектора швидкості V у вибраній раніше
циліндричній СК

ϕ
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Після перетворень отримаємо
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Введемо безрозмірні параметри:
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де ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,c s c s c s
m m m m m mA A B B C C –коефіцієнти ап-

роксимацій для вектора переміщень; r – радіус-
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вектор вибраної точки в середині контрольного
об’єму; R – радіус циліндричного контроль-
ного об’єму; V0 – швидкість набігаючого повіт-
ряного потоку; z – координата по осі Cz; l –
довжина КБС; ω – парціальна частота згиналь-
них коливань КБС; t – час; ρ0 – початкова гус-
тина повітряного потоку, PA – початковий тиск
повітряного потоку; P0 – тиск незбуреного по-
току; ρz(ϕ) – рівняння контуру аеродинамічного
профілю у вибраній циліндричній системі коор-
динат; b – довжина хорди профілю КБС.

Тоді з (19) отримаємо

− τ∫
ρ = ρ = ρ ρ ϕ =0

div

0 0( , , , , )

t
d

e r z t
V

 ω
= ρ ϕ − ζ ϕ − ω

( ) 3
0 2

0 3 3

( )
2 cos ( ) cos2

c

r

A t RV R t
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rR r R

ϕ

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2

3 3
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cB t R
z
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0 2
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2 cos ( ) cos2

c

r
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2 ( ) sin2

cB t
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r
,

де ζ r(z), ζϕ(z), ζ z(z) – безрозмірні коректуючі
функції.

Після перепозначення безрозмірних пара-
метрів ( ) ( )( ), ..., , ... на ( ), ..., , ...c c

j jA t p A t p отрима-

ємо вираз для густини набігаючого повітряного
потоку в безрозмірному вигляді

ρ = ρ − ρ ϕ + ρ ζ ϕ +
( )

0 2
0 0 03
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2 cos ( )cos2

c

r
A tV

t z
r r
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2

03
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2 ( )sin2

cB t
z

r
. (20)

Отже, компоненти, що входять у вирази
(10) і (15), визначаються за допомогою таких
формул:

∗ = ×, ( )z yp h z

π 
× − ρ − ρ ϕ + ρ ζ ϕ +


∫

( )2
0 2

0 0 03
0

( )
2 cos ( )cos2

c

r

A tV
t z

r r

ϕ


+ ρ ζ ϕ ×


( )
2

03

( )
2 ( )sin2

cB t
z

r

ρ− × + ω ϕ + ψ × ρ 
&2 2 2 2 20

0 1 1
0

1 1
( ) [ cos 2 4 ( ) ( )]

2 2
A

A

P n
R V с t z

P

′× ρ ϕ ϕ − ρ ϕ ϕ ϕ( ( )cos ( )sin )z z d dz ,

∗ = ×, ( )z xp h z

π 
× − ρ − ρ ϕ + ρ ζ ϕ +


∫

( )2
0 2

0 0 03
0

( )
2 cos ( )cos2

c

r

A tV
t z

r r

ϕ


+ ρ ζ ϕ ×


( )
2

03

( )
2 ( )sin2

cB t
z

r

ρ− × + ω ϕ + ψ × ρ 
&2 2 2 2 20

0 1 1
0

1 1
( ) [ cos 2 4 ( ) ( )]

2 2
A

A

P n
R V c t z

P

′× ρ ϕ ϕ − ρ ϕ ϕ ϕ( ( )sin ( )cos )z z d dz , (21)

∗ = − ×2
, ( )z zm h z

( )π 
× − ρ − ρ ϕ + ρ ζ ϕ +


∫

( )2
0 2

0 0 03
0

2 cos ( )cos2
c

r

A tV
t z

r r

( )
ϕ


+ ρ ζ ϕ ×



( )
2

03
2 ( )sin2

cB t
z

r

ρ−× + ω ×ρ
20

0

1 1
( )

2 2
A

A

P n
R

P

× ϕ + ψ ×


&2 2 2 2
0 1 1[ cos 2 4 ( ) ( )]V c t z
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Моделювання процесу обтікання

Для математичного моделювання конкрет-
ної конструктивної схеми балкової системи та
розрахунку зовнішніх навантажень від дії набі-
гаючого повітряного потоку, як профіль попе-
речного перерізу КБС розглядатимемо симетрич-
ний аеродинамічний профіль NASA 0012 одинич-
ної довжини (рис. 3). Даний профіль вибрано
для наочності та знання точного аналітичного ви-
разу кривої, що його описує:

= − −(0,2969 0,126
2
t

y x x

− + −2 3 40,3561 0,2843 0,1015 )x x x . (22)

При t = 0,12 дана крива точно повторює фор-
му профілю NASA 0012. Для подальшого моде-
лювання зобразимо рівняння контуру попереч-
ного перерізу КБС в циліндричній СК, сумістив-
ши при цьому центр мас профілю поперечного
перерізу з початком вибраної циліндричної СК
(рис 4).
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Для розрахунку складових зовнішнього на-
вантаження, що виникає від дії набігаючого по-
вітряного потоку на КБС, скористаємося фор-
мулами (10),(15),(21).

На рис. 5 (а, б, в) і 6 (а, б ) наведено ре-
зультати математичного моделювання силових ха-
рактеристик, що діють з боку повітряного пото-
ку на поверхню КБС. Ці результати у вигляді гра-
фіків відображають зміну зовнішніх навантажень
при зміні швидкості набігаючого повітряного по-
току та зміні його кута атаки, в тому числі за ра-
хунок деформування КБС.

Рис. 3. Профіль поперечного перерізу КБС NASA 0012
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Рис. 4. Профіль поперечного перерізу
КБС у циліндричній СК
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Рис. 6. Силові навантаження dY, dP
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Висновки

Запропонований новий (уточнений ) під-
хід дає можливість визначати силові фактори,
які діють на поверхню КБС при безвідривному і
плавному її обтіканні повітряним потоком. Для
розв’язання цієї задачі використовувався підхід
Лагранжа, уточнений вираз для інтеграла Бернул-
лі і деякі кінематичні характеристики, що опи-
сують деформування КБС.

Одержаний уточнений вираз для визначен-
ня розподілених по контуру поперечного пере-
різу КБС навантажень враховує параметри се-

редовища, висоту, на якій відбувається рух КБС,
і, що важливо, процес її деформування.

На основі проведених у статті досліджень
можна оцінювати зміну кута атаки при дефор-
муванні КБС. Отримані вирази дають змогу ви-
значати головний вектор і головний момент від
дії сил тиску, викликаних набігаючим повітря-
ним потоком.

У подальших працях автора будуть проведе-
ні дослідження щодо розв’язання систем дифе-
ренціальних рівнянь, які описують динаміку
взаємодії КБС і набігаючого повітряного пото-
ку.

А.П. Мариношенко

ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАГРУЗОК ОТ ВЗАИМОДЕЙСТ-
ВИЯ КОНСОЛЬНОЙ БАЛОЧНОЙ СИСТЕМЫ И
НАБЕГАЮЩЕГО ВОЗДУШНОГО ПОТОКА

Дана постановка и метод решения задачи, содер-
жание которой отображается в заголовке. Сфор-
мулированы основные соотношения для опреде-
ления распределенной внешней аэродинамиче-
ской нагрузки на консольную балочную систему
от действия набегающего воздушного потока. С ис-
пользованием этих соотношений получены фор-
мулы для определения давления воздушного по-
тока на поверхность деформируемой консольной
балочной системы. Выведены формулы для рас-
чета приведенных к центру масс аэродинамичес-
кого профиля главного вектора и главного мо-
мента от действия набегающего воздушного по-
тока.

O.P. Marynoshenko

LOADINGS CALCULATION FROM THE INTERAC-
TION OF A CANTILEVER BEAM SYSTEM WITH
AN INCOMING AIRFLOW

The objective of the paper under scrutiny is to cal-
culate the loadings from the interaction of a cantile-
ver beam system with an incoming airflow. To achi-
eve this, the basic ratios for the calculation of the
distributed external aerodynamic loading on the can-
tilever beam system from the interaction with the
incoming airflow are formulated. Using these ratios,
the formulas for the determination of the airflow
pressure on the deformed cantilever beam system
are proposed. Finally, the formulas for the calcula-
tion of the basic vector’s centralized air masses of
the airfoil profile arbitrary sections and the principal
moment of the interaction of the cantilever beam
systems with the airflow are obtained.
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