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РЕФЕРАТ

Квалiфiкацiйна робота мiстить: 55 стор., 0 рисунки, 0 таблиць, 29

джерел.

Метою даної роботи є дослiдити використання властивостей станiв

суперпозицiї у квантових алгоритмах, а також побудувати квантовi

алгоритми на графах використовуючи цi властивостi.

Було дослiджено використання властивостей станiв суперпозицiї у

квантових алгоритмах, а також побудований квантовий алгоритм

розфарбування двома кольорами графу, який має представлення

матрицею сумiжностi, та побудований квантовий алгоритм Вiгдерсона

для матрицi сумiжностей.

КВАНТОВI АЛГОРИТМИ, АЛГОРИТМИ НА ГРАФАХ,

РОЗФАРБУВАННЯ ГРАФУ, ВЛАСТИВОСТI СТАНIВ

СУПЕРПОЗИЦIЙ
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ABSTRACT

Qualification work contains: 55 pages, 0 figures, 0 tables, 29 sources.

The aim of this work is to investigate the use of the properties of

superposition states in quantum algorithms, and also to construct quantum

algorithms on graphs by using these properties.

In this work was investigated the properties of superposition states in

quantum algorithms and also built quantum algorithm for two colors graph

coloring, which has representation adjacency matrix, and built a quantum

algorithm for Wigderson algorithm for graph presented as adjacency matrix.

QUANTUM ALGORITHMS, GRAPH ALGORITHMS, GRAPH

COLORING, PROPERTIES OF SUPERPOSITION STATES
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ, СКОРОЧЕНЬ I

ТЕРМIНIВ

BFT — Breadth First Traversal(Обхiд в ширину)

⊕ — операцiя побiтового додавання

DFT — Depth First Traversal(Обхiд в глубину)
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ВСТУП

Актуальнiсть дослiдження. Одним iз трендiв сучасного свiту

являються квантовi комп’ютери. Квантовi комп’ютери кардинально

змiнюють поняття людей про iнтернет, методи передачi даних,

кiбербезпеку, криптографiю, машинне навчання та багато ще iнших

галузей.

Все почалося в 1980 роках, коли Пол Бенiофф запропонував

квантову модель машини Тюрiнга. З того часу почалося бiльш детальне

дослiдження можливостей квантового комп’ютера. I на сьогоднi зроблено

уже багато квантових алгоритмiв, якi є набагато ефективнiшi за класичнi

алгоритми. Завдяки великим компанiям, кожна з яких намагається

зробити свiй прототип квантового комп’ютера, росте попит на квантовi

алгоритми для рiзних цiлей.

Однi з задач, якi можуть бути ефективно розв’язанi у квантовiй

моделi, є задачi на графах[1]. Теорiя графiв покриває багато областей

сучасного життя вiд транспортних та комп’ютерних мереж до

будiвельного проєктування та молекулярного моделювання. Одна з

найвiдомiших задач на графах, є задача розфарбування графу, яка

використовується в багатьох рiзних сферах людської життєдiяльностi. А

також задачi розфарбування графу, використовуються для розв’язання

iнших задач на графах, наприклад задача розфарбування графу двома

кольорами, може бути використана для визначення чи є граф

двочастковим, чи нi.

Метою дослiдження є побудувати квантовий алгоритм для задачi

розфарбування графа з використанням властивостей суперпозицiй станiв.

Для досягнення мети необхiдно вирiшити такi завдання:

1) детально розiбрати особливостi побудови алгоритмiв у квантовiй

моделi;

2) дослiдити наявнi розв’язки в класичнiй моделi;
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3) побудувати квантовий алгоритм розфарбування двома кольорами

графа, який представлений у виглядi матрицi сумiжностей;

4) побудувати квантовий алгоритм Вiгдерсона для графа,

представленому як матриця сумiжностей;

5) обчислити складнiсть побудованих алгоритмiв.

Об’єктом дослiдження є процеси перетворення iнформацiї в

системах захисту

Предметом дослiдження є складнiсть задачi розфарбування графiв

у квантовiй моделi обчислення

При розв’язаннi поставлених завдань використовувались такi

методи дослiдження: методи лiнiйної та абстрактної алгебри, теорiї

iмовiрностей, теорiї складностi алгоритмiв, теорiї графiв та методи

квантової моделi обчислень.

Наукова новизна отриманих результатiв полягає у тому, що

вперше розроблено квантовий алгоритм для розфарбування двома

кольорами графа, представлений як матрицi сумiжностей, а також

побудовано квантовий алгоритм Вiгдерсона для графа у виглядi матрицi

сумiжностей.

Практичне значення результатiв полягає у тому, що можна

використовувати розробленi алгоритми для подальших задач у квантових

системах для графiв, представлених як матриця сумiжностей.
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1 КВАНТОВI АЛГОРИТМИ НА ГРАФАХ ОПИС ТА АНАЛIЗ

В цьому роздiлi розповiдається про рiзнi реалiзацiї квантових

алгоритмах на графах з використанням властивостi суперпозицiй станiв.

Це виконується задля того, щоб показати, що ця тема є доволi

популярною та прогресивною. Також цей роздiл показує основнi переваги

квантових алгоритмiв з використанням властивостi суперпозицiй станiв

вiдносно класичних алгоритмiв.

1.1 Квантовий алгоритм для перевiрки на зв’язнiсть графiв

та задачi оцiнки формули

В цьому пiдроздiлi розповiдається про квантовий алгоритм для

зв’язностi графiв та оцiнки формули, який реалiзований в роботi Стейсi

Джеффрi та Шелбi Кiммелом[1].

Задача зв’язностi графiв – це задача вибору, яка полягає в тому,

щоби сказати чи є досяжна вершина 𝑡 з вершини 𝑠. Тобто якщо найдеться

такий шлях який веде з вершини 𝑠 до 𝑡, то говориться, що вершина 𝑡

досяжна з вершини 𝑠, iнакше вершина є недосяжною. Ця задача може

бути використана для розв’язання рiзних задач на графах, а саме для

виявлення певних пiдграфiв[2], виявленi чи граф є лiсом та чи є вiн

двочастковим графом[3]. В статтi Джеффрi та Кiммела розповiдається

про покращення квантового алгоритму для задачi зв’язностi графiв для

деяких сiмейств графiв[1]. Покращення було зроблено для тих випадкiв

коли вхiдний граф є пiдграфом деякого планарного графа. Покращення

впливає на ефективний опiр основного графа та планарного. Також

пошук таких сiмейств графiв вiдповiдно дає експоненцiйне та

полiномiальне покращення вiдносно основного алгоритму.

Також в статтi показано як можна застосовувати квантовий алгоритм
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для проблеми зв’язностi графiв на прикладi розв’язання проблеми оцiнки

формули.

Задача оцiнки формули – це обчислювальна задача, яка дає вивiд

булевої схеми, але при умовi що булева схема є деревом. Ця задача є NC

складною. В статтi Джеффрi та Кiммел показали, що використовуючи

зведення задачi зв’язностi графiв до задачi оцiнки формули можна

вирахувати булеву схему з 𝑁 вхiдними змiнами за 𝑂(
√
𝑁) запитiв[1].

Також для деяких сiмейств графiв можна отримати квадратичне та

суперполiномiальне прискорення вiдносно класичного алгоритму цiєї

задачi.

Ця стаття показує можливостi квантового комп’ютера для задачi

зв’язностi графiв та можливiсть зведення квантового алгоритму. Також

показується детальне зведення однiєї задачi до iншої. При цьому

отримуючи квадратичне та суперполiномiальне прискорення в деяких

окремих випадках.

1.2 Квантовий алгоритм для задачi вивчення прихованого

графа i не тiльки

В цьому пiдроздiлi розповiдається про реалiзацiю квантового

алгоритму для задачi вивчення прихованого графа, а також про схожi

задачi розв’язанi Ешлi Монтанаро та Чанпенг Шао[4].

Задача вивчення прихованого графа – це задача, яка говорить для

набору вершин чи є там ребро з прихованого графа чи нi. В статтi Ешлi

Монтанаро та Чанпенг Шао розповiдається про реалiзацiї таких квантових

алгоритмiв, якi розв’язують цю задачу[4]. Реалiзовують вони цей алгоритм

завдяки рiзним видам запитiв до квантового оракула.

Перша модель запиту до оракула працює схожим чином до

класичної моделi, тобто оракул говорить чи множина вершин має якiсь

ребра невiдомого графу чи нi. Або iншими словами дано граф 𝐺 = (𝑉 ,𝐸)
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де 𝑉 – це множина вершин, а 𝐸 – множина ребер, ця модель бере

пiдмножину множини вершин 𝑆 ⊆ 𝑉 та говорить чи є множина

𝐸 ∩ (𝑆 × 𝑆) порожньою. Квантова реалiзацiя цiєї моделi використовує

𝑂(𝑚 log(
√
𝑚 log 𝑛) +

√
𝑚 log 𝑛) запитiв, коли нижня межа класичного

алгоритму має Ω(𝑚 log(𝑁 2/𝑚)). Нижня межа юудб-якого квантового

алгоритму вивчення невiдомого випадкового графа в цiй моделi повинна

мати Ω(𝑛2) запитiв, тому складнiсть цього алгоритму не може бути

кращою. Також ця модель може квантово прискорити деякi задачi,

наприклад пошук Гамiльтонового циклу, задачi вiдповiдностi, пошук

зiрок та клiк, а також в деяких задачах молекулярної бiологiї.

Друга модель повертає кiлькiсть ребер прихованого графа в

множинi вершин. Тобто запит до оракула повертає |𝐸 ∩ (𝑆 × 𝑆)|. Цю

модель можливо представити також через першу модель, наприклад

просто повертати розмiр 𝐸 ∩ (𝑆 × 𝑆), ця модель також розглядалась в

класичнiй моделi.Квантова реалiзацiя цiєї моделi для невiдомого графу з

максимальним степенем 𝑑 розв’язується за 𝑂(𝑑 log𝑚) запитiв, коли

нижня межа цього алгоритму в класичнiй моделi дорiвнює

Ω(𝑛𝑑 log(𝑛/𝑑)). Також є квантовий алгоритм для такої моделi, коли граф

має 𝑚, то потрiбно буде лише 𝑂(
√
𝑚 log𝑚), коли нижня межа класичного

алгоритму Ω(𝑚 log(𝑛2/𝑚)). Для деяких випадкiв графiв цей алгоритм

навiть може виконуватись за сталий час, наприклад якщо граф має

вигляд зiрки або клiки то вивчити його можна завдяки цьому алгоритму

всього лиш за 𝑂(1) запитiв. Це навiть краще нiж в першiй моделi.

Третя модель дає копiї станiв графу вiдповiдно до графа. В цьому

випадку кожен граф 𝐺 має свiй стан |𝐺⟩. Та для того щоби розв’язати

задачi розпiзнавання невiдомого графу потрiбно знайти всi копiї |𝐺⟩
графу 𝐺. Уже вiдомо, що потрiбно Θ(𝑛) копiй для того, щоби розпiзнати

граф 𝐺, якщо граф 𝐺 випадковий граф з 𝑛 кiлькiстю вершин. В статтi

Ешлi Монтанаро та Чанпенг Шао побудовано такий алгоритм, але з

умовою що 𝐺 має 𝑑 кiлькiсть ребер, тодi можна розпiзнати граф

використовуючи 𝑂(𝑑 log𝑚) копiй. Також в деяких випадках можна
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отримати покращення, наприклад коли вiдомо, що граф який потрiбно

розпiзнати, можливо розпiзнати з набору вершин довжиною 𝐿 тодi

потрiбно 𝑂(log𝐿) копiй.

Завдяки цим трьом моделям вдалося побудувати три рiзнi алгоритми

розв’язку задачi вивчення прихованого графа. А також завдяки першiй

моделi в статтi покращено квантовий алгоритм для розрахунку булевих

функцiй, оскiльки той також працює на такiй же моделi, але з гiршим

часом виконання.

Порiвнюючи з класичними алгоритмами квантова реалiзацiя є

набагато швидша, як показано в статтi Ешлi Монтанаро та Чанпенга

Шао[4]. В деяких випадках навiть можна отримати експоненцiйне

прискорення. Також завдяки статтi Ешлi Монтанаро та Чанпенга Шао

можна побачити, що перетворюючи рiзнi алгоритми запитiв з класичної

моделi у квантову, можна отримати не абияке покращення. Тим бiльше цi

алгоритми можна використовувати в зовсiм рiзних випадках i задачах,

що охоплює великий клас задач для графiв i не тiльки.

1.3 Квантовий алгоритм для задачi вiдповiдностi та

розфарбування вершин графу

Задача розфарбування вершин графу одна з найвiдомiших задач на

графах. Задача полягає в тому, щоб розфарбувати вершини графу так,

щоб двi сусiднi вершини не мали однакового кольору.В теорiї графiв[5] ця

задача має вигляд функцiї 𝑓 : 𝑉 (𝐺) → N для таких : ∀𝑎𝑖, 𝑎𝑗 ∈ 𝑉 (𝐺),

𝑖 ̸= 𝑗∃(𝑒𝑖,𝑒𝑗)⇒ 𝑓(𝑖) ̸= 𝑓(𝑗)[4].

Ця задача для k=2 належить класу складностi P, а якщо k>2, то

належить класу складностi NP. Також вiдомо, що задача при k=3 є NP-

повною[6].

В статтi Набiха Асгара[7] розглядається цiкаве використання

квантової суперпозицiї станiв до задачi розфарбування вершин графу.
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Попри те, що ця задача може бути розв’язана за однаковий час як i у

квантовiй моделi, так i в класичнiй, розв’язок цiєї задачi у квантовiй

моделi дає значну перевагу в тому, що використання квантової

суперпозицiї дає не одну вiдповiдь, тобто не одне розфарбування графу, а

одразу всi й це дiйсно одне з незвичайних способiв використання

властивостей квантової суперпозицiї. Цей пiдхiд досягається тим, що

вершини графа кодуються як кубiти, а кольори, в якi хочемо

розфарбувати граф, в стани кубiтiв. Наприклад для двох кольорiв стани

будуть такими: |0⟩(перший колiр) та |1⟩(другий колiр). Потiм створюється

суперпозицiя всiх можливих розфарбувань та використовуються рiзнi

оператори для побудування розфарбувань. Таким чином отримується

суперпозицiя всiх можливих розфарбувань, обрахувавши яку можна

отримати випадкове розфарбування, але, якщо працювати з цiєю

суперпозицiєю далi, то можна використовувати її як всi можливi

розфарбування в подальших квантових алгоритмах, що є дуже корисним.

Ще одну цiкаву реалiзацiю задачi розфарбування графу виконали

Кадзуя Шимiдзу та Рюхей Морi[8]. Вiдомо, що найефективнiший

класичний алгоритм розв’язує цю задачу за Ω(2𝑛) коли 𝑘 > 5, де 𝑘 – це

кiлькiсть вершин. Попри те, що покращити 𝑁𝑃 -повнi задачi у квантовiй

моделi є все-таки дуже важкою задачею Кадзуї Шимiдзу та Рюхею Морi

вдалося отримати алгоритм розфарбування графу 20-кольорами з часом

виконання 𝑂(1.9575𝑛). Це досягалось завдяки застосуванню алгоритму

Гровера. Також показано цiкавий пiдхiд використання квантового

випадкового доступу до пам’ятi(QRAM), завдяки цьому пiдходу

використання пам’ятi було отримано квантовий алгоритм для розрахунку

хроматичного числа графу за час виконання 𝑂(1.9140𝑛). Хроматичне

число графу – це мiнiмальна кiлькiсть кольорiв в якi ми можемо

розфарбувати граф.

Також в статтi Набiха Асгара[7] розповiдається про ще одну

можливу реалiзацiю алгоритмiв у квантовiй моделi обчислень. Пiдхiд для

цiєї реалiзацiї – це один з найвiдомiших пiдходiв задля покращення
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класичного алгоритму у квантовiй моделi. В цьому випадку береться

класичний алгоритм для задачi вiдповiдностi у двочасткових графах.

Задача вiдповiдностi у двочасткових графах - це набiр таких вершин, що

нiякi двi вершини в цьому наборi не мають однакову кiнцеву вершину. Ця

задача полiномiально прискорюється завдяки алгоритму Гровера як

пiдпрограми. Це показує як використання алгоритму Гровера для

класичних алгоритмiв покращує роботу алгоритму.

Однiєю з задач вiдповiдностi – є задача максимальної вiдповiдностi,

яка полягає в тому, щоби знайти вiдповiднiсть для найбiльшої кiлькостi

ребер мiж набором несусiднiх ребер в неорiєнтованому графi. Шелбi

Кiммел та Р.Тiл Вiттер запропонували квантовий алгоритм для цiєї

задачi[9]. При тому цей квантовий алгоритм виконується для графа

представленого як в матрицi сумiжностi, так i в списку сумiжностi

вершин. Такий квантовий алгоритм є виконаним завдяки комбiнуванню

класичного алгоритму Габова[10] та квантового методу вгадування

дерева, який був запропонований Бейджiном та Тагавi[11]. Алгоритм

робить 𝑂(𝑛7/4) запитiв для графа представленого як матриця сумiжностi,

та 𝑂(𝑛3/4
√︀
(𝑚+ 𝑛)) запитiв для списку сумiжностi, де 𝑚 – це кiлькiсть

ребер, а 𝑛 – це кiлькiсть вершин.

Цей пiдроздiл показує деякi з можливостей, що надає квантова

модель обчислень. Можна реалiзовувати класичнi алгоритми у квантовiй

моделi повнiстю i працювати з суперпозицiями рiзним чином, як було

наведено в прикладi отримуючи вiдповiдь в виглядi суперпозицiї, що

вiдкриває рiзнi види задач. Або використовувати квантову модель лише

для пiдпрограм для класичних алгоритмiв тим самим покращуючи

швидкiсть виконання програми. Прискорення класичних алгоритмiв, як

можна побачити, виконується завдяки використанню алгоритму Гровера

для деяких пiдалгоритмiв.
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1.4 Квантовий алгоритм для задач обходу графiв

Задача обходу графу – це такий клас задач, основна цiль якого

полягає в пошуку проходження графу по його вершинам з рiзними

умовами. Самi вiдомi задачi цього класу, є: пошук ланцюга Ейлера,

Гамiльтонового циклу та мабуть, найвiдомiша це є задача комiвояжера.

Цей клас задач є дуже популярний в теорiї графiв, оскiльки вiн багато де

використовується. Тому не є дивним, що реалiзацiя цих задач також є i у

квантовiй моделi.

Задача пошуку ланцюга Ейлера полягає в тому, щоби знайти в

даному орiєнтованому графi шлях, який проходить кожну вершину графу

один раз, тодi такий граф називається Ейлеровим.

Задача пошуку Гамiльтонового циклу полягає в тому, щоби при

даному орiєнтованому графi знайти в ньому цикл який включає кожну

вершину графу один раз. Якщо таке виконується в графi, то ми

називаємо такий граф Гамiльтоновий.

Задача комiвояжера(TSP) – це задача проходження вершин

найкоротшим шляхом. Тобто задача по сутi є задачею пошуку

Гамiльтонового циклу, але такий цикл повинен бути найменшим по вазi,

сума ваг всiх ребер в цьому циклу повинна бути найменша з усiх циклiв.

Ця задача є NP важкою.

У своїй статтi Себастьян Дорн[12] реалiзував цi задачi послiдовно

завдяки квантовому алгоритму пошуку Гровера, тим самим зменшивши

час виконання. Через те, що алгоритм пошуку Гровера по сутi можна

використовувати як ефективний алгоритм для квантового обходу графу.

Також у статтi Картiка Срiнiвасана, Сайпрiя Сатьяджiта, Бiкаша

К. Бехера та Прасанта К. Панiграхi[13] запропоновано ефективний

алгоритм для цiєї задачi. Пiдхiд, який використовується в цьому

алгоритмi є не тривiальним, як в попереднiй статтi та цим самим вiн

доволi цiкавий. Пiдхiд полягає в закодування даних вiдстаней(ваг) мiж
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вершинами як фази. Також там будуються унiтарнi оператори власнi

вектори яких є обчислювальними базовими станами, а власнi значення –

рiзнi комбiнацiї цих фаз. Потiм вираховуються всi можливi ваги ребер,

завдяки власним векторам i завдяки квантовим алгоритмам пошуку,

алгоритм шукає мiнiмальну вагу по якiй i буде будуватись шлях обходу.

Цей пiдхiд дозволяє квадратично покращити класичний метод перебору

для великої кiлькостi вершин. Також можна побачити в тiй статтi як

показано симуляцiю коду завдяки квантовому симулятору IBM для цiєї

задачi.

1.5 Квантовий алгоритм для Гамiльтонового I-НЕ дерева

I-НЕ дерево будується наступним чином: в кожний листок дерева

задаються значення 1 або 0, а для кожного наступного вузла буде

виконуватись операцiя I-НЕ, яке працює як заперечення до логiчної

операцiї I. Можна побачити, що для 𝑁 кiлькостi листкiв глибина цього

дерева буде досягати 𝑛 = log𝑛(𝑁). Основна цiль цiєї задачi полягає в

тому, щоби обрахувати значення кореня дерева. В статтi Фархi,

Голдстона та Гутмана[14] розповiдається про цiкаву реалiзацiю цього

алгоритму в квантовiй моделi. Саме незвичайне є те, що там

використовується не звичайний квантовий оракул[15], а Гамiльтоновий[16,

17]. Сам гамiльтоновий оракул виглядає наступним чином:

𝐻𝑂 =
𝑁∑︀
𝑖=1

𝐻𝑗

де𝐻𝑗 – це оператор в ортогональному пiдпросторi. Кожний такий оператор

може бути або оператором з 0, або з 1 вiдносно початкових значень листкiв.

Цей алгоритм є доволi цiкавим як квантова реалiзацiя тому, що не має

схожих задач вирiшених на такому оракулi тим бiльше нижня межа цього

алгоритму є
√
𝑁 . Цей пiдхiд не є тривiальним, та його можна застосувати

до задач зв’язаних з деревами графiв.
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1.6 Алгоритм квантового запиту для задачi колiзiї графiв

Задача колiзiї графiв - це така задача, яка визначає чи в наборi

промаркерованих вершин є двi сусiднi вершини. Тобто, якщо у нас є граф

𝐺(𝑉 ,𝐸), та дано рядок промаркерованих вершин 𝑥 ∈ {0,1}𝑉 , то задача

полягає в тому щоби визначити чи iснує таке ребро (𝑖,𝑗) ∈ 𝐸, що

𝑥𝑖 = 𝑥𝑗 = 1. Дмитро Гавiнський та Цуйосi Iто[18] продемонстрували свою

реалiзацiю квантового алгоритму цiєї задачi. Складнiсть запиту якого

досягла 𝑂(
√
𝑛 +

√︀
𝛼 * (𝐺)), де 𝑛 є кiлькiстю вершин, а 𝛼 * (𝐺)

максимальному степеню графу 𝐺. Але, якщо 𝐺 випадковий граф, в

якому кожне ребро присутнє з вiдповiдною ймовiрнiстью, тодi алгоритм

потребує 𝑂(
√
𝑏 log 𝑛) запитiв.

Для розв’язання цiєї проблеми також було застосовано алгоритм

Гровера i це можна зрозумiти чому. Алгоритм Гровера є першим

прикладом такого алгоритму запит якого є набагато меншим нiж в

класичнiй моделi. Наприклад, вираховуючи булеву функцiю або для

якоїсь кiлькостi значень класичному алгоритму буде потрiбно Ω(𝑛)

запитiв, коли квантовому алгоритму буде потрiбно лише 𝑂(
√
𝑛)

квантових запитiв.

1.7 Алгоритм квантового блукання

Квантове блукання – це по сутi є копiєю класичного випадкового

блукання, але в класичному випадку стан випадкового блукання це

ймовiрносний розподiл, який описується стохастичною матрицею, яку

можна отримати з матрицi сумiжностi графу. Випадкове блукання

виконується наступним чином, якщо в момент часу 𝑡 оператор

знаходиться на вершинi 𝑣, то на сусiднiй вершинi вершини 𝑣 вiн повинен

появитись в момент часу 𝑡+1. В квантовiй моделi квантове блукання – це

𝐿2 вектор в гiльбертовому просторi, який динамiчно описується
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унiтарною матрицею, яка пiддається законам квантової механiки, а також

така матриця повинна бути локальною[19]. Квантове блукання – це дуже

цiкавий алгоритм, який не просто використовується для покращення

класичних алгоритмiв, а також використовується задля того, щоб

аналiзувати складнi фiзичнi системи[20, 21].

Перша реалiзацiя квантового блукання була виконана у 2003 роцi

Амбаїном[22]. На основi квантового блукання Амбаїн зробив власний

алгоритм пошуку на спецiальних двочасткових графах, цей алгоритм

розв’язував задачу досяжностi вершини графу. Потiм алгоритм Амбiїна

був розширений Сегедiном[23], який отримав квадратичне покращення

для цiєї задачi.

В статтi Стiвена Пiддока[24] наведена реалiзацiя квантового

алгоритму блукання для задачi пошуку промаркерованої вершини, коли

починається пошук з випадкової вершини графу. Завдяки роботам

Амбаїна[22] та Сегедiна[23], а також завдяки програмному каркасу

Белова[25], який показав, що можна знайти промаркеровану вершину за

𝑂(
√
𝑅𝑊 ) крокiв квантового блукання, де 𝑅 – це ефективний опiр, а 𝑊 –

це загальна вага. Тобто загальна вага – це сума всiх ваг ребер графу, а

ефективний опiр пiдраховується, коли граф представляється як

електронна мережа, де кожна ребро 𝑒 презентує провiд з опором 1/𝑤𝑒, де

𝑤𝑒 – це вага ребра 𝑒.

Можна побачити, що квантове блукання дуже сильно розвивається

та використовується у квантовiй моделi для пришвидшення класичних

алгоритмiв. Багато алгоритмiв на графах можуть бути покращенi

завдяки квантовому блуканню, зазвичайу це алгоритми якi розв’язують

задачi обходу графiв, але цi задачi на графах є дуже важливими для

теорiї графiв.
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1.8 Квантовий алгоритм для розрiзу графа

Мiнiмальний розрiз графу 𝐺 = (𝑉 ,𝐸), де 𝑉 це множина вершин, а 𝐸

множина ребер. Кожне ребро 𝑒 ∈ 𝐸 визначається як набiр значень (𝑎,𝑏,𝑤𝑒),

де 𝑎 та 𝑏 являються вершинами, а 𝑤𝑒 вагою графу 𝑒. Тодi розрiз 𝐶(𝐴,𝐵)

це пiдмножина множини ребер 𝐸 така, що складається з вершин 𝑎 ∈ 𝐴,

𝑏 ∈ 𝐵 якi належать до рiзних множин. Мiнiмальний розрiз буде тодi таким

розрiзом який має мiнiмальну вагу, тобто: 𝑚𝑖𝑛𝐶⊂𝐸(
∑︀

𝑒∈𝐶 𝑤𝑒).

У статтi Лiзи Це, Пiтера Маунтнi, Пола Кляйн та Сiмона

Северiнi[26] розповiдається про реалiзацiю такої задачi в квантовiй моделi

завдяки алгоритму близької квантової оптимiзацiї. Бiльш того було

показано застосування такої реалiзацiї для сегментування фотографiй на

сучасних квантових пристроях.

Висновки до роздiлу 1

Як висновок, можна побачити, що задачi на графах є дуже

поширеними для квантової моделi. Всi задачi були вирiшеннi завдяки

рiзним властивостям суперпозицiй станiв, що показує можливостi

квантової моделi. Також можна побачити, що задачi на графах, якi

представленi як матриця сумiжностей ефективно розв’язуються

квантовими алгоритмами, але не всi задачi є розв’язаними. Наприклад

задача розфарбування графу двома кольорами, де граф представлений

матрицею сумiжностей не була ще розв’язана у квантовiй моделi, а також

квантовий алгоритм Вiгдерсона, також не був ще реалiзованим у

квантовiй моделi обчислення. Також по першому роздiлу можна

побачити, що всi методи реалiзацiй квантових алгоритмiв є варiативними.

Хоча зазвичай квантовi алгоритми будують завдяки прискоренню

класичного алгоритму методом швидкого пошуку Горнера, але це не є

єдиним методом. Ще одним важливим методом є метод випадкового
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блукання у квантовiй моделi числення. Такий метод також є ефективним

у використанi.



23
2 ТЕОРЕТИЧНI ВIДОМОСТI ТА ПIДХОДИ ДЛЯ

РЕАЛIЗАЦIЙ АЛГОРИТМIВ В КВАНТОВIЙ МОДЕЛI

ОБЧИСЛЕННЯ

В цьому роздiлi розповiдається про основнi механiзми квантової

моделi, а також алгоритми розв’язання задач на графах, якi будуть

реалiзованi у квантовiй моделi завдяки розiбраним реалiзацiям. А також

бiльш детальне пояснення їх роботи.

2.1 Теоретичнi вiдомостi

Перед тим як розглянути саму реалiзацiю квантового алгоритму,

потрiбно ввести деякi вiдомостi про квантове обчислення.

Квантова система в цьому роздiлi буде позначатися в нотацiї бра-кет

|𝜓⟩, яка запроваджена Полем Дiраком[27], для зручностi використання.

Система з 𝑛 кубiтiв буде описана суперпозицiєю з 2𝑛 символiв. Тобто кубiт

можна представити в станi |1⟩ або |0⟩, якщо у нас всього два можливих

станiв. Також можна представити кубiт у виглядi суперпозицiї станiв. Це

такий стан який визначається як лiнiйна комбiнацiя всiх можливих станiв.

Наприклад для двох можливих станiв суперпозицiя буде мати вигляд:

|𝜓⟩ = 𝛼|0⟩+ 𝛽|1⟩

Тут 𝛼 та 𝛽 – це комплекснi числа. До суперпозицiї станiв можна виконати

обчислення, яке дасть одне значення, в випадку двох станiв обчислення

видасть або |1⟩, або |0⟩. Також можна вирахувати ймовiрнiсть стану,

наприклад |𝛼|2 – це ймовiрнiсть, що пiсля обчислення у нас буде стан |0⟩,
а |𝛽|2 – що буде стан |1⟩. Очевидне є те, що у сумi коефiцiєнтiв при станах

повинна дорiвнювати 1. Тобто в випадку з двома станами повинно

виконуватись наступне |𝛼|2 + |𝛽|2 = 1.
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Кожну суперпозицiю станiв можна представити у виглядi вектора.

Тобто, наприклад для |𝜓⟩:

|𝜓⟩ = 𝛼

⎡⎢⎢⎣1
0

⎤⎥⎥⎦+ 𝛽

⎡⎢⎢⎣0
1

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎣𝛼
𝛽

⎤⎥⎥⎦ (2.1)

|𝜓⟩ – називається кет вектором у квантовiй моделi. А ⟨𝜓| – називається

бра вектором в квантовiй моделi. Вони зв’язанi тим що, один являється

матрицею з один рядком, а другий такою самою матрицею тiльки з одним

стовпчиком, тобто |𝜓⟩𝑇 = ⟨𝜓|.
Оператори у квантовiй моделi працюють наступним чином.

Наприклад є оператор 𝐴, вiн перетворює один кет вектор в iнший. Тобто:

𝐴|𝜓⟩ = |𝜑⟩

Оператор таким же чином працює i на бра вектор:

⟨𝜓|𝐴 = ⟨𝜑|

Одиним з найвiдомiших операторiв у квантовому обчисленнi є

оператор Паулi, якiй працює як оператор заперечення. Зазвичай вiн

позначається як 𝑋 i працює наступним чином:

𝑋|0⟩ = |1⟩, 𝑋|1⟩ = |0⟩

Для |𝜓⟩ = 𝛼|0⟩+ 𝛽|1⟩ вiн буде мати вигляд матрицi, а саме:

𝑋 =

⎡⎢⎢⎣0 1

1 0

⎤⎥⎥⎦
тодi 𝑋|𝜓⟩ = 𝛽|0⟩+ 𝛼|1⟩
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2.2 Розв’язання задачi розфарбування графу двома

кольорами у квантовiй моделi

В цьому пiдроздiлi бiльш детально розповiдається про розв’язання

проблеми розфарбування вершин графу двома кольорами, а також про

метод який буде використовуватись в третьому роздiлi. Для початку, щоб

реалiзувати алгоритм у квантовiй моделi потрiбно бiльше детально

ознайомитись з класичним алгоритмом.

Для початку розглянемо класичний алгоритм описаний Набiхом

Асгаром[7]. Цей алгоритм написаний для списку сумiжностi графу, але

так, як задача полягає в тому, щоб показати для матрицi сумiжностi

графу, то алгоритм буде перероблений.

Для того, щоб розв’язати задачу розфарбування графу спочатку

потрiбно представити метод обходу графу. Одним зi способiв обiйти граф

є метод обходу в глибину(DFT). DFT метод працює з графом, як з

деревом, навiть якщо вiн не є деревом. Тобто спочатку обирається

вершина яка буде коренем, а потiм алгоритм йде в глибину, поки не

вертається до вершини що була. В наступному алгоритмi

використовуються означення деревоподiбне ребро, а також повертаюче

ребро.

Означення 2.1. Деревоподiбне ребро – це таке ребро, в якому

кiнцева вершина не є вiдвiданою.

Означення 2.2. Повертаюче ребро – це таке ребро, що введе в

вершину, яка була вже вiдвiдана.

Тобто по деревоподiбним ребрам можна побудувати дерево, А

повертаючi ребра утворюють цикл в такому деревi.

Алгоритм 2.1. DFT алгоритм для списку сумiжностi графу

Дано неорiєнтований граф G = (V, E)(працюємо з графом як зi списком):

1: Обираємо випадкову вершину 𝑟 ∈ 𝑉 i позначаємо її як вiдвiдану.
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2: Для кожного ребра 𝑒 який є в списку ребер вершини 𝑟 виконуємо

наступне:

3: Якщо 𝑤 кiнцева вершина ребра 𝑒 не була ще вiдвiдана, то:

4: Позначаємо 𝑒 як деревоподiбне ребро.

5: Рекурсивно виконуємо алгоритм DFT для вершини 𝑤 як

кореня.

6: Iнакше:

7: Позначаємо 𝑒 як повертаюче ребро.

Можна побачити, що кожна вершина була оброблена не бiльше одного

разу, так як i ребро.

Твердження 2.1. ([7]) Тобто, якщо у нас граф має 𝑛 вершин, та

𝑚 ребер, то складнiсть алгоритму 2.1 дорiвнює 𝑂(𝑛+𝑚).

Використання DFT алгоритму, як методу обходу, дає перевагу в

тому, що можна визначити чи є цикли в графi. Вiдомо що, якщо в графi є

непарний цикл, тобто цикл в якому є непарна кiлькiсть вершин, то такий

граф неможливо розфарбувати двома кольорами. Алгоритм

розфарбування графу двома кольорами за допомогою алгоритму DFT

працює наступним чином:

Алгоритм 2.2. Алгоритм для розфарбування графа двома

кольорами на принципi алгоритму DFT

Дано неорiєнтований граф G = (V, E)(працюємо з графом як зi списком):

0: Створюємо глобальну змiну i називаємо її 𝐿. Iнiцiалiзуємо її

значенням ’1’.

1: Обираємо випадкову вершину 𝑟 ∈ 𝑉 i присвоюємо їй значення 𝐿.

2: Для кожного ребра 𝑒 який є в списку ребер вершини 𝑟 виконуємо

наступне:

3: Якщо 𝑤 кiнцева вершина ребра 𝑒 не була ще позначена, то:

4: Позначаємо 𝑤 як 𝐿+ 1(𝑚𝑜𝑑2).

5: Позначаємо 𝐿 як 𝐿 + 1(𝑚𝑜𝑑2) i рекурсивно виконуємо цей



27
алгоритм для вершини 𝑤 як кореня.

6: Iнакше:

7: Перевiряємо значення вершини 𝑤. Якщо це така сама вершина

як i 𝑟 то зупиняємо алгоритм i говоримо, що ця задача не є виконувана

для такого графу.

Твердження 2.2. ([7]) Складнiсть алгоритму 2.2 дорiвнює

𝑂(𝑛+𝑚).

Можна побачити, що алгоритм має по сутi таку саму кiлькiсть крокiв

як i DFT алгоритм. Тобто кожна вершина, та кожне ребро оброблюється

не бiльше одного разу. Це значить, що складнiсть алгоритму така сама як

в DFT алгоритмi 𝑂(𝑛+𝑚).

Тепер, щодо реалiзацiї такого алгоритму для матрицi сумiжностi

графу. Для початку, як i для випадку зi списком сумiжностi, потрiбно

задати порядок обробки вершин. Буде використовуватись такий самий

порядок як i для випадку зi списком сумiжностi, але алгоритм дещо буде

вiдрiзнятись. Вiдрiзнятися вони будуть тим, що у випадку матрицi

сумiжностi немає прямого доступу до ребер, а лише є до вершин. Тому

для початку потрiбно задати основний каркас алгоритму типу стеку, а

потiм поверх нього описати алгоритм DFT для матрицi сумiжностi.

Каркас алгоритму пошуку в глибину буде рекурсивним алгоритмом, та

виглядати буде наступним чином:

Алгоритм 2.3. Каркас алгоритму DFT

На вхiд дається вершина 𝑣:

1: Позначаємо вершину 𝑣 як вiдвiдану.

2: Для кожної вершини 𝑢, що є сусiдом вершини 𝑣 виконується наступне:

3: Якщо 𝑢 не була ще вiдвiдана, то:

4: Рекурсивно запускаємо цей алгоритм для вершини 𝑢.

5: Iнакше закiнчуємо роботу алгоритму
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Тепер можна зовсiм легко побудувати алгоритм для DFT для матрицi

сумiжностi незваженого неорiєнтованого графа. Далi потрiбно вважати, що

вершина не може бути зв’язана сама з собою ребром.

Алгоритм 2.4. DFT алгоритм для матрицi сумiжностi

графу

Дано матриця сумiжностi графу G:

1: Обираємо випадкову вершину 𝑣 ∈ 𝐺 i позначаємо її як вiдвiдану.

2: Для кожної вершини графу 𝑢 ∈ 𝐺, крiм вершини 𝑣 виконуємо

наступне:

3: Якщо 𝐺(𝑣,𝑢) = 1, а також вершина 𝑢 не є ще вiдвiданою то:

4: Рекурсивно виконуємо алгоритм DFT для вершини 𝑢 як

кореня.

Твердження 2.3. Складнiсть алгоритму 2.4 дорiвнює 𝑂(𝑛(𝑛−1)).

Доведення. Працюючи з графом через матрицю сумiжностi, можна

побачити, що алгоритм 2.4 оброблює для кожної вершини (𝑛− 1) вершин.

Тому складнiсть алгоритму буде 𝑂(𝑛(𝑛− 1)).

Хоча може показатися, що працювати з представленням графу в

списку сумiжностi є вигiднiше, але це не є завжди так. Тому що, маючи

велику кiлькiсть ребер, алгоритм побудований на списку сумiжностей

буде виконуватись повiльнiше.

Далi буде приведений класичний алгоритм для розфарбування графу

двома кольорами на принципi алгоритму DFT з використанням графу, як

матрицi сумiжностей.

Алгоритм 2.5. Алгоритм для розфарбування графа двома

кольорами на принципi алгоритму DFT

Дано неорiєнтований граф G (працюємо з графом як з матрицею):

0: Створюємо глобальну змiну i називаємо її 𝐿. Iнiцiалiзуємо її значенням

’1’.

1: Обираємо випадкову вершину 𝑣 ∈ 𝑉 i присвоюємо їй значення 𝐿.
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2: Для кожної вершини 𝑢, крiм вершини 𝑢, виконуємо наступне:

3: Якщо 𝐺(𝑣,𝑢) = 1, а також не була ще позначена, то:

4: Позначаємо 𝑢 як 𝐿+ 1(𝑚𝑜𝑑2).

5: Позначаємо 𝐿 як 𝐿 + 1(𝑚𝑜𝑑2) i рекурсивно виконуємо цей

алгоритм для вершини 𝑢 як кореня.

6: Iнакше:

7: Перевiряємо значення вершини 𝑢. Якщо це така сама вершина

як i 𝑢 то зупиняємо алгоритм i говоримо, що ця задача не є виконувана

для такого графу.

Твердження 2.4. Складнiсть алгоритму 2.5 дорiвнює 𝑂(𝑛(𝑛−1)).

Доведення. Працюючи з графом через матрицю сумiжностi,

можна побачити, що алгоритм 2.5 оброблює для кожної вершини (𝑛 − 1)

вершин, тобто так само як просто алгоритм обходу DFT. Тому складнiсть

алгоритму буде 𝑂(𝑛(𝑛− 1)).

Тепер можна приступити до квантової реалiзацiї. Квантова

реалiзацiя такого алгоритму є доволi цiкавою, оскiльки алгоритм є

повнiстю квантовий, а також працює з вершинами графу як з кубiтами, а

кольори представляються в виглядi суперпозицiї станiв. Також основна

iдея полягає в тому, щоб спочатку згенерувати набiр всiх можливих

розфарбувань графу iгноруючи ребра, а потiм поступово додавати кожне

ребро. Генерацiя суперпозицiї всiх можливих розфарбувань виконується

завдяки матрицi Адамара, яка має вигляд:

𝐻 =
1√
2

⎡⎢⎢⎣1 1

1 −1

⎤⎥⎥⎦ (2.2)

Тодi оператор 𝐻⊕𝑛 створює рiвнозважену суперпозицiю всiх

розфарбувань. Для випадку з двома кольорами генерацiя суперпозицiй

буде мати наступний вигляд:
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𝐻⊕𝑛|0⟩⊕𝑛 = 1√
2𝑛

2𝑛−1∑︀
𝑖=0
|𝑖⟩

де 𝑖 записано як бiтову послiдовнiсть. Для двох вершин буде виглядати як

|00⟩+ |01⟩+ |10⟩+ |11⟩ з коефiцiєнтом нормалiзацiї 1/2.

Але для розфарбування двома кольорами, зрозумiло, що неможливо

щоб двi сусiднi вершини мали стани |00⟩ та |11⟩. Для розв’язання цiєї

проблеми потрiбний оператор, який буде позбуватися вiд таких значень, а

потрiбнi значення залишати. Такий оператор буде мати вигляд:

𝐸𝑎𝑏 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 0 0

1 1 0 0

0 0 1 1

0 0 1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(2.3)

Такий оператор є унiтарним, а також вiн буде працювати наступним чином:

|00⟩𝑎𝑏 → |01⟩𝑎𝑏 + |00⟩𝑎𝑏
|01⟩𝑎𝑏 → |01⟩𝑎𝑏 − |00⟩𝑎𝑏
|10⟩𝑎𝑏 → |10⟩𝑎𝑏 + |11⟩𝑎𝑏
|11⟩𝑎𝑏 → |10⟩𝑎𝑏 − |11⟩𝑎𝑏

з коефiцiєнтом нормалiзацiї 1/
√
2. Такий оператор справедливий для

деревоподiбних ребер, але є ще повертаючi ребра, якi визначають чи

можливо розфарбувати граф двома кольорами. Такi ребра значать, що

кiнцева вершина є вже вiдвiданою i тодi потрiбно перевiрити, чи

зазначений колiр не спiвпадає. Для цього потрiбно обрахувати проєктивне

вимiрювання 𝑀𝑎𝑏, яке складається з проектуючих оператора 𝑂𝑖𝑗 та з

𝐼 −𝑂𝑖𝑗 де

𝑂𝑖𝑗 = |01⟩𝑖𝑗⟨01|+ |10⟩𝑖𝑗⟨10|
𝐼 −𝑂𝑖𝑗 = |00⟩𝑖𝑗⟨00|+ |11⟩𝑖𝑗⟨11|
Таке вимiрювання є детермiнованим. Результат вимiрювання 0 буде

вiдповiдати проєкцiї 𝑂𝑖𝑗, а результат вимiрювання 1 проєкцiї 𝐼 − 𝑂𝑖𝑗.
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Тобто якщо вимiрювання дорiвнює 1, то можна припинити виконувати

алгоритм, так, як двi сусiднi вершини розфарбованi одним кольором, в

iнакшому випадку продовжується виконання. Тодi квантовий алгоритм

розфарбування двома кольорами графу буде мати вигляд:

Алгоритм 2.6. Квантовий алгоритм для розфарбування

двома кольорами графу

Дано неорiєнтований граф G = (V, E):

1: Генеруємо суперпозицiю всiх можливих розфарбувань.

2: Для кожного ребра 𝑒𝑎𝑏 ∈ 𝐸 в DFT порядку виконуємо наступне:

3: Якщо 𝑒𝑎𝑏 є деревоподiбним ребром, то:

4: Виконуємо 𝐸𝑎𝑏

5: Iнакше:

6: Виконуємо 𝑀𝑎𝑏

7: Якщо 𝑀𝑎𝑏 = 1 то зупиняємося i вертаємо що "Не iснує

розфарбування двома кольорами для такого графу"

8: Обраховуємо кiнцеву суперпозицiю для отримання випадкового

розфарбованого двома кольорами графу, або використовуємо

суперпозицiю всiх розфарбувань графу G для подальших процесiв.

Твердження 2.5. ([7]) Складнiсть алгоритму 2.6 дорiвнює

𝑂(𝑛+𝑚), де 𝑛 кiлькiсть вершин, а 𝑚 кiлькiсть ребер.

2.3 Алгоритм Вiгдерсона в класичнiй моделi

В цьому пiдроздiлi надається алгоритм Вiгдерсона, а також

алгоритми якi використовуються в алгоритмi Вiгдерсона.

Класичний алгоритм Вiгдерсона – це алгоритм, який розв’язує

задачу розфарбування трьох-хроматичного графа 1 + ⌈
√
𝑛⌉ кольорами.

Реалiзацiя цього алгоритму виконана для варiанту коли граф

представляється як список сумiжностi. Цей алгоритм має в собi два

пiдалгоритми, а саме жадiбне розфарбування графу, а також
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розфарбування графу двома кольорами. Алгоритм Вiгдерсона взятий у

статтi Тора Хасфельда[28], перероблений для зручностi розумiння та

наведено нижче.

Алгоритм 2.7. Алгоритм Вiгдерсона

Дано трьох-хроматичний граф G = (V, E), цей алгоритм знаходить

розфарбування вершин графу 𝑂(
√
𝑛) кольорами.

1: [Iнiцiалiзацiя].Нехай 𝑐 = 1.

2: [Δ(𝐺) > ⌈
√
𝑛⌉].Шукаємо вершину в G зi 𝑑𝑒𝑔𝑣 > ⌈

√
𝑛⌉. Якщо такої не

iснує то переходимо до кроку W3. Iнакше застосовуємо алгоритм

розфарбування двома кольорами графу для того, щоб розфарбувати

сусiдiв G[N(v)] кольорами 𝑐 та 𝑐 + 1. Видаляємо N(v) з G i збiльшуємо 𝑐

на 𝜒(𝐺[𝑁(𝑣)]). Повторюємо крок 2.

3: [Δ(𝐺) < ⌈
√
𝑛⌉].Використовуємо жадiбний алгоритм розфарбування

графу, щоби розфарбувати вершини якi залишились

𝑐,𝑐+ 1,...,𝑐+ ⌈
√
𝑛⌉кольорами.

Твердження 2.6. ([28]) Складнiсть алгоритму 2.7 є 𝑂(𝑛+𝑚), де

𝑛 кiлькiсть вершин, а 𝑚 кiлькiсть ребер.

Для розфарбування графу двома кольорами в алгоритмi Вiгдерсона

використовується зовсiм iнакший порядок обробки вершин. В алгоритмi

розiбраному ранiше використовувався порядок пошуку в глибину, який

працював за схемою стеку, тобто перший зайшов - останнiй вийшов. Але в

алгоритмi Вiгдерсона можна побачити, що на другому кроцi,

обробляються не кiнцевi вершини, а сусiднi. Тому для цього тут краще

пiдiйде алгоритм який буде працювати по схемi черги, тобто перший

зайшов - перший вийшов. Саме так працює метод обходу вершин обхiд в

ширину(BFT). Та на цьому методi i побудований алгоритм

розфарбування графу двома кольорами в алгоритмi Вiгдерсона, який є

наведений нижче.

Алгоритм 2.8. Алгоритм B

Дано зв’язний граф G = (V, E), цей алгоритм знаходить розфарбування
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графу двома кольорами, якщо такий iснує, або виводить непарний цикл.

1: [Iнiцiалiзацiя].Iнiцiалiзуємо 𝑓(𝑣1) = 1) i нехай 𝑄(черга) буде пустою

послiдовнiстю. Для найближчого сусiда 𝑤 вершини 𝑣1, визначаємо

𝑝(𝑤) = 𝑣1(предок вершини 𝑤) та додаємо 𝑤 в 𝑄.

2: [Наступна вершина].Якщо 𝑄 пуста, то переходимо до кроку 3. Iнакше

видаляємо першу вершину 𝑣 з 𝑄 i позначаємо 𝑓(𝑣) до кольору який ще не

було зазначено в 𝑝(𝑣). Для кожного сусiда 𝑤 вершини 𝑣, якщо вершина 𝑤

не розфарбована i не є в послiдовностi 𝑄, тодi зазначаємо що 𝑝(𝑤) = 𝑣 i

додаємо вершину 𝑤 в кiнець послiдовностi 𝑄. Повторюємо крок 2.

3: [Перевiрка на подвiйне розфарбування].Проходимо через всi ребра

перевiряючи чи 𝑓(𝑣) ̸= 𝑓(𝑤) для кожного ребра 𝑣𝑤. Якщо виконується, то

виводимо 𝑓 , як вiдповiдь.

4: [Утворюємо непарний цикл].Нехай 𝑣𝑤 буде ребром з кольором

𝑓(𝑣) = 𝑓(𝑤) i нехай 𝑢 буде найближчий предок вершини 𝑣 та 𝑤. Тодi

виводимо шлях 𝑤,𝑝(𝑤),𝑝(𝑝(𝑤)),...,𝑢, i так само 𝑣,𝑝(𝑣),𝑝(𝑝(𝑣)),...,𝑢, якi

з’єднанi ребром 𝑣𝑤.

Твердження 2.7. ([28]) Складнiсть алгоритму 2.8 є 𝑂(𝑛+𝑚), де

𝑛 кiлькiсть вершин, а 𝑚 кiлькiсть ребер.

Тепер, щодо жадiбного алгоритму, який застосований в алгоритмi

Вiгдерсона, можна сказати, що вiн працює наступним чином.Вiн

проходить вершини одну за iншою, та задає вершинам перший доступний

колiр. Нехай буде iснувати така функцiя 𝑓(𝑣), що буде приймати на вхiд

вершину графу, а вертати колiр в який та вершина розфарбована. Тодi

алгоритм розфарбування двома кольорами буде мати вигляд:

Алгоритм 2.9. Алгоритм G(жадiбний алгоритм)

Дано граф G = (V, E) з максимальним степенем Δ та порядком

𝑣1,𝑣2,...,𝑣𝑛 вершин, цей алгоритм знаходить розфарбування вершин графу

з 𝑚𝑎𝑥𝑖|{𝑗 < 𝑣 : 𝑣𝑗𝑣𝑖 ∈ 𝐸}|+ 1 6 Δ+ 1 кольорами.
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1: [Iнiцiалiзацiя].Iнiцiалiзуємо 𝑖 = 0.

2: [Наступна вершина].Збiльшуємо 𝑖.Якщо 𝑖 = 𝑛 + 1, закiнчуємо з 𝑓 як з

вiдповiддю.

3: [Знаходження 𝑁(𝑣𝑖)].Вираховуємо набiр 𝐶 = ∪𝑗<𝑖𝑓(𝑣𝑗) кольорiв якi

уже застосованi до сусiдiв 𝑣𝑖.

4: [Застосовуємо перший доступний колiр до вершини 𝑣𝑖].Збiльшуючи

значення 𝑐 = 1,2,..., перевiряти чи 𝑐 ∈ 𝐶. якщо нi, то призначаємо

𝑓(𝑣𝑖) = 𝑐 i вертаємось до кроку 2.

Твердження 2.8. ([28]) Складнiсть алгоритму 2.9 є 𝑂(𝑛+𝑚), де

𝑛 кiлькiсть вершин, а 𝑚 кiлькiсть ребер.

Можна побачити, що кроки G3 та G4 робить в найгiршому випадку

𝑂(1 + 𝑑𝑒𝑔𝑣𝑖) операцiй. Сумуючи це все по 𝑖 отримуємо

𝑛 + (𝑑𝑒𝑔𝑣1 + 𝑑𝑒𝑔𝑣2 + ... + 𝑑𝑒𝑔𝑣𝑛) = 𝑛 + 2𝑚. Таким чином алгоритм G

виконується за 𝑂(𝑛 + 𝑚) часу. Така складнiсть часу є лише у випадку

коли використовується список сумiжностi графу.

2.4 Квантова реалiзацiя алгоритму жадiбного

розфарбування графу

В цьому пiдроздiлi розповiдається про квантову реалiзацiю

алгоритму жадiбного розфарбування графа побудований Джеком

Моррiсом та Фанг Сонгом[29]. Цей алгоритм жадiбного розфарбування

працює для графу представленого як матриця сумiжностi. Вiн розв’язує

проблему розфарбування графу 𝑂(1 + 𝜖)Δ кольорами. При тому, як було

доведено в статтi, представлений ними алгоритм в класичнiй моделi

складнiсть алгоритму є 𝑂(𝜖−1/2𝑛
√
𝑛 log 𝑛), а в квантовiй моделi 𝑂(𝜖−1𝑛4/3)

Для початку, щоб представити алгоритм, потрiбно пояснити роботу

деяких функцiй. А саме, нехай iснує такий запит до матрицi сумiжностi

𝑀 [𝑣,𝑢], який повертає 1 коли iснує ребро мiж вершинами 𝑣 та 𝑢, iнакше
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вертає 0. А також нехай 𝜒(𝑐) буде визначати набiр вершин з кольором 𝑐

пiсля того.

Алгоритм 2.10. Жадiбний алгоритм розфарбування графу

(1 + 𝜖)Δ кольорами.

На вхiд дається граф у виглядi матрицi сумiжностi, та значення 𝜖:

1: Для кожної вершини графу 𝑣 виконується:

2: Допоки вершина 𝑣 не розфарбована, виконується наступне:

3: Вибирається випадковий колiр 𝑐 ∈ [(1 + 𝜖)Δ]

4: Для кожної вершини 𝑢 ∈ 𝜒(𝑐):
5: Виконується запит 𝑀 [𝑢,𝑣]

6: Якщо 𝑀 [𝑢,𝑣] = 1, то:

7: Повертаємося до кроку 3.

8: Задаємо вершинi 𝑣 колiр 𝑐, а також додаємо цю вершину в

𝜒(𝑐).

9: Повертає список {𝜒(1),...𝜒((1 + 𝜖)Δ)}

Твердження 2.9. ([29]) Складнiсть алгоритму 2.10 є

𝑂(𝜖−1/2𝑛
√
𝑛 log 𝑛), де 𝑛 кiлькiсть вершин.

У квантовiй реалiзацiї жадiбного алгоритму розфарбування графу

використовується пiдалгоритм пошуку конфлiкту, який приймає на вхiд

вершину 𝑣, а також множину вершин 𝑆, а вертає вiдповiдь чи є вершина 𝑣

сусiдньою до вершини 𝑠 ∈ 𝑆, такий алгоритм розписаний в статтi[29]. Тодi

квантовий алгоритм жадiбного розфарбування буде виглядати наступним

чином:

Алгоритм 2.11. Квантова реалiзацiя жадiбного алгоритму

розфарбування графу (1 + 𝜖)Δ кольорами.

На вхiд дається граф у виглядi матрицi сумiжностi, та значення 𝜖:

1: 𝑡← 0:

2: Допоки 𝑡 6 𝑇 виконується наступне:

3: Для кожної вершини графу 𝑣, виконується наступне:
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4: Вибирається випадковий колiр 𝑘 ∈ [(1 + 𝜖)Δ]

5: Якщо |𝜒(𝑘)| > 2𝑛
𝜖Δ

6: Повертаємося до кроку 4.

7: Iнакше:

8: Якщо знаходиться конфлiкт мiж вершиною 𝑣 та 𝜒(𝑘),

тодi:

9: 𝑡← 𝑡+ 2
√︀

𝑛
𝜖Δ log 𝑛

10: Повертаємося до кроку 4.

11: Iнакше:

12: Задаємо вершинi 𝑣 колiр 𝑐, а також додаємо цю

вершину в 𝜒(𝑐).

13: Повертає список {𝜒(1),...𝜒((1 + 𝜖)Δ)}

Твердження 2.10. ([29]) Складнiсть алгоритму 2.11 є 𝑂(𝜖−1𝑛4/3),

де 𝑛 кiлькiсть вершин.

В цьому алгоритмi 𝑇 = 9𝜖−3/2 log2 𝑛
√︁

𝑛2

Δ . Це потрiбно для того, щоб

обмежити похибку алгоритму. Тому, що алгоритм пошуку конфлiкту має

похибку 1
𝑛2 . Тобто такий алгоритм вертає розфарбування з можливiстю в

найгiршому випадку 1−Θ(𝑛−2), для значно великого 𝑛 похибка може бути

покращена до 1−Θ(𝑛−𝑘), де 𝑘 > 0 константа.

Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi розглянуто основнi теоретичнi вiдомостi квантової

моделi, а також методи та пiдходи реалiзацiй квантових алгоритмiв для

задач розфарбування графа, а саме: квантовий алгоритм для

розфарбування двома кольорами графа представлений як список

сумiжностей, класичний алгоритм жадiбного розфарбування, квантовий

алгоритм жадiбного розфарбування, класичний алгоритм Вiгдерсона для

графу який представлений списком сумiжностей. Цi методи та пiдходи
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разом з алгоритмами будуть використовуватись для побудування

квантового алгоритму Вiгдерсона, а також квантового алгоритму для

розв’язання задачi розфарбування двома кольорами графу,

представленого матрицею сумiжностей.
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3 ПОБУДОВА КВАНТОВИХ АЛГОРИТМIВ

В цьому роздiлi будується квантова реалiзацiя алгоритму

розфарбування графу двома кольорами представленому як матриця

сумiжностi, який працює завдяки методу обходу в ширину. А також

будується квантовий алгоритм Вiгдерсона також для графа

представленого як матриця сумiжностi.

3.1 Розфарбування графу двома кольорами представленому

як матриця сумiжностi

В цьому пiдроздiлi реалiзовано алгоритм розфарбування двома

кольорами графу представленому як матриця сумiжностi з

використанням методу обходу в ширину. Для початку реалiзовано

класичний алгоритм з всiма пiдалгоритмами послiдовно, а потiм уже сам

квантовий алгоритм.

Для того, щоб зробити класичний алгоритм потрiбно спочатку

побудувати алгоритм обходу в ширину(BFT), який працює по схемi

черги, тобто перший зайшов - перший вийшов i цей алгоритм повинен

працювати для матрицi сумiжностi. Сам алгоритм обходу графу в

ширину працює наступним чином:

Алгоритм 3.1. Каркас алгоритму BFT

На вхiд дається вершина 𝑣:

1: Позначаємо вершину 𝑣 як вiдвiдану, та додаємо її в чергу 𝑄.

2: Допоки |𝑄| > 0 виконується наступне:

3: Дiстається вершина 𝑢 ∈ 𝑄.

4: Для кожного сусiда 𝑥 вершини 𝑢 виконується наступне:

5: Якщо вершина 𝑥 не вiдвiдана, то:

6: Позначаємо вершину 𝑥 як вiдвiдану i додаємо її в чергу
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𝑄.

Тепер коли є алгоритм обходу вершин в ширину потрiбно зробити

такий алгоритм для матрицi сумiжностi.

Алгоритм 3.2. Алгоритм BFT для графа представленого як

матриця сумiжностi

На вхiд дається матриця сумiжностi графу 𝐺:

1:Вибираємо випадкову вершину 𝑣 графу, позначаємо її як вiдвiдану та

додаємо її в чергу 𝑄.

2:Допоки |𝑄| > 0 виконується наступне:

3: Дiстається вершина 𝑢 ∈ 𝑄.

4: Для кожної вершини графу 𝑥 ∈ 𝐺, крiм вершини 𝑣 виконується:

5: Якщо 𝑀 [𝑥,𝑣] = 1, а також вершина 𝑥 не вiдвiдана, то:

6: Позначаємо вершину 𝑥 як вiдвiдану i додаємо її в чергу

𝑄.

Твердження 3.1. Складнiсть алгоритму 3.2 дорiвнює 𝑂(𝑛(𝑛−1)),

де 𝑛 кiлькiсть вершин.

Доведення. Можна побачити, що кожна вершина обходиться 1 раз,

а також для кожної вершини перевiряються всi iншi на сумiжнiсть. Тобто

можна побачити, що складнiсть такого алгоритму буде 𝑂(𝑛(𝑛− 1)).

Тепер можна побудувати алгоритм розфарбування графу двома

кольорами представленому як матрицi сумiжностi. Алгоритм буде мати

вигляд:

Алгоритм 3.3. Алгоритм для розфарбування графа двома

кольорами на принципi алгоритму BFT

Дано неорiєнтований граф G (працюємо з графом як з матрицею):

0: Створюємо глобальну змiну i називаємо її 𝐿. Iнiцiалiзуємо її

значенням ’1’.

1: Обираємо випадкову вершину 𝑣 ∈ 𝑉 i присвоюємо їй значення 𝐿, а
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також додаємо в чергу 𝑄.

2: Допоки |𝑄| > 0 виконується наступне:

3: Дiстається вершина 𝑢 ∈ 𝑄.

4: Для кожної вершини графу 𝑥 ∈ 𝐺, крiм вершини 𝑣 виконується:

5: Якщо 𝐺(𝑥,𝑢) = 1, а також не була ще позначена, то:

6: Позначаємо 𝑢 як 𝐿+ 1(𝑚𝑜𝑑2).

7: Позначаємо 𝐿 як 𝐿+ 1(𝑚𝑜𝑑2)

8: Iнакше, якщо 𝐺(𝑥,𝑢) = 1, то:

9: Перевiряємо значення вершини 𝑥. Якщо це така сама

вершина як i 𝑢, то зупиняємо алгоритм i говоримо, що ця задача не є

виконувана для такого графу.

Твердження 3.2. Складнiсть алгоритму 3.3 дорiвнює 𝑂(𝑛(𝑛−1)),

де 𝑛 кiлькiсть вершин.

Доведення. Такий алгоритм має таку саму складнiсть як i просто

алгоритм обходу BFT, оскiльки вершини обробляються один раз, а потiм

перевiряються на сумiжнiсть, тобто складнiсть буде 𝑂(𝑛(𝑛− 1)).

Реалiзацiя квантового алгоритму для задачi розфарбування графу

який представлений як матриця сумiжностi буде виконуватись по тому

же принципу, якiй був показаний в попередньому роздiлi для списку

сумiжностi. Тобто вершини будуть зображуватись як кубiти, а кольори як

стани цих кубiт. Спочатку буде генеруватись суперпозицiя всiх

розфарбувань, а потiм обходячи вершини будуть видалятись непотрiбнi

стани, а також перевiрятись на можливiсть такого розфарбування.

Генеруватись суперпозицiя буде завдяки Адамаровому оператору,

наступним чином:

𝐻⊕𝑛|0⟩⊕𝑛 = 1√
2𝑛

2𝑛−1∑︀
𝑖=0
|𝑖⟩

Для випадку видалення непотрiбних станiв буде використовуватись

оператор 𝐸𝑎𝑏 коли вершини є сусiднiми, але одна з них не є ще вiдвiданою.
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Такий оператор для двох вершин буде виглядати наступним чином:

𝐸𝑎𝑏 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 0 0

1 1 0 0

0 0 1 1

0 0 1 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.1)

А також буде робити такi операцiї:

|00⟩𝑎𝑏 → |01⟩𝑎𝑏 + |00⟩𝑎𝑏
|01⟩𝑎𝑏 → |01⟩𝑎𝑏 − |00⟩𝑎𝑏
|10⟩𝑎𝑏 → |10⟩𝑎𝑏 + |11⟩𝑎𝑏
|11⟩𝑎𝑏 → |10⟩𝑎𝑏 − |11⟩𝑎𝑏

Для випадку, коли двi вершини є сусiднiми, але також двi є вiдвiданi,

буде виконуватись вимiрювання цих вершин, щоби перевiрити чи є такi

вершини одного кольору. Для цього буде використовуватись вимiрювання

𝑀𝑎𝑏, яке складається з двох операторiв 𝑂𝑖𝑗 та з 𝐼 −𝑂𝑖𝑗, де

𝑂𝑖𝑗 = |01⟩𝑖𝑗⟨01|+ |10⟩𝑖𝑗⟨10|
𝐼 −𝑂𝑖𝑗 = |00⟩𝑖𝑗⟨00|+ |11⟩𝑖𝑗⟨11|
В цьому випадку𝑂𝑖𝑗 буде вiдповiдати нулю вимiрювання𝑀𝑎𝑏, а 𝐼−𝑂𝑖𝑗

одиницi. Тобто отримавши одиницю з цього вимiрювання можна сказати,

що такий граф не можна розфарбувати двома кольорами.

Тепер щодо самого алгоритму розфарбування графу двома

кольорами представленого як матриця сумiжностi у порядку обходу BFT.

Такий алгоритм буде мати вигляд:

Алгоритм 3.4. Квантовий алгоритм для розфарбування

двома кольорами графу представленого як матриця сумiжностi

у порядку обходу BFT

Дано неорiєнтований, сумiжний граф G представлений як матриця

сумiжностi:
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1: Генеруємо суперпозицiю всiх можливих розфарбувань.

2: Вибираємо випадкову вершину 𝑣 ∈ 𝐺 позначаємо її вiдвiданою, а

також додаємо її в чергу 𝑄.

3: Допоки |𝑄| > 0:

4: Витягуємо вершину 𝑎 ∈ 𝑄:

5: Перебираємо всi вершини 𝑏 ∈ 𝐺,𝑏 ̸= 𝑎:

6: Якщо 𝐺[𝑎,𝑏] = 1, а також вершина 𝑏 не була ще позначена, то:

7: Виконуємо 𝐸𝑎𝑏.

8: Позначаємо вершину 𝑏 та додаємо її в чергу 𝑄.

9: Iнакше, якщо 𝐺[𝑎,𝑏] = 1:

10: Виконуємо 𝑀𝑎𝑏.

11: Якщо 𝑀𝑎𝑏 = 1 то зупиняємося i вертаємо що "Не iснує

розфарбування двома кольорами для такого графу"

12: Обраховуємо кiнцеву суперпозицiю для отримання випадкового

розфарбованого двома кольорами графу, або використовуємо

суперпозицiю всiх розфарбувань графу G для подальших процесiв.

Твердження 3.3. Складнiсть алгоритму 3.4 дорiвнює 𝑂(𝑛(𝑛−1)),

де 𝑛 кiлькiсть вершин.

Доведення. Такий алгоритм має таку саму складнiсть як i просто

алгоритм обходу BFT, оскiльки вершини обробляються один раз, а потiм

перевiряються на сумiжнiсть, тобто складнiсть буде 𝑂(𝑛(𝑛− 1)).

Ефективнiсть такого алгоритму є в тому, щоб використовувати

такий алгоритм в подальших квантових алгоритмах, як пiдалгоритм.

Дiло в тому, що такий алгоритм дає суперпозицiю всiх можливих

розфарбувань, що може бути використана для подальшої обробки. Також

використання в цьому алгоритмi матрицi сумiжностi, може навiть

покращити виконання цього алгоритму, в зрiвняннi з класичним, це

можна зробити, завдяки деяким модифiкацiям алгоритму пошуку

Гровера, для знаходження таких вершин, що 𝐺[𝑎,𝑏] = 1. Тому можна

сказати, що цей алгоритм навiть можна покращити, отримавши при
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цьому додаткову ефективнiсть.

Твердження 3.4. Алгоритм 3.4 – є коректним.

Доведення. Для того, щоб довести коректнiсть алгоритму

потрбiно пройти по деяким крокам алгоритму, тим самим показавши, що

немає такого випадку коли алгоритм буде працювати неправильно.

Перший крок алгоритму генерує суперпозицiю всiх можливих

розфарбувань, наприклад для випадку з двома вершинами суперпозицiя

буде виглядати наступним чином: |00⟩ + |01⟩ + |10⟩ + |11⟩ з кофiцiєнтом

нормалiзацiї 1/2. Зразу можна побачити, що наприклад стани |00⟩ |11⟩ не

можуть iснувати в цiй суперпозицiї задля коректного розфарбування.

Для цього i працює оператор 𝐸𝑎𝑏, вiн позбувається таких станiв.

Тепер щодо обходу графу, так як граф є сумiжним, то можна

побачити, що кожна вершина графу буде додана до черги Q на 2, а також

на 8 кроцi. Тим самим кожна вершина графу буде оброблена, оскiльки

цикл на 3 кроцi виконується допоки |𝑄| > 0.

Тепер щодо обробки вершин. Очевидно, що перевiрки на умови, якi

виконуються на 6 та на 9 кроцi, покривають всi потрiбнi нам варiанти

сумiжностi вершин. А саме випадок, коли двi вершини є сумiжними i одна з

них не є позначеною, а також випадок, коли двi вершини є сумiжними i двоє

є позначеними. В першому випадку виконується оператор 𝐸𝑎𝑏, є зрозумiлим

тим, що вiн виконається для кожної пари сумiжних вершин рiвно один раз.

А в другому випадку виконується оператор 𝑀𝑎𝑏, який оброблює вершини

якi утворюють цикл, тим самим перевiряючи на можливе розфарбування.

Таким чином, алгоритм або виконає розфарбування графу та верне

суперпозицiю на 12 кроцi. Або зупиниться на 11 i скаже, що такого графу

не iснує.
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3.2 Квантова реалiзацiя алгоритму Вiгдерсона

В цьому пiдроздiлi будується алгоритм Вiгдерсона в квантовiй

моделi обчислення, коли граф представлений матрицею сумiжностi. Для

цього спочатку будується класичний алгоритм Вiгдерсона з матрицею

сумiжностi, а потiм перетворений в квантовий алгоритм.

Через те, що алгоритм розфарбування двома кольорами графу

представленому як матриця сумiжностi уже представлений, то саме вiн

буде використовуватись в алгоритмi Вiгдерсона. А щодо жадiбного

алгоритму, то можливо переробити алгоритм який напряму даний до

алгоритму Вiгдерсона, а можливо використати кращий алгоритм який

був наданий Джеком Моррiсоном та Фанг Сонгом[29]. Але в випадку

кращого алгоритму там є деякi обмеження щодо ефективностi, якi в

класичнiй моделi є доволi неприємними для алгоритму Вiгдерсона. Тому

все-таки буде показано перетворення жадiбного алгоритму, який

використовувався в алгоритмi Вiгдерсона для списку сумiжностей.

Алгоритм буде мати вигляд:

Алгоритм 3.5. Жадiбне розфарбування графу

представленого як матриця сумiжностi

Дано неорiєнтований граф G представлений як матриця сумiжностi:

1: Iнiцiалiзуємо 𝑖 = 1.

2: Поки не 𝑖 = 𝑛+ 1, виконуємо наступне:

3: Iнiцiалiзується C = {}.
4: Для кожної вершини 𝑢𝑗 ̸= 𝑢𝑖 виконується:

5: Якщо 𝐺[𝑢𝑖,𝑢𝑗] = 1, то:

6: C = C ∪𝑓(𝑢𝑗).
7: Збiльшуючи значення 𝑐 = 1.2..., виконується:

8: Якщо 𝑐 /∈C, то:

9: 𝑓(𝑢𝑖) = 𝑐.

10: 𝑖 = 𝑖+ 1.
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Твердження 3.5. Складнiсть алгоритму 3.5 дорiвнює 𝑂(2𝑛(𝑛−1)),

де 𝑛 кiлькiсть вершин.

Доведення. Можна побачити, що цикл утворений на 4 кроцi робить

𝑛 − 1 крокiв, а також цикл утворений на 7 кроцi в найгiршому випадку

утворює також 𝑛− 1 крокiв. Тобто разом вони утворюють 2(𝑛− 1) крокiв,

та сумуючи їх по 𝑖 бачимо, що алгоритм робить 2𝑛(𝑛 − 1) крокiв. Тобто

складнiсть алгоритму буде 𝑂(𝑛2).

Тепер можна утворити алгоритм Вiгдерсона, для матрицi сумiжностi.

Алгоритм 3.6. Алгоритм Вiгдерсона для матрицi

сумiжностi

Дано неорiєнтований граф G представлений як матриця сумiжностi:

1: Нехай 𝑐 = 1.

2: Для кожної вершини 𝑣𝑖 ∈ 𝐺, виконуємо наступне:

3: Iнiцiалiзується 𝑑 = 0.

4: Iнiцiалiзується 𝑚 = {}.(матриця сумiжностi сусiдiв вершини 𝑢𝑖)

5: Для кожної вершини 𝑢𝑗 ̸= 𝑢𝑖 виконується:

6: Якщо 𝐺[𝑢𝑖,𝑢𝑗] = 1, то:

7: 𝑑 = 𝑑+ 1.

8: Додаємо вершину 𝑢𝑗 в матрицю, а також додаємо зв’язки

з присутнiми уже вершинами в матрицi 𝑚.

9: Якщо 𝑑 > ⌈
√
𝑛⌉, то:

10: Виконується розфарбування 𝑚 кольорами 𝑐, 𝑐+ 1.

11: 𝑐 = 𝑐+ 1.

12: з множини G видаляються вершини, якi є в 𝑚.

13: Для вершин якi ще не розфарбованi виконуємо жадiбний алгоритм

розфарбування.

Твердження 3.6. Складнiсть алгоритму 3.6 дорiвнює 𝑂(3𝑛(𝑛−1)),
де 𝑛 кiлькiсть вершин.

Доведення. Можна побачити, що найгiрший випадок тут буде,
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якщо не знайдеться такої вершини для якої 𝑑𝑒𝑔𝑣 > ⌈

√
𝑛⌉. Саме тому, що

якщо найдеться, то на 13 кроцi виконується видалення вершин i тодi

зменшується обхiд вершин на 2 кроцi, а також в жадiбному алгоритмi

зменшується крокiв. Тому найгiрший випадок, коли виконається цикл на

2 кроцi, який займає 𝑛(𝑛− 1) крокiв, а потiм ще виконається алгоритм на

13 кроцi який також буде займати 2𝑛(𝑛− 1) крокiв. Тому можна сказати,

що складнiсть алгоритму буде 𝑂(3𝑛(𝑛− 1))

Квантова реалiзацiя алгоритму буде будуватись, так само як i

класичний алгоритм, але з використанням квантових пiдалгоритмiв, саме

квантового розфарбування графу двома кольорами для випадку коли

граф має вигляд матрицi сумiжностей, тобто алгоритм 3.4. А також

алгоритм жадiбного розфарбування алгоритм 2.11. Тодi квантовий

алгоритм Вiгдерсона буде виглядати:

Алгоритм 3.7. Алгоритм Вiгдерсона для матрицi

сумiжностi

Дано неорiєнтований граф G представлений як матриця сумiжностi:

1: Нехай 𝑐 = 1.

2: Для кожної вершини 𝑣𝑖 ∈ 𝐺, виконуємо наступне:

3: Iнiцiалiзується 𝑑 = 0.

4: Iнiцiалiзується 𝑚 = {}.(матриця сумiжностi сусiдiв вершини 𝑢𝑖)

5: Для кожної вершини 𝑢𝑗 ̸= 𝑢𝑖 виконується:

6: Якщо 𝐺[𝑢𝑖,𝑢𝑗] = 1, то:

7: 𝑑 = 𝑑+ 1.

8: Додаємо вершину 𝑢𝑗 в матрицю, а також додаємо зв’язки

з присутнiми уже вершинами в матрицi 𝑚.

9: Якщо 𝑑 > ⌈
√
𝑛⌉, то:

10: Виконується розфарбування 𝑚 кольорами 𝑐, 𝑐 + 1, завдяки

алгоритму 3.4.

11: 𝑐 = 𝑐+ 1.

12: з множини G видаляються вершини, якi є в 𝑚.

13: Для вершин якi ще не розфарбованi виконуємо жадiбний алгоритм
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розфарбування 2.11 з вхiдним параметром 𝜖.

Значення 𝜖 повинен бути бiльший нуля, та не дорiвнювати 1
Δ . Це все

через те, що в алгоритмi 2.11 не розв’язано задачi розфарбування Δ + 1

кольорами, а розв’язано (1 + 𝜖)Δ. Сам 𝜖 вираховується наступним чином

𝜖 = ⌈
√
𝑛⌉+1
Δ − 1

Можна побачити, що так, як 𝜖 > 0, то повинна бути Δ 6 ⌈
√
𝑛⌉. Таким

чином можна сказати, що чим менше 𝜖, тим бiльше Δ можливе.

Твердження 3.7. Складнiсть алгоритму 3.7 буде дорiвнювати

𝑂(𝑛(𝑛− 1) + 𝜖−1𝑛4/3).

Доведення. Використовувавши той найгiрший випадок, що

використовувався у доведенi складностi для класичної реалiзацiї

алгоритму Вiгдерсона 3.6. Тобто випадок коли в алгоритмi Вiгдерсона

використовується лише жадiбний алгоритм, можна побачити, що цикл на

3 кроцi буде утворювати 𝑛(𝑛 − 1) крокiв, а складнiсть жадiбного

алгоритму буде 𝑂(𝜖−1𝑛4/3). Тодi складнiсть квантового алгоритму

Вiгдерсона буде 𝑂(𝑛(𝑛− 1) + 𝜖−1𝑛4/3).

Твердження 3.8. Алгоритм 3.7 є коректним.

Доведення. Коректнiсть алгоритму справедлива лише в тому

випадку, якщо коректний класичний алгоритм Вiгдерсона[28].

Побудований квантовий алгоритм полягається на коректнiсть класичного

алгоритма через те, що там використовується такий самий обхiд як i в

класичному алгоритмi. Тобто спочатку шукається вершина 𝑎 для якої

𝑑 > ⌈
√
𝑛⌉, де 𝑑 – степiнь вершини 𝑎. А потiм всi сусiди вершини 𝑎

розфарбовуються двома наданими кольорами алгоритмом 3.4. Пiсля того

як всi вершини для яких 𝑑 > ⌈
√
𝑛⌉ були обробленi виконується жадiбний

алгоритм 2.11, коректнiсть якого доведена[29].
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3.3 Аналiз побудованих квантових алгоритмiв та порiвняння

з класичними аналогами

В цьому пiдроздiлi дається порiвняння утворених квантових

алгоритмiв з наявними класичними аналогами. Для початку буде

розглянуто алгоритм розфарбування двома кольорами графу, а потiм

алгоритм Вiгдерсона.

Алгоритмiв розфарбування двома кольорами графiв є велика

кiлькiсть, кожна з яких є ефективна для деяких окремих випадкiв.

Наприклад алгоритм розфарбування двома кольорами графу

представленого як список сумiжностей ефективно використовувати для

випадкiв коли граф є розрiдженим. Побудований квантовий алгоритм 3.4

є ефективний у випадку коли граф є щiльним, тобто коли граф має

велику кiлькiсть ребер близьку до максимальної. Крiм того,

використаний обхiд графу BFT у квантовому алгоритмi 3.4, дозволяє цей

алгоритм розпаралелювати в тих випадках, коли, наприклад потрiбно

обробляти лише сусiднi вершини графу, не йдучи в глибину графу.

Тепер щодо класичних аналогiв. В класичнiй моделi можливо

побудувати схожий алгоритм, який був показаний як алгоритм 3.3. Через

те, що там використовуються однаковi методи обходу графу, то по

складностi квантовий та класичнi алгоритми зовсiм не будуть

вiдрiзнятись, тобто складнiсть як класичного, так i квантового алгоритму

буде дорiвнювати 𝑂(𝑛(𝑛− 1)). Дивлячись на це можна подумати, що тодi

не має переваг у використанi саме квантової моделi, але це не так.

Основнi переваги квантової моделi з’являються у виглядi вихiдних даних

алгоритму. Дiло в тому, що працюючи з суперпозицiєю в квантовiй

моделi, алгоритм працює з усiма можливими розфарбуваннями. Тобто за

ту саму кiлькiсть крокiв, що робить класичний алгоритм, квантовий

може подати на вихiд не одне розфарбування графу, а всiм можливi у

виглядi суперпозицiї, коли класичний видає лише одне. Бiльш того, це
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може бути незвичайно ефективним для використання цього квантового

алгоритму, як алгоритму для iнших квантових алгоритмiв.

Також можна побачити по першому роздiлу, що використання

матрицi сумiжностi, як представлення графу, є набагато ефективнiшим у

квантових алгоритмах порiвняно з класичними аналогами. Це все полягає

в тому, що в класичнiй моделi пошук ребра мiж вершинами виконується

простим перебором всiх вершин, коли у квантовiй моделi пошук може

бути покращеним завдяки модифiкацiям пошуку Гровера. Алгоритм

розфарбування двома кольорами графу представленого як матриця

сумiжностi у порядку обходу BFT не обмеженнями, його також можна

покращити таким способом, що збiльшить його ефективнiсть порiвняно з

класичним аналогом в рази.

Алгоритм Вiгдерсона не має такої великої кiлькостi рiзних аналогiв.

Було знайдено лише алгоритм 2.7 який виконується дла графу

представленого як список сумiжностi. Тому для утворення квантового

алгоритму Вiгдерсона для матрицi сумiжностi спочатку знадобилось

побудувати класичний алгоритм Вiгдерсона для матрицi сумiжностей. В

класичному алгоритмi використовувались стандартнi алгоритми для

жадiбного розфарбування, а також для розфарбування двома кольорами

графу, тому складнiсть класичного алгоритму Вiгдерсона для матрицi

сумiжностей згiдн з твердженням 3.6 дорiвнює 𝑂(3𝑛(𝑛 − 1)). Щодо

побудованого квантового алгоритму, то можна побачити, що у нього

менша складнiсть, а саме 𝑂(𝑛(𝑛 − 1) + 𝜖−1𝑛4/3). Можна тепер побачити

складнiсть квантового алгоритму буде менша вiд класичного на

2𝑛(𝑛 − 1) − 𝜖−1𝑛4/3 разiв. Крiм того, квантовий алгоритм Вiгдерсона

також будується для графа представленого як матриця сумiжностей, а це

значить, що вiн може бути покращеним модифiкацiями пошуку Гровера.
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Висновки до роздiлу 3

Як результат, вдалося побудувати квантовий алгоритм Вiгдерсона, а

також квантовий алгоритм який розв’язує задачу розфарбування графу

двома кольорами, де граф представлений як матриця сумiжностi. От

щодо квантового алгоритму розфарбування двома кольорами, можна

сказати що отриманий алгоритм i так має переваги не дивлячись на те що

час виконання є такою самою як i класичний аналог, переваги полягають

як раз в тому, що в кiнцi буде отримано всi можливi розфарбування

графу i це можливо використовувати в iнших квантових алгоритмах, де

використовується розфарбування двома кольорами графу. Бiльш того,

оскiльки вiн працює з матрицею сумiжностей, вiн доволi ефективний в

випадках коли граф має велику кiлькiсть ребер. Також, через те що там

використовується матриця сумiжностей, складнiсть алгоритму можна

покращити, використовуючи деякi модифiкацiї прискорення Горнера для

пошуку сусiдiв вершини, таке покращення може бути дуже ефективним.

Щодо квантового алгоритму Вiгдерсона, то там також можна

покращити виконання алгоритму i не тiльки через те що покращується

сам алгоритм розфарбування двома кольорами графу, а також можливо

покращити алгоритм жадiбного розфарбування, так щоби алгоритм

розфарбовував не (1 + 𝜖)Δ кольорiв, а Δ+ 1 кольорiв.
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ВИСНОВКИ

Як результат оглядової частини було розглянуто рiзноманiтнi

квантовi реалiзацiї алгоритмiв, якi розв’язували задачi на графах. Всi

розiбранi задачi вирiшеннi завдяки рiзним властивостям суперпозицiй

станiв, що показує можливостi квантової моделi. Також можна побачити,

що задачi на графах, якi представленi як матриця сумiжностей, можуть

бути розв’язанi ефективним чином.

У другому роздiлi було розглянуто деякi особливi реалiзацiї, якi

були використанi для побудови квантових алгоритмiв. Такi реалiзацiї

дали чiтке пояснення як працювати у квантовiй моделi, щоб побудувати

квантовий алгоритм. Саме тi методи i пiдходи, якi були розглянутi,

використовувались для побудови квантового алгоритму розфарбування

графу двома кольорами, коли граф представляється як матриця

сумiжностей. А також був розiбраний квантовий алгоритм жадiбного

розфарбування, який був використаний для побудови алгоритму

Вiгдерсона.

Як результат, виконаної вище роботи, було отримано:

1) Побудовано квантовий алгоритм Вiгдерсона для графа,

представленого як матриця сумiжностi.

2) Побудовано квантовий алгоритм розфарбування двома кольорами

графу, який представлений як матриця сумiжностi.

3) Проведений аналiз побудованих алгоритмiв та їх порiвняння з

класичними аналогами.

Щодо отриманих результатiв, то побудований квантовий алгоритм

розфарбування двома кольорами, складнiсть якого дорiвнює 𝑂(𝑛(𝑛 − 1)),

є доволi цiкавим. Вiн є цiкавим тим, що у квантовiй моделi використання

графу, як матрицi сумiжностей є ефективним. Побудовано багато

алгоритмiв у квантовiй моделi саме для такого випадку, тому що у

квантовiй моделi для матрицi сумiжностей можна використовувати
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алгоритм пошуку Гровера, який покращує результат в зрiвняннi з

класичними аналогами. Побудований алгоритм розфарбування двома

кольорами також є коректним.

Побудований алгоритм Вiгдерсона також є доволi ефективним,

складнiсть побудованого алгоритму дорiвнює 𝑂(𝑛(𝑛 − 1) + 𝜖−1𝑛4/3), коли

у класичного алгоритму складнiсть дорiвнює 𝑂(3𝑛(𝑛 − 1)). Таким чином

побудований алгоритм вийшов ефективнiшим на 𝑂(𝑛(𝑛 − 1) + 𝜖−1𝑛4/3)

разiв.

Також можна покращити алгоритм розфарбування двома

кольорами завдяки деяким модифiкацiям алгоритму Гровера. Щодо

квантового алгоритму Вiгдерсона, то там також можна покращити

виконання алгоритму, i не тiльки через те, що покращується сам

алгоритм розфарбування двома кольорами графу, а також можливо

покращити алгоритм жадiбного розфарбування, так щоби алгоритм

розфарбовував не (1 + 𝜖)Δ кольорiв, а Δ+ 1 кольорiв.
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