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РЕФЕРАТ

Квалiфiкацiйна робота мiстить: 50 стор., 8 рисункiв, 3 таблицi, 10

джерел.

В роботi розглянуто рiвняння авторегресiї з мультиплiкативним

шумом, коефiцiєнти якого змiнюються згiдно з еволюцiєю деякого

скiнченного ланцюга Маркова. В припущеннi, що стани цього ланцюга є

неспостережуваними, а перехiднi ймовiрностi − невiдомими, за

скiнченним набором спостережень часового ряду оцiнено невiдомi

параметри розподiлу, яким моделюється мультиплiкативний шум, та

знайдено характеристики прихованого ланцюга Маркова.

ПРИХОВАНА МАРКОВСЬКА МОДЕЛЬ, АВТОРЕГРЕСIЙНА

МОДЕЛЬ, МУЛЬТИПЛIКАТИВНИЙ ШУМ, ЧАСОВI РЯДИ
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ABSTRACT

In this paper, we consider an autoregressive equation with multiplicative

noise, the coefficients of which change according to the evolution of a finite

Markov chain. Under the assumption that the states of this chain are

unobservable and the transition probabilities − are unknown, the unknown

distribution parameters modeling the multiplicative noise are estimated from

a finite set of time series observations and the characteristics of the hidden

Markov chain are found.

HIDDEN MARKOV MODEL, AUTOREGRESSIVE MODEL,

MULTIPLICATIVE NOISE, TIME SERIES
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ВСТУП

Актуальнiсть дослiдження. Зростаюче використання цифрових

технологiй у всiх сферах життєдiяльностi суспiльства призводить до

експоненцiйного збiльшення обсягу накопичених даних. Велика частина

цих даних може бути представлена часовими рядами, тобто

впорядкованими за часом спостереженнями. Аналiз таких рядiв з метою

передбачення майбутнiх значень або розумiння процесу їх генерацiї

вимагає належної математичної моделi. Одним з ефективних пiдходiв до

аналiзу часових рядiв є використання авторегресiйних моделей. Цi моделi

дозволяють визначити, яку частину поточних спостережень можна

пояснити попереднiми значеннями та застосовнi в багатьох сферах.

Наприклад, необхiднiсть прогнозування волатильностi криптовалют, яка

виникає у задачах аналiзу фiнансових ринкiв [7], може бути одним зi

стимулюючих факторiв. Стохастичнi апроксимацiї [5], аналiз потокiв

даних у вузлах високонавантажених систем та оптимальне стохастичне

керування [2] можуть сприяти розвитку робототехнiки. Моделi

авторегресiї можуть також бути корисними при вивченнi механiзмiв

поширення захворювання пiд час епiдемiологiчних спалахiв.

Авторегресiйнi рiвняння з мультиплiкативним шумом виникають в

багатьох застосуваннях теорiї сигналiв: в каналах iз завмиранням,

радарах, лiдарах, ехолотах [1].

Метою дослiдження є пошук ефективних методiв прогнозу

розвитку авторегресiйних моделей iз рiзноманiтними шумами. Задачi

дослiдження

1) розглянути авторегресiйнi моделi iз мультиплiкативним шумом та

марковськими перемиканнями;

2) побудувати оцiнки параметрiв авторегресiйних моделей iз

марковськими перемиканнями та мультиплiкативним шумом.

Об’єктом дослiдження є рiзницевi рiвняння з марковськими
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перемиканнями та мультиплiкативним шумом.

Предметом дослiдження є оцiнювання параметрiв рiвнянь

авторегресiї iз рiзноманiтними шумами.

При розв’язаннi поставлених завдань використовувались такi

методи дослiдження: методи теорiї iмовiрностей, математичної

статистики, комп’ютерного та статистичного моделювання.

Наукова новизна отриманих результатiв полягає в знаходженнi

ефективних методiв аналiзу та прогнозу еволюцiї авторегресiйної моделi

iз мультиплiкативним шумом за допомогою теорiї прихованих

маркiвських моделей.

Практичне значення результатiв полягає в можливостi

оцiнювати невiдомi параметри авторегресiйних моделей за заданим

ланцюжком спостережень та застосовувати такi моделi в прогнозуваннi.

Апробацiя результатiв та публiкацiї. Частину результатiв даної

роботи було представлено на XXI Всеукраїнськiй науково-практичнiй

конференцiї студентiв, аспiрантiв та молодих вчених "Теоретичнi та

прикладнi проблеми фiзики, математики та iнформатики"(11-12 травня

2023 р., м. Київ, Україна).
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1 ОПИС МОДЕЛI

В цьому роздiлi буде розглянуте стохастичне рiзницеве рiвняння з

марковськими перемиканнями та мультиплiкативним шумом. Буде дано

означення прихованої марковської моделi. Будуть описанi задачi теорiї

прихованих марковських моделей та ефективнi методи їх вирiшення.

Наприкiнцi роздiлу буде окреслено питання, якi будуть розглядатись в

наступних роздiлах.

1.1 Опис дослiджуваної моделi

Розглянемо рiвняння авторегресiї першого порядку наступного

вигляду

𝑌𝑛+1 = (𝐶𝑋𝑛+1
+ 𝜂𝑛+1)𝑌𝑛 + 𝜖𝑛+1, 𝑛 ≥ 0 (1.1)

У цьому рiвняннi послiдовнiсть {𝑋𝑛}𝑛≥1 являє собою ланцюг

Маркова, стани якого заданi на множинi 𝐸 = {1,2}, з початковим

розподiлом 𝜋 = (𝑃 (𝑋1 = 1), 𝑃 (𝑋2 = 2)) та матрицею перехiдних

ймовiрностей

𝐴 =

⎛⎜⎜⎝𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22

⎞⎟⎟⎠ .

Послiдовнiсть {𝜖𝑛}𝑛≥1 є послiдовнiстю незалежних випадкових величин зi

стандартним нормальним розподiлом кожна. Мультиплiкативний шум

моделюємо послiдовнiстю {𝜂𝑛}𝑛≥1 незалежних випадкових величин зi

скiнченним дискретним розподiлом:
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∀𝑛 ≥ 1 : 𝜂𝑛 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑎1, з iмовiрнiстю 𝑝1

𝑎2, з iмовiрнiстю 𝑝2

𝑎3, з iмовiрнiстю 𝑝3

,
3∑︁

𝑖=1

𝑝𝑖 = 1. (1.2)

Вважаємо, що константи 𝐶1, 𝐶2 та 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 є такими, що виконується

умова

| 𝐶𝑖 + 𝑎𝑗 |≤ 1,∀𝑖 = 1,2, 𝑗 = 1,3. (1.3)

Задача дослiдження полягає в тому, щоб за скiнченним набором

спостережень 𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑇 оцiнити параметри 𝜋,𝐴 прихованого ланцюга

{𝑋𝑛}𝑛≥1 та параметри 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3), 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) мультиплiкативного

шуму {𝜂𝑛}𝑛≥1 рiвняння (1.1).

Наведемо деякi вiдомостi про ланцюги Маркова та приховану

марковську модель.

1.2 Основнi вiдомостi про ланцюги Маркова

Означимо скiнченну множину 𝑆 = {𝑠1, 𝑠2, ..., 𝑠𝑁} та розглянемо

послiдовнiсть випадкових величин {𝑋𝑛}𝑛⩾1, заданих на одному й тому ж

ймовiрнiсному просторi, якi приймають значення iз множини 𝑆. В такому

випадку елементи множини 𝑆 називатимуться станами, а сама множина

− множиною станiв послiдовностi {𝑋𝑛}𝑛⩾1. Тодi введемо поняття ланцюга

Маркова.

Означення 1.1. [4] Послiдовнiсть випадкових величин {𝑋𝑛}𝑛⩾1

називають ланцюгом Маркова, якщо для довiльного натурального числа

𝑡 ≥ 1 має мiсце наступна рiвнiсть

𝑃 (𝑋𝑡 = 𝑥𝑡 | 𝑋𝑡−1 = 𝑥𝑡−1, ..., 𝑋0 = 𝑥0) = 𝑃 (𝑋𝑡 = 𝑥𝑡 | 𝑋𝑡−1 = 𝑥𝑡−1), (1.4)

для довiльних 𝑥0, 𝑥1, ..., 𝑥𝑡 ∈ 𝑆.
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Властивiсть 1.4 вiдображає вiдсутнiсть пам’ятi в марковському

процесi, за умови, що вiдомий поточний стан.

Якщо 𝑋𝑡 = 𝑗, ми кажемо, що ланцюг знаходиться у станi 𝑗 в момент

часу 𝑡. Припускаємо, що умовна ймовiрнiсть

𝐴𝑖𝑗 = 𝑃 (𝑋𝑡 = 𝑗 | 𝑋𝑡−1 = 𝑖), ∀𝑡 ≥ 1, 𝑖, 𝑗 ∈ 𝑆, (1.5)

не залежить вiд 𝑡. Така ймовiрнiсть називається перехiдною

ймовiрнiстю зi стану 𝑖 в стан 𝑗. Сукупнiсть таких перехiдних

ймовiрностей формують квадратну матрицю

𝐴 = (𝐴𝑖𝑗)𝑖,𝑗=1,𝑁 , (1.6)

яка називається матрицею перехiдних ймовiрностей. Слiд зазначити,

що 𝑖−тий рядок такої матрицi задає умовний розподiл ймовiрностей 𝑋𝑡 при

заданому 𝑋𝑡−1 = 𝑖. Тому наступна властивiсть набуває iстинностi

𝐴𝑖𝑗 ≥ 0,
𝑁∑︁
𝑗=1

𝐴𝑖𝑗 = 1. (1.7)

Матриця iз вказаною властивiстю називається стохастичною.

Спираючись на властивiсть 1.4, можна записати скiнченновимiрнi

розподiли ланцюга.

Твердження 1.1. [4] Якщо послiдовнiсть {𝑋𝑛}𝑛⩾1 є ланцюгом

Маркова, переходи мiж станами якого описуються матрицею

перехiдних ймовiрностей 𝐴, то

𝑃 (𝑋1 = 𝑥1, ..., 𝑋𝑇 = 𝑥𝑇 ) = 𝑃 (𝑋1 = 𝑥1)
𝑇−1∏︁
𝑡=1

𝐴𝑥𝑡𝑥𝑡+1
(1.8)
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1.3 Означення прихованої марковської моделi

Прихована марковська модель, вiдома також як ймовiрнiсна

функцiя вiд ланцюга Маркова, являє собою згенерований двома

взаємопов’язаними механiзмами стохастичний процес. В основi лежить

марковський ланцюг зi скiнченною кiлькiстю станiв та набiр випадкових

функцiй, кожна з яких асоцiюється з вiдповiдним станом. У дискретнi

моменти часу процес вважається таким, що перебуває в певному станi, i

спостереження генерується випадковою функцiєю, що вiдповiдає

поточному стану. Пiсля цього ланцюг Маркова змiнює свiй стан

вiдповiдно до матрицi перехiдних ймовiрностей.

Спостерiгач отримує тiльки значення функцiй, пов’язаних з кожним

станом, i не може безпосередньо спостерiгати стани самого ланцюга

Маркова. Спостережуваними можуть бути багатовимiрнi випадковi

величини з певною неперервною сумiсною функцiєю щiльностi розподiлу.

Оскiльки ланцюг Маркова є неспостережуваним, то й назва такої

структури − прихований ланцюг Маркова.

Означення 1.2. [4] Послiдовнiсть {(𝑋𝑛, 𝑌𝑛)}𝑛⩾0 називають

прихованою марковською моделлю, якщо

1. послiдовнiсть {𝑋𝑛}𝑛⩾1 − ланцюг Маркова з множиною станiв

𝑆 = {𝑠1, 𝑠2, ..., 𝑠𝑁}, початковим розподiлом 𝜋 та матрицею перехiдних

ймовiрностей 𝐴.

2. послiдовнiсть {(𝑋𝑛, 𝑌𝑛)}𝑛⩾1 утворює ланцюг Маркова на 𝑆 × 𝑂, де

𝑂 = {𝑦0, 𝑦1, ..., 𝑦𝑀} − множина станiв послiдовностi {𝑌𝑛}𝑛⩾1.

3. Випадковi величини 𝑌1, ..., 𝑌𝑇 є умовно незалежними при заданих

𝑋1, ..., 𝑋𝑇 , що виражається наступним чином

𝑃 (𝑌1 = 𝑦1, ..., 𝑌𝑇 = 𝑦𝑇 | 𝑋1 = 𝑥1, ..., 𝑋𝑇 = 𝑥𝑇 ) =
𝑇∏︁
𝑖=1

𝑃 (𝑦𝑖 | 𝑥1, ..., 𝑥𝑇 ),
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i крiм того розподiл 𝑌𝑖 залежить лише вiд 𝑋𝑖:

𝑃 (𝑌𝑖 = 𝑦𝑖 | 𝑋1 = 𝑥1, ..., 𝑋𝑇 = 𝑥𝑇 ) = 𝑃 (𝑌𝑖 = 𝑦𝑖 | 𝑋𝑖 = 𝑥𝑖).

Величини 𝑏𝑗(𝑖) = 𝑃 (𝑌𝑡 = 𝑖 | 𝑋𝑡 = 𝑗), 𝑖 = 1,𝑀, 𝑗 = 1,𝑀 формують

матрицю 𝐵 умовних ймовiрностей спостережених станiв при заданому

прихованому станi.

З означення випливає, що скiнченновимiрнi розподiли послiдовностi

мають {(𝑋𝑛, 𝑌𝑛)}𝑛≥1 мають вигляд

𝑃 (𝑌1 = 𝑦1, ...𝑌𝑇 = 𝑦𝑇 , 𝑋1 = 𝑥1, ..., 𝑋𝑇 = 𝑥𝑇 ) = 𝜋𝑥1

𝑇−1∏︁
𝑡=1

𝑎𝑥𝑡𝑥𝑡+1

𝑇∏︁
𝑡=1

𝑏𝑥𝑡
(𝑦𝑡),

(1.9)

де 𝜋 − це початковий розподiл ланцюга Маркова {𝑋𝑛}𝑛≥1, а матриця 𝐴 −
його матриця перехiдних ймовiрностей.

Приховану марковську модель, побудовану за 𝜋,𝐴,𝐵 будемо

позначати

𝑀 = (𝜋,𝐴,𝐵).

Прихована марковська модель iз зазначеними параметрами може

бути зображена графом, вершинами якого виступатимуть стани

прихованого ланцюга Маркова та спостереження в деякi моменти часу, а

ребрами − взаємозв’язки мiж ними. Граф, який описує модель

𝑀 = (𝜋,𝐴,𝐵) має наступний вигляд

𝑌0 𝑌1 𝑌2 𝑌3 𝑌4

𝑋0 𝑋1 𝑋2 𝑋3 𝑋4
...

𝐴𝑋0𝑋1
𝐴𝑋1𝑋2

𝐴𝑋2𝑋3
𝐴𝑋3𝑋4

𝐵𝑋0(𝑌0) 𝐵𝑋1(𝑌1) 𝐵𝑋2(𝑌2) 𝐵𝑋3(𝑌3) 𝐵𝑋4(𝑌4)

Оскiльки всi необхiднi поняття вже введенi, перейдемо до
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розв’язання задач теорiї прихованих марковських моделей. Видiляють

три задачi: оцiнювання, декодування та навчання. Розв’язки цих задач є

важливими при дослiдженнi послiдовностi змiнюваних iз плином часу

даних, тож далi наведено детальний опис кожної з них.

1.4 Задача оцiнювання

Задача оцiнювання полягає у визначеннi ймовiрностi

𝑃𝑀(𝑌1 = 𝑦1, ..., 𝑌𝑇 = 𝑦𝑇 ) =

=
∑︁

(𝑥1,...,𝑥𝑇 )

𝑃𝑀(𝑌1 = 𝑦1,...,𝑌𝑇 = 𝑦𝑇 , 𝑋1 = 𝑥1, ..., 𝑋𝑇 = 𝑥𝑇 )

отримати послiдовнiсть спостережень 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑇 ) за заданою

моделлю 𝑀 = (𝜋,𝐴,𝐵). Проблему становить ефективнiсть обчислень за

формулою 1.9. Оскiльки пiдсумовування мiститиме 𝑁𝑇+1 можливих

послiдовностей станiв, то повна складнiсть буде 2(𝑇 + 1)𝑁𝑇+1 операцiй.

Ефективним рiшенням цiєї проблеми є використання алгоритму

прямого-зворотнього ходу.

Введемо так званi змiннi прямого ходу

𝛼𝑡(𝑗) = 𝑃 (𝑌0 = 𝑦0, ...,𝑌𝑡 = 𝑦𝑡, 𝑋𝑡 = 𝑗), (1.10)

якi будуть обчисленi як ймовiрнiсть одночасного отримання

ланцюжка спостережень до часу 𝑡 ≤ 𝑇 та прихованого ланцюга Маркова

у станi 𝑗 у момент часу 𝑡, та коефiцiєнти алгоритму зворотнього ходу

𝛽𝑡(𝑗) = 𝑃 (𝑌𝑡+1 = 𝑦𝑡+1, ...,𝑌𝑇 = 𝑦𝑇 | 𝑋𝑡 = 𝑗), (1.11)

якi рiвнi умовнiй ймовiрностi отримати ланцюжок спостережень

починаючи з часу 𝑡+ 1 i до 𝑇 при умовi, що прихований ланцюг Маркова

знаходиться у станi 𝑗 у момент часу 𝑡. В термiнах цих змiнних функцiя
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правдоподiбностi обчислюється так

𝑃𝑀(𝑌 = 𝑦) =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼𝑇 (𝑗) =
𝑁∑︁
𝑗=1

𝜋𝑗𝐵𝑗1𝛽1(𝑗). (1.12)

Слiд зазначити, що як коефiцiєнти прямого ходу, так i коефiцiєнти

зворотнього ходу обчислюються рекурентно. Початковi значення

задаються як

𝛼1(𝑗) = 𝜋𝑗𝑏𝑗(1), 𝑗 = 1,2

𝛽𝑇 (𝑗) = 1, 𝑗 = 1,2

а всi наступнi можна отримати використовуючи вiдповiднi рекурентнi

спiввiдношення

𝛼𝑡+1(𝑗) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝛼𝑡(𝑖)𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗(𝑡+ 1), 𝑡 = 1,𝑇 − 1, 𝑗 = 1,2

𝛽𝑡−1(𝑗) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑎𝑗𝑖𝑏𝑗(𝑡)𝛽𝑡(𝑖), 𝑡 = 𝑇, 2, 𝑗 = 1,2

1.5 Задача декодування

Задача декодування полягає у пошуку найбiльш ймовiрної

послiдовностi станiв 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑇 ) прихованого ланцюга Маркова

{𝑋𝑛}𝑛⩾1, що впливають на спостережувану послiдовнiсть 𝑦 = (𝑦1, ..., 𝑦𝑇 )

для заданої моделi 𝑀 = (𝜋,𝐴,𝐵). Розв’язок цiєї задачi дозволяє знайти

алгоритм Вiтербi, максимiзуючи появу наступного ланцюжка станiв

(𝑥̂1, 𝑥̂2, ..., 𝑥̂𝑇 ) = arg max
𝑥=(𝑥1,𝑥2,...,𝑥𝑇 )

𝑃𝑀(𝑋 = 𝑥 | 𝑌 = 𝑦).

Нижче описано алгоритм Вiтербi [6].

1. Iнiцiалiзацiя. t − часовий iндекс, для кожного стану 𝑗 ∈ 𝑆 означимо
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змiннi 𝜓𝑡(𝑗) та 𝛿𝑡(𝑗).

2. Початок. 𝑡 = 0. Для кожного стану 𝑗 ∈ 𝑆 обчислюємо:

𝛿0(𝑗) = 𝜋𝑗 · 𝑏𝑗(𝑦0),

𝜓0(𝑗) = ∅

3. Рекурсiя. При 𝑡 = 1 обчислюємо

𝛿𝑡(𝑗) =

[︂
max
𝑖=1,𝑁

𝛿𝑡−1(𝑖) · 𝑎𝑖𝑗
]︂
· 𝑏𝑗(𝑦𝑡).

4. Збереження. Обчислюємо

𝜓𝑡 = arg max
𝑖=1,𝑁

𝛿𝑡−1(𝑖) · 𝑎𝑖𝑗

для всiх 𝑗 = 1,𝑁 . Встановлюємо 𝑡 = 𝑡 + 1 та повторюємо з кроку 3

доки не виконується рiвнiсть 𝑡 = 𝑇 .

5. Припинення.

𝑃 * = max
𝑖=1,𝑁

𝛿𝑇 (𝑖)

𝑗*(𝑇 ) = arg max
𝑖=1,𝑁

𝛿𝑇 (𝑖)

6. Вiдстежування. Найкраще рiшення буде знайдене як

𝑗*(𝑡) = 𝜓𝑡+1(𝑗*(𝑡+ 1)), 𝑡 = 𝑇 − 1, 0.

1.6 Задача навчання

Задачею навчання виступає оцiнка параметрiв моделi 𝑀 за заданим

ланцюгом спостережених даних 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑇 ), якою вiн мiг бути

згенерований. Одним iз розв’язкiв даної задачi може виступати

максимiзацiя функцiї правдоподiбностi за допомогою алгоритму

Баума-Велша, який є аналогом EM алгоритму для скiнченних сумiшей.
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Шукана оцiнка при такiй максимiзацiї буде

𝑀̂𝑀𝐿 = argmax
𝑀

𝑃𝑀(𝑌 = 𝑦).

Позначимо iндексом 𝑠 вектор значень 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑇 ), що

визначається як послiдовнiсть станiв прихованого ланцюга Маркова. Тодi

введемо такi змiннi при всiх можливих наборах значень 𝑠:

𝑢𝑠 = 𝑃𝑀(𝑌 = 𝑦,𝑋 = 𝑥), 𝑣𝑠 = 𝑃𝑀*(𝑌 = 𝑦,𝑋 = 𝑥),

де 𝑢𝑠 буде рiвна функцiї правдоподiбностi для моделi 𝑀 , а 𝑣𝑠 − для

моделi 𝑀 * при фiксованих 𝑥.

Замiсть максимiзацiї функцiї правдоподiбностi будемо

максимiзувати допомiжну функцiю − функцiю квазi-логарифмiчної

правдоподiбностi, яка визначається як

𝑄(𝑀,𝑀 *) =
∑︁
𝑠

𝑢𝑠 ln 𝑣𝑠. (1.13)

Алгоритм подальших дiй буде наступним:

1) продиференцiювати функцiю 𝑄(𝑀,𝑀*) по кожному iз параметрiв

моделi 𝑀 * та, прирiвнявши похiднi до нуля, знайти оцiнки параметрiв.

2) виразити всi невiдомi величини через параметри поточної моделi

та коефiцiєнти алгоритмiв прямого та оберненого ходу.

3) iтеративно переоцiнювати параметри моделi за принципом EM

алгоритму доти, доки не буде виконано критерiй зупинки.

Оскiльки елементи матрицi 𝐴 та початкового вектора 𝜋 пов’язанi

лiнiйною залежнiстю, то для знаходження оцiнок буде необхiдно

застосувати метод множникiв Лагранжа.
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1.7 Метод множникiв Лагранжа

Перехiд до методу множникiв Лагранжа виконується задля того,

щоб перейти до функцiї з бiльшим числом змiнних, але разом з тим без

додаткових умов, що значно полегшує оцiнювання невiдомих параметрiв.

Означення 1.3. [4] Функцiя Лагранжа для оцiнки параметрiв

𝑙*1, 𝑙
*
2, ..., 𝑙

*
𝑛 виглядає як

ℒ(𝑙*1, 𝑙*2, ..., 𝑙*𝑛, 𝜃) = 𝑄(𝑀,𝑀*)− 𝜃Φ(𝑙*1, ..., 𝑙
*
𝑛),

де функцiя Φ(𝑙*1, ..., 𝑙
*
𝑛) вiдображає як залежать параметри 𝑙*1, ..., 𝑙*𝑛 один вiд

одного.

Для оцiнки необхiдного параметра знаходиться ∇ℒ(𝑙*1, 𝑙*2, ..., 𝑙*𝑛, 𝜃) та

прирiвнюється до нуля, звiдки отримується система⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕ℒ
𝜕𝑙1

*
= 0

𝜕ℒ
𝜕𝑙1

*
= 0

...

𝜕ℒ
𝜕𝑙*𝑛

= 0

𝜕ℒ
𝜕𝜃 = 0

Зауваження. При переоцiнцi параметрiв слiд пам’ятати, що

матриця перехiдних ймовiрностей 𝐴 та вектор початкового розподiлу

стохастичнi, що i буде додатковим обмеженням при максимiзацiї функцiї

𝑄(𝑀,𝑀*).
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1.8 Постановка задачi

Дослiдження авторегресiйних моделей є вкрай важливим для

багатьох галузей науки. Так, наприклад, одна з таких моделей була

застосована для глибокого навчання роботiв для подальшого

розпiзнавання ними об’єктiв реального свiту [10]. Схоже застосування

рiзницевих рiвнянь можна знайти в дослiдженнi [3], в якому розглядалось

двостороннє керування системою, яка складалася iз група роботiв.

Керуючий робот обробляв наданi людиною команди та надавав чiткi

iнструкцiї пiдпорядкованим йому машинам. Аналiз ринку криптовалют

вимагає побудови прогнозу часових рядiв [9]. Таким чином, авторегресiйнi

моделi застосовнi у аналiзi та передбаченнi динамiки цiєї валюти iз

плином часу.

Розглянуту авторегресiйну модель з марковськими перемиканнями

𝑌𝑛+1 = (𝐶𝑋𝑛+1
+ 𝜂𝑛+1)𝑌𝑛 + 𝜖𝑛+1, 𝑛 ≥ 0

вiдрiзняють вiд звичайної прихованої маркiвської моделi умови, якi

пов’язують спостереження i прихованi стани. У звичайнiй прихованiй

марковськiй моделi припускається, що спостереження є умовно

незалежними при заданих станах ланцюга Маркова, натомiсть в

авторегресiйнiй моделi з марковськими перемиканнями спостереження в

деякий момент часу залежать як вiд поточного стану прихованого

ланцюга, так i вiд спостережень в попереднi моменти часу. Граф, який

описує взаємозв’язки мiж станами прихованого ланцюга Маркова та

спостереженнями для дослiджуваної авторегресiйної моделi (1.1),

зображається наступним чином

Зауважимо, що умовний розподiл випадкової величини 𝑌𝑛 при

заданих значеннях 𝑋𝑛 = 𝑖, 𝜂𝑛 = 𝑎𝑘 та вiдомому значеннi 𝑌𝑛−1 = 𝑦𝑛−1 має

нормальний розподiл 𝒩 ((𝐶𝑖 + 𝑎𝑘)𝑦𝑛−1, 1) з математичним сподiванням

(𝐶𝑖 + 𝑎𝑘)𝑦𝑛−1 та одиничною дисперсiєю. Позначимо через 𝑏𝑖𝑘(𝑦 | 𝑦𝑛−1)
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𝑌0 𝑌1 𝑌2 𝑌3 𝑌4

𝑋1 𝑋2 𝑋3 𝑋4

𝐵𝑋1
(𝑌0) 𝐵𝑋1

(𝑌0) 𝐵𝑋1
(𝑌0) 𝐵𝑋1

(𝑌0)

𝐴𝑋1𝑋2
𝐴𝑋2𝑋3

𝐴𝑋3𝑋4

щiльнiсть цього розподiлу

𝑏𝑖𝑘(𝑦 | 𝑦𝑛−1) = 𝑃𝑌𝑛|𝑋𝑛,𝜂𝑛,𝑌𝑛−1
(𝑦 | 𝑖, 𝑎𝑘, 𝑦𝑛−1) =

=
1√
2𝜋
𝑒−

1
2 (𝑦−(𝐶𝑖+𝑎𝑘)𝑦𝑛−1)

2

(1.14)

Тодi умовний розподiл 𝑌𝑛 при заданому значеннi 𝑋𝑛 = 𝑖 та вiдомому

значеннi 𝑌𝑛−1 = 𝑦𝑛−1 є сумiшшю нормальних розподiлiв iз щiльностями

𝑏𝑖1(𝑦 | 𝑦𝑛−1), 𝑏𝑖2(𝑦 | 𝑦𝑛−1), 𝑏𝑖3(𝑦 | 𝑦𝑛−1) з коефiцiєнтами змiшування

𝑝1, 𝑝2, 𝑝3:

𝑏𝑖(𝑦 | 𝑦𝑛−1) ≡ 𝑃𝑌𝑛|𝑋𝑛,𝑌𝑛−1
(𝑦 | 𝑖, 𝑦𝑛−1) =

= 𝑝1𝑏𝑖1(𝑦 | 𝑦𝑛−1) + 𝑝2𝑏𝑖2(𝑦 | 𝑦𝑛−1) + 𝑝3𝑏𝑖3(𝑦 | 𝑦𝑛−1) (1.15)

Набiр (𝜋,𝐴,𝐶1, 𝐶2, 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3), 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3)) визначає

авторегресiйну модель з марковськими перемиканнями, в якiй 𝜋 та 𝐴 є

початковим розподiлом та матрицею перехiдних ймовiрностей

прихованого ланцюга Маркова {𝑋𝑛}𝑛≥1; 𝐶1, 𝐶2 є деякими вiдомими

константами. Вектори 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3) та 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) є параметрами

мультиплiкативного шуму {𝜂𝑛}𝑛≥1. Цей набiр визначає умовнi розподiли

спостережень {𝑌𝑛}𝑛≥1 за формулами (1.14), (1.15).

Метою роботи виступає оцiнка параметрiв 𝜋,𝐴 прихованого

ланцюга {𝑋𝑛}𝑛≥1 та параметрiв 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3), 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3)

мультиплiкативного шуму {𝜂𝑛}𝑛≥1 рiвняння (1.1) за скiнченним набором

спостережень 𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑇 .
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1.9 Висновки до першого роздiлу

В роздiлi було наведено означення ланцюга Маркова та деякi

ключовi поняття теорiї прихованих марковських моделей. Було означено

три задачi прихованих марковських моделей та алгоритми для їх

розв’язання, якi будуть детальнiше розглянутi в наступному роздiлi. Було

означено дослiджувану авторегресiйну модель з описом всiх її

параметрiв, та параметрiв мультиплiкативного шуму.
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2 ПОБУДОВА ОЦIНОК НЕВIДОМИХ ПАРАМЕТРIВ

Цей роздiл мiститиме основнi розрахунки для розв’язання трьох

задач теорiї прихованих марковських моделей для заданої авторегресiйної

моделi.

2.1 Розв’язання задачi оцiнювання

Нехай маємо скiнчений набiр спостережень 𝑦 = (𝑦0, 𝑦1, ..., 𝑦𝑇 ), за

яким прагнемо оцiнити початковий розподiл, перехiднi ймовiрностi

прихованого ланцюга Маркова {𝑋𝑛}𝑛⩾1 та параметри 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, ..., 𝑝𝐾),

𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝐾) при 𝐾 = 3 мультиплiкативного шуму. Надалi

використовуватимемо позначення 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ..., 𝑥𝑇 ) для послiдовностi

станiв прихованого ланцюга Маркова {𝑋𝑛}𝑛⩾1.

Метою задачi оцiнювання виступає пошук ймовiрностi отримати

заданий ланцюжок спостережень при вiдомiй моделi 𝑀 = (𝜋,𝐴, 𝑝, 𝑎). Для

ефективного обчислення, як вже було зазначено ранiше, можна

використовувати алгоритм прямого та зворотнього ходу. Для

застосування цього алгоритму використаємо змiннi прямого ходу.

Почнемо виведення рекурентних спiввiдношень для коефiцiєнтiв прямого

ходу. Означимо

𝛼𝑡(𝑖) = 𝑝(𝑦0, 𝑦1, ..., 𝑦𝑡, 𝑋𝑡 = 𝑖).

Використовуючи формулу повної ймовiрностi продовжимо

наступним чином

𝛼𝑡+1(𝑗) =
2∑︁

𝑖=1

𝑝(𝑦0, 𝑦1, ..., 𝑦𝑡+1, 𝑋𝑡 = 𝑖,𝑋𝑡+1 = 𝑗) =
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=
2∑︁

𝑖=1

𝑝(𝑦0, 𝑦1, ..., 𝑦𝑡, 𝑋𝑡 = 𝑖)𝑃 (𝑋𝑡+1 = 𝑗 | 𝑋𝑡 = 𝑖)×

×𝑃 (𝑦𝑡+1 | 𝑥𝑡+1 = 𝑗, 𝑦0, 𝑦1, ..., 𝑦𝑡) =

=
2∑︁

𝑖=1

𝛼𝑡(𝑖)𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗(𝑦𝑡+1 | 𝑦𝑡), (2.1)

де 𝑏𝑗(𝑦 | 𝑧) задано в (1.15).

Оскiльки ми вважаємо, що 𝑌0 ∼ 𝒩 (0, 1) i не залежить вiд {𝑋𝑛}𝑛≥1,

то iз рiвняння (2.1) остаточно отримуємо рекурентнi спiввiдношення для

коефiцiєнтiв алгоритму прямого ходу

𝛼1(𝑗) = 𝑃 (𝑌0 = 𝑦0)𝑃 (𝑋1 = 𝑗)𝑃 (𝑌1 = 𝑦1 | 𝑌0 = 𝑦0, 𝑋1 = 𝑗) =

=
1√
2𝜋
𝑒−

𝑦20
2 𝜋𝑗𝑏𝑗(𝑦1 | 𝑦0), 𝑗 = 1,2

𝛼𝑡+1(𝑗) =
2∑︁

𝑖=1

𝛼𝑡(𝑖) · 𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗(𝑦𝑡+1 | 𝑦𝑡), 𝑡 = 1,𝑇 − 1, 𝑗 = 1,2 (2.2)

Обчисливши всi коефiцiєнти алгоритму прямого ходу, ми можемо

отримати розв’язок задачi оцiнювання. Тобто ми можемо записати, що

ймовiрнiсть отримати ланцюжок спостережень 𝑦 = (𝑦0, 𝑦1, ..., 𝑦𝑇 ) буде

рiвна

𝑃 (𝑌0 = 𝑦0, 𝑌1 = 𝑦1, ...,𝑌𝑇 = 𝑦𝑇 |𝑀) =
2∑︁

𝑗=1

𝛼𝑇 (𝑗). (2.3)

Оскiльки задача має бути розв’язана за допомогою чисельних

методiв [6], то коефiцiєнти прямого ходу пiд час рекурсивного обчислення
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слiд масштабувати в кожний момент часу. Це унеможливить виникнення

проблеми роботи iз надмалими величинами, якi сучаснi обчислювальнi

машини не мають змоги обробити.

Вiдшкальованi змiннi прямого ходу будемо позначати як

𝛼̂𝑡(𝑗), 𝑡 = 1,𝑇 , 𝑗 = 1,2. Тодi маємо, що

𝛼̂1(𝑗) = 𝑐1 · 𝛼1(𝑗), 𝑗 = 1,2,

де 𝑐1 коефiцiєнт шкалювання в момент часу 𝑡 = 1, визначений наступним

чином

𝑐1 =
1∑︀2

𝑗=1 𝛼1(𝑗)
.

Позначимо через 𝑐𝜏 коефiцiєнт шкалювання у моменти часу 𝜏 = 2,𝑇 ,

якi визначаються як

𝑐𝜏 =
1∑︀2

𝑗=1 𝛼̂𝜏(𝑗)
, 𝜏 = 1, 𝑇 . (2.4)

Рекурентнi спiввiдношення для коефiцiєнтiв алгоритму прямого ходу

пiсля шкалювання мають наступний вигляд

𝛼̂𝑡+1(𝑗) = 𝑐𝑡

2∑︁
𝑖=1

𝛼𝑡(𝑖) · 𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗(𝑦𝑡+1 | 𝑦𝑡), 𝑡 = 1,𝑇 − 1, 𝑗 = 1,2 (2.5)

Тодi розв’язок задачi оцiнювання, тобто обчислення ймовiрностi

отримати заданий ланцюжок спостережень 𝑦 = (𝑦0, 𝑦1, ..., 𝑦𝑇 ), буде

обчислюватись наступним чином

𝑃 (𝑌0 = 𝑦0, 𝑌1 = 𝑦1, ..., 𝑌𝑇 = 𝑦𝑇 |𝑀) =
1∏︀𝑇

𝜏=1 𝑐𝜏
. (2.6)

Хоч задачу оцiнювання було розв’язано, проте треба вивести

рекурентнi спiввiдношення для коефiцiєнтiв зворотнього ходу, якi буде

використано при розв’язаннi задачi навчання. Означимо
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𝛽𝑡(𝑗, 𝑦𝑡) = 𝑝𝑌𝑡+1,...,𝑌𝑇 |𝑋𝑡,𝑌𝑡
(𝑦𝑡+1, ..., 𝑦𝑇 | 𝑋𝑡 = 𝑗, 𝑌𝑡 = 𝑦𝑡)

− як умовну щiльнiсть набору (𝑦𝑡+1, 𝑦𝑡+2, ..., 𝑦𝑇 ) при заданих

значеннях 𝑋𝑡 = 𝑗 та 𝑌𝑡 = 𝑦𝑡. Зробивши всеможливi припущення щодо

значення 𝑋𝑡, отримаємо

𝛽𝑡−1(𝑗, 𝑦𝑡−1) =
2∑︁

𝑖=1

𝑃 (𝑦𝑡, ..., 𝑦𝑇 , 𝑋𝑡 = 𝑖 | 𝑋𝑡−1 = 𝑗, 𝑌𝑡−1 = 𝑦𝑡−1) =

=
2∑︁

𝑖=1

𝑎𝑗𝑖𝑏𝑗(𝑦𝑡 | 𝑦𝑡−1)𝛽𝑡(𝑗, 𝑦𝑡). (2.7)

Тут ми врахували те, що припущення про умовну незалежнiсть

спостережень при заданих станах ланцюга для авторегресiйного рiвняння

не виконується. Використовуючи рiвняння (2.7) остаточно матимемо

𝛽𝑇 (𝑗, 𝑦𝑇 ) = 1, 𝑗 = 1,2

𝛽𝑡−1(𝑗, 𝑦𝑡−1) =
2∑︁

𝑖=1

𝑎𝑗𝑖𝑏𝑖(𝑦𝑡 | 𝑦𝑡−1)𝛽𝑡(𝑖, 𝑦𝑡), 𝑡 = 2,𝑇 , 𝑗 = 1,2 (2.8)

Не зайвим буде вказати, що ймовiрнiсть отримати ланцюжок

спостережень 𝑦 = (𝑦0, 𝑦1, ..., 𝑦𝑇 ) можна обчислити за допомогою

коефiцiєнтiв алгоритму зворотнього ходу також. Наступне

спiввiдношення вiдображає цю можливiсть

𝑃 (𝑌0 = 𝑦0, 𝑌1 = 𝑦1, ...,𝑌𝑇 = 𝑦𝑇 |𝑀) = 𝑝(𝑦0)
2∑︁

𝑗=1

𝜋𝑗𝑏𝑗(𝑦1 | 𝑦0)𝛽1(𝑗, 𝑦1). (2.9)
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Як i при обчисленнi коефiцiєнтiв прямого ходу, при обчисленнi ми

маємо використовувати нормуючi множники. У випадку iз коефiцiєнтами

зворотнього ходу ми маємо використовувати саме тi множники, що були

для коефiцiєнтiв алгоритму прямого ходу. Отже, остаточний вигляд

рекурентних спiввiдношень буде таким:

𝛽𝑡−1(𝑗, 𝑦𝑡−1) = 𝑐𝑡−1 ·
2∑︁

𝑖=1

𝑎𝑗𝑖𝑏𝑖(𝑦𝑡 | 𝑦𝑡−1)𝛽𝑡(𝑖, 𝑦𝑡), 𝑡 = 2,𝑇 , 𝑗 = 1,2. (2.10)

2.2 Розв’язання задачi декодування

Розв’яжемо задачу декодування за допомогою алгоритму Вiтербi

(1.5). Знайдена послiдовнiсть 𝑋̂ станiв прихованого ланцюга Маркова

{𝑋𝑛}𝑛⩾1 матиме вигляд

𝑋̂ = (𝑥̂1, 𝑥̂2, ..., 𝑥̂𝑇 ) = arg max
𝑥=(𝑥1,𝑥2,...,𝑥𝑇 )

𝑃𝑀(𝑋 = 𝑥 | 𝑌 = 𝑦), (2.11)

та буде використана для прогнозування поведiнки заданої моделi

𝑀 = (𝜋,𝐴,𝐵).

2.3 Розв’язання задачi навчання

Розв’язком задачi навчання є оцiнена за заданим ланцюжком

спостережень 𝑦 = (𝑦0, 𝑦1, ..., 𝑦𝑇 ) модель 𝑀 * = (𝜋*, 𝐴*, 𝑝*, 𝑎*). Задля

отримання такої моделi треба побудувати оцiнки кожного з її параметрiв.

Для початку означимо вектори значень випадкових величин

мультиплiкативного шуму як 𝑧 = (𝑧1, 𝑧2, ..., 𝑧𝑇 ).

Оптимальну модель 𝑀 * = (𝜋*, 𝐴*, 𝑝*, 𝑎*) шукаємо як оцiнку

максимальної правдоподiбностi
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𝑀 * = argmax
𝑀

𝑃𝑀(𝑌 = 𝑦), (2.12)

де 𝑌 = (𝑌1, . . . , 𝑌𝑇 ), 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑇 ) − спостереженi значення.

Зауважимо, що функцiю правдоподiбностi 𝑃𝑀(𝑌 = 𝑦) можна подати

у виглядi

𝑃𝑀(𝑌 = 𝑦) =
∑︁

𝑥=(𝑥1,...,𝑥𝑇 )

𝑒=(𝑒1,...,𝑒𝑇 )

𝑃𝑀(𝑌 = 𝑦,𝑋 = 𝑥, 𝜂 = 𝑒),

де 𝑋 = (𝑋1, . . . , 𝑋𝑇 ), 𝜂 = (𝜂1, . . . , 𝜂𝑇 ). Зважаючи на незалежнiсть ланцюга

Маркова {𝑋𝑛}𝑛≥1 та послiдовностi {𝜂𝑛}𝑛≥1, можемо записати:

𝑃𝑀(𝑌 = 𝑦) =
∑︁

𝑥=(𝑥1,...,𝑥𝑇 )

𝑒=(𝑒1,...,𝑒𝑇 )

𝑝𝑀(𝑋 = 𝑥)𝑃𝑀(𝜂 = 𝑒)×

× 𝑝𝑀(𝑌 = 𝑦 | 𝑋 = 𝑥, 𝜂 = 𝑒).

Оскiльки 𝑃𝑀(𝑋 = 𝑥) = 𝜋𝑥1

∏︀𝑇−1
𝑖=1 𝑎𝑥𝑖𝑥𝑖+1

, 𝑃𝑀(𝜂 = 𝑒) =∏︀𝑇
𝑖=1

∏︀3
𝑘=1 𝑝

I(𝑒𝑖=𝑎𝑘)
𝑘 i 𝑃𝑀(𝑌 = 𝑦 | 𝑋, 𝑌 ) =

∏︀𝑇
𝑖=1 𝑏𝑥𝑖𝑒𝑖(𝑦𝑖 | 𝑦𝑖−1), то

=
∑︁

𝑥=(𝑥1,...,𝑥𝑇 )

𝑒=(𝑒1,...,𝑒𝑇 )

𝜋𝑥1

𝑇−1∏︁
𝑖=1

𝑎𝑥𝑖𝑥𝑖+1
×

𝑇∏︁
𝑖=1

3∏︁
𝑘=1

𝑝
I(𝑒𝑖=𝑎𝑘)
𝑘

𝑇∏︁
𝑖=1

𝑏𝑥𝑖𝑒𝑖(𝑦𝑖 | 𝑦𝑖−1)

Максимiзацiю функцiї правдоподiбностi 𝑃𝑀 (𝑌 = 𝑦) такого

складного вигляду можна здiйснити за допомогою iтерацiйного

алгоритму навчання Баума-Велша [6]. Задавши деяке початкове

наближення моделi 𝑀 (0), кожну наступну модель 𝑀 (𝑛+1), 𝑛 ≥ 0 шукаємо з

умови

𝑀 (𝑛+1) = argmax
𝑀

𝑄(𝑀 (𝑛),𝑀), (2.13)
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де

𝑄(𝑀 (𝑛),𝑀) =
∑︁

𝑥=(𝑥1,...,𝑥𝑇 )

𝑒=(𝑒1,...,𝑒𝑇 )

𝑃𝑀 (𝑛)(𝑌 = 𝑦,𝑋 = 𝑥, 𝜂 = 𝑒)×

× ln(𝑃𝑀(𝑌 = 𝑦,𝑋 = 𝑥, 𝜂 = 𝑒)). (2.14)

Вiдомо [4], що iтерацiйний алгоритм (2.13),(2.14) є збiжним i

дозволяє знайти аргумент, при якому досягається локальний максимум

функцiї правдоподiбностi 𝑃𝑀(𝑌 = 𝑦).

2.3.1 Знаходження функцiї правдоподiбностi

Лема 2.1. Функцiя правдоподiбностi 𝐿𝑀(𝑦, 𝑥, 𝑧) для набору даних

𝑦0, 𝑦1,..., 𝑦𝑇 має вигляд

𝐿𝑀(𝑦, 𝑥, 𝑧) = 𝜋𝑥1

𝑇−1∏︁
𝑖=1

𝑎𝑥𝑖𝑥𝑖+1

𝑇∏︁
𝑡=1

3∏︁
𝑘=1

𝑝
I(𝑧𝑡=𝑎𝑘)
𝑘

1√
2𝜋
𝑒−

𝑦20
2

𝑇∏︁
𝑡=1

1√
2𝜋
𝑒−

1
2(𝑦𝑡−(𝐶𝑥𝑡+𝑧𝑡)𝑦𝑡−1)

2

Доведення. Запишемо функцiю правдоподiбностi для повних

даних як ймовiрнiсть спостерiгати їх при невiдомiй послiдовностi станiв

прихованого ланцюга Маркова 𝑥 та значеннях шуму 𝑧. Ця функцiя

матиме такий вигляд

𝐿𝑀(𝑦, 𝑥, 𝑧) = 𝑃 (𝑦, 𝑥, 𝑧 |𝑀). (2.15)

Зi зроблених вище припущень про модель можемо записати таку

формулу для функцiї правдоподiбностi

𝐿𝑀(𝑦, 𝑥, 𝑧) = 𝑃 (𝑥)𝑃 (𝑧)𝑃 (𝑦0)
𝑇∏︁
𝑡=1

𝑃 (𝑦𝑡 | 𝑥𝑡, 𝑧𝑡, 𝑦𝑡−1) (2.16)

Скiнченновимiрний розподiл прихованого ланцюга Маркова

описується вектором початкового розподiлу та матрицею перехiдних



30
ймовiрностей наступним чином

𝑃 (𝑥) = 𝜋𝑥1

𝑇−1∏︁
𝑡=1

𝑎𝑥𝑡𝑥𝑡+1
. (2.17)

Ймовiрнiсть 𝑃 (𝑧1, 𝑧2, ..., 𝑧𝑇 ) спостерiгати послiдовнiсть 𝑧 знаходиться

за формулою

𝑃 (𝑧) =
𝑇∏︁
𝑡=1

𝑝
I(𝑧𝑡=𝑎1)
1 𝑝

I(𝑧𝑡=𝑎2)
2 𝑝

I(𝑧𝑡=𝑎3)
3 . (2.18)

Оскiльки 𝑌0 ∼ 𝒩 (0, 1), то ймовiрнiсть 𝑃 (𝑦0) можна записати як

𝑃 (𝑦0) =
1√
2𝜋
𝑒−

𝑦20
2 . (2.19)

Для того, щоб виразити ймовiрнiсть спостереження ланцюжка

𝑦 = (𝑦0, 𝑦1, ..., 𝑦𝑇 ) при заданому наборi станiв прихованого ланцюга

Маркова, скористаймось означеними змiнними (1.15) переходу вiд

спостереження до спостереження. Тож матимемо наступнi формули

𝑇∏︁
𝑡=1

𝑝(𝑦𝑡 | 𝑥𝑡, 𝑧𝑡, 𝑦𝑡−1) =
𝑇∏︁
𝑡=1

1√
2𝜋
𝑒−

1
2(𝑦𝑡−(𝐶𝑥𝑡+𝑧𝑡)𝑦𝑡−1)

2

(2.20)

Отже, функцiя правдоподiбностi матиме вигляд

𝐿𝑀(𝑦, 𝑥, 𝑧) = 𝜋𝑥1

𝑇−1∏︁
𝑖=1

𝑎𝑥𝑖𝑥𝑖+1

𝑇∏︁
𝑡=1

3∏︁
𝑘=1

𝑝
I(𝑧𝑡=𝑎𝑘)
𝑘

1√
2𝜋
𝑒−

𝑦20
2

𝑇∏︁
𝑡=1

1√
2𝜋
𝑒−

1
2(𝑦𝑡−(𝐶𝑥𝑡+𝑧𝑡)𝑦𝑡−1)

2

(2.21)

2.3.2 Знаходження функцiї квазi-лог правдоподiбностi

Лема 2.2. Функцiї квазi-логарифмiчної правдоподiбностi для набору

даних 𝑦0, 𝑦1, ..., 𝑦𝑇 має вигляд
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𝑄(𝑀,𝑀*) =
∑︁
𝑥,𝑧

𝐿𝑀(𝑦,𝑥,𝑧) ln𝐿𝑀*(𝑦,𝑥,𝑧) =
2∑︁

𝑖=1

ln 𝜋*𝑖𝑃𝑀(𝑦, 𝑥1 = 𝑖)+

+
2∑︁

𝑖=1

𝑇−1∑︁
𝑡=1

ln 𝑎*𝑖𝑗𝑃𝑀(𝑦, 𝑥𝑡 = 𝑖, 𝑥𝑡+1 = 𝑗) +
3∑︁

𝑘=1

𝑇∑︁
𝑡=1

ln 𝑝*𝑘𝑃𝑀(𝑦, 𝑧𝑡 = 𝑎𝑘)−

−((𝑇 + 1) ln
√
2𝜋 +

𝑦20
2
) · 𝑃 (𝑦)−

−1

2

𝑇∑︁
𝑡=1

2∑︁
𝑖=1

3∑︁
𝑘=1

(𝑦𝑡 − (𝐶𝑖 + 𝑎*𝑘)𝑦𝑡−1)
2𝑃𝑀(𝑦, 𝑥𝑡 = 𝑖, 𝑧𝑡 = 𝑎𝑘).

Доведення. Запишемо логарифм функцiї правдоподiбностi. Задля

спрощення пiдрахунку зробимо це частинами. Логарифмуючи формулу

(2.17) отримаємо

ln𝑃 (𝑥) =
2∑︁

𝑖=1

ln 𝜋𝑖I(𝑥1 = 𝑖) +
2∑︁

𝑖=1

2∑︁
𝑗=1

𝑇−1∑︁
𝑡=1

ln 𝑎𝑖𝑗I(𝑥𝑡 = 𝑖, 𝑥𝑡+1 = 𝑗) (2.22)

Наступною прологарифмуймо формулу (2.18) та отримаємо

ln𝑃 (𝑧) =
3∑︁

𝑘=1

𝑇∑︁
𝑡=1

ln 𝑝𝑘I(𝑧𝑡 = 𝑎𝑘) (2.23)

Завершимо логарифмування формулами (2.19) та (2.20)

ln𝑃 (𝑦0)𝑃 (𝑦1, ..., 𝑦𝑇 | 𝑥, 𝑦0) = −((𝑇 + 1) ln
√
2𝜋 +

𝑦20
2
)−

− 1

2

2∑︁
𝑖=1

3∑︁
𝑘=1

𝑇∑︁
𝑡=1

(𝑦𝑡 − (𝑐𝑖𝑎𝑘)𝑦𝑡−1)
2I(𝑥𝑡 = 𝑖, 𝑧𝑡 = 𝑎𝑘) (2.24)
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Отже, об’єднавши результати обчислень формул (2.22)-(2.24),

отримаємо, що логарифм функцiї правдоподiбностi матиме вигляд

ln𝐿𝑀(𝑦, 𝑥, 𝑧) =
2∑︁

𝑖=1

ln 𝜋𝑖I(𝑥1 = 𝑖) +
2∑︁

𝑖=1

2∑︁
𝑗=1

𝑇−1∑︁
𝑡=1

ln 𝑎𝑖𝑗I(𝑥𝑡 = 𝑖, 𝑥𝑡+1 = 𝑗)+

+
3∑︁

𝑘=1

𝑇∑︁
𝑡=1

ln 𝑝𝑘I(𝑧𝑡 = 𝑎𝑘)− ((𝑇 + 1) ln
√
2𝜋 +

𝑦20
2
)−

− 1

2

2∑︁
𝑖=1

3∑︁
𝑘=1

𝑇∑︁
𝑡=1

(𝑦𝑡 − (𝑐𝑖 + 𝑎𝑘)𝑦𝑡−1)
2I(𝑥𝑡 = 𝑖, 𝑧𝑡 = 𝑎𝑘) (2.25)

Тепер ми можемо записати явний вигляд функцiї

квазi-логарифмiчної правдоподiбностi як

𝑄(𝑀,𝑀*) =
∑︁
𝑥,𝑧

𝐿𝑀(𝑦,𝑥,𝑧) ln𝐿𝑀*(𝑦,𝑥,𝑧) =
2∑︁

𝑖=1

ln 𝜋*𝑖𝑃𝑀(𝑦, 𝑥1 = 𝑖)+

+
2∑︁

𝑖=1

𝑇−1∑︁
𝑡=1

ln 𝑎*𝑖𝑗𝑃𝑀(𝑦, 𝑥𝑡 = 𝑖, 𝑥𝑡+1 = 𝑗) +
3∑︁

𝑘=1

𝑇∑︁
𝑡=1

ln 𝑝*𝑘𝑃𝑀(𝑦, 𝑧𝑡 = 𝑎𝑘)−

−((𝑇 + 1) ln
√
2𝜋 +

𝑦20
2
) · 𝑃 (𝑦)−

−1

2

𝑇∑︁
𝑡=1

2∑︁
𝑖=1

3∑︁
𝑘=1

(𝑦𝑡 − (𝐶𝑖 + 𝑎*𝑘)𝑦𝑡−1)
2𝑃𝑀(𝑦, 𝑥𝑡 = 𝑖, 𝑧𝑡 = 𝑎𝑘).

Для того, щоб отримати оцiнку параметрiв 𝜋*𝑖 при 𝑖 = 1,2

скористаймось методом множникiв Лагранжа. Функцiя Лагранжа в

такому випадку матиме вигляд
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ℒ(𝜋*1, 𝜋*2, 𝜃) = 𝑄(𝑀,𝑀*)− 𝜃 · (𝜋*1 + 𝜋*2 − 1).

Звiдси маємо систему рiвнянь⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝜕ℒ(𝜋*

1 ,𝜋
*
2 ,𝜃)

𝜕𝜋*
1

= 0

𝜕ℒ(𝜋*
1 ,𝜋

*
2 ,𝜃)

𝜕𝜋*
2

= 0

𝜕ℒ(𝜋*
1 ,𝜋

*
2 ,𝜃)

𝜕𝜃 = 0

Продиференцiювавши функцiю по вiдповiдним параметрам,

отримаємо наступну систему⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑃𝑀 (𝑦,𝑥1=1)

𝜋*
1

= 𝜃

𝑃𝑀 (𝑦,𝑥1=1)
𝜋*
2

= 𝜃

𝜋*1 + 𝜋*2 = 1

З цiєї системи нескладними перетвореннями отримаємо формулу для

переоцiнки параметрiв вектора початкового розподiлу для 𝑖 = 1,2

𝜋*𝑖 =
𝑃𝑀(𝑦,𝑋1 = 𝑖)

𝑃𝑀(𝑦)
. (2.26)

Перейдемо до оцiнки параметрiв матрицi перехiдних ймовiрностей.

Для цього задамо функцiю Лагранжа наступним чином

ℒ(𝑎*11, 𝑎*12, 𝑎*21, 𝑎*22, 𝜃1, 𝜃2) = 𝑄(𝑀,𝑀*)−𝜃1 · (𝑎*11+𝑎*12−1)−𝜃2 · (𝑎*21+𝑎*22−1).

Маємо систему рiвнянь
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𝜕ℒ(𝑎*11,𝑎*12,𝑎*21,𝑎*22,𝜃1,𝜃2)
𝜕𝑎*11

= 0

𝜕ℒ(𝑎*11,𝑎*12,𝑎*21,𝑎*22,𝜃1,𝜃2)
𝜕𝑎*12

= 0

𝜕ℒ(𝑎*11,𝑎*12,𝑎*21,𝑎*22,𝜃1,𝜃2)
𝜕𝑎*21

= 0

𝜕ℒ(𝑎*11,𝑎*12,𝑎*21,𝑎*22,𝜃1,𝜃2)
𝜕𝑎*22

= 0

𝜕ℒ(𝑎*11,𝑎*12,𝑎*21,𝑎*22,𝜃1,𝜃2)
𝜕𝜃1

= 0

𝜕ℒ(𝑎*11,𝑎*12,𝑎*21,𝑎*22,𝜃1,𝜃2)
𝜕𝜃2

= 0

Продиференцiювавши, отримаємо наступну систему⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∑︀𝑇−1
𝑡=1 𝑃𝑀 (𝑦,𝑋𝑡=1,𝑋𝑡+1=1)∑︀𝑇−1

𝑡=1 𝑃𝑀 (𝑦,𝑋𝑡=1)
= 𝜃1∑︀𝑇−1

𝑡=1 𝑃𝑀 (𝑦,𝑋𝑡=1,𝑋𝑡+1=2)∑︀𝑇−1
𝑡=1 𝑃𝑀 (𝑦,𝑋𝑡=1)

= 𝜃1∑︀𝑇−1
𝑡=1 𝑃𝑀 (𝑦,𝑋𝑡=2,𝑋𝑡+1=1)∑︀𝑇−1

𝑡=1 𝑃𝑀 (𝑦,𝑋𝑡=2)
= 𝜃2∑︀𝑇−1

𝑡=1 𝑃𝑀 (𝑦,𝑋𝑡=2,𝑋𝑡+1=2)∑︀𝑇−1
𝑡=1 𝑃𝑀 (𝑦,𝑋𝑡=2)

= 𝜃2

𝑎*11 + 𝑎*12 = 1

𝑎*21 + 𝑎*22 = 1

З останньої системи отримаємо наступнi спiввiдношення для

переоцiнки елементiв матрицi перехiдних ймовiрностей для будь-яких

𝑖,𝑗 = 1,2

𝑎*𝑖𝑗 =

∑︀𝑇−1
𝑡=1 𝑃𝑀(𝑦,𝑋𝑡 = 𝑖,𝑋𝑡+1 = 𝑗)∑︀𝑇−1

𝑡=1 𝑃𝑀(𝑦,𝑋𝑡 = 𝑖)
(2.27)

Параметри мультиплiкативного шуму 𝑝*𝑘 отримаємо

диференцiюванням функцiї квазi-логарифмiчної правдоподiбностi

𝑝*𝑘 =

∑︀𝑇
𝑡=1 𝑃𝑀(𝑦, 𝑧𝑡 = 𝑎𝑘)∑︀3

𝑘=1

∑︀𝑇
𝑡=1 𝑃𝑀(𝑦, 𝑧𝑡 = 𝑎𝑘)

(2.28)

Продиференцiювавши функцiю квазi-лог правдоподiбностi за

параметрами 𝑎*𝑘 та прирiвнявши до нуля, отримаємо наступне

спiввiдношення



35

𝜕𝑄(𝑀,𝑀*)

𝜕𝑎*𝑘
=

𝑇∑︁
𝑡=1

2∑︁
𝑖=1

(𝑦𝑡 − (𝐶𝑖 + 𝑎*𝑘) 𝑦𝑡−1) 𝑦𝑡−1 · 𝑃𝑀(𝑦,𝑋𝑡 = 𝑖, 𝑧𝑡 = 𝑎𝑘) = 0.

З цього спiввiдношення отримаємо наступнi оцiнки при 𝑘 = 1,3

𝑎*𝑘 =

∑︀𝑇
𝑡=1

∑︀2
𝑖=1 (𝑦𝑡 − (𝐶𝑖 + 𝑎𝑘) 𝑦𝑡−1) 𝑦𝑡−1 · 𝑃𝑀(𝑦,𝑋𝑡 = 𝑖, 𝑧𝑡 = 𝑎𝑘)∑︀𝑇

𝑡=1 𝑦
2
𝑡−1 · 𝑃𝑀(𝑦, 𝑧𝑡 = 𝑎𝑘)

(2.29)

2.3.3 Оцiнювання параметрiв моделi

Ми отримали спiввiдношення для оцiнки параметрiв заданої моделi

𝑀 = (𝜋,𝐴, 𝑝, 𝑎), проте в такiй формi їх буде все ще складно обчислити

за допомогою чисельних методiв. Для пiдвищення ефективностi обчислень

параметрiв пропонується виразити оцiнки через вiдомi параметри моделi

та коефiцiєнти алгоритму прямого та зворотнього ходу.

Ймовiрнiсть того, що ланцюжок прихованих станiв розпочнеться зi

стану 𝑖 може бути переозначена наступним чином

𝑃𝑀(𝑦,𝑋1 = 𝑖) = 𝛼1(𝑖)𝛽1(𝑖, 𝑦1).

Ймовiрнiсть отримання ланцюжка спостережень 𝑦, починаючи iз

будь-якого стану прихованого ланцюга Маркова визначатиметься

наступним спiввiдношенням

𝑃𝑀(𝑦) =
2∑︁

𝑖=1

𝛼𝑇 (𝑖).

Виражаючи ймовiрнiсть переходу вiд стану 𝑖 в момент часу 𝑡 до стану

𝑗 в наступний момент часу 𝑡+ 1, можна отримати наступну рiвнiсть

𝑃𝑀(𝑦,𝑋𝑡 = 𝑖,𝑋𝑡+1 = 𝑗) = 𝛼𝑡(𝑖)𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗(𝑦𝑡+1 | 𝑦𝑡)𝛽𝑡+1(𝑗, 𝑦𝑡+1).
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Ймовiрнiсть отримати ланцюжок спостережень 𝑦 при тому, що у

момент часу 𝑡 прихований ланцюг Маркова знаходитиметься у станi 𝑖

виражається наступним чином

𝑃𝑀(𝑦,𝑋𝑡 = 𝑖) = 𝛼𝑡(𝑖)𝛽𝑡(𝑖, 𝑦𝑡).

Розглядаючи ймовiрнiсть отримати ланцюжок спостережень 𝑦 зi

значення мультиплiкативного шуму в момент часу 𝑡 рiвним 𝑎𝑘 бiльш

детально, можемо отримати таку рiвнiсть

𝑃𝑀(𝑦,𝑧𝑡 = 𝑎𝑘) =

=
2∑︁

𝑖=1

2∑︁
𝑗=1

𝑃𝑀(𝑦0, ..., 𝑦𝑡−1, 𝑥𝑡−1 = 𝑖, 𝑥𝑡 = 𝑗, 𝑦𝑡, 𝑧𝑡 = 𝑎𝑘, 𝑦𝑡+1, ..., 𝑦𝑇 ) =

=
2∑︁

𝑖=1

2∑︁
𝑗=1

𝛼𝑡−1(𝑖) · 𝑎𝑖𝑗 · 𝑝𝑘 · 𝑏𝑗𝑘(𝑦𝑡 | 𝑦𝑡−1)𝛽𝑡(𝑗, 𝑦𝑡),

де, нагадаємо, 𝑏𝑗𝑘(𝑦 | 𝑧) задаються в (1.15).

В свою чергу, ймовiрнiсть отримати ланцюжок спостережень 𝑦 зi

значенням мультиплiкативного шуму рiвним 𝑎𝑘 та станом 𝑗 прихованого

ланцюга Маркова в момент часу 𝑡 обчислюється наступним чином

𝑃 (𝑦, 𝑥𝑡 = 𝑖, 𝑧𝑡 = 𝑎𝑘) =
2∑︁

𝑗=1

𝑃𝑀(𝑦, 𝑥𝑡−1 = 𝑗, 𝑥𝑡 = 𝑖, 𝑧𝑡 = 𝑎𝑘) =

=
2∑︁

𝑗=1

𝛼𝑡−1(𝑗) · 𝑎𝑗𝑖 · 𝑝𝑘 · 𝑏𝑗𝑘(𝑦𝑡 | 𝑦𝑡−1)𝛽𝑡(𝑖, 𝑦𝑡).

Враховуючи всi знайденi ймовiрностi, можна тепер записати

формули для переоцiнки параметрiв у бiльш зручному для використання

виглядi. Формула для переоцiнки елементiв вектора початкового

розподiлу при 𝑖 = 1,2 буде такою
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𝜋*𝑖 =
𝛼1(𝑖)𝛽1(𝑖, 𝑦1)∑︀2

𝑗=1 𝛼𝑇 (𝑗)
.

Переоцiненi елементи матрицi перехiдних ймовiрностей при 𝑖,𝑗 = 1,2

виглядатимуть наступним чином

𝑎*𝑖𝑗 =

∑︀𝑇−1
𝑡=1 𝛼𝑡(𝑖)𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗(𝑦𝑡+1 | 𝑦𝑡)𝛽𝑡+1(𝑗, 𝑦𝑡+1)∑︀𝑇−1

𝑡=1 𝛼𝑡(𝑖)𝛽𝑡(𝑖, 𝑦𝑡)
.

Переписуючи формули переоцiнки параметрiв мультиплiкативного

шуму, отримаємо наступнi вирази для 𝑘 = 1,3

𝑝*𝑘 =

∑︀𝑇
𝑡=1

∑︀2
𝑖=1

∑︀2
𝑗=1 𝛼𝑡−1(𝑖)𝑎𝑖𝑗 · 𝑝𝑘 · 𝑏𝑗𝑘(𝑦𝑡 | 𝑦𝑡−1)𝛽𝑡(𝑗, 𝑦𝑡)∑︀3

𝑘=1

∑︀𝑇
𝑡=1

∑︀2
𝑖=1

∑︀2
𝑗=1 𝛼𝑡−1(𝑖)𝑎𝑖𝑗 · 𝑝𝑘 · 𝑏𝑗𝑘(𝑦𝑡 | 𝑦𝑡−1)𝛽𝑡(𝑗, 𝑦𝑡)

𝑎*𝑘 =

∑︀𝑇
𝑡=1

∑︀2
𝑖=1 (𝑦𝑡 − 𝐶𝑖𝑦𝑡−1) 𝑦𝑡−1 ·

∑︀2
𝑛=1 𝛼𝑡−1(𝑛)𝑎𝑛𝑖𝑝𝑘𝑏𝑖,𝑘(𝑦𝑡 | 𝑦𝑡−1)𝛽𝑡(𝑖, 𝑦𝑡)∑︀𝑇

𝑡=1 𝑦
2
𝑡−1 ·

∑︀2
𝑖=1

∑︀2
𝑗=1 𝛼𝑡−1(𝑖)𝑎𝑖𝑗 · 𝑝𝑘 · 𝑏𝑗𝑘(𝑦𝑡 | 𝑦𝑡−1)𝛽𝑡(𝑗, 𝑦𝑡)

Отриманi формули описують, як будуть переоцiнюватись параметри

моделi 𝑀 за допомогою немасштабованих коефiцiєнтiв прямого та

зворотнього ходу. Саме тому треба знайти їх вигляд в термiнах

вiдшкальованих змiнних.

Спочатку знайдемо елементи вектора початкового розподiлу 𝜋 при

𝑖 = 1,2 та отримаємо наступнi результати

𝜋*𝑖 =
𝛼̂1(𝑖)𝛽1(𝑖)∑︀2
𝑗=1 𝛼̂𝑇 (𝑗)

=

(︁∏︀1
𝜏=1 𝑐𝜏

)︁
𝛼1(𝑖)

(︁∏︀𝑇
𝜏=2 𝑐𝜏

)︁
𝛽1(𝑖, 𝑦1)(︁∏︀𝑇

𝜏=1 𝑐𝜏
)︁∑︀2

𝑗=1 𝛼𝑇 (𝑗)
=
𝛼1(𝑖)𝛽1(𝑖, 𝑦1)∑︀2

𝑗=1 𝛼𝑇 (𝑗)
.

Отже, перейдемо до оцiнювання елементiв матрицi перехiдних

ймовiрностей для 𝑖,𝑗 = 1,2

𝑎*𝑖𝑗 =

∑︀𝑇−1
𝑡=1 𝛼̂𝑡(𝑖)𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗(𝑦𝑡+1 | 𝑦𝑡)𝛽𝑡+1(𝑗, 𝑦𝑡+1)∑︀𝑇−1

𝑡=1 𝛼̂𝑡(𝑖)𝛽𝑡(𝑖, 𝑦𝑡)
=
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=

∑︀𝑇−1
𝑡=1

(︀∏︀𝑡
𝜏=1 𝑐𝜏

)︀
𝛼𝑡(𝑖)𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗(𝑦𝑡+1 | 𝑦𝑡)

(︁∏︀𝑇
𝜏=𝑡+1 𝑐𝜏

)︁
𝛽𝑡+1(𝑗, 𝑦𝑡+1)∑︀𝑇−1

𝑡=1

(︀∏︀𝑡
𝜏=1 𝑐𝜏

)︀
𝛼𝑡(𝑖)

(︁∏︀𝑇−1
𝜏=𝑡+1 𝑐𝜏

)︁
𝛽𝑡(𝑖, 𝑦𝑡)

=

=

(︁∏︀𝑇
𝜏=1 𝑐𝜏

)︁∑︀𝑇−1
𝑡=1 𝛼𝑡(𝑖)𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗(𝑦𝑡+1 | 𝑦𝑡)𝛽𝑡+1(𝑗, 𝑦𝑡+1)(︁∏︀𝑇
𝜏=1 𝑐𝜏

)︁∑︀𝑇−1
𝑡=1 𝛼𝑡(𝑖)𝛽𝑡(𝑖, 𝑦𝑡)

=

=

∑︀𝑇−1
𝑡=1 𝛼𝑡(𝑖)𝑎𝑖𝑗𝑏𝑗(𝑦𝑡+1 | 𝑦𝑡)𝛽𝑡+1(𝑗, 𝑦𝑡+1)∑︀𝑇−1

𝑡=1 𝛼𝑡(𝑖)𝛽𝑡(𝑖, 𝑦𝑡)
.

Тепер оцiнемо параметри мультиплiкативного шуму. Формули для

параметрiв 𝑝*𝑘 при 𝑘 = 1,3 отримаємо таким чином

𝑝*𝑘 =

∑︀𝑇
𝑡=1

∑︀2
𝑖=1

∑︀2
𝑗=1 𝛼̂𝑡−1(𝑖)𝑎𝑖𝑗𝑝𝑘𝑏𝑗𝑘(𝑦𝑡 | 𝑦𝑡−1)𝛽𝑡(𝑗, 𝑦𝑡)∑︀3

𝑘=1

∑︀𝑇
𝑡=1

∑︀2
𝑖=1

∑︀2
𝑗=1 𝛼̂𝑡−1(𝑖)𝑎𝑖𝑗𝑝𝑘𝑏𝑗𝑘(𝑦𝑡 | 𝑦𝑡−1)𝛽𝑡(𝑗, 𝑦𝑡)

=

=

∑︀𝑇
𝑡=1

∑︀2
𝑖=1

∑︀2
𝑗=1

(︁∏︀𝑇
𝜏=1 𝑐𝜏

)︁
𝛼𝑡−1(𝑖)𝑎𝑖𝑗𝑝𝑘𝑏𝑗𝑘(𝑦𝑡 | 𝑦𝑡−1)𝛽𝑡(𝑗, 𝑦𝑡)∑︀3

𝑘=1

∑︀𝑇
𝑡=1

∑︀2
𝑖=1

∑︀2
𝑗=1

(︁∏︀𝑇
𝜏=1 𝑐𝜏

)︁
𝛼𝑡−1(𝑖)𝑎𝑖𝑗𝑝𝑘𝑏𝑗𝑘(𝑦𝑡 | 𝑦𝑡−1)𝛽𝑡(𝑗, 𝑦𝑡)

=

=

(︁∏︀𝑇
𝜏=1 𝑐𝜏

)︁∑︀𝑇
𝑡=1

∑︀2
𝑖=1

∑︀2
𝑗=1 𝛼𝑡−1(𝑖)𝑎𝑖𝑗𝑝𝑘𝑏𝑗𝑘(𝑦𝑡 | 𝑦𝑡−1)𝛽𝑡(𝑗, 𝑦𝑡)(︁∏︀𝑇

𝜏=1 𝑐𝜏
)︁∑︀3

𝑘=1

∑︀𝑇
𝑡=1

∑︀2
𝑖=1

∑︀2
𝑗=1 𝛼𝑡−1(𝑖)𝑎𝑖𝑗𝑝𝑘𝑏𝑗𝑘(𝑦𝑡 | 𝑦𝑡−1)𝛽𝑡(𝑗, 𝑦𝑡)

=

=

∑︀𝑇
𝑡=1

∑︀2
𝑖=1

∑︀2
𝑗=1 𝛼𝑡−1(𝑖)𝑎𝑖𝑗𝑝𝑘𝑏𝑗𝑘(𝑦𝑡 | 𝑦𝑡−1)𝛽𝑡(𝑗, 𝑦𝑡)∑︀3

𝑘=1

∑︀𝑇
𝑡=1

∑︀2
𝑖=1

∑︀2
𝑗=1 𝛼𝑡−1(𝑖)𝑎𝑖𝑗𝑝𝑘𝑏𝑗𝑘(𝑦𝑡 | 𝑦𝑡−1)𝛽𝑡(𝑗, 𝑦𝑡)

.

Оцiнка параметрiв 𝑎*𝑘 вiдбувається за схожим принципом. Отже,

оцiнки застосовнi для алгоритму Баума-Велша знайдено.
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2.4 Висновки до другого роздiлу

В цьому роздiлi було знайдено вигляд функцiї правдоподiбностi та

квазiлогарифмiної функцiї правдоподiбностi для отриманих даних та

отримано явний вигляд формул для оцiнювання параметрiв

авторегресiйної моделi, якi будуть застосованi в алгоритмi навчання

Баума-Велша.



40
3 АНАЛIЗ РЕЗУЛЬТАТIВ ЧИСЕЛЬНОГО ЕКСПЕРИМЕНТУ

В цьому роздiлi наведено результати проведення чисельних

обрахункiв розв’язкiв задач теорiї прихованих марковських моделей.

Також дослiджено вплив довжини ланцюга спостережень на якiсть

розв’язання поставлених задач та проведено прогноз його еволюцiї.

3.1 Моделювання поведiнки ланцюжка спостережень

В залежностi вiд параметрiв авторегресiйної моделi, характер

ланцюжка спостережень буде змiнюватись. Так на графiку 3.1 наведено

фрагмент спостережень двох рiзних часових рядiв, поведiнку яких було

згенеровано наступними моделями:

𝑀 =(𝜋 = (0.14, 0.86), 𝐴 =

⎛⎜⎜⎝ 0.78 0.22

0.372 0.628

⎞⎟⎟⎠ ,

𝐶 = (0.23, 0.76), 𝑎 = (0.05, 0.14, 0.22),

𝑝 = (0.66, 0.14, 0.20))

𝑀1 =(𝜋 = (0.63, 0.37), 𝐴 =

⎛⎜⎜⎝0.31 0.69

0.22 0.78

⎞⎟⎟⎠ ,

𝐶 = (0.68, 0.52), 𝑎 = (0.16,−0.14, 0.26),

𝑝 = (0.22, 0.46, 0.32))
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Рисунок 3.1 – Приклад спостережень при рiзних параметрах моделей.

3.2 Аналiз розв’язку задач оцiнювання

Отримати значення функцiї правдоподiбностi iз ростом кiлькостi

спостережень стає дедалi складнiше, через значне зменшення

дослiджуваної величини. Натомiсть пропонується розглянути логарифм

цiєї функцiї. Шукана ймовiрнiсть обчислюється згiдно формул 2.3 та 2.9

за допомогою коефiцiєнтiв алгоритмiв прямого та зворотнього ходу.

3.3 Аналiз розв’язку задачi декодування

Найiмовiрнiша послiдовнiсть станiв прихованого ланцюга Маркова

для заданої моделi при певному наборi спостережень оцiнюється за

допомогою алгоритму Вiтербi. Точнiсть оцiнки такого алгоритму

залежить вiд довжини ланцюжка спостережень. Для подальшого

використання моделей позначимо їх iндексом, що вiдповiдає степеню

десяти в довжинi ланцюга. Так, наприклад, оцiнена на 104 iтерацiях

модель позначатиметься як 𝑀4. Таблиця 3.1 вiдображає залежнiсть

точностi оцiнки послiдовностi 𝑋̂ вiд довжини ланцюжка спостережень.
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Таблиця 3.1 – Порiвняльна таблиця точностi оцiнок алгоритму

Вiтербi

Кiлькiсть спостережень 102 103 104 105

Точнiсть оцiнки 57% 72% 77% 84%

Точнiсть оцiнки визначаємо як величину

𝛿 = 1
𝑇

∑︀𝑇
𝑡=1 I(𝑋𝑡 = 𝑋̂𝑡) · 100%.

3.4 Аналiз розв’язку задачi навчання

Вважаючи параметри моделi 𝑀 шуканими та спираючись на

ефективнi методи обчислень коефiцiєнтiв прямого та зворотнього ходу,

засобами мови програмування Python було реалiзовано алгоритм

навчання Баума-Велша [8].
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0

0.1
0.2

0.4

0.6

0.8
0.9

Кiлькiсть iтерацiй

𝜋2
𝜋1

Рисунок 3.2 – Графiк збiжностi початкового розподiлу.

Розглянемо збiжнiсть оцiнених параметрiв моделi 𝑀 до iстинних на

прикладi ланцюжка спостережень довжиною 105 на графiках,

представлених на рисунках (3.2)-(3.5).

Щоб продемонструвати точнiсть отриманих оцiнок позначимо через

𝛿𝜋, 𝛿𝐴, 𝛿𝑝 та 𝛿𝑎 похибки вимiрювання величин

𝜋𝑖, 𝐴𝑖𝑗, 𝑝𝑘, 𝑎𝑘, 𝑖 = 1,2, 𝑗 = 1,2, 𝑘 = 1,3, що обчислюються за формулами
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Рисунок 3.3 – Графiк збiжностi матрицi перехiдних ймовiрностей.
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Рисунок 3.4 – Графiк збiжностi параметра 𝑝.
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Рисунок 3.5 – Графiк збiжностi параметра 𝑎.

𝛿𝜋 = (| 𝜋𝑖 − 𝜋̂𝑖 |), 𝛿𝐴 = (| 𝐴𝑖𝑗 − 𝐴𝑖𝑗 |)

𝛿𝑝 = (| 𝑝𝑘 − 𝑝𝑘 |), 𝛿𝑎 = (| 𝑎𝑖 − 𝑎̂𝑖 |)

В таблицi 3.2 наведено значення похибок в залежностi вiд довжини

ланцюга спостережень.
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Таблиця 3.2 – Порiвняльна таблиця похибок оцiнювання параметрiв

сумiшi

Модель T 𝛿𝜋 𝛿𝐴 𝛿𝑝 𝛿𝑎

𝑀2 102 (0.29035, 0.29036)

⎛⎝0.00173 0.00172

0.09718 0.09717

⎞⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
0.09706

0.0039

0.10094

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
0.08871

0.0226

0.02161

⎞⎟⎟⎟⎠

𝑀3 103 (0.17785, 0.17786)

⎛⎝0.02523 0.02524

0.06092 0.06093

⎞⎠
⎛⎜⎜⎜⎝

0.0139

0.00803

0.02191

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
0.02907

0.01815

0.01722

⎞⎟⎟⎟⎠

𝑀4 104 (0.08484, 0.08485)

⎛⎝0.00029 0.0003

0.10519 0.1052

⎞⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
0.05091

0.00182

0.05272

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
0.03312

0.02624

0.02936

⎞⎟⎟⎟⎠

𝑀5 105 (0.00444, 0.00445)

⎛⎝0.02491 0.02492

0.01328 0.01329

⎞⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
0.20252

0.0892

0.1133

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
0.02441

0.01231

0.01653

⎞⎟⎟⎟⎠

Також було проведено ряд випробувань з метою дослiдження

впливу довжини ланцюжка спостережень (𝑇 ) та кiлькостi iтерацiй

алгоритму навчання (𝐼) на якiсть оцiнок. Було взято моделi iз рiзними

початковими значеннями для отримання еквiвалентних до 𝑀 пiсля

оцiнки. Введемо для кожної такої моделi позначення для однозначної

iдентифiкацiї, якi разом з оцiнками наведено у таблицях 3.3 та 3.4.

Таблиця 3.3 – Порiвняльна таблиця iстинних та оцiнених

параметрiв моделi

Модель T I 𝜋 𝐴 𝑝 𝑎

𝑀2 102
102 (0.49533, 0.50466)

⎛⎝0.75010 0.24989

0.26305 0.73694

⎞⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
0.38537

0.30719

0.30742

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
0.03712

0.07424

0.11137

⎞⎟⎟⎟⎠

103 (0.45035, 0.54964)

⎛⎝0.77827 0.22172

0.27482 0.72517

⎞⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
0.56294

0.13610

0.30094

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
0.13871

0.16260

0.19839

⎞⎟⎟⎟⎠
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Таблиця 3.4 – Порiвняльна таблиця iстинних та оцiнених

параметрiв моделi

Модель T I 𝜋 𝐴 𝑝 𝑎

𝑀3 103
102 (0.33607, 0.66392)

⎛⎝0.77641 0.22358

0.49256 0.50743

⎞⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
0.30730

0.30388

0.38881

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
0.08458

0.16917

0.25375

⎞⎟⎟⎟⎠

103 (0.33785, 0.66214)

⎛⎝0.80523 0.19476

0.43292 0.56707

⎞⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
0.64610

0.13197

0.22191

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
0.07907

0.15815

0.23722

⎞⎟⎟⎟⎠

𝑀4 104
102 (0.32216, 0.67783)

⎛⎝0.78252 0.21747

0.54223 0.45776

⎞⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
0.42140

0.27548

0.30310

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
0.08356

0.16712

0.25068

⎞⎟⎟⎟⎠

103 (0.24484, 0.75515)

⎛⎝0.78029 0.21970

0.47719 0.52280

⎞⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
0.60909

0.13818

0.25272

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
0.08312

0.16624

0.24936

⎞⎟⎟⎟⎠

𝑀5 105
102 (0.16965, 0.83034)

⎛⎝0.78260 0.21739

0.44048 0.55951

⎞⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
0.38183

0.28916

0.32900

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
0.08143

0.16287

0.24430

⎞⎟⎟⎟⎠

103 (0.16444, 0.83555)

⎛⎝0.80491 0.19508

0.38528 0.61471

⎞⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
0.45748

0.22920

0.31330

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
0.07441

0.15231

0.23653

⎞⎟⎟⎟⎠

Iстиннi: (0.16, 0.84)

⎛⎝ 0.78 0.22

0.372 0.628

⎞⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
0.66

0.14

0.20

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎝
0.05

0.14

0.22

⎞⎟⎟⎟⎠

3.5 Побудова прогнозу

За оцiненими параметрами моделi 𝑀 побудовано прогноз iз

використанням моделi 𝑀5. Для навчання моделi було використано 70%

вiд спостережених даних, а iншу частину − для перевiрки прогнозу.

Прогноз побудовано iз використанням послiдовностi 𝑋̂ − найбiльш
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ймовiрної послiдовностi станiв прихованого ланцюга Маркова,

обрахованої за допомогою алгоритму Вiтербi. Наявнiсть такої

послiдовностi дає змогу розпочати прогноз не у випадковому станi, а у

найбiльш ймовiрному, що може покращити точнiсть. Спрогнозованi

значення обчислюються як математичне сподiвання наступного вигляду

𝑦𝑡 =
3∑︁

𝑘=1

(𝐶𝑥𝑡
+ 𝑎𝑘)𝑝𝑘𝑦𝑡−1.

Вiдповiднiсть прогнозу такою моделлю подальшої поведiнки дiйсної

моделi пропонуємо вiдстежити на наступному графiку 3.6. Значення

середньоквадратичного вiдхилення 𝑀𝑆𝐸 =
√︁

1
𝑛

∑︀𝑛
𝑖=1(𝑦𝑖 − 𝑦𝑖)2 рiвне 1.09.
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Рисунок 3.6 – Порiвняння спостереженої та прогнозованої поведiнки

часового ряду.
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3.6 Висновки до третього роздiлу

В цьому роздiлi були наведенi результати роботи алгоритмiв

прямого та зворотньго ходу в поєднаннi з алгоритмом Баума-Велша для

розв’язання задач оцiнювання та навчання. Також були представленi данi

щодо застосування алгоритму Вiтербi в розв’язаннi задачi декодування.

Показано збiжнiсть дослiджуваних параметрiв до iстинних, наведено

таблицi, якi демонструють якiсть оцiнки в залежностi вiд довжини

ланцюга спостережень та кiлькостi iтерацiй алгоритму навчання.

З’ясовано величину похибок оцiнювання моделей в залежностi вiд

вищезгаданих змiнних. Наприкiнцi роздiлу наведено графiк iз

прогнозованою та дiйсною послiдовнiстю значень ланцюга спостережень.
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ВИСНОВКИ

У ходi даної роботи був проведений аналiз наявних джерел за

даною тематикою, який показав те, що авторегресiйнi моделi

застосовуються у багатьох напрямках науки. Особлива увага спрямована

на дослiдження впливу мультиплiкативного шуму на них.

В роботi було знайдено оцiнки максимальної правдоподiбностi

параметрiв рiвняння та характеристик прихованого ланцюга Маркова,

який керує перемиканням режимiв авторегресiйного рiвняння. Для

побудови оцiнок було використано iтерацiйний алгоритм навчання

Баума-Велша, алгоритм прямого-зворотнього ходу та алгоритм Вiтербi.

Наведенi результати чисельного експерименту демонструють

збiжнiсть отриманих оцiнок до iстинних значень параметрiв та

допомагають побудувати прогноз еволюцiї ланцюга спостережень iз

плином часу.

Надалi розподiл мультиплiкативного шуму пропонується змiнити iз

дискретного на неперервний, що дасть можливiсть бiльш загально

описувати залежностi мiж спостереженнями.
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