
НАЦIОНАЛЬНИЙ ТЕХНIЧНИЙ УНIВЕРСИТЕТ УКРАЇНИ
«КИЇВСЬКИЙ ПОЛIТЕХНIЧНИЙ IНСТИТУТ

iменi Iгоря СIКОРСЬКОГО»
Навчально-науковий фiзико-технiчний iнститут

Кафедра математичних методiв захисту iнформацiї

«На правах рукопису» «До захисту допущено»
УДК (519.2) Завiдувач кафедри

Сергiй ЯКОВЛЄВ
« » 2026 р.

Дипломна робота
на здобуття ступеня бакалавра
за освiтньо-професiйною програмою

«Математичнi методи криптографiчного захисту iнформацiї»

зi спецiальностi: 113 Прикладна математика
на тему: «Асимптотичний аналiз прорiджених випадкових

сум»

Виконала:
студентка IV курсу, групи ФI-23
Дегтярьова Марiя Iванiвна

Керiвник:
доц. каф. математичних методiв захисту iнформацiї,
кандидат фiз.-мат. наук, доц.
Нiщенко Iрина Iванiвна

Рецензент:
ст. наук. спiвроб. вiддiлу теорiї випадкових процесiв
Iнституту математики НАН України, кандидат
фiз.-мат. наук
Рябов Георгiй Валентинович

Засвiдчую, що у цiй дипломнiй
роботi немає запозичень з праць
iнших авторiв без вiдповiдних
посилань.

Студентка

Київ — 2026



2

НАЦIОНАЛЬНИЙ ТЕХНIЧНИЙ УНIВЕРСИТЕТ УКРАЇНИ
«КИЇВСЬКИЙ ПОЛIТЕХНIЧНИЙ IНСТИТУТ

iменi Iгоря СIКОРСЬКОГО»
Навчально-науковий фiзико-технiчний iнститут

Кафедра математичних методiв захисту iнформацiї

Рiвень вищої освiти — перший (бакалаврський)
Спецiальнiсть — 113 Прикладна математика,
ОПП «Математичнi методи криптографiчного захисту iнформацiї»

ЗАТВЕРДЖУЮ
Завiдувач кафедри

Сергiй ЯКОВЛЄВ
« » 2026 р.

ЗАВДАННЯ
на дипломну роботу

Студентка: Дегтярьова Марiя Iванiвна

1. Тема роботи: «Асимптотичний аналiз прорiджених випадкових

сум», науковий керiвник дипломної роботи: доц. каф. математичних

методiв захисту iнформацiї, кандидат фiз.-мат. наук, доц. Нiщенко Iрина

Iванiвна,

затвердженi наказом по унiверситету № вiд « » 2026 р.

2. Термiн подання студентом роботи: « » 2026 р.

3. Об’єкт дослiдження: випадковi прорiдженi суми незалежних

випадкових величин.

4. Предмет дослiдження: асимптотичнi властивостi прорiджених

випадкових сум залежно вiд структури множини iндексiв.

5. Перелiк завдань:

1) розглянути приклади обчислення натуральної щiльностi множин;

2) дослiдити властивостi повних та прорiджених випадкових сум;

3) отримати асимптотичнi оцiнки рiзницi мiж повною та

прорiдженою сумами;

4) встановити умови збiжностi прорiджених сум до нормального

розподiлу;



3
5) дослiдити швидкiсть збiжностi до нормального розподiлу та

застосувати оцiнки типу нерiвностi Беррi–Ессеена;

6) проаналiзувати вплив параметра, що визначає асимптотичну

поведiнку множини iндексiв, на поведiнку сум;

7) провести чисельнi експерименти та вiзуалiзацiю отриманих

результатiв.

6. Орiєнтовний перелiк графiчного (iлюстративного) матерiалу:

презентацiя доповiдi

7. Орiєнтовний перелiк публiкацiй: основнi результати роботи

доповiдалися на семiнарi для студентiв з додаткових глав теорiї

ймовiрностей та функцiонального аналiзу при вiддiлi Iнституту

математики НАН України та XXIV Всеукраїнськiй науково-практичнiй

конференцiї студентiв, аспiрантiв та молодих вчених “Теоретичнi i

прикладнi проблеми фiзики, математики та iнформатики”.

8. Дата видачi завдання: 10 вересня 2025 р.



4
Календарний план

№
з/п

Назва етапiв виконання
дипломної роботи

Термiн
виконання

Примiтка

1 Узгодження теми роботи iз
науковим керiвником

01-15 вересня
2025 р.

Виконано

2 Огляд лiтературних джерел
та вивчення основних понять
натуральної щiльностi та
випадкових сум

Вересень–
жовтень 2025 р.

Виконано

3 Розгляд прикладiв обчислення
натуральної щiльностi множин та
базових властивостей випадкових
сум

Жовтень–
листопад 2025 р.

Виконано

4 Дослiдження асимптотичних
оцiнок рiзницi мiж повною та
прорiдженою сумами

Листопад–
грудень 2025 р.

Виконано

5 Встановлення умов збiжностi
прорiджених сум до нормального
розподiлу

Сiчень–лютий
2026 р.

Виконано

6 Дослiдження швидкостi
збiжностi до нормального
розподiлу (оцiнки типу нерiвностi
Беррi–Ессеена)

Лютий–березень
2026 р.

Виконано

7 Проведення чисельних
експериментiв та побудова
графiкiв отриманих результатiв

Березень–
квiтень 2026 р.

Виконано

8 Пiдготовка доповiдi та апробацiя
результатiв роботи на наукових
конференцiях

Квiтень–травень
2026 р.

Виконано

9 Завершальне редагування
бакалаврської роботи та
пiдготовка до захисту

Травень–
червень 2026 р.

Виконано

Студентка Марiя ДЕГТЯРЬОВА

Керiвник Iрина НIЩЕНКО



5
РЕФЕРАТ

Квалiфiкацiйна робота мiстить: 63 стор., 11 рисункiв, 18 джерел.

У роботi дослiджуються прорiдженi суми незалежних однаково

розподiлених випадкових величин, множина iндексiв яких є пiдмножиною

множини натуральних чисел. Встановлено асимптотичну еквiвалентнiсть

повної та прорiдженої сум у просторi 𝐿2. Отримано умови збiжностi

нормованих прорiджених сум до нормального розподiлу. Доведено

нерiвнiсть Беррi–Ессеена, що визначає оцiнку швидкостi збiжностi

прорiджених сум до нормального розподiлу. Наведено чисельнi iлюстрацiї

отриманих результатiв.

ПРОРIДЖЕНI СУМИ, ЦЕНТРАЛЬНА ГРАНИЧНА ТЕОРЕМА,

НОРМАЛЬНИЙ РОЗПОДIЛ, НЕРIВНIСТЬ БЕРРI–ЕССЕЕНА,

АСИМПТОТИЧНА ЕКВIВАЛЕНТНIСТЬ, ВИПАДКОВI СУМИ
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ABSTRACT

The qualification thesis consists of 63 pages, 11 figures, and 18 references.

The work investigates thinned sums of independent identically

distributed random variables, where the index set is a subset of the natural

numbers. Asymptotic equivalence between the full and thinned sums in the

𝐿2. Conditions for convergence of normalized thinned sums to the normal

distribution are obtained. A Berry–Esseen inequality is proved, providing an

estimate of the rate of convergence of thinned sums to the normal

distribution. Numerical illustrations of the obtained results are presented.

THINNED SUMS, CENTRAL LIMIT THEOREM, NORMAL

DISTRIBUTION, BERRY–ESSEEN INEQUALITY, ASYMPTOTIC

EQUIVALENCE, RANDOM SUMS
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ, СКОРОЧЕНЬ I

ТЕРМIНIВ

ЦГТ - центральна гранична теорема

N — множина натуральних чисел

∅ — порожня множина

∼ — асимптотична еквiвалентнiсть (𝑎𝑛 ∼ 𝑏𝑛 тобто
𝑎𝑛
𝑏𝑛

→ 1 при

𝑛 → ∞)

н.о.р. — незалежно однаково розподiленi

в.в. — випадковi величини
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ВСТУП

Актуальнiсть дослiдження. Дослiдження асимптотичних

властивостей випадкових сум є одним iз центральних напрямiв теорiї

ймовiрностей. У класичному випадку добре вiдомi результати щодо

збiжностi нормованих сум незалежних однаково розподiлених випадкових

величин до нормального розподiлу. Водночас у багатьох прикладних

задачах розглядаються не повнi суми, а їх прорiдженi аналоги, тобто

суми за пiдмножинами iндексiв. Такi ситуацiї природно виникають у

задачах iз пропущеними даними, нерегулярною вибiркою та вибiрковим

спостереженням. Вплив структури множини iндексiв, зокрема її

натуральної щiльностi, на поведiнку вiдповiдних сум дослiджено

недостатньо повно, що зумовлює актуальнiсть даної роботи.

Метою дослiдження є порiвняння повної та прорiдженої сум,

встановлення умов їх асимптотичної еквiвалентностi, а також

дослiдження граничного розподiлу прорiджених сум. Окрему увагу

придiлено оцiнцi швидкостi збiжностi до нормального розподiлу.

Задачi дослiдження:

1) розглянути приклади обчислення натуральної щiльностi множин;

2) дослiдити властивостi повних та прорiджених випадкових сум;

3) отримати асимптотичнi оцiнки рiзницi мiж повною та

прорiдженою сумами;

4) встановити умови збiжностi прорiджених сум до нормального

розподiлу;

5) дослiдити швидкiсть збiжностi до нормального розподiлу та

застосувати оцiнки типу нерiвностi Беррi–Ессеена;

6) проаналiзувати вплив параметра, що визначає асимптотичну

поведiнку множини iндексiв, на поведiнку сум;

7) провести чисельнi експерименти та вiзуалiзацiю отриманих

результатiв.
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Об’єктом дослiдження є випадковi прорiдженi суми незалежних

випадкових величин.

Предметом дослiдження є асимптотичнi властивостi прорiджених

випадкових сум залежно вiд структури множини iндексiв.

Методи дослiдження включають методи теорiї ймовiрностей,

зокрема граничнi теореми, оцiнки швидкостi збiжностi, а також методи

математичної статистики та чисельного моделювання.

Наукова новизна полягає у дослiдженнi впливу натуральної

щiльностi та структури iндексної множини на асимптотичну поведiнку

прорiджених випадкових сум, а також у встановленнi умов збiжностi та

оцiнок швидкостi збiжностi до нормального розподiлу.

Практичне значення одержаних результатiв полягає у

можливостi застосування отриманих оцiнок та пiдходiв у задачах обробки

даних iз пропусками, моделюваннi випадкових процесiв та фiнансовiй

математицi, де розглядаються нерегулярнi або вибiрковi спостереження.

Апробацiя результатiв та публiкацiї. Основнi результати

роботи доповiдалися на семiнарi для студентiв з додаткових глав теорiї

ймовiрностей та функцiонального аналiзу при вiддiлi Iнституту

математики НАН України та XXIV Всеукраїнськiй науково-практичнiй

конференцiї студентiв, аспiрантiв та молодих вчених “Теоретичнi i

прикладнi проблеми фiзики, математики та iнформатики”.
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1 ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

У даному наведено короткий iсторичний огляд розвитку теорiї

випадкових сум та граничних теорем, а також окреслено основнi пiдходи

до аналiзу асимптотичної поведiнки сум випадкових величин з

урахуванням структури множини iндексiв.

1.1 Iсторична довiдка

Iсторiя дослiдження асимптотичних властивостей випадкових сум

тiсно пов’язана з граничними теоремами теорiї ймовiрностей та

аналiтичної теорiї чисел.

Поняття натуральної щiльностi множин виникло в аналiтичнiй

теорiї чисел у зв’язку з дослiдженням асимптотичної поведiнки

пiдмножин натуральних чисел. У 2009 роцi у роботi Грекоса [1] було

систематизовано низку вiдкритих проблем, пов’язаних iз поняттям

щiльностi множин натуральних чисел. Зокрема, було сформульовано ряд

питань щодо властивостей натуральної щiльностi та її узагальнень, що

вiдображає активний розвиток цiєї теорiї в сучаснiй математицi.

Першi результати центральної граничної теореми, беруть початок у

роботах Лапласа, який використовував їх як iнструмент для дослiдження

iнших задач теорiї ймовiрностей. Пуассон доповнив цей напрям,

розглядаючи контрприклади та вводячи раннi уявлення про випадковi

величини. Подальший розвиток пов’язаний iз Дiрiхле, Кошi та

Чебишовим, якi дослiджували похибки вимiрювань i першi форми

граничних результатiв. Марков i Ляпунов сформулювали та довели

класичнi версiї ЦГТ, зокрема у формi Ляпунова. У 1920 роцi Полiа ввiв

сам термiн «центральна гранична теорема». Лiндеберг узагальнив умови

збiжностi, Бернштейн сформулював важливу допомiжну лему, яка
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встановлює, що при достатньо слабкiй залежностi мiж випадковими

величинами їхня сума асимптотично поводиться як сума майже

незалежних величин, що дозволяє застосовувати центральну граничну

теорему. Згодом Левi та Феллер встановили необхiднi й достатнi умови

ЦГТ, розвиваючи теорiю рiзними методами, що остаточно закрiпило її

фундаментальний статус у теорiї ймовiрностей [2].

Подальший розвиток цiєї теорiї був пов’язаний iз дослiдженням

точностi наближення розподiлiв до нормального

Важливим етапом стало дослiдження швидкостi збiжностi до

нормального розподiлу. Першi кiлькiснi оцiнки швидкостi збiжностi були

отриманi Ляпуновим (1900–1901). У 1940-х роках з’явилася класична

нерiвнiсть Беррi–Ессеена, яка дає унiверсальну та оптимальну за

порядком оцiнку збiжностi [3].

У подальших роботах значна увага придiлялася уточненню

абсолютної константи в нерiвностi Беррi–Ессеена. Серед сучасних

результатiв важливе мiсце займають роботи Шевцової [4], у яких

отримано однi з найточнiших оцiнок константи для класичної центральної

граничної теореми.

Окремим напрямом узагальнення класичних моделей є врахування

неповноти або структури вибiрки доданкiв, що приводить до поняття

прорiджених випадкових сум.

Iдея прорiдження випадкових сум полягає у розглядi сум лише

частини елементiв послiдовностi, що визначається певним правилом

вибору iндексiв. У ймовiрнiсному контекстi це вiдповiдає вилученню

частини доданкiв або вибору пiдпослiдовностi iндексiв, що призводить до

прорiджених випадкових сум. Такi конструкцiї є узагальненням

класичних випадкових сум i використовуються для дослiдження впливу

структури множини iндексiв на асимптотичну поведiнку сум.

Отриманi результати слугують основою для формулювання

подальших задач дослiдження.
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1.2 Актуальнiсть дослiдження

Актуальнiсть даної роботи зумовлена необхiднiстю:

1) уточнення умов, за яких прорiдженi суми зберiгають класичнi

граничнi властивостi (зокрема збiжнiсть до нормального розподiлу);

2) дослiдження швидкостi збiжностi та точностi нормальних

апроксимацiй;

3) аналiзу впливу параметрiв, що задають структуру множини

iндексiв, на асимптотичну поведiнку прорiджених сум;

4) застосування отриманих результатiв у статистицi, моделюваннi

випадкових процесiв та фiнансовiй математицi, де природно виникають

ситуацiї з “неповними” або вибiрковими сумами.

Таким чином, дослiдження прорiджених випадкових сум є

актуальним i перспективним напрямом сучасної теорiї ймовiрностей, який

поєднує класичнi граничнi теореми з новими пiдходами до аналiзу

структурованих пiдмножин iндексiв.

Висновки до роздiлу 1

У даному роздiлi було розглянуто основнi етапи розвитку теорiї

випадкових сум та їх граничних властивостей. Проведено аналiз

класичних результатiв, пов’язаних iз центральною граничною теоремою

та оцiнками типу Беррi–Ессеена, а також висвiтлено роль натуральної

щiльностi множин у дослiдженнi пiдмножин натуральних чисел.

Показано, що поєднання цих пiдходiв приводить до задач про

прорiдженi випадковi суми, для яких поведiнка може iстотно вiдрiзнятися

вiд класичного випадку. Обґрунтовано актуальнiсть подальшого

дослiдження, зокрема в напрямi вивчення впливу структури iндексної

множини та її щiльностi на асимптотичнi властивостi сум, а також

оцiнювання швидкостi їх збiжностi.



14
2 НАТУРАЛЬНА ЩIЛЬНIСТЬ МНОЖИН,

ПЕРЕСТАНОВКИ ТА ПРОРIДЖЕНI ВИПАДКОВI СУМИ

У цьому роздiлi розглядається поняття натуральної щiльностi

множин та приклади її обчислення. Вводяться повнi та прорiдженi

випадковi суми, а також дослiджується їх поведiнка при рiзних типах

прорiдження множини iндексiв. Завершується роздiл чисельними

прикладами, що iлюструють залежнiсть мiж натуральною щiльнiстю

множини та вiдхиленням прорiджених сум вiд повних.

2.1 Поняття натуральної щiльностi

Наведемо означення натуральної щiльностi множини, яке дозволяє

описувати середню частку елементiв у пiдмножинах натуральних чисел.

Означення 2.1 (Щiльнiсть множини [5]). Нехай 𝐴 ⊆ N є довiльною

пiдмножиною множини натуральних чисел i нехай (𝜆𝑛)𝑛≥1 є довiльною

послiдовнiстю невiд’ємних чисел таких, що
∑︀∞

𝑛=1 𝜆𝑛 = ∞. Визначимо

𝑑(𝐴;𝑥) =

∑︀
𝑎≤𝑥
𝑎∈𝐴

𝜆𝑎∑︀
𝑛≤𝑥 𝜆𝑛

.

Якщо iснує границя

𝑑(𝐴) = lim
𝑥→∞

𝑑(𝐴;𝑥),

то число 𝑑(𝐴) називається щiльнiстю множини 𝐴.

Означення 2.2 (Натуральна щiльнiсть множини [5]). Нехай 𝐴 ⊆ N.

Натуральна щiльнiсть множини 𝐴 визначається як

𝑑(𝐴) = lim
𝑛→∞

𝑑𝑛(𝐴),

де 𝑑𝑛(𝐴) =
1
𝑛 |𝐴 ∩ {1, . . . ,𝑛}|, якщо ця границя iснує.
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2.2 Приклади обчислення натуральної щiльностi

Означення 2.3 (Перестановка [7]). Нехай 𝑋 є скiнченною або

злiченною множиною. Перестановкою множини 𝑋 називають бiєкцiю

𝜎 : 𝑋 −→ 𝑋, тобто вiдображення, яке кожному елементу 𝑥 ∈ 𝑋 ставить у

вiдповiднiсть єдиний елемент 𝜎(𝑥) ∈ 𝑋 так, що з 𝑥1 ̸= 𝑥2 випливає

𝜎(𝑥1) ̸= 𝜎(𝑥2)

Для перестановки 𝜎 : N → N на {1,2, . . . ,𝑛} позначимо через

𝐾𝑛(𝜎) =
𝑛∑︁

𝑘,𝑙=1

1{𝑘 = 𝜎(𝑙)}

потужнiсть перетину множини {1, . . . ,𝑛} та її образу при вiдображенi 𝜎 i

покладемо

𝐾(𝜎) = lim
𝑛→∞

1

𝑛
𝐾𝑛(𝜎)

Розглянемо також натуральну щiльнiсть 𝑑(𝐴) множини

𝐴 = {𝑘 ∈ N : 𝜎(𝑘) = 𝑘}

нерухомих точок вiдображення 𝜎 : N → N, яка показує, яку частку

iндексiв перестановка залишає на мiсцi. Це дозволяє оцiнити, наскiльки

сильно перестановка порушує порядок елементiв.

Нижче детально розглянемо обидвi характеристики для рiзних типiв

перестановок.

Тотожна перестановка.

Нехай 𝜎 : N → N є тотожною перестановкою, тобто 𝜎(𝑖) = 𝑖 для

довiльного 𝑖 ∈ N
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𝜎 =

⎛⎜⎜⎝1 2 3 . . . 𝑛 . . .

1 2 3 . . . 𝑛 . . .

⎞⎟⎟⎠
Оскiльки для кожного ℓ ∈ N маємо 𝜎(ℓ) = ℓ, то

𝐾𝑛(𝜎) =
∑︀𝑛

𝑘,ℓ=1 1{𝑘 = 𝜎(ℓ)} = 𝑛, а отже 𝐾(𝜎) = 1.

Множина нерухомих точок спiвпадає з N:

𝐴 = {𝑘 ∈ N : 𝜎(𝑘) = 𝑘} = N, а тому 𝑑(𝐴) = 1.

Тотожна перестановка не змiнює порядок iндексiв: обидвi

характеристики дають значення 1.

Скiнченна перестановка.

Розглянемо перестановку 𝜎 : N → N

𝜎 =

⎛⎜⎜⎝ 1 2 . . . 𝑟 𝑟 + 1 𝑟 + 2 . . . 𝑛 . . .

𝜎(1) 𝜎(2) . . . 𝜎(𝑟) 𝑟 + 1 𝑟 + 2 . . . 𝑛 . . .

⎞⎟⎟⎠
Переставлено лише першi 𝑟 елементiв, 𝜎(𝑘) = 𝑘 для всiх 𝑘 > 𝑟. Оскiльки

для довiльного 𝑛 > 𝑟

𝐾𝑛(𝜎) =
𝑛∑︁

𝑘,ℓ=1

1{𝑘 = 𝜎(ℓ)} = 𝑛,

то 𝐾(𝜎) = 1.

З того, що для довiльного 𝑛 > 𝑟 виконуються нерiвностi

𝑛− 𝑟 ≤ |𝐴 ∩ {1, . . . ,𝑛}| ≤ 𝑛

випливає, що 𝑑(𝐴) = 1.

Хоч порядок порушено на скiнченнiй кiлькостi iндексiв, їхнiй “внесок”

зникає в границi, тому обидвi характеристики дорiвнюють 1.
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Перестановка пар.

Розглянемо перестановку 𝜎 : N → N

𝜎(2𝑘 + 1) = 2𝑘 + 2, 𝑘 = 0,1,2, . . .

𝜎(2𝑘) = 2𝑘 − 1, 𝑘 = 1,2, . . .

𝜎 =

⎛⎜⎜⎝1 2 3 4 5 6 7 8 . . .

2 1 4 3 6 5 8 7 . . .

⎞⎟⎟⎠
Обчислимо 𝐾(𝜎). Для кожного ℓ iснує один iндекс 𝑘 такий, що

𝑘 = 𝜎(ℓ). Тому

𝐾𝑛(𝜎) =
𝑛∑︁

𝑘,ℓ=1

1{𝑘 = 𝜎(ℓ)} =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑛, 𝑛 парне,

𝑛− 1, 𝑛 непарне,

а отже 𝐾(𝜎) = 1.

Оскiльки жоден елемент не є нерухомою точкою вiдображення

𝜎 : N → N, то 𝐴 = ∅, i 𝑑(𝐴) = 0.

Цей приклад показує принципову рiзницю мiж величинами 𝐾(𝜎) i

𝑑(𝐴):

– Рiвнiсть 𝐾(𝜎) = 1 не пов’язана зi збереженням порядку. Вона

вiдображає лише той факт, що 𝜎 є бiєкцiєю.

– Множина А є порожньою, тому її натуральна щiльнiсть дорiвнює

нулю 𝑑(𝐴) = 0, тобто перестановка повнiстю руйнує локальний порядок

натуральних чисел.

Перестановка блокiв зростаючої довжини 2𝑚.

Розглянемо перестановку 𝜎 : N → N, яка працює з блоками

зростаючої довжини 2𝑚. Розiб’ємо множину N на послiдовнi блоки

довжини 2𝑚. На кожному такому блоцi перестановка 𝜎 здiйснює

циклiчний зсув елементiв на 2𝑚−1 позицiй.
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Перестановка виглядає так:

𝜎 =

⎛⎜⎜⎝ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 · · ·

2 1 5 6 3 4 11 12 13 14 7 8 9 10 · · ·

⎞⎟⎟⎠
Позначимо через

𝑁𝑘 = 2 ·
𝑘∑︁

𝑚=0

2𝑚 = 2 · (2𝑘+1 − 1)

роздiлювачi мiж парами блокiв. Наприклад,

𝑁0 = 2, 𝑁1 = 6.

Розглянемо спочатку повний блок довжини 2𝑘. Для 𝑛 = 𝑁𝑘 беремо

всi елементи до кiнця 𝑘-го блоку. Тодi 𝜎({1, . . . , 𝑁𝑘}) = {1, . . . , 𝑁𝑘}, тобто:

𝐾𝑁𝑘
(𝜎) = 𝑁𝑘,

та

lim
𝑘→∞

𝐾𝑁𝑘
(𝜎)

𝑁𝑘
= 1.

Розглянемо частковий блок. Якщо 𝑛 = 𝑁𝑘 + 2𝑘+1 — середина k-го

блоку, то

𝐾𝑁𝑘+2𝑘+1(𝜎) = 𝑁𝑘,

i тодi

lim
𝑘→∞

𝑁𝑘

𝑁𝑘 + 2𝑘+1
= lim

𝑘→∞

2 · (2𝑘+1 − 1)

3 · 2𝑘+1
=

2

3
.

Отже,iснують двi пiдпослiдовностi 𝑛 з рiзними граничними

значеннями: 1 та 2/3. Тому границi 𝐾(𝜎) при 𝑛 → ∞ не iснує.

У данiй перестановцi нерухомих точок немає:

𝐴 = ∅, 𝑑(𝐴) = 0.
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Цей приклад демонструє, що границя 𝐾(𝜎) при 𝑛 → ∞ може не

iснувати, у той час як натуральна щiльнiсть множини нерухомих точок

iснує.

Блокова перестановка з фiксованими елементами.

Розглянемо приклад:

𝜎 =
(︀
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 ···
1 2 13 4 5 16 7 8 19 10 11 22 13 14 25 16 ···

)︀
У наведеному записi видно iдею: ми намагаємося «зрушувати»

кожне третє число на константу (тут додається 10). Однак такий пiдхiд

не працює для побудови перестановки (бiєкцiї) на N: наприклад, якщо

покласти 𝜎(3) = 13 та одночасно 𝜎(13) = 13, то отримаємо 𝜎(3) = 𝜎(13) —

отже 𝜎 не є iн’єкцiєю.

Помiтимо, що:

– Якщо «додавати 10» до кожного третього числа, то образи деяких

чисел можуть спiвпасти з образом iнших — це порушує iн’єкцiю.

– Щоб уникнути прямих зiткнень, можна додавати число, що кратне

3. Така операцiя зберiгає класи за модулем 3 (тобто образ кожного числа,

що кратне 3, теж буде кратний 3).

Приклад iн’єкцiї, яка не є сюр’єкцiєю:

𝜎(3𝑘−2) = 3𝑘−2, 𝜎(3𝑘−1) = 3𝑘−1, 𝜎(3𝑘) = 3𝑘+3 (𝑘 = 1,2, . . . )

Тут першi два елементи в кожнiй трiйцi залишаються фiксованими, а

кожний третiй «зсуваємо» на наступний третiй. Це вiдображення

iн’єктивне (образи рiзнi), але не є сюр’єкцiєю, бо, наприклад, число 3 не

лежить в образi (нiчого не вiдображається на 3), якщо ми починаємо з

3 ↦→ 6, 6 ↦→ 9 тощо.
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Розглянемо ще приклад.

Роздiлимо N на блоки по три:

𝐵𝑛 = {3𝑛− 2, 3𝑛− 1, 3𝑛}, 𝑛 = 1,2, . . .

Визначимо перестановку 𝜎 таким чином:

𝜎(3𝑛− 2) = 3𝑛− 2, 𝜎(3𝑛− 1) = 3𝑛− 1,

а для третiх елементiв зробимо попарну перестановку:

𝜎(3(2𝑚− 1)) = 3(2𝑚), 𝜎(3(2𝑚)) = 3(2𝑚− 1) (𝑚 = 1,2, . . . ).

𝜎 =
(︀
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 ···
1 2 6 4 5 3 7 8 12 10 11 9 13 14 ···

)︀
Iншими словами, третiй елемент першого блоку мiняється мiсцями з

третiм елементом другого блоку, третiй елемент третього — з четвертим i

т.д.

Ця 𝜎 також не є прикладом бiєкцiї з границею вiдмiнною вiд 1, тобто

𝐾(𝜎) = 1 . Також знайдемо натуральну щiльнiсть

|𝐴 ∩ {1, . . . , 3𝑛}| = 2𝑛, 𝑑3𝑛(𝐴) =
|𝐴 ∩ {1, . . . , 3𝑛}|

3𝑛
=

2𝑛

3𝑛
=

2

3
.

Перестановка блокiв лiнiйної довжини 𝑛.

Розглянемо перестановку, яка дiє на блоках довжини

1, 2, 3, . . . , 𝑘.

Позначимо загальну довжину перших 𝑘 блокiв:

𝑁𝑘 =
𝑘∑︁

𝑚=1

2𝑚 = 2 · 𝑘(𝑘 + 1)

2
= 𝑘(𝑘 + 1).
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Спочатку розглянемо кiнцi повних пар блокiв. Якщо 𝑛 = 𝑁𝑘, тобто

розглядається кiнець повного блоку, то всi переставленi елементи

залишаються в межах 1, . . . ,𝑛. Тодi

𝐾𝑛(𝜎) = 𝑁𝑘,

i отже

lim
𝑘→∞

𝐾𝑛(𝜎)

𝑁𝑘
= lim

𝑘→∞

𝑁𝑘

𝑁𝑘
= 1.

Тепер розглянемо точку всерединi наступного блоку. Розглянемо

𝑛 = 𝑁𝑘 + (𝑘 + 1), тобто ми перебуваємо всерединi наступного блоку

довжини 𝑘 + 1. На цьому вiдрiзку частина елементiв уже виходить за

межi попереднiх блокiв, але кiлькiсть “правильних” спiвпадiнь лишається

𝑁𝑘. Тодi

𝐾𝑛(𝜎)

𝑛
=

𝑁𝑘

𝑁𝑘 + (𝑘 + 1)
=

𝑘(𝑘 + 1)

𝑘(𝑘 + 1) + (𝑘 + 1)
=

𝑘2 + 𝑘

𝑘2 + 𝑘 + 2
−−−→
𝑘→∞

1.

Звiдси можна зробити висновок,що у випадку лiнiйно зростаючих

блокiв обидвi пiдпослiдовностi (𝑛 = 𝑁𝑘 та 𝑛 = 𝑁𝑘 + (𝑘 + 1)) дають

однакову границю 1. Отже,

lim
𝑛→∞

𝐾𝑛(𝜎)

𝑛
= 1.

Натуральна щiльнiсть нерухомих точок у цiй перестановцi дорiвнює

нулю, оскiльки жоден елемент не залишається на мiсцi.

Перестановка блокiв степеневої довжини ⌊𝑛𝛼⌋.

Нехай довжина 𝑚-го блоку дорiвнює 𝑚𝛼, де 𝛼 > 0 — фiксоване число.

Тодi сумарна довжина перших 𝑘 блокiв має вигляд

𝑁𝑘 =
𝑘∑︁

𝑚=1

𝑚𝛼 = 𝐷0𝑘
𝛼+1 +𝐷1𝑘

𝛼 + · · ·+𝐷𝛼𝑘.
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Знайдемо границю для 𝐾𝑛(𝜎). Зауважимо, що

𝐾𝑛(𝜎)

𝑁𝑘 + (𝑘 + 1)𝛼
=

𝑁𝑘

𝑁𝑘 + (𝑘 + 1)𝛼
=

1

1 +
(𝑘 + 1)𝛼

𝑁𝑘

.

Оскiльки
(𝑘 + 1)𝛼

𝑁𝑘
∼ 𝑘𝛼

𝐷0𝑘𝛼+1
=

1

𝐷0𝑘
−−−→
𝑘→∞

0.

то
𝑁𝑘

𝑁𝑘 + (𝑘 + 1)𝛼
−−−→
𝑘→∞

1.

Отже, як i у випадку лiнiйних блокiв, для будь-якої степеневої

швидкостi росту блокiв 𝑚𝛼 маємо

lim
𝑛→∞

𝐾𝑛(𝜎)

𝑛
= 1.

Фiксованих точок знову немає, тому

𝑑(𝐴) = 0.

Таким чином, навiть для значно нерiвномiрних, швидко зростаючих

блокiв перестановка повнiстю “плутає” iндекси (щiльнiсть множини

нерухомих точок нульова), але характеристика 𝐾𝑛(𝜎) поводиться

стабiльно, i при нормуваннi завжди прямує до 1.

Зауваження. Надалi вважатимемо, що A ⊆ N є такою

пiдмножиною натуральних чисел, для якої 𝑑(𝐴) = 1.

2.3 Частотна характеризацiя перестановок

Теорема 2.1. Нехай для деякого 𝛼 < 1

lim sup
𝑗→∞

|𝑗 − 𝜎(𝑗)|
𝑗𝛼

< ∞. (2.1)
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Тодi iснує границя

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘=1

1{𝑘 = 𝜎(𝑙)}.

Доведення. З умови (2.1) випливає, що iснує константа 𝐶 > 0 така,

що для довiльного 𝑗 > 1 виконується |𝑗 − 𝜎(𝑗)| ⩽ 𝐶𝑗𝛼. Тодi

𝐾𝑛(𝜎) =
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑘,𝑙=1

1{𝑘 = 𝜎(𝑙)} ≥ 1

𝑛
(𝑛− 𝐶𝑛𝛼)

З нерiвностей
1

𝑛
(𝑛− 𝐶𝑛𝛼) ≤ 𝐾𝑛(𝜎) ≤ 1

випливає, що

𝐾𝑛(𝜎) → 1, 𝑛 → ∞

2.4 Поняття повної та прорiдженої випадкової суми

Нехай {𝑋𝑖}𝑖≥1 є послiдовнiстю незалежних однаково розподiлених

випадкових величин.

Означення 2.4. Повною сумою називатимемо суму вигляду

𝑆𝑛 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑋𝑖.

Означення 2.5. Нехай 𝐴 ⊂ N — довiльна пiдмножина натуральних

чисел. Прорiдженою сумою, що вiдповiдає множинi 𝐴, називається сума

𝑆𝑛(𝐴) =
𝑛∑︁

𝑖=1

1{𝑖∈𝐴}𝑋𝑖.

Тобто у прорiдженiй сумi враховуються лише тi доданки, iндекси

яких належать множинi 𝐴.
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У випадку випадкової кiлькостi доданкiв аналогiчно розглядаються

випадковi суми

𝑆𝑌 =
𝑌∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖, 𝑆𝑌 (𝐴) =
𝑌∑︁
𝑖=1

1{𝑖∈𝐴}𝑋𝑖,

де 𝑌 є невiд’ємною цiлочисельною випадковою величиною.

Позначимо через

𝑅𝑌 = 𝑆𝑌 − 𝑆𝑌 (𝐴) =
𝑌∑︁
𝑖=1

1{𝑖/∈𝐴}𝑋𝑖

рiзницю мiж повною та прорiдженою сумами.

2.5 Iлюстрацiя впливу натуральної щiльностi множини на

поведiнку прорiджених сум

У цьому роздiлi наведено графiчну iлюстрацiю поведiнки

траєкторiй повної суми 𝑆𝑘 та прорiджених сум 𝑆𝑘(𝐴) для незалежних

випадкових величин 𝑋𝑖𝒩 (0,1).

Розглянуто три приклади множин 𝐴:

1) Видалено кожний 100-й елемент (𝑑(𝐴) = 0.99);

2) Видалено елементи, iндекси яких є квадратами натуральних чисел

(𝑑(𝐴) = 1);

3) Залишено кожний другий елемент (𝑑(𝐴) = 0.5).

На кожному рисунку наведено траєкторiї повної та прорiдженої сум,

що дозволяє оцiнити вплив прорiдження на поведiнку часткових сум.
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Рисунок 2.1 – Повна сума 𝑆𝑘 та прорiджена сума з видаленням кожного

100-го елемента.

Рисунок 2.2 – Повна сума 𝑆𝑘 та прорiджена сума з видаленням

елементiв з квадратними iндексами.
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Рисунок 2.3 – Повна сума 𝑆𝑘 та прорiджена сума з кожним другим

елементом.

Як видно на рисунках 2.1, 2.2, при щiльностi 𝑑(𝐴), близькiй до 1,

прорiджена сума майже спiвпадає з повною сумою, тодi як на рис.2.3 при

щiльностi 𝑑(𝐴) = 0.5 рiзниця стає добре помiтною.

Цi спостереження свiдчать про суттєвий вплив щiльностi множини 𝐴

на поведiнку прорiджених сум.

Зокрема, виникає природне питання про те, наскiльки близькими є

повна та прорiджена суми при 𝑑(𝐴) близькiй до 1, та як саме ця

наближення проявляється в асимптотичному сенсi.

Висновки до роздiлу 2

У даному роздiлi було введено поняття натуральної щiльностi

множини та розглянуто її основнi властивостi на прикладах рiзних типiв

перестановок.

Зокрема, показано, як структура множини iндексiв впливає на її
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щiльнiсть та як ця щiльнiсть змiнюється при рiзних способах

упорядкування натуральних чисел.

Окрему увагу придiлено поняттю повних та прорiджених випадкових

сум, якi виникають при виключеннi частини доданкiв вiдповiдно до заданої

множини iндексiв.

Проведенi чисельнi експерименти демонструють, що поведiнка

прорiджених сум суттєво залежить вiд щiльностi вiдповiдної множини:

при щiльностях, близьких до одиницi, траєкторiї сум майже не

вiдрiзняються, тодi як при зменшеннi щiльностi спостерiгаються вираженi

вiдхилення.

Таким чином, щiльнiсть множини виступає ключовим параметром,

що визначає ступiнь вiдхилення прорiджених сум вiд повних.
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3 АСИМПТОТИЧНI ВЛАСТИВОСТI ПРОРIДЖЕНИХ

ВИПАДКОВИХ СУМ

У попередньому роздiлi було введено основнi об’єкти дослiдження —

прорiдженi випадковi суми 𝑆𝑌 (𝐴) з випадковою кiлькiстю доданiв

𝑌 ∼ Poisson(𝜆), а також поняття натуральної щiльностi множин, яке

визначає структуру множини iндексiв 𝐴 ⊂ N.

У даному роздiлi дослiджуються асимптотичнi властивостi цих

об’єктiв у граничному режимi 𝜆 → ∞. Основна увага придiляється

поведiнцi прорiджених сум як випадкових процесiв, їх нормуванню та

граничним розподiлам.

Зокрема, встановлюється центральна гранична теорема для

прорiджених сум, дослiджується асимптотична еквiвалентнiсть повної та

прорiдженої сум, а також отримуються оцiнки швидкостi збiжностi до

нормального розподiлу. Окремо розглядається задача оцiнювання

параметра прорiдження на основi моментних характеристик

спостережуваних сум.

У цьому роздiлi через |𝐴𝑌 |, |𝐴𝑘| позначатимемо вiдповiдно

кiлькостi елементiв випадкової множини 𝐴 ∩ {1, . . . ,𝑌 }, та

детермiнованої множини 𝐴 ∩ {1, . . . ,𝑘},

3.1 Центральна гранична теорема для прорiджених сум

Зауваження. Надалi будемо вважати, що:

{𝑋𝑖}𝑖≥1 — н.о.р. в.в;

E𝑋1 = 0, Var(𝑋1) = 1, E|𝑋1|3 < ∞;

𝑌 ∼ Poisson(𝜆);

𝐴 ⊂ N — фiксована множина з натуральною щiльнiстю 𝑑(𝐴).
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Теорема 3.1. Нехай 𝐴 ⊂ N. Тодi має мiсце збiжнiсть за розподiлом

𝑆𝑌 (𝐴)√︀
|𝐴𝑌 |

𝑑−→ 𝒩 (0,1), 𝜆 → ∞.

Доведення. Розглянемо характеристичну функцiю в.в 𝑆𝑌 (𝐴)√
|𝐴𝑌 |

𝜙 𝑆𝑌 (𝐴)√
|𝐴𝑌 |

(𝑡) = E
[︁
exp

(︁
𝑖𝑡
𝑆𝑌 (𝐴)√︀
|𝐴𝑌 |

)︁]︁
.

Обчислимо спочатку умовне математичне сподiвання

E
(︁
𝑒
𝑖𝑡

𝑆𝑌 (𝐴)√
|𝐴𝑌 |

⃒⃒⃒
𝑌 = 𝑛

)︁
.

Маємо:

E
(︁
𝑒
𝑖𝑡

𝑆𝑌 (𝐴)√
|𝐴𝑌 |

⃒⃒⃒
𝑌 = 𝑛

)︁
= E

(︃
𝑒

𝑖𝑡√
|𝐴𝑛|

∑︀𝑛
𝑗=1 1{𝑗∈𝐴}𝑋𝑗

⃒⃒⃒
𝑌 = 𝑛

)︃

=
∏︀
𝑗∈𝐴

𝜙

(︂
𝑡√
|𝐴𝑛|

)︂
=

(︂
𝜙

(︂
𝑡√
|𝐴𝑛|

)︂)︂|𝐴𝑛|
,

де 𝜙(𝑡) є характеристичною функцiєю випадкової величини 𝑋1

Врахувавши, що E(𝑋1) = 0, E(𝑋2
1) = Var(𝑋1) = 1, можемо

записати

𝜙

(︃
𝑡√︀
|𝐴𝑛|

)︃
= 1− 𝑡2

2 |𝐴𝑛|
+ 𝑜

(︃
1

|𝐴𝑛|

)︃
, 𝑛 → 0,

а тодi

ln𝜙

(︃
𝑡√︀
|𝐴𝑛|

)︃
= − 𝑡2

2 |𝐴𝑛|
+ 𝑜

(︃
1

|𝐴𝑛|

)︃
, 𝑛 → 0.

Звiдси випливає, що(︃
𝜙
(︁ 𝑡√︀

|𝐴𝑛|

)︁)︃|𝐴𝑛|

= 𝑒
|𝐴𝑛| ln𝜙( 𝑡√

|𝐴𝑛|
)
→ 𝑒

−𝑡2

2 , 𝑛 → ∞.
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За формулою повного математичного сподiвання

E
(︁
𝑒
𝑖𝑡

𝑆𝑌 (𝐴)√
|𝐴𝑌 |
)︁
= E

(︁
E
(︀
𝑒
𝑖𝑡

𝑆𝑌 (𝐴)√
|𝐴𝑌 |

⃒⃒
𝑌
)︀)︁

= E

[︃(︂
𝜙

(︂
𝑡√
|𝐴𝑌 |

)︂)︂|𝐴𝑌 |
]︃

=
∑︀∞

𝑘=0 𝑃 (𝑌 = 𝑘)

(︂
𝜙

(︂
𝑡√
|𝐴𝑘|

)︂)︂|𝐴𝑘|
.

Подамо праву частину у виглядi

E
(︁
𝑒
𝑖𝑡

𝑆𝑌 (𝐴)√
|𝐴𝑌 |
)︁
= 𝑒−𝑡2/2 +

𝑁∑︁
𝑘=0

𝑃 (𝑌 = 𝑘)

(︃(︂
𝜙

(︂
𝑡√
|𝐴𝑘|

)︂)︂|𝐴𝑘|
− 𝑒−𝑡2/2

)︃

+
∞∑︁

𝑘=𝑁+1

𝑃 (𝑌 = 𝑘)

(︃(︂
𝜙

(︂
𝑡√
|𝐴𝑘|

)︂)︂|𝐴𝑘|
− 𝑒−𝑡2/2

)︃
.

(3.1)

Для довiльного 𝜀 > 0 виберемо спочатку 𝑁 * так, щоб для всiх 𝑘 > 𝑁 *

виконувалася умова малостi внутрiшньої рiзницi:⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
(︃
𝜙

(︃
𝑡√︀
|𝐴𝑘|

)︃)︃|𝐴𝑘|

− 𝑒−𝑡2/2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < 𝜀

2
.

Тодi третiй доданок в (3.1) можна оцiнити так:

∞∑︁
𝑘=𝑁*+1

𝑃 (𝑌 = 𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
(︃
𝜙

(︃
𝑡√︀
|𝐴𝑘|

)︃)︃|𝐴𝑘|

− 𝑒−𝑡2/2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ < 𝜀

2

∞∑︁
𝑘=𝑁*+1

𝑃 (𝑌 = 𝑘) ≤ 𝜀

2
.

Для другого доданку в (3.1) маємо оцiнку:

𝑁*∑︁
𝑘=0

𝑃 (𝑌 = 𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
(︃
𝜙

(︃
𝑡√︀
|𝐴𝑘|

)︃)︃|𝐴𝑘|

− 𝑒−𝑡2/2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≤ 𝑁*∑︁

𝑘=0

𝑃 (𝑌 = 𝑘)·2 = 2𝑃 (𝑌 ≤ 𝑁 *).

Оскiльки для фiксованого 𝑁 *

𝑃 (𝑌 ≤ 𝑁 *) → 0 при 𝜆 → ∞,

то iснує таке 𝜆*, що для всiх 𝜆 > 𝜆* виконується
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2𝑃 (𝑌 ≤ 𝑁 *) <
𝜀

2
.

Об’єднуючи обидвi оцiнки, отримуємо:⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ∞∑︁
𝑘=0

𝑃 (𝑌 = 𝑘)

⎛⎝(︃𝜙(︃ 𝑡√︀
|𝐴𝑘|

)︃)︃|𝐴𝑘|

− 𝑒−𝑡2/2

⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒ < 𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀.

Тобто ⃒⃒⃒
E
[︁
𝑒𝑖𝑡𝑆𝑌 (𝐴)/

√
|𝐴𝑌 |
]︁
− 𝑒−𝑡2/2

⃒⃒⃒
< 𝜀.

За теоремою непервностi [12] зi збiжностi характеристичних функцiй

випливає збiжiнсть за розпоiдлом

𝑆𝑌 (𝐴)√︀
|𝐴𝑌 |

𝑑−→ 𝒩 (0,1), 𝜆 → ∞.

Лема 3.1.
E(|𝐴𝑌 |)

𝜆
→ 1, 𝜆 → ∞.

Доведення. Маємо

E[|𝐴𝑌 |] =
∞∑︁
𝑘=0

|𝐴𝑘|𝑃 (𝑌 = 𝑘),

Оскiльки E[𝑌 ] =
∑︀∞

𝑘=0 𝑘𝑃 (𝑌 = 𝑘) = 𝜆, то

E[|𝐴𝑌 |] = 𝜆−
∞∑︁
𝑘=0

(𝑘 − |𝐴𝑘|)𝑃 (𝑌 = 𝑘).

i тодi
E[|𝐴𝑌 |]

𝜆
= 1− 1

𝜆

∞∑︁
𝑘=0

(𝑘 − |𝐴𝑘|)𝑃 (𝑌 = 𝑘).

Роздiлимо суму в правiй частинi останньої рiвностi на двi частини
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для деякого 𝐾 > 0:

∞∑︁
𝑘=0

(𝑘−|𝐴𝑘|)𝑃 (𝑌 = 𝑘) =
𝐾∑︁
𝑘=0

(𝑘−|𝐴𝑘|)𝑃 (𝑌 = 𝑘)+
∞∑︁

𝑘=𝐾+1

𝑘
(︁
1−|𝐴𝑘|

𝑘

)︁
𝑃 (𝑌 = 𝑘).

Оскiльки

1− |𝐴𝑘|
𝑘

→ 0, 𝑘 → ∞,

то

∀𝜀 > 0, ∃𝐾*∀𝑘 > 𝐾* |1− |𝐴𝑘|
𝑘

| ≤ 𝜀

2

i тому

1

𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑘=𝐾*+1

𝑘
(︁
1− |𝐴𝑘|

𝑘

)︁
𝑃 (𝑌 = 𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝜀

2𝜆

⃒⃒⃒⃒
⃒

∞∑︁
𝑘=𝐾*+1

𝑘 𝑃 (𝑌 = 𝑘)

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝜀

2
.

Перший доданок:
∑︀𝐾*

𝑘=0(𝑘− |𝐴𝑘|)𝑃 (𝑌 = 𝑘) обмежений константою 𝐶

i при дiленнi на 𝜆 прямує до 0:

1

𝜆

𝐾*∑︁
𝑘=0

(𝑘 − |𝐴𝑘|)𝑃 (𝑌 = 𝑘) ≤ 𝐶

𝜆
→ 0.

Об’єднавши обидвi оцiнки, отримуємо

1

𝜆

∞∑︁
𝑘=0

(𝑘 − |𝐴𝑘|)𝑃 (𝑌 = 𝑘) → 0, 𝜆 → ∞.

Отже,
E[|𝐴𝑌 |]

𝜆
→ 1, 𝜆 → ∞.

Лема 3.2.
Var(|𝐴𝑌 |)

𝜆
→ 1, 𝜆 → ∞.
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Доведення.

За означенням дисперсiї

Var(|𝐴𝑌 |) = E[|𝐴𝑌 |2]−
(︀
E[|𝐴𝑌 |]

)︀2
.

Для обчислення другого моменту

E[|𝐴𝑌 |2] =
∞∑︁
𝑘=0

|𝐴𝑘|2 P(𝑌 = 𝑘),

скористаємося тотожнiстю

|𝐴𝑘|2 = 𝑘2 − 2𝑘
(︀
𝑘 − |𝐴𝑘|

)︀
+
(︀
𝑘 − |𝐴𝑘|

)︀2
.

Тодi, користуючись лiнiйнiстю математичного сподiвання, отримуємо

E[|𝐴𝑌 |2] = E[𝑌 2]− 2E
[︀
𝑌
(︀
𝑌 − |𝐴𝑌 |

)︀]︀
+ E

[︀
(𝑌 − |𝐴𝑌 |)2

]︀
.

Оскiльки 𝑌 ∼ Poisson(𝜆), то

E[𝑌 2] = 𝜆2 + 𝜆.

З попередньої теореми вiдомо, що

E[|𝐴𝑌 |] = 𝜆+ 𝑜(𝜆), 𝜆 → ∞.

Тобто iснує така функцiя 𝜀(𝜆), що 𝜀(𝜆)
𝜆 → 0 i

E[|𝐴𝑌 |] = 𝜆+ 𝜀(𝜆).

Тодi

(︀
E[|𝐴𝑌 |]

)︀2
= (𝜆+ 𝜀(𝜆))2 = 𝜆2 + 2𝜆𝜀(𝜆) + 𝜀(𝜆)2.
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З того, що

2𝜆𝜀(𝜆)

𝜆2
= 2

𝜀(𝜆)

𝜆
→ 0,

𝜀(𝜆)2

𝜆2
=

(︂
𝜀(𝜆)

𝜆

)︂2

→ 0,

випливає (︀
E[|𝐴𝑌 |]

)︀2
= 𝜆2 + 𝑜(𝜆2).

Отже,

Var(|𝐴𝑌 |) = 𝜆− 2E
[︀
𝑌
(︀
𝑌 − |𝐴𝑌 |

)︀]︀
+ E

[︀
(𝑌 − |𝐴𝑌 |)2

]︀
+ 𝑜(𝜆).

Оскiльки згiдно зi зробленими припущеннями |𝐴𝑘|
𝑘 → 1 при 𝑘 → ∞,

то 𝑘 − |𝐴𝑘| = 𝑜(𝑘). Для 𝑌 ∼ Poisson(𝜆) це дає

E[𝑌 − |𝐴𝑌 |] = 𝑜(𝜆), E[(𝑌 − |𝐴𝑌 |)2] = 𝑜(𝜆2).

Звiдси, за нерiвнiстю Кошi–Буняковського,

E[𝑌 (𝑌 − |𝐴𝑌 |)] ≤
√︁
E[𝑌 2]E[(𝑌 − |𝐴𝑌 |)2] = 𝑜(𝜆2).

У пiдсумку

Var(|𝐴𝑌 |) = 𝜆+ 𝑜(𝜆)

а отже,
Var(|𝐴𝑌 |)

𝜆
→ 1, 𝜆 → ∞,

що й стверджувалося.

Лема 3.3. Має мiсце збiжнiсть за ймовiрнiстю

|𝐴𝑌 |
𝜆

𝑃−→ 1, 𝜆 → ∞.

Доведення. Подамо рiзницю |𝐴𝑌 |
𝜆 − 1 у виглядi

|𝐴𝑌 |
𝜆

− 1 =

(︂
|𝐴𝑌 |
𝜆

− E
[︂
|𝐴𝑌 |
𝜆

]︂)︂
+

(︂
E
[︂
|𝐴𝑌 |
𝜆

]︂
− 1

)︂
.
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Перший доданок у дужках прямує до нуля за законом великих чисел

у формi Чебишова [8]: для будь-якого 𝜀 > 0 маємо

Pr

(︃⃒⃒⃒ |𝐴𝑌 |
𝜆

− E
[︁ |𝐴𝑌 |

𝜆

]︁⃒⃒⃒
> 𝜀

)︃
≤

Var
(︁
|𝐴𝑌 |
𝜆

)︁
𝜀2

=
1
𝜆2 Var(|𝐴𝑌 |)

𝜀2
.

Оскiльки згiдно з лемою 3.2 Var(|𝐴𝑌 |) = 𝑂(𝜆), то

Var(|𝐴𝑌 |)
𝜆2

→ 0, 𝜆 → ∞.

Отже,

Pr

(︃⃒⃒⃒|𝐴𝑌 |
𝜆

− E
[︁ |𝐴𝑌 |

𝜆

]︁⃒⃒⃒
> 𝜀

)︃
−→ 0, 𝜆 → ∞.

Другий доданок є детермiнованим i, за лемою 3.1, теж прямує до 0:

E
[︂
|𝐴𝑌 |
𝜆

]︂
− 1 → 0 𝜆 → ∞.

Отже,
|𝐴𝑌 |
𝜆

− 1
𝑃−→ 0,

звiдси випливає твердження леми.

Лема 3.4.

E

[︃(︂
𝜆

𝑌

)︂1/2
]︃
→ 1, 𝜆 → ∞.

Доведення. Оскiльки E(𝑌 ) = 𝜆, Var(𝑌 ) = 𝜆, то

Var

(︂
𝑌

𝜆

)︂
=

1

𝜆2
Var(𝑌 ) =

1

𝜆
→ 0.

Тому за нерiвнiстю Чебишова [8]

𝑌

𝜆
𝑃−→ 1, 𝜆 → ∞.



36
Функцiя

𝑔(𝑥) = 𝑥−1/2

є неперервною в точцi 𝑥 = 1, тому за теоремою про неперервне

вiдображення [13] (︂
𝑌

𝜆

)︂−1/2

=

(︂
𝜆

𝑌

)︂1/2
𝑃−→ 1.

Позначимо

𝜉𝜆 =

(︂
𝜆

𝑌

)︂1/2

.

Вiзьмемо функцiю

𝐺(𝑡) = 𝑡3.

Тодi 𝐺 є невiд’ємною зростаючою функцiєю i

𝐺(𝑡)

𝑡
= 𝑡2 −−−→

𝑡→∞
∞.

Крiм того,

E𝐺(𝜉𝜆) = E

[︃(︂
𝜆

𝑌

)︂3/2
]︃
.

Покажемо, що

sup
𝜆

E

[︃(︂
𝜆

𝑌

)︂3/2
]︃
< ∞.

Оскiльки
𝑌

𝜆
𝑃−→ 1,

то також (︂
𝜆

𝑌

)︂3/2
𝑃−→ 1.

Iз того, що

E
(︂
𝑌 − 𝜆√

𝜆

)︂2

=
1

𝜆
E
[︀
(𝑌 − 𝜆)2

]︀
=

1

𝜆
Var(𝑌 ) =

1

𝜆
· 𝜆 = 1
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випливає обмеженiсть вiдповiдних моментiв, тому

sup
𝜆

E𝐺(𝜉𝜆) < ∞.

Тодi за Лемою 3 [14, с. 190] сiмейство{︃(︂
𝜆

𝑌

)︂1/2
}︃

𝜆

є рiвномiрно iнтегровним.

Маємо (︂
𝜆

𝑌

)︂1/2
𝑃−→ 1,

причому випадковi величини є невiд’ємними та iнтегровними.

Отже, за Теоремою 5 [14, с. 189]

E

[︃(︂
𝜆

𝑌

)︂1/2
]︃
→ E(1) = 1, 𝜆 → ∞.

Теорема 3.2.

𝑆𝑌 (𝐴)√
𝜆

𝑑−→ 𝒩 (0,1), 𝜆 → ∞.

Доведення. Оскiльки за теоремою 3.1

𝑆𝑌 (𝐴)√︀
|𝐴𝑌 |

𝑑−→ 𝒩 (0,1)

та за лемою 3.3 √︂
|𝐴𝑌 |
𝜆

𝑃−→ 1,

то за теоремою Слуцького [9]:

𝑆𝑌 (𝐴)√
𝜆

=
𝑆𝑌 (𝐴)√︀
|𝐴𝑌 |

√︂
|𝐴𝑌 |
𝜆

𝑑−→ 𝒩 (0,1).
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3.2 Асимптотика кiлькостi вилучених iндексiв

Для опису щiльностi прорiдження введемо припущення на швидкiсть

зростання кiлькостi вилучених iндексiв.

Теорема 3.3 (Оцiнка щiльностi прорiдження).

Якщо

𝑘 − |𝐴𝑘| = 𝑂(𝑘𝛼), 𝑘 → ∞,

для деякого 𝛼 < 1, то

E[|𝐴𝑌 |]
𝜆

= 1−𝑂
(︀
𝜆𝛼−1

)︀
, 𝜆 → ∞.

Доведення. Маємо

1− E[|𝐴𝑌 |]
𝜆

=
1

𝜆

∞∑︁
𝑘=0

(︀
𝑘 − |𝐴𝑘|

)︀
P(𝑌 = 𝑘).

Використовуючи умову

𝑘 − |𝐴𝑘| ≤ 𝐶𝑘𝛼, 𝑘 ≥ 1. (3.2)

отримуємо

1− E[|𝐴𝑌 |]
𝜆

≤ 𝐶

𝜆

∞∑︁
𝑘=0

𝑘𝛼P(𝑌 = 𝑘) =
𝐶

𝜆
E[𝑌 𝛼].

Оскiльки 𝛼 < 1, то за нерiвнiстю Єнсена

E[𝑌 𝛼] ≤ (E𝑌 )𝛼 = 𝜆𝛼.

Отже,

1− E[|𝐴𝑌 |]
𝜆

≤ 𝐶𝜆𝛼−1,

звiдки випливає

1− E[|𝐴𝑌 |]
𝜆

= 𝑂(𝜆𝛼−1), 𝜆 → ∞.
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Уточнимо отриману оцiнку, встановивши точний результат.

Теорема 3.4. Нехай виконується умова 3.2. Тодi

𝜆1−𝛼

(︂
1− E[|𝐴𝑌 |]

𝜆

)︂
−→ 1, 𝜆 → ∞.

Доведення. Зi справедливостi двосторонньої оцiнки

1

𝜆𝛼
E((𝑌 − 1)𝛼) ≤ 𝜆1−𝛼

(︂
1− E[|𝐴𝑌 |]

𝜆

)︂
≤ 1

𝜆𝛼
E(𝑌 𝛼)

випливає, що достатньо довести, що

1

𝜆𝛼
E(𝑌 𝛼) → 1,

1

𝜆𝛼
E((𝑌 − 1)𝛼) → 1, 𝜆 → ∞.

Позначимо 𝑋𝜆 = 𝑌
𝜆 , 𝑍𝜆 = 𝑌−1

𝜆 .

За центральної граничною теоремою

𝑌 − 𝜆√
𝜆

𝑑−→ 𝑁(0,1), 𝜆 → ∞.

Оскiльки 1√
𝜆
→ 0, 𝜆 → ∞ то

𝑋𝜆 = 1 +
𝑌 − 𝜆

𝜆
𝑑−→ 1, 𝜆 → ∞.

Тодi

𝑍𝜆 = 𝑋𝜆 −
1

𝜆
𝑑−→ 1, 𝜆 → ∞.

Оскiльки 𝑋𝜆
𝑑−→ 1 та 𝑍𝜆

𝑑−→ 1, а функцiя 𝑓(𝑥) = 𝑥𝛼 є неперервною, то

за теоремою про неперервне вiдображення [13]

𝑋𝛼
𝜆

𝑑−→ 1, 𝑍𝛼
𝜆

𝑑−→ 1, 𝜆 → ∞.
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Застосуємо Лему 3 [14, с. 190] до послiдовностей

𝜉𝜆 =
(︁
𝑋𝛼

𝜆

)︁
𝜆
, 𝜂𝜆 =

(︁
𝑍𝛼
𝜆

)︁
𝜆
.

Вiзьмемо функцiю

𝐺(𝑡) = 𝑡1/𝛼.

Тодi 𝐺 є невiд’ємною зростаючою i, оскiльки 𝛼 < 1,

𝐺(𝑡)

𝑡
= 𝑡

1
𝛼−1 −−−→

𝑡→∞
∞.

Крiм того,

E𝐺(𝜉𝜆) = E(𝑋𝛼
𝜆 )

1/𝛼 = E𝑋𝜆 = E
(︂
𝑌

𝜆

)︂
= 1,

тому

sup
𝜆

E𝐺(𝜉𝜆) < ∞.

Аналогiчно,

E𝐺(𝜂𝜆) = E𝑍𝜆 = E
(︂
𝑌 − 1

𝜆

)︂
= 1− 1

𝜆
≤ 1,

звiдки

sup
𝜆

E𝐺(𝜂𝜆) < ∞.

Отже, сiмейства {𝑋𝛼
𝜆 }𝜆, {𝑍𝛼

𝜆}𝜆 є рiвномiрно iнтегровними.

Маємо

𝑋𝛼
𝜆

𝑑−→ 1, 𝑍𝛼
𝜆

𝑑−→ 1, 𝜆 → ∞,

причому цi випадковi величини невiд’ємнi i iнтегровнi.

Оскiльки вiдповiднi сiмейства є рiвномiрно iнтегровними, то за

Теоремою 5 [14, с. 189]

E(𝑋𝛼
𝜆 ) → E(1) = 1, E(𝑍𝛼

𝜆 ) → E(1) = 1, 𝜆 → ∞.
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Тобто

1

𝜆𝛼
E(𝑌 𝛼) → 1, 𝜆 → ∞,

1

𝜆𝛼
E((𝑌 − 1)𝛼) → 1, 𝜆 → ∞.

Отже, за теоремою про стиснення [15]

𝜆1−𝛼

(︂
1− E[|𝐴𝑌 |]

𝜆

)︂
−→ 1, 𝜆 → ∞.

3.3 Асимптотична оцiнка рiзницi повної та прорiдженої сум

У цьому роздiлi покажемо, що прорiджена сума 𝑆𝑌 (𝐴) асимптотично

еквiвалентна повнiй сумi 𝑆𝑌 як у просторi 𝐿2, так i за розподiлом.

Оцiнка в сенсi 𝐿2.

У цьому пунктi дослiдимо рiзницю мiж повною та прорiдженою

сумами в просторi 𝐿2. Покажемо, що внесок вiд членiв, якi виключаються

внаслiдок прорiдження, є асимптотично незначним порiвняно з повною

сумою.

Var(𝑅𝑌 | 𝑌 ) = Var
(︁ 𝑌∑︁

𝑖=1

1{𝑖/∈𝐴}𝑋𝑖

⃒⃒⃒
𝑌
)︁
=

𝑌∑︁
𝑖=1

Var(1{𝑖/∈𝐴}𝑋𝑖 | 𝑌 )

=
𝑌∑︁
𝑖=1

12
{𝑖/∈𝐴}Var(𝑋𝑖) =

𝑌∑︁
𝑖=1

1{𝑖/∈𝐴} = 𝑌 − |𝐴𝑌 |

Тодi за формулою повної дисперсiї

Var(𝑅𝑌 ) = Var
(︀
E[𝑅𝑌 | 𝑌 ]

)︀
+ E

[︀
Var(𝑅𝑌 | 𝑌 )

]︀
.

З того, що

E[𝑅𝑌 | 𝑌 ] = E
[︁ 𝑌∑︁

𝑖=1

1{𝑖/∈𝐴}𝑋𝑖

⃒⃒⃒
𝑌
]︁
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випливає, що

Var(E[𝑅𝑌 | 𝑌 ]) = 0.

Тому

Var(𝑅𝑌 ) = E[Var(𝑅𝑌 | 𝑌 )] = E
[︁ 𝑌∑︁

𝑖=1

1{𝑖/∈𝐴}

]︁
= E[𝑌 − |𝐴𝑌 |].

Згiдно з лемою 3.1 E
[︀
𝑌 − |𝐴𝑌 |

]︀
= 𝑜(𝜆), 𝜆 → ∞. Тодi

‖𝑆𝑌 − 𝑆𝑌 (𝐴)‖𝐿2 =
√︁
Var(𝑅𝑌 ) = 𝑜(

√
𝜆), 𝜆 → ∞.

Водночас, 𝐿2-норма повної суми оцiнюється так:

‖𝑆𝑌 ‖𝐿2 =
√︁
Var(𝑆𝑌 ) =

√︁
E[𝑌 ] ∼

√
𝜆.

Отже,

‖𝑆𝑌 − 𝑆𝑌 (𝐴)‖𝐿2

‖𝑆𝑌 ‖𝐿2

=
‖𝑅𝑌 ‖𝐿2

‖𝑆𝑌 ‖𝐿2

=
𝑜(
√
𝜆)√
𝜆

= 𝑜(1), 𝜆 → ∞,

Порiвняння за розподiлом.

Позначимо

̃︀𝑆𝑌 =
𝑆𝑌√︀

Var(𝑆𝑌 )
, ̃︀𝑆𝑌 (𝐴) =

𝑆𝑌 (𝐴)√︀
Var(𝑆𝑌 (𝐴))

.

Оскiльки E𝑋𝑖 = 0, то E(𝑆𝑌 | 𝑌 ) = 0, E(𝑆𝑌 (𝐴) | 𝑌 ) = 0, i

вiднiмати математичне сподiвання не потрiбно.

Крiм того, Var(𝑋𝑖) = 1, а також Var(𝑆𝑌 ) = 𝜆 i Var(𝑆𝑌 (𝐴)) = 𝜆 (лема

3.2), тому до кожної з цих сум можна застосувати ЦГТ. Тодi

sup
𝑥∈R

⃒⃒
P(̃︀𝑆𝑌 ≤ 𝑥)− Φ(𝑥)

⃒⃒
= 𝑜(1), sup

𝑥∈R

⃒⃒
P(̃︀𝑆𝑌 (𝐴) ≤ 𝑥)− Φ(𝑥)

⃒⃒
= 𝑜(1).
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Звiдси, за нерiвнiстю трикутника,

sup
𝑥∈R

⃒⃒
P(̃︀𝑆𝑌 (𝐴) ≤ 𝑥)− P(̃︀𝑆𝑌 ≤ 𝑥)

⃒⃒
= 𝑜(1), 𝜆 → ∞.

Таким чином, прорiджена сума 𝑆𝑌 (𝐴) є асимптотично еквiвалентною

повнiй сумi 𝑆𝑌 у просторi 𝐿2 та за розподiлом, а швидкiсть зближення

визначається кiлькiстю вiдсутнiх iндексiв 𝑖 /∈ 𝐴.

3.4 Оцiнка швидкостi збiжностi: нерiвнiсть Беррi–Ессеена

ЦГТ описує ситуацiю, коли нормована сума випадкових величин

має граничний нормальний розподiл. Тодi виникає питання про те, з якою

швидкiстю розподiл нормалiзованої суми наближається до стандартного

нормального.

Теорема 3.5 (Нерiвнiсть Беррi–Ессеена). [3]

Нехай 𝑋1, 𝑋2, . . . , 𝑋𝑛 — н.o.p.в.в. з математичним сподiванням

𝜇 = E𝑋𝑖, дисперсiєю 𝜎2 = E(𝑋𝑖 − 𝜇)2 > 0 та скiнченним третiм

абсолютним моментом 𝛽3 = E|𝑋𝑖 − 𝜇|3 < ∞.

Позначимо

𝑆𝑛 =
1

𝜎
√
𝑛

𝑛∑︁
𝑖=1

(𝑋𝑖 − 𝜇),

а через 𝐹𝑛 — функцiю розподiлу 𝑆𝑛 та Φ(𝑥) — стандартна нормальна

функцiя розподiлу. Тодi iснує унiверсальна константа 𝐶 > 0, що не

залежить вiд 𝑛, така що

sup
𝑥∈R

⃒⃒
𝐹𝑛(𝑥)− Φ(𝑥)

⃒⃒
≤ 𝐶

𝛽3
𝜎3
√
𝑛
.
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3.5 Щвидкiсть збiжностi прорiджених сум до нормального

розподiлу

У цьому роздiлi дослiджується збiжнiсть прорiджених випадкових

сум до нормального розподiлу та оцiнюється швидкiсть такої збiжностi.

Наведена нижче теорема є одним iз основних результатiв роботи,

оскiльки встановлює оцiнку типу Беррi–Ессеена для прорiджених

випадкових сум i показує вплив параметра прорiдження на точнiсть

нормального наближення.

Теорема 3.6. Нехай (𝑋𝑛)𝑛≥1 є послiдовнiстю н.о.р. випадкових

величин, кожна з яких має рiвномiрний розподiл на iнтервалi (−1,1).

Припустимо, що множина 𝐴 ⊆ N є такою, що

1− 1
𝑛|𝐴 ∩ {1, . . . , 𝑛}| = 𝑂

(︀
1
𝑛𝛼

)︀
, 𝑛 → ∞ для деякого 𝛼 ∈ (0,1). Тодi

sup
𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑃

(︂
𝑆𝑌 (𝐴)√

𝜆
≤ 𝑥

)︂
− Φ0,1(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐶1

√
𝜆

1
2−𝛼

+
𝐶2√
𝜆
,

де 𝐶1, 𝐶2 є деякими додатними константами.

Доведення.

Зауважимо, що
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑋𝑖 = 2
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑍𝑖 − 𝑛,

де 𝑍𝑖 =
𝑋𝑖+1
2 ∼ 𝑈(0,1), 𝑖 = 1, . . . ,𝑛.

Тому

𝑓∑︀𝑘
𝑖=1 𝑋𝑖

(𝑥) =
1

2
𝑓𝑇𝑘

(︁𝑥+ 𝑘

2

)︁
,

де 𝑇𝑘 =
∑︀𝑘

𝑖=1 𝑍𝑖. Ця в.в має розподiл Iрвiна–Холла.

Оскiльки

E𝑇𝑘 =
𝑘

2
, Var(𝑇𝑘) =

𝑘

12
,
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то

sup
𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒
√︂

𝑘

12
𝑓𝑇𝑘

(𝑥)− 𝜙

(︃
𝑥− 𝑘/2√︀

𝑘/12

)︃⃒⃒⃒⃒
⃒→ 0,

де 𝜙 — щiльнiсть стандартного нормального розподiлу.

Оскiльки

sup
𝑥

𝜙(𝑥) =
1√
2𝜋

,

отримуємо

sup
𝑥

𝑓𝑇𝑘
(𝑥) ≤ 𝐶√

𝑘

де 𝐶 > 0 — деяка константа.

З того, що

𝑓∑︀𝑌
𝑖=1 𝑋𝑖/

√
𝜆(𝑡) =

∞∑︁
𝑘=1

𝑃 (𝑌 = 𝑘)

√
𝜆

2
𝑓∑︀𝑘

𝑖=1 𝑍𝑖

(︁√𝜆𝑡+ 𝑘

2

)︁
випливає

𝑓∑︀𝑌
𝑖=1 𝑋𝑖/

√
𝜆(𝑡) ≤

∞∑︁
𝑘=1

𝑃 (𝑌 = 𝑘)

√
𝜆

2
· 𝐶√

𝑘
= 𝐷

∞∑︁
𝑘=1

𝑃 (𝑌 = 𝑘)

√︂
𝜆

𝑘
.

Звiдси отримуємо

𝑓∑︀𝑌
𝑖=1 𝑋𝑖/

√
𝜆(𝑡) ≤ 𝐷E

[︁(︁ 𝜆
𝑌

)︁1/2]︁
.

Згiдно з лемою 3.4, маємо

E
[︁(︁ 𝜆

𝑌

)︁1/2]︁
→ 1.

Отже

sup
𝑡

𝑓∑︀𝑌
𝑖=1 𝑋𝑖/

√
𝜆(𝑡) ≤ ̃︀𝐷,

де ̃︀𝐷 > 0 — деяка константа.
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Зауважимо, що

sup
𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑃

(︂
𝑆𝑌 (𝐴)√

𝜆
≤ 𝑥

)︂
− Φ0,1(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
≤

≤ sup
𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑃

(︂
𝑆𝑌 (𝐴)√

𝜆
≤ 𝑥

)︂
− 𝑃

(︂
𝑆𝑌√
𝜆
≤ 𝑥

)︂⃒⃒⃒⃒
+ sup

𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑃

(︂
𝑆𝑌√
𝜆
≤ 𝑥

)︂
− Φ0,1(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
.

(3.3)

Оцiнка для другого доданку в правiй частинi нерiвностi (3.3) є

вiдомою [18]. За аналогом нерiвностi Беррi-Ессеена для випадкових сум

похибка наближення суми незалежних випадкових величин нормальним

розподiлом оцiнюється як⃒⃒⃒⃒
P
(︂
𝑆𝑌√
𝜆
≤ 𝑥

)︂
− Φ(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
= 𝑂

(︁ 1√
𝜆

)︁
.

Введемо вiдстань Колмогорова:

𝑑𝐾 = sup
𝑥

⃒⃒⃒⃒
P
(︁𝑆𝑌 (𝐴)√

𝜆
≤ 𝑥

)︁
− P

(︁ 𝑆𝑌√
𝜆
≤ 𝑥

)︁⃒⃒⃒⃒
.

Для вiдстанi Колмогорова 𝑑𝐾(𝑈,𝑉 ) мiж в.в. 𝑈, 𝑉 справедливою є

оцiнка [16]

𝑑𝐾(𝑈,𝑉 ) ≤
√︁
2𝐶 E|𝑈 − 𝑉 |,

де 𝐶 = sup
𝑥∈R

𝑓𝑉 (𝑥), а 𝑓𝑉 — щiльнiсть розподiлу випадкової величини 𝑉 .

Нехай

𝑈 =
𝑆𝑌 (𝐴)√

𝜆
, 𝑉 =

𝑆𝑌√
𝜆
.

Використовуючи вищенаведену оцiнку для щiльностi випадкової

величини 𝑉 , отримуємо:

𝑑𝐾(𝑈, 𝑉 ) ≤
√︁̃︀𝐷 · E |𝑈 − 𝑉 |.

Оскiльки

𝑈 − 𝑉 =
1√
𝜆

𝑌∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖1(𝑖 /∈ 𝐴),
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то

𝑑𝐾(𝑈, 𝑉 ) ≤

⎯⎸⎸⎷ ̃︀𝐷√
𝜆
E

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑌∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖1(𝑖 /∈ 𝐴)

⃒⃒⃒⃒
⃒

≤

⎯⎸⎸⎷ ̃︀𝐷√
𝜆
E

(︃
𝑌∑︁
𝑖=1

1(𝑖 /∈ 𝐴)

)︃

≤

√︃ ̃︀𝐷√
𝜆
E[𝑌 − 𝑑𝑌 (𝐴)]

≤

√︃ ̃︀𝐷√
𝜆
E(𝑌 𝛼)

≤

√︃ ̃︀𝐷√
𝜆
𝜆𝛼 = 𝐶1 𝜆

1
2 (𝛼−

1
2 ),

Отже, для оцiнки вiдстанi вiд нормального розподiлу отримуємо

sup
𝑥∈R

⃒⃒⃒⃒
P
(︂
𝑆𝑌 (𝐴)√

𝜆
≤ 𝑥

)︂
− Φ(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
≤ 𝐶1

√
𝜆
( 12−𝛼)

+
𝐶2√
𝜆

Зауваження. Вiдмiтимо, що

𝐶1
√
𝜆
( 12−𝛼)

+
𝐶2√
𝜆
→

⎧⎪⎨⎪⎩
0, якщо 𝛼 < 1

2

∞, якщо 𝛼 > 1
2 .

Отже, при 𝛼 > 1
2 отримана оцiнка не дозволяє вловити швидкiсть збiжностi

прорiдженої випадкової суми до нормального розподiлу.

3.6 Оцiнювання параметра прорiдження 𝛽

У цьому роздiлi розглядається задача статистичного оцiнювання

параметра 𝛽, який визначає структуру множини прорiдження.
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Розглянемо

𝐴𝛽 = N ∖ {⌊𝑘𝛽⌋ : 𝑘 ≥ 1}, 𝛽 > 1.

Тодi дисперсiя прорiдженої суми має вигляд

Var(𝑆𝑌 (𝐴𝛽)) = 𝑑𝑌 (𝐴𝛽),

де 𝑑𝑌 (𝐴𝛽) — кiлькiсть збережених iндексiв пiсля прорiдження.

Для даного класу множин виконується асимптотика

𝑑𝑌 (𝐴𝛽) ∼ 𝜆− 𝜆1/𝛽, 𝜆 → ∞.

Звiдси

E[𝑆𝑌 (𝐴𝛽)
2] ∼ 𝜆− 𝜆1/𝛽.

Нехай експеримент повторюється 𝑀 разiв i спостерiгаються значення

𝑆1(𝐴𝛽), 𝑆2(𝐴𝛽), . . . , 𝑆𝑀(𝐴𝛽).

Введемо вибiрковий другий момент

𝑆(𝐴𝛽)2 =
1

𝑀

𝑀∑︁
𝑖=1

𝑆𝑖(𝐴𝛽)
2.

Метод моментiв базується на прирiвнюваннi теоретичного та

вибiркового моментiв:

𝑆(𝐴𝛽)2 ≈ 𝜆− 𝜆1/𝛽.

Звiдси отримуємо оцiнку параметра 𝛽:

𝛽MoM =
log 𝜆

log
(︁
𝜆− 𝑆(𝐴𝛽)2

)︁ .
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3.7 Результати моделювання

У цьому пiдроздiлi наведено результати чисельних експериментiв,

метою яких є аналiз впливу параметра 𝛽 на вiдповiднi статистичнi

характеристики дослiджуваних конструкцiй.

Кiлькiсть виключених iндексiв.

Для дослiдження структури множин прорiдження для кожного

значення

𝜆 ∈ {100, 104, 106}

генерувалася випадкова кiлькiсть iндексiв

𝑛 ∼ Poisson(𝜆).

Далi для параметрiв

𝛽 ∈ {1.2, 1.5, 1.8, 2, 3, 4, 5, 6}

будувалися множини 𝐴𝛽, якi формувалися шляхом виключення iндексiв

вигляду

⌊𝑘𝛽⌋, 𝑘 = 1,2, . . . .

Для аналiзу властивостей таких множин розглядалася функцiя

𝑘 − 𝑑𝑘(𝐴),

де 𝑑𝑘(𝐴) позначає кiлькiсть елементiв множини 𝐴, що не перевищують 𝑘.

Також для порiвняння з теоретичними результатами будувалася функцiя

𝑘1/𝛽,

яка описує асимптотичний порядок зростання кiлькостi виключених

iндексiв.
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Рисунок 3.1 – Кiлькiсть виключених iндексiв для 𝜆 = 100.

На рис. 3.1 представлено результати моделювання для початкового

значення iнтенсивностi 𝜆 = 100 (𝑛 = 95). При такому вiдносно невеликому

обсязi вибiрки чiтко проявляється дискретний характер дослiджуваного

процесу.

Для малих значень параметра прорiдження (𝛽 = 1.2 та 𝛽 = 1.5)

емпiрична функцiя 𝑘 − 𝑑𝑘(𝐴) демонструє високу iнтенсивнiсть вилучення

елементiв i вiзуально наближається до теоретичної кривої 𝑘1/𝛽.

Проте, починаючи з 𝛽 ≥ 1.8 i особливо для 𝛽 ∈ {3,4,5,6}, графiк

набуває вираженої ступiнчастої структури. Через швидке зростання

вiдстанi мiж сусiднiми iндексами вигляду ⌊𝑘𝛽⌋ функцiя тривалий час

залишається сталою, утворюючи широкi горизонтальнi плато

(«сходинки»), якi дискретно пiднiмаються на одиницю лише в точках

виключення. Кiлькiсть вилучених iндексiв на всьому промiжку при 𝛽 = 6

не перевищує двох елементiв.
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Рисунок 3.2 – Кiлькiсть виключених iндексiв для 𝜆 = 10 000.

Зi збiльшенням iнтенсивностi до 𝜆 = 10 000 (𝑛 = 10 042), як

показано на рис. 3.2, спостерiгається суттєва трансформацiя вигляду

кривих за рахунок масштабного розширення осi абсцис.

Для параметрiв 𝛽 ≤ 2 дискретнi кроки емпiричної функцiї стають

майже нерозрiзними, а синя суцiльна лiнiя практично iдеально зливається

з теоретичною штриховою огинаючою 𝑘1/𝛽. Це експериментально засвiдчує

високу точнiсть асимптотичного наближення на помiрних iнтервалах.

Водночас для великих значень параметра (𝛽 = 5 та 𝛽 = 6)

ступiнчаста структура все ще залишається добре помiтною на графiках,

оскiльки щiльнiсть виключених iндексiв для таких степенiв лишається

низькою, а максимальна кiлькiсть вилучених елементiв наприкiнцi

промiжку становить лише 4–6 iндексiв.
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Рисунок 3.3 – Кiлькiсть виключених iндексiв для 𝜆 = 1000 000.

На рис. 3.3 вiдображено поведiнку системи за умов великої вибiрки з

iнтенсивнiстю 𝜆 = 1000 000 (𝑛 = 999 999).

У цьому масштабi для бiльшостi дослiджуваних параметрiв (𝛽 вiд

1.2 до 3) випадковi вiдхилення повнiстю нiвелюються, а графiк емпiричної

кiлькостi вилучених iндексiв перетворюється на абсолютно гладку криву,

що бездоганно повторює степеневий тренд 𝑘1/𝛽.

Ефект ступiнчастi плато зберiгаються лише на пiдграфiках для

𝛽 = 5 та 𝛽 = 6. Навiть на iнтервалi в мiльйон точок кiлькiсть виключених

елементiв для 𝛽 = 6 досягає лише 9, що наочно iлюструє, наскiльки

сильно уповiльнюється процес прорiдження зi зростанням показника

степеня.

Також на всiх графiках помiтно, що теоретична крива завжди дiє

як точна верхня межа, що зумовлено математичною специфiкою операцiї

взяття нижньої цiлої частини.
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Повна та прорiджена випадкова суми.

Для дослiдження впливу прорiдження на поведiнку випадкових сум

для кожного значення

𝜆 ∈ {100, 104, 106}

генерувалася випадкова величина

𝑛 ∼ Poisson(𝜆),

а також послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених випадкових

величин

𝑋𝑖 ∼ 𝑈(−1,1).

Для кожного значення параметра

𝛽 ∈ {1.2, 1.5, 1.8, 2, 3, 4, 5, 6}

будувалася множина прорiдження 𝐴𝛽, пiсля чого обчислювалися повна

сума

𝑆𝑛 =
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑋𝑗

та прорiджена сума

𝑆𝑛(𝐴𝛽) =
∑︁
𝑗∈𝐴𝛽

𝑋𝑗.

Побудованi графiки дозволяють порiвняти поведiнку повних i

прорiджених сум при рiзних параметрах прорiдження.
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Рисунок 3.4 – Порiвняння повної та прорiдженої сум для 𝜆 = 100.

На рис. 3.4 представлено порiвняльнi траєкторiї повної та

прорiдженої випадкових сум для малої iнтенсивностi 𝜆 = 100. Чорна

крива вiдображає еволюцiю повної суми 𝑆𝑛, тодi як зелена крива

вiдповiдає прорiдженiй сумi 𝑆𝑛(𝐴𝛽).

Через невелику довжину випадкового блукання вплив оператора

вилучення iндексiв ⌊𝑘𝛽⌋ є максимально дискретним та рельєфним.

При малих значеннях параметра (𝛽 = 1.2 та 𝛽 = 1.5) з початкової

послiдовностi вилучається значна частка доданкiв. Оскiльки випадковi

величини мають симетричний рiвномiрний розподiл 𝑈(−1,1), вилучення

великої кiлькостi елементiв призводить до суттєвої та нерегулярної

розбiжностi мiж двома траєкторiями, що проявляється у виглядi фазових

зсувiв та амплiтудних вiдхилень.
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Цiкаво, що при 𝛽 = 1.8 спостерiгається ситуацiя, коли прорiджена

сума на певному iнтервалi перевищує повну суму, що пояснюється

випадковим вилученням переважно вiд’ємних значень 𝑋𝑖.

Зi зростанням параметра прорiдження (𝛽 ≥ 3) кiлькiсть вилучених

елементiв стає незначною, i зелена крива практично повнiстю повторює

чорну траєкторiю з мiнiмальними локальними вiдхиленнями.

Рисунок 3.5 – Траєкторiї сум для 𝜆 = 10 000.

Зi збiльшенням масштабу системи до 𝜆 = 10 000, як демонструють

пiдграфiки на рис. 3.5, характер розбiжностi траєкторiй набуває вираженої

стохастичної закономiрностi.

При малих степенях прорiдження (𝛽 = 1.2 та 𝛽 = 1.5)

спостерiгається системне розщеплення випадкових блукань. Траєкторiя
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прорiдженої суми зберiгає глобальну структуру повної суми, однак зазнає

локального «стискання» амплiтуди.

Це пояснюється зменшенням дисперсiї внаслiдок меншої кiлькостi

доданкiв.

Починаючи з 𝛽 = 2, вiдхилення мiж процесами починає швидко

зменшуватися. Для 𝛽 ∈ {3,4,5,6} вiзуальна рiзниця мiж траєкторiями

практично зникає, i процеси стають майже iдентичними.

Таким чином, при фiксованому 𝜆 прорiдження з великим 𝛽 не змiнює

суттєво асимптотичну поведiнку суми.

Рисунок 3.6 – Траєкторiї сум для 𝜆 = 1000 000.

На рис. 3.6 вiдображено результати симуляцiї для великої

iнтенсивностi 𝜆 = 1000 000.



57
Головною особливiстю є те, що траєкторiї повної та прорiдженої сум

практично повнiстю накладаються для всiх значень 𝛽 ≥ 1.8.

Вiдхилення спостерiгаються лише для 𝛽 = 1.2 та 𝛽 = 1.5, i мають

характер плавних коливань без рiзких стрибкiв.

Для 𝛽 ∈ {2,3,4,5,6} графiки демонструють повний вiзуальний збiг.

Таким чином, експеримент пiдтверджує, що при великих 𝜆

центральна гранична теорема зберiгається для прорiдженої суми з тими

ж нормуваннями, що i для повної суми.

Поведiнка вiдстанi Колмогорова.

У цьому пiдроздiлi дослiджується швидкiсть збiжностi розподiлу

нормованих прорiджених сум до граничного нормального розподiлу.

Зокрема, для рiзних значень параметра 𝛽 та iнтенсивностi 𝜆

обчислюється вiдстань Колмогорова

𝐷𝑛 = sup
𝑥

|𝐹𝑛(𝑥)− Φ(𝑥)| ,

де 𝐹𝑛(𝑥) — емпiрична функцiя розподiлу нормованої прорiдженої

випадкової суми, а Φ(𝑥) — функцiя розподiлу нормального розподiлу з

дисперсiєю 1/3, що вiдповiдає розподiлу 𝑈(−1,1).

Для оцiнки впливу параметра прорiдження додатково розглядається

масштабована величина

𝐷𝑛 · 𝜆1/2−1/𝛽,

яка дозволяє перевiрити характер передбачуваної асимптотичної

залежностi вiд 𝜆. Графiки побудовано у логарифмiчнiй шкалi для

наочного порiвняння поведiнки статистики при рiзних значеннях

параметрiв.
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Рисунок 3.7 – Вiдстань Колмогорова 𝐷𝑛 для прорiджених сум 𝑆𝑌 (𝐴)

при рiзних 𝛽.

На рис. 3.7 представлено залежнiсть початкової (немасштабованої)

вiдстанi Колмогорова 𝐷𝑛 вiд iнтенсивностi 𝜆 для рiзних значень

параметра прорiдження 𝛽. Графiки побудовано у логарифмiчному

масштабi, що дозволяє виявити прихованi степеневi закономiрностi та

зменшити вплив випадкових коливань.

Спостерiгається загальна тенденцiя до спадання 𝐷𝑛 зi зростанням

𝜆, що узгоджується з центральною граничною теоремою та збiжнiстю

емпiричного розподiлу до Φ(𝑥). Водночас значення параметра 𝛽 суттєво

впливає на швидкiсть цього спадання. Для малих 𝛽 (1.2 та 1.5) похибка

зменшується швидко, тодi як для великих значень (𝛽 ≥ 3) спад є значно

повiльнiшим. Це пояснюється тим, що при великому 𝛽 кiлькiсть

вилучених iндексiв є малою, i прорiджена сума поводиться майже як

повна.
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Рисунок 3.8 – Нормована вiдстань 𝐷𝑛 · 𝜆1/2−1/𝛽, що демонструє

асимптотичну поведiнку похибки.

Перехiд до масштабованої вiдстанi 𝐷𝑛 · 𝜆1/2−1/𝛽 (рис. 3.8) дозволяє

перевiрити теоретичний порядок збiжностi. Отриманi результати

показують рiзну поведiнку залежно вiд 𝛽.

Для критичного випадку 𝛽 = 2 масштабована крива є майже

горизонтальною, що вiдповiдає компенсацiї швидкостi спадання. Для

𝛽 < 2 спостерiгається спад масштабованих кривих, що вказує на швидшу

фактичну збiжнiсть. Натомiсть для 𝛽 > 2 кривi зростають, причому чим

бiльше 𝛽, тим сильнiше зростання. Це пов’язано з тим, що множник

𝜆1/2−1/𝛽 у цьому випадку зростає i пiдсилює значення похибки.

Таким чином, результати узгоджуються з теоретичними

передбаченнями та демонструють вплив параметра прорiдження на

швидкiсть збiжностi.

Висновки до роздiлу 3

У даному роздiлi дослiджено асимптотичнi властивостi прорiджених

випадкових сум 𝑆𝑌 (𝐴) при 𝜆 → ∞. Отримано центральну граничну

теорему для прорiджених сум, яка встановлює їх збiжнiсть до
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нормального розподiлу за вiдповiдного нормування.

Показано асимптотичну еквiвалентнiсть повної та прорiдженої сум

у вiдповiдних режимах параметрiв, що дозволяє трактувати прорiдження

як стабiльну операцiю з точки зору граничної поведiнки. Отримано оцiнки

швидкостi збiжностi до нормального розподiлу.

Окрему увагу придiлено задачi оцiнювання параметра прорiдження

𝛽. Запропоновано пiдхiд, що базується на методi моментiв спостережуваних

сум.

Результати чисельного моделювання пiдтверджують теоретичнi

висновки: спостерiгається узгодженiсть емпiричних розподiлiв iз

нормальним наближенням, а також коректна поведiнка оцiнок параметра

𝛽 та вiдстанi Колмогорова при зростаннi 𝜆.
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ВИСНОВКИ

У данiй роботi дослiджено асимптотичнi властивостi прорiджених

випадкових сум та вплив структури множини iндексiв на їх граничну

поведiнку.

У першому роздiлi було розглянуто основнi пiдходи до вивчення

випадкових сум та їх граничних властивостей, зокрема класичнi

результати центральної граничної теореми та оцiнки Беррi–Ессеена.

У другому роздiлi введено поняття натуральної щiльностi та

проаналiзовано її властивостi для рiзних типiв множин iндексiв.

Дослiджено взаємозв’язок мiж щiльнiстю та поведiнкою прорiджених

випадкових сум. Чисельнi експерименти продемонстрували, що зi

зменшенням щiльностi множини спостерiгаються суттєвi вiдхилення

прорiджених випадкових сум вiд повних, що пiдтверджує визначальну

роль структури iндексної множини.

У третьому роздiлi встановлено центральну граничну теорему для

прорiджених випадкових сум при 𝜆 → ∞. Доведено асимптотичну

еквiвалентнiсть повних та прорiджених випадкових сум за вiдповiдних

умов, а також отримано оцiнки швидкостi збiжностi до нормального

розподiлу. Окремо дослiджено задачу оцiнювання параметра прорiдження

𝛽 на основi моментного пiдходу. Результати чисельного моделювання

пiдтвердили теоретичнi висновки та показали узгодженiсть емпiричної

поведiнки з асимптотичними результатами.

Таким чином, у роботi показано, що натуральна щiльнiсть множини

iндексiв є ключовим параметром, який визначає ступiнь вiдхилення

прорiджених випадкових сум вiд класичної поведiнки, а також суттєво

впливає на їх граничнi розподiли. Отриманi результати узагальнюють

класичнi пiдходи теорiї випадкових сум на випадок прорiджених

структур та можуть бути використанi в задачах статистичного

моделювання та аналiзу даних iз пропусками.
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