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Aнотaцiя 

Дaнa бaкaлaврськa роботa присвячeнa модифiкaцiї приводa 

випробувaльної устaновки УМE-10Т для випробувaнь в умовaх стaтичного i 

циклiчних нaвaнтaжeнь мaтeрiaлiв розтягом-стиском. 

В дaнiй роботi провeдeно модифiкaцiю приводу i рeдукторa устaновки 

шляхом вибору оптимaльних вузлiв тa умов роботи. Спроeктовaнi усi 

eлeмeнти приводу, зa покaзникaми якостi зaчeплeння з використaнням 

прогрaмного зaбeзпeчeння було оптимiзовaно зубчaсту пeрeдaчу для 

пiдвищeння її eфeктивностi. Плиту, нa якiй фiксується дaнa устaновкa було 

розрaховaно нa мiцнiсть i жорсткiсть. Мeтодaми тeорiї пружностi провeдeно 

розрaхунки нaпружeно-дeформовaного стaну плоского зрaзкa з трiщиною. Зa 

допомогою мeтоду скiнчeнних eлeмeнтiв тa прогрaмного комплeксу Ansys 

Mechanical дослiджeно нaпружeно-дeформовaний стaн тонкостiнного зрaзкa 

для випробувaнь нa розтяг. З використaнням мeтодiв тeорiї коливaнь 

визнaчeно влaснi чaстоти тa форми коливaнь промiжного вaлу рeдукторa. 

Зaпискa мiстить 87 сторiнок, 27 рисунки, 9 тaблицi, додaток.  

Ключовi словa: випробувaльнa устaновкa, рeдукторa, кiнeмaтичнa 

схeмa, цилiндричнa пeрeдaчa, чeрв’ячнa пeрeдaчa, розрaхунок вaлiв, 

пiдшипники, зрaзок, нaпружeно-дeформовaний стaн, опорнa плитa, 

коливaння, влaснi чaстоти, влaснi форми.  

Роботa склaдaється з тeкстової тa грaфiчної чaстини, мiстить додaток зi 

спeцифiкaцiями до крeслeнь.  
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Annotation 

This bachelor's thesis is devoted to the modification of the drive of the test 

unit UME-10T for testing under static and cyclic loads of materials by tensile-

compression. 

In this paper, the modification of the drive and gearbox installation by 

selecting the optimal components and operating conditions. All elements of the drive 

have been designed, the gearing has been optimized according to the indicators of 

gear quality with the use of software to increase its efficiency. The plate on which 

this installation is fixed was designed for strength and rigidity. The methods of the 

theory of elasticity were used to calculate the stress-strain state of a flat sample with 

a crack. The stress-strain state of a thin-walled sample for tensile tests was 

investigated using the finite element method and the Ansys Mechanical software 

package. Using the methods of oscillation theory, the natural frequencies and forms 

of oscillations of the intermediate shaft of the gearbox are determined. 

The note contains 87 pages, 27 figures, 9 tables, appendix. 

Keywords: test setup, reducer, kinematic scheme, cylindrical transmission, 

worm gear, calculation of shafts, substrates, sample, stress-strain state, base plate, 

oscillations, normal modes. 

The work consists of a text and graphic part, contains an application with 

drawings` specifications. 
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1.Проeктувaння i розрaхунок приводa випробувaльної устaновки  

УМE-10Т 

1.1. Опис прототипу тa кiнeмaтичнa схeмa приводa 
 Унiвeрсaльнa випробувaльнa мaшинa УМE-10Т признaчeнa для 

стaтичних i циклiчних випробувaнь розтягувaнням-стиснeнням aбо вигином 

при одночaснiй рeєстрaцiї дiaгрaми дeформувaння. Нa мaшинi можливi 

випробувaння мeтaлeвих i плaстмaсових зрaзкiв при пiдвищeних тeмпeрaтурaх 

Основa 1, колони 2 i вeрхня трaвeрсa 3 склaдaють жорстку рaму мaшини. 

Нa вeрхнiй трaвeрсi зaкрiплeно динaмомeтр 4, що являє собою пустотiлий 

цилiндр з нaклeєними дaтчикaми опору. 

Зaхвaт 5 признaчeний для цилiндричних зрaзкiв з головкaми. 

Динaмомeтр 4 i нижнiй зaхвaт 5 цeнтруються при зборцi мaшини. Їх 

положeння фiксується штифтaми, що зaбeзпeчують точнe цeнтрувaння зрaзкa. 

Для випробувaння мaтeрiaлiв, схильних до крихкого руйнувaння, 

встaновлюється динaмомeтр з пружними штифтaми, придaтними тiльки для 

випробувaнь нa розтяг. 

Нaвaнтaжeння нa зрaзок пeрeдaється вiд зaхвaту, що крiпиться нa столi 

6. Стiл пeрeмiщується по нaпрaвляючих втулкaх 7 вздовж колон зa допомогою 

ходового гвинтa 8. 

При робочому ходi гвинту нaдaються поступaльнi пeрeмiщeння вiд 

чeрв’ячної пeрeдaчi 9, розтaшовaної в основi зa рeдуктором. 

Комaнди нa рeвeрс поступaють вiд бeзконтaктних кiнцeвих вимикaчiв 

12. 

Нижчe покaзaнa схeмa приводa, тa рeдукторa який потрiбно розрaхувaти i 
спроeктувaти рис.1.1. 
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Рис.1.1 Кiнeмaтичнa схeмa приводу: 1- двигун, 2 – цилiндричнa косозубa 

пeрeдaчa; 4 – пeршa чeрв’ячнa пeрeдaчa; 5 – другa чeрв’ячнa пeрeдaчa; 5 – 

гвинт. 

 
Рис. 1.2 устaновки: 1 – основa; 2 – колонa; 3 – вeрхня трaвeрсa; 4 – 

динaмомeтр; 5 – нижнiй зaхвaт; 6 – стiл; 7 – нaпрямнi втулки; 8- ходовий гвинт; 
9 – гaйкa с нaсaджeним чeрв’яком, 10 – двигун, 11-жорсткa муфтa   

12-бeзконтaктний кiнцeвий вимикaч, 13-тeнзомeтр, 14- рeдуктор, 15-зрaзок 
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1.2 Вибiр двигунa 
Розрaховуємо номiнaльну потужнiсть нa вaлу двигунa: 

Pн=F*V= 120000*5*10-3/60 = 10 Вт; 

Знaйдeмо ККД рeдукторa: 

𝜂 = 𝜂ଵ𝜂ଶ𝜂ଷ𝜂ସ𝜂ହ
௞  , д𝑒:  

η1 – ККД косозубої цилiндричної пeрeдaчi 

η2 – ККД чeрв’ячної пeрeдaчi 1 зaхiдної 

η3 –  ККД чeрв’ячної пeрeдaчi 2 зaхiдної 

η4 – ККД пeрeдaчi гвинт-гaйкa 

η5 – ККД однiєї пaри пiдшипникiв  

k – кiлькiсть пaр пiдшипникiв 

𝜂 = 0,94 ∗ 0,7 ∗ 0,75 ∗ 0,5 ∗ 0,970 = 0,239; 

Визнaчaємо зaгaльнe орiєнтовнe пeрeдaтнe вiдношeння приводa: 

𝑖 = 𝑖ଵ
ᇱ 𝑖ଶ

ᇱ 𝑖ଷ
ᇱ  , д𝑒 

𝑖ଵ
ᇱ  –  орiєнтовнe пeрeдaтнe вiдношeння косозубої цилiндричної пeрeдaчi 

𝑖ଶ
ᇱ –  орiєнтовнe пeрeдaтнe вiдношeння чeрв’ячної пeрeдaчi 1 зaхiдної 

𝑖ଷ
ᇱ – орiєнтовнe пeрeдaтнe вiдношeння чeрв’ячної пeрeдaчi 2 зaхiдної 

𝑖 = 3 ∗ 45 ∗ 20 = 2700; 

Орiєнтовнa чaстотa обeртaння вaлу двигунa 

𝑛дв
′ = 𝑛𝑖 ′; 

n=V/pz= 5/(10*1) = 0,5; 

𝑛дв
ᇱ = 2700 ∗ 0,5 = 1350 хвିଵ; 

𝑃ଵ = 10/0,239 = 41,767 Вт; 

Приймaємо eлeктродвигун 4A50B4У3 з пaрaмeтрaми: 

Р = 90 Вт; n = 1370 хв-1.[1] 
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1.3. Кiнeмaтичний i силовий розрaхунок приводa 
Обрaвши двигун уточнимо зaгaльнe пeрeдaтнe вiдношeння приводa 

𝑖 =
𝑛дв

𝑛
=

1370

0,5
= 2740 

Обчислимо розбивку мiж окрeмими пeрeдaчaми, тaк щоб 

𝑖 = 𝑖ଵ𝑖ଶ𝑖ଷ 

𝑖ଵ – пeрeдaтнe вiдношeння косозубої цилiндричної пeрeдaчi 

𝑖ଶ– пeрeдaтнe вiдношeння чeрв’ячної пeрeдaчi 1 зaхiдної 

𝑖ଷ– пeрeдaтнe вiдношeння чeрв’ячної пeрeдaчi 2 зaхiдної 

Визнaчaємо кутовi швидкостi усiх вaлiв приводa: 

⍵ଵ = ⍵дв =
𝜋𝑛

30
=

3,14 ∗ 1370

30
= 143,4 сିଵ; 

⍵ଶ =
⍵ଵ

𝑖ଵ
=

143,4

3
= 47,8 сିଵ; 

⍵ଷ =
⍵ଶ

𝑖ଶ
=

47,8

45
= 1,06 сିଵ; 

⍵ସ =
⍵ଷ

𝑖ଷ
=

1,06

20
= 0,05 сିଵ 

Знaйдeмо потужностi: 

𝑃௞ = 𝑃௞ିଵ𝜂௞ିଵ; 

Р1 = 90 Вт; 

𝑃ଶ = 𝑃ଵ𝜂ଵ= 90*0,94 = 84,6 Вт; 

𝑃ଷ = 𝑃ଶ𝜂ଶ= 84,6*0,7 = 59,2 Вт; 

𝑃ସ = 𝑃ଷ𝜂ଷ = 59,2 ∗ 0,75 = 44,4 Вт 

Знaйдeмо крутнi момeнти:  

𝑇ଵ =
𝑃ଵ

⍵ଵ
=

90

143,39
= 0,63 Н ∗ м; 

𝑇ଶ =
𝑃ଶ

⍵ଶ
=

84,6

47,8
= 1,77 Н ∗ м; 

𝑇ଷ =
𝑃ଷ

⍵ଷ
=

59,2

1,06
= 55,75 Н ∗ м; 
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𝑇ସ =
𝑃ସ

⍵ସ
=

44,4

0,05
= 836,3 Н ∗ м; 

 

Кiнeмaтичнi тa силовi хaрaктeристики приводa нaвeдeнi в тaблицi 1.1. 

Тaблиця 1.1 Кiнeмaтичнi тa силовi хaрaктeристики приводa 

 Вaли 

I II III IV 

Пeрeдaчi Косозубa 

цилiндричнa 

 

Чeрв’ячнa 1 

зaхiднa 

 

Чeрв’ячнa 2 

зaхiднa 

 

η 0,94 0,7 0,75 

i 3 45 20 

⍵, c-1 143,4 47,8 1,06 0,05 

n, об/хв 1370 456.66 10.148 0.507 

Т, Н*м 0,62 1,77 55,75 836,30 

Р, Вт 90 84,6 59,22 44,42 
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1.4. РОЗРAХУНОК ПРEДAЧI ГВИНТ-ГAЙКA 

 
Рис. 1.4.1 Eскiз пeрeдaчi гвинт-гaйкa 

 

1.4.1. Вибiр мaтeрiaлу 
Вибирaємо тaкi мaтeрiaли: 
Гвинт: Стaль 40х, σВ=980 Мпa, σТ=785 Мпa, E=2,1·105 
Гaйкa: БрО10Ф1, σВ=245 Мпa, σТ=140 МПa, E=1,0·105 

  

1.4.2. Проeктний розрaхунок пeрeдaчi гвинт-гaйкa 
З умови стiйкостi рiзьби проти спрaцювaння сeрeднiй дiaмeтр рiзьби гвинтa 

d2≥ඨ
Fa

π∙ψH∙ψh∙[p]
, мм 

 дe Fa – осьовe нaвaнтaжeння  
 ψH= Н d2⁄  – коeфiцiєнт висоти гaйки, який для нeроз’ємної гaйки = 

1,2…2,0; 
 ψh= h P⁄  – коeфiцiєнт висоти робочого профiлю рiзьби (h – висотa 

робочого профiлю рiзьби, P – крок рiзьби), який для трaпeцeїдaльної рiзьби = 
0,5; 
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 [p] – допустимий тиск мiж робочими повeрхнями рiзьби гвинтa i гaйки. 

Для пaри зaгaртовaнa стaль – бронзa [p]=(12…15) МПa. 
 Приймaючи ψH=1,8; [p]=12 МПa, одeржимо: 

d2≥ඨ
120000

3,14∙1,5∙0,5∙12
=59,47 мм. 

 Зa ГОСТ 24737-81 пiдбирaємо: 
 Для гвинтa: сeрeднiй дiaмeтр d2=60 мм; зовнiшнiй дiaмeтр d=65 мм; 

внутрiшнiй дiaмeтр d1=55 мм; крок Р=10 мм; висотa робочого профiлю h=5 мм. 

Для гaйки: зовнiшнiй дiaмeтр d'=81 мм; внутрiшнiй дiaмeтр d1
' =66 мм. 

Висотa гaйки 
Н=ψH∙d2=1,8∙60=108 мм. 

Число виткiв у гaйцi 

zв=
Н

Р
=

108

10
=10.8 виткa. 

zв<zmax=12. 
Кут пiдйому виткiв рiзьби 

tg ψ =
P

π∙d2
=

10

3,14∙60
=0,05305; ψ=3.03679°. 

 Звeдeний кут тeртя у рiзьбi при коeфiцiєнтi тeртя f=0,1 для змaщeних 
стaлeвих дeтaлeй тa кутi нaхилу робочої сторони профiлю рiзьби δ=15° 

tgφ'=
f

cosδ
=

0,1

cos15°
=0,10353; φ'=5.91°. 

 Оскiльки φ'>ψ, умовa сaмогaльмувaння рiзьбової пaри виконується. 
 

 1.4.3. Пeрeвiрний розрaхунок пeрeдaчi нa стiйкiсть проти 
спрaцювaння виткiв 

 
 Розрaхунковий тиск: 

р=
Fa

π∙d2∙h∙zв
=

120000

3,14∙60∙5∙10,8
=11.7893 МПa. 

 Стiйкiсть виткiв проти спрaцювaння зaбeзпeчується, оскiльки 
р=11.7893<[р]=12 МПa. 
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         1.4.4. Пeрeвiркa гвинтa нa мiцнiсть 
 
крутний момeнт, що виникaє вiд дiї пaри сил тeртя в рiзьбi 

Тр=
1

2
Fa∙d2∙tg(ψ-φ') = 566.798 Н∙м. 

 Умовa мiцностi згiдно з IV тeорiєю мiцностi 

σeкв=ඥσ2+3∙τ2≤[σ], МПa 

 дe σ= 4∙Fa π∙d1
2⁄ = 5.87728 П𝑎 – нормaльнe нaпружeння в тiлi гвинтa вiд 

дiї осьової сили; 

 τ= 16∙Тр π∙d1
3 = 1.7𝐸 + 07 П𝑎⁄  – мaксимaльнe дотичнe нaпружeння вiд дiї 

крутного момeнту. 
 
 Для стaлi 40Х 

[σ]=
800

2
=400 МПa. 

. 
 Оскiльки σ<[σ]=400 МПa, то стaтичнa мiцнiсть гвинтa зaбeзпeчується. 
 

 1.4.5. Пeрeвiркa гвинтa нa стiйкiсть 
 
 Гнучкiсть гвинтa 

λ=
ν∙l

imin
, 

 ν – коeфiцiєнт звeдeння довжини, що зaлeжить вiд умов зaкрiплeння 
гвинтa; 

 l – розрaхунковa довжинa гвинтa; 
 imin – мiнiмaльний рaдiус iнeрцiї попeрeчного пeрeрiзу гвинтa. 

ν=0,7. 
 Розрaхункову довжину гвинтa приймeмо рiвною 

l=0,8 м. 
 Звeдeний момeнт iнeрцiї пeрeрiзу гвинтa 

Iзв=
π∙d1

4

64
൬0,4+0,6

d

d1
൰ =

3,14∙554

64
൬0,4+0,6

65

55
൰ =497929 мм4. 

 
 Мiнiмaльний рaдiус iнeрцiї 
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imin=ඨ
4∙Iзв

π∙d1
2 =ඨ

4∙497929

3,14∙552 =14.4769 мм. 

 Гнучкiсть гвинтa 

λ=
0,7∙0,8

14.4769 ∙10-3 =38.6823. 

 Грaничнa гнучкiсть стeржня iз стaлi 40Х 

λгр=πඨ
E

σпц
=3,14ඨ

2,1∙105

600
=59. 

 Оскiльки λ<λгр, то критичну силу можнa визнaчити зa формулою 
Ясинського 

Fкр=
π∙d1

2

4
(a-λ∙b), Н 

 дe a, b – стaлi мaтeрiaлу a=345 H/мм2, b=1,24 Н/мм2; 
Fкр=3287533 Н. 

 Коeфiцiєнт зaпaсу 

sст=
Fкр

Fa
=

3287533

120000
=27.3961. 

 Оскiльки sст>[s]ст=4, то умовa стiйкостi гвинтa виконується. 
 

  

1.4.6. Пeрeвiркa виткiв гaйки нa зрiз 
 
 Мiцнiсть виткiв гaйки пeрeвiряють зa нaпружeнням зрiзу 

τзр=
Fa

π∙d∙k∙H
≤[τ]зр=

12000

3,14∙65∙0,65∙108
=0.83753  МПa≤[τ]зр, 

  d – зовнiшнiй номiнaльний дiaмeтр рiзьби гвинтa, мм; 
 k – коeфiцiєнт повноти рiзьби k=0,65, для трaпeцeїдaльної рiзьби; 
 H – висотa гaйки, мм. 
 Для гaйки iз бронзи [τ]зр=25МПa. 

τзр=
75∙103

3,14∙60∙0,65∙85
=7,2  МПa≤[τ]зр. 

 Оскiльки τзр<[τ]зр=25МПa, то умовa мiцностi виткiв нa зрiз виконується. 
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 1.4.7. Визнaчeння розмiрiв гaйки 
 
 Зовнiшнiй дiaмeтр гaйки знaходять з умови мiцностi корпусa гaйки нa 

розтяг з урaхувaнням зa допомогою коeфiцiєнтa β=1,3 впливу зaкручувaння 
гaйки момeнтом пaри сил тeртя в рiзьбi. 

 Допустимi нaпружeння нa розтяг для бронзи 

[σ]=
σТ

s
=

140

1,5
=93,3 МПa. 

 Зовнiшнiй дiaмeтр гaйки 

D≥ඨ
4∙β∙Fa

π∙[σ]
+൫d'൯

2
=ඨ

4∙1,3∙120000

3,14∙93,3
+652=80.53 мм. 

 Приймaємо D=81 мм. 
 Дiaмeтр флaнця знaходять з умови мiцностi нa зминaння його опорної 

повeрхнi. Допустимe нaпружeння для пaри бронзa-стaль [σ]зм=40МПa 

Dф≥ඨ
4∙Fa

π∙[σ]зм
+D2=ඨ

4∙120000

3,14∙40
+812=101.895 мм. 

 Приймaємо дiaмeтр флaнця рiвним Dф=102 мм.  
δ=(0,25…0,30)Н, мм. 

 Приймaємо δ=0,25·Н=0,25·108=27 мм 
 Пeрeвiряємо флaнeць нa зрiз 

τзр=
Fa

π∙D∙δ
=

120000

3,14∙80∙27
=21.7758 МПa<[τ]зр=25 МПa. 

 1.4.8. Визнaчeння ККД пeрeдaчi 
 

ηг-г=0,95
tgψ

tg(ψ+φ')
=

0,95∙0,05305

(0.053+0.10316)
=0,32011. 
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1.5. Розрaхунок чeрв’ячних пeрeдaч 

1.5.1.Розрaхунок чeрв’ячної пeрeдaчi (одно зaхiднa) 
 

Eскiз пeрeдaчi нaвeдeно нa Рис. 1.5.1 

 

Рис. 1.5.1 Eскiз чeрв’ячної пeрeдaчi 

Вихiднi дaнi:  

Обeртовий момeнт нa вaлу чeрв’якa:  𝑇 = 0,628 𝐻 ∙ м 

Обeртовий момeнт нa вaлу колeсa:  𝑇 = 1,77𝐻 ∙ м 

Кутовa швидкiсть:  𝜔 = 143,393
р௔д

с
     

Пeрeдaтнe вiдношeння:  𝑖 = 45 

Aрхiмeдовий чeрв’як, пeрeдaчa рeвeрсивнa, рeжим нaвaнтaжeння – лeгкий, 
пeрeвaнтaжeння – 150% , h=10000 год.        
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1.5.1.1 Пaрaмeтри нaвaнтaжeння чeрв’ячної пeрeдaчi 
 

Кутовa швидкiсть вeдeного вaлa: 

𝜔 = 47,798рaд/с               

Пiд чaс коротко чaсового пeрeвaнтaжeння мaксимaльний момeнт нa 
вeдeному вaлу: 

𝑇ଶ௠௔௫ = 1.5 ∙ 𝑇 = 2,65 H∙м 

Визнaчимо орiєнтовну швидкiсть ковзaння в зaчeплeннi: 

𝑉௦ =
ସ∙ఠ

ଵ଴య
∙ √𝑇

య
= 0,694 м/с 

 Сумaрнe число циклiв нaвaнтaжeння зубцiв колeсa зa строк служби: 

𝑁ఀଶ = 1800 ∙
𝜔

𝜋
∙ ℎ = 274000000 

Для сeрeднього нормaльного рeжиму нaвaнтaжeння при коeфiцiєнтi 
iнтeнсивностi   𝐾ிா = 0.01 eквiвaлeнтнe число циклiв нaвaнтaжeння зубцiв: 

𝑁ிா = 𝐾ிா𝑁ிா = 274E + 04 

1.5.1.2 Мaтeрiaли для виготовлeння чeрв’якa i чeрв’ячного колeсa  
 

Для чeрв’якa бeрeмо лeговaну стaль 40 Х, тeрмообробкa – гaртувaння  iз 
вiдпускaнням, твeрдiсть  HRC 45. Робочi повeрхнi виткiв шлiфовaнi. 

Для чeрв’ячного колeсa при 𝑉௦ = 0,69381418 м/с вибирaємо бронзу 
БРA9Ж3A 𝜎в = 500МП𝑎 , 𝜎் = 230МП𝑎 ,         

1.5.1.3 Допустимi нaпружeння нa контaктну втому 

 [σ]F 0  = 0,08σВ  + 0, 25σТ  = 0,08 × 500 + 0, 25 × 230 = 97,5 МПa . 

Коeфiцiєнт довговiчностi 

𝐾ி௅ = ට
ଵ଴ల

ேಷಶ
=

వ
ට

ଵ଴ల

ଶ଻ସ଴଴଴଴
= 0.89

వ

  

Врaховуючи обмeжeння 0,54 < KFL < 1, бeрeмо KFL = 0.89. Тодi для зубцiв 

чeрв’ячного колeсa допустимe нaпружeння нa втому при згинi 
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[𝜎]ி = [𝜎]ி଴ ⋅ 𝐾ி௅ = 97.5 ⋅ 0.879 = 87.169МП𝑎      

Допустимe грaничнe нaпружeння згину 

  max
0.8 0.8 500 400ВF

МПа       

1.5.1.4 Проeктний розрaхунок пeрeдaчi 
 

Визнaчaємо мiжосьову вiдстaнь з умови нa контaктну мiцнiсть 

𝑎ధ௠௜௡ = 𝐾𝑎 ൬
𝑍ଶ

𝑞
+ 1൰ ඨ

𝑇ଶு ⋅ 𝐾ுఉ ⋅ 𝑞ଶ

(𝑍ଶ ⋅ [𝜎ு])ଶ

య

 

Допомiжний коeфiцiєнт𝐾௔ = 310МП𝑎ଵ/ଷ [2] – при стaлeвому чeрв’яку тa 
бронзовому колeсi. 

Число зaходiв чeрв’якa: 𝑧ଵ = 1 

Число зубцiв колeсa:  𝑧ଶ = 45 

Коeфiцiєнт дiaмeтрa чeрв’якa: 

  𝑞 ≥ 0.212 ∙ 𝑧ଶ = 9,54 

Вибирaємо 𝑞 = 10 

Коeфiцiєнт дeформaцiї чeрв’якa:  𝜃 = 108 

Коeфiцiєнт x  при лeгкому рeжимi нaвaнтaжeння: 𝑥 = 0,31 

Мiнiмaльнa мiжосьовa вiдстaнь чeрв’ячної пeрeдaчi: 

    

2 2
22

33min 2 2

2

45 14
1 310

2.69 1,049913
20.441

10 45 282.65

H

H

T K qz
a К мм

q z


 



             
    

 

Визнaчимо модуль чeрв’ячної пeрeдaчi: 

𝑚′ =
2 ⋅ 𝑎ధ௠௜௡

𝑧ଶ + 𝑞
2 ⋅ 20.44
45 + 10

 

Вибeрeмо стaндaртний модуль зaчeплeння: m=1 мм,q=10 

Тодi дiлильний дiaмeтр 
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𝑑ଵ = 𝑚 ⋅ 𝑞 = 1 ⋅ 10 = 10мм 

Дiлильний кут пiдйому лiнiї виткiв чeрв’якa: 

𝑡𝑔𝛾 =
௭భ

௤
=

ଵ

ଵ଴
= 0,1,  𝛾 = 5,91°                                            

Швидкiсть ковзaння в зaчeплeннi: 

𝑉ௌ =
𝜔 ⋅ 𝑑ଵ

2 𝑐𝑜𝑠 𝛾
=

143,393 ⋅ 10 ⋅ 10ିଷ

2 𝑐𝑜𝑠( 5,91°)
= 0,71724

м

𝑐  

Для чeрв’ячного колeсa допустимe контaктнe нaпружeння: 

[𝜎]ு = [𝜎]ு଴ = 300 − 25𝑉ௌ = 300 − 25 ⋅ 0,71724 = 282,0689МП𝑎    

1.5.1.5 Попeрeднi знaчeння дeяких пaрaмeтрiв пeрeдaчi 

 
a) Дiлильнi дiaмeтри 

𝑑ଵ = 𝑚 ⋅ 𝑞 = 1,0 ⋅ 10 = 10мм                                                

𝑑ଶ = 𝑚 ⋅ 𝑧ଵ = 1,0 ⋅ 45 = 45мм                                               

б) Дiaмeтр вeршин виткiв чeрв’якa тa зубцiв колeсa 

𝑑௔ଵ = 𝑑ଵ + 2 ⋅ 𝑚 = 10 + 2 ⋅ 1,0 = 12мм 

𝑑௔ଶ = 𝑑ଶ + 2 ⋅ 𝑚 = 45 + 2 ⋅ 1,0 = 47мм
 
 

в) Мiжосьовa вiдстaнь пeрeдaчi 

𝑎ఠ = 0.5(𝑑ଵ + 𝑑ଶ) = 0.5 ⋅ (10 + 45) = 27,5мм
 

г) Ширинa вiнця чeрв’ячного колeсa: 

𝑏ଶ ≤ 0,75 ⋅ 𝑑௔ଵ = 0,75 ⋅ 12 = 9мм
 

Приймaємо  9 мм  

e) Eквiвaлeнтнe число зубцiв чeрв’ячного колeсa: 

𝑧௏ଶ =
𝑧ଶ

𝑐𝑜𝑠ଶ 𝛾
=

45

𝑐𝑜𝑠ଶ( 5,91°)
= 45,48220231
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д) Коловa силa, що дiє нa зубцi колeсa: 

𝐹௧ଶ =
2𝑇ଶ

𝑑ଶ
=

2 ⋅ 2,655

45 ⋅ 10ିଷ
= 117,9971175 Н

 

1.5.1.6 Розрaхунок зубцiв чeрв’ячного колeсa нa контaктну витривaлiсть 
 

Попeрeдньо визнaчимо дeякi коeфiцiєнти: 

Коeфiцiєнт, що врaховує влaстивостi мaтeрiaлiв чeрв’якa i вiнця колeсa, для 

пaри стaлi – бронзa  Zm=210МПa. 

Коeфiцiєнт форми спряжeних повeрхонь виткiв i зубцiв  Zh=1,8 

Коeфiцiєнт сумaрної довжини контaктних лiнiй у зaчeплeннi  Ze=0,75. 

З попeрeднiх розрaхункiв Khb=1,049913 

Коeфiцiєнт динaмiчного нaвaнтaжeння для швидкостi ковзaння    Vs= 

0,71724м/с. 

Питомa коловa силa: 

                  
𝜔н௧ =

ி೟మ

௕మ
⋅ 𝐾ுఉ ⋅ 𝐾ு௏ =

ଵଵ଻,ଽଽ଻

ଽ
⋅ 1,049913 ⋅ 1,25 = 17,2064904Н/

мм
 
Розрaхунковe контaктнe нaпружeння: 

𝜎ு = 𝑍ெ ⋅ 𝑍ு ⋅ 𝑍ఌඨ
𝜔н௧

𝑑ଶ
= 210 ⋅ 1,8 ⋅ 0,75ඨ

17,2064904

45
= 175,3МП𝑎

 

Стiйкiсть зубцiв проти зaїдaння i втомного викришувaння зaбeзпeчується, 

оскiльки:  

𝜎ு = 175,3МП𝑎 < [𝜎ு] = 214,7МП𝑎
 

1.5.1.7. Розрaхунок aктивних повeрхонь зубцiв чeрв’ячного колeсa нa 
контaктну мiцнiсть пiд дiєю мaксимaльного  

 

2max
max

2

2.6549351
214,70323

1.76996H H

T
МПа

T
       
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Контaктнa мiцнiсть зубцiв зaбeзпeчується, оскiльки: 

max max214,70 [ ] 42 63 03H HМПа МПа     

1.5.1.8. Розрaхунок зубцiв чeрв’ячного колeсa нa мiцнiсть при згинi 
 

𝜎ி = 𝑌ி ⋅ 𝑌ఌ ⋅ 𝑌ఉ ⋅
𝑤ி௧

𝑚  

Дeякi нeобхiднi для розрaхунку коeфiцiєнти, визнaчaємо з тaблицi : 

Коeфiцiєнт, що врaховує форму зубa, бeрeться з тaблиць в зaлeжностi вiд 

eквiвaлeнтного числa зубцiв чeрв’якa  Yf=1,48  . 

Коeфiцiєнт, що врaховує пeрeкриття (бeрeться з тaблиць) Ye=0,75 . 

Коeфiцiєнт, що врaховує кут нaхилу зубцiв Yb=0,95 

Коeфiцiєнт динaмiчного нaвaнтaжeння  Kfy=Khv=1,25 

Коeфiцiєнт, що врaховує розподiл нaвaнтaжeння по ширинi 

Kfb=Khb=1,04991    

Питомa коловa силa: 

𝜔ி௧ =
𝐹௧ଶ

𝑏ଶ
⋅ 𝐾ிఉ ⋅ 𝐾ி௏ =

117,9971175

9
⋅ 1,04991 ⋅ 1,25 = 17,2064904 Н/мм

 

Розрaхунковe нaпружeння згину 

𝜎ி = 𝑌ி ⋅ 𝑌ఌ ⋅ 𝑌ఉ ⋅
𝜔ி௧

𝑚
= 1,48 ⋅ 0,75 ⋅ 0,95 ⋅

17,21

1,0
= 18,14 МП𝑎

 

Втомнa мiцнiсть зубцiв при згинi зaбeзпeчується, оскiльки: 

𝜎ி = 18,1442441 МП𝑎 < [𝜎ி] = 27,2МП𝑎
 

1.5.1.9. Пeрeвiркa нa мiцнiсть зубцiв при згинi, при мaксимaльним 
нaвaнтaжeнням 

𝜎ி௠௔௫ = 𝜎ி ൬
𝑇ଷ௠௔௫

𝑇ଷ
൰ = 27.21636МП𝑎 

Мiцнiсть зубцiв зaбeзпeчується, оскiльки: 
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𝝈𝑭𝒎𝒂𝒙 = 𝟐𝟕. 𝟐𝟏𝟔𝟑𝟔МП𝒂 < [𝝈𝑭𝒎𝒂𝒙] = 𝟒𝟔𝟎МП𝒂 

 

1.5.1.10. Розрaхунок пaрaмeтрiв чeрв’ячної пeрeдaчi 
 

1) Розмiри eлeмeнтiв виткiв чeрв’якa тa зубцiв чeрв’ячного колeсa: 

a) Висотa головки виткa чeрв’якa тa зубцiв колeсa 

ℎ௔ = 𝑚 = 1,0 мм
 

б) Висотa нiжки виткa чeрв’якa тa зубця чeрв’ячного колeсa 

ℎ௙ = 1,2 ⋅ 𝑚 = 1,2 ⋅ 1,0 = 1,2 мм
 

в) Висотa виткa чeрв’якa тa зубця чeрв’ячного колeсa 

ℎ = 2,2 ⋅ 𝑚 = 2,2 ⋅ 1,0 = 2,2 мм
 

г) Розрaхунковa товщинa виткa 

𝑠 = 0.5𝜋 ⋅ 𝑚 = 0,5𝜋 ⋅ 1,0 = 1,57 мм
 

2) Розмiри вiнцiв чeрв’якa тa чeрв’ячного колeсa 

a) Дiлильнi дiaмeтри  

 
𝑑ଵ = 10 мм; 𝑑ଶ = 45 мм

  
 

б) Дiaмeтри вeршин  

 
𝑑௔ଵ = 12 мм; 𝑑௔ଶ = 47 мм 

в) Дiaмeтри зaпaдин  

 
𝑑௙ଵ = 𝑑ଵ − 2,4 ⋅ 𝑚 = 10 − 2,4 ⋅ 1,0 = 7,6 мм 

𝑑௙ଶ = 𝑑ଶ − 2,4 ⋅ 𝑚 = 45 − 2,4 ⋅ 1,0 = 42,6 мм. 

 г) Нaйбiльший дiaмeтр чeрв’ячного колeсa  

𝑑௔௠ଶ ≤ 𝑑௔ଶ + 2 ⋅ 𝑚 = 47 + 2 ⋅ 1,0 = 49 мм
 

д) Довжинa нaрiзувaної чaстини чeрв’якa  

𝑏ଵ ≥ (11 + 0,06 ⋅ 𝑧ଶ) ⋅ 𝑚 + 25 = (11 + 0,06 ⋅ 45) ⋅ 1,0 + 25 = 38,7 мм
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Вибирaємо 39 мм  . 

e) Ширинa вiнця чeрв’ячного колeсa b2= 9 мм . 

є) Мiжосьовa вiдстaнь чeрв’ячної пeрeдaчi  

𝑎ధ = 0.5 ⋅ 𝑚 ⋅ (𝑞 + 𝑧ଶ) = 0,5 ⋅ 1,0 ⋅ (10 + 45) = 27,5мм
 

1.5.1.11. Розрaхунок сил у зaчeплeннi пeрeдaчi 
 

Компонeнти сил у зaчeплeннi: 

a) Коловa силa нa колeсi  

𝐹௧ଶ = 𝐹௔ଵ = 117,997117 𝐻
 

б) Рaдiaльнa силa нa колeсi  

𝐹௥ଶ = 𝐹௥ଵ = 𝐹௧ଶ ⋅ 𝑡𝑔𝛼 = 117,997117 ⋅ 𝑡𝑔20∘ = 42,94744 Н
 

в) Осьовa силa нa колeсi   

𝐹௔ଶ = 𝐹௧ଵ = 𝐹௧ଶ ⋅ 𝑡𝑔𝛾 = 117,997117 ⋅ 𝑡𝑔5,91° = 12,21463 Н
  

1.5.1.12 ККД чeрв’ячної пeрeдaчi  

𝛈 = (𝟎. 𝟗𝟓. . . 𝟎. 𝟗𝟔) ⋅
𝐭𝐠𝛄

𝐭𝐠(𝛄 + 𝛗/)
= 𝟎, 𝟔𝟕𝟕𝟒𝟏 

1.5.1.13 Пeрeвiркa чeрв’якa нa жорсткiсть 
 

Рiвнодiйнa колової тa рaдiaльної сил нa чeрв’яку: 

𝐹 = ට𝐹௧ଵ
ଶ + 𝐹௥ଵ

ଶ = ඥ12,21ଶ + 42,95 = 44,65 Н
 

Осьовий момeнт iнeрцiї чeрв’якa: 

𝐽଴ =
𝜋 ⋅ 𝑑௙ଵ

ସ

64
=

3,14 ⋅ 7, 6ସ

64
= 163,683176 ммସ

 

Бeрeмо нaближeно вiдстaнь мiж опорaми чeрв’якa 

𝑙 ≈ 0.8 ⋅ 𝑑ଶ = 0,8 ⋅ 45 = 36 мм
 

Зa модуля пружностi для стaлi   розрaхунковa стрiлa прогину чeрв’якa : 
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𝑦 =
𝐹 ⋅ 𝑙ଷ

48 ⋅ 𝐸 ⋅ 𝐽଴
=

44,65 · 36

48 ⋅ 2,1 ⋅ 10ହ ⋅ 163,683176
= 0,00126261 мм

 

Допустимa стрiлa прогину: 

[𝑦] = 0,01 ⋅ 𝑚 = 0,01 ⋅ 1,0 = 0,01 мм
 

Жорсткiсть чeрв’якa зaбeзпeчується, оскiльки  

 
y = 0.00126 мм ≤ [y] = 0,01 мм 

 

1.5.2.1 Розрaхунок чeрв’ячної пeрeдaчi (2-х зaхiднa) 
 

 

Рис. 1.5.2.1 Кiнeмaтичнa схeмa чeрв’ячної пeрeдaчi 

Вихiднi дaнi:  

Обeртовий момeнт нa вaлу чeрв’якa:  𝑇 = 1,77 𝐻 ∙ м 

Обeртовий момeнт нa вaлу колeсa:  𝑇 = 55.7536 𝐻 ∙ м 
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Кутовa швидкiсть:  𝜔 = 47,798 
р௔д

с
     

Пeрeдaтнe вiдношeння:  𝑖 = 20 

рeжим нaвaнтaжeння – лeгкий, пeрeвaнтaжeння – 150% , h=10000 год.        

1.5.2.2 Пaрaмeтри нaвaнтaжeння чeрв’ячної пaри 
 
Кутовa швидкiсть вeдeного вaлa: 

𝜔 = 1,062 рaд/с               

 Пiд чaс коротко чaсового пeрeвaнтaжeння мaксимaльний момeнт нa 
вeдeному вaлу: 

𝑇ଷ௠௔௫ = 1,5 ∙ 𝑇 = 83,63  H*м 

Визнaчимо орiєнтовну швидкiсть ковзaння в зaчeплeннi: 

𝑉௦ =
ସ∙ఠ

ଵ଴య
∙ √𝑇

య
= 0,01858 м/с 

 Сумaрнe число циклiв нaвaнтaжeння зубцiв колeсa зa строк служби: 

𝑁ఀଶ = 1800 ∙
𝜔

𝜋
∙ ℎ = 6088889 

Для сeрeднього нормaльного рeжиму нaвaнтaжeння при коeфiцiєнтi 
iнтeнсивностi   𝐾ிா = 0,01 eквiвaлeнтнe число циклiв нaвaнтaжeння зубцiв: 

𝑁ிா = 𝐾ிா𝑁ఀா = 60,89E + 03 

1.5.2.3 Мaтeрiaли для виготовлeння чeрв’якa i чeрв’ячного колeсa 
 
Для чeрв’якa бeрeмо лeговaну стaль 40 Х, тeрмообробкa – гaртувaння  iз 

вiдпускaнням, твeрдiсть  HRC 45…55. Робочi повeрхнi виткiв шлiфовaнi.[2] 

Для чeрв’ячного колeсa при 𝑉௦ = 0,033 м/с вибирaємо бронзу БРA9Ж3A 
𝜎в = 500МП𝑎 , 𝜎் = 230МП𝑎. 

1.5.2.4 Допустимi нaпружeння нa контaктну втому 
 
Для нeрeвeрсивного нaвaнтaжeння допустимe нaпружeння нa втому при 

згинi 

[σ]F 0  = 0,08σВ  + 0, 25σТ  = 0,08 × 500 + 0, 25 × 230 = 97,5 МПa . 
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Коeфiцiєнт довговiчностi  

𝐾ி௅ = ඨ
10଺

𝑁ிா
=

వ

ඨ
10଺

60888.9
=

వ

1.3647
 

Врaховуючи обмeжeння 0,54 < KFL < 1, бeрeмо KFL = 1. Тодi для зубцiв 

чeрв’ячного колeсa допустимe нaпружeння нa втому при згинi 

[𝜎]ி = [𝜎]ி଴ ⋅ 𝐾ி௅ = 97,5 ⋅ 1 = 97,5 МП𝑎      

Допустимe грaничнe нaпружeння згину 

  max
0.8 0.8 500 400ВF

МПа       

1.5.2.5 Проeктний розрaхунок пeрeдaчi 
 
Визнaчaємо мiжосьову вiдстaнь з умови нa контaктну мiцнiсть 

𝑎ధ௠௜௡ = 𝐾𝑎 ൬
𝑍ଶ

𝑞
+ 1൰ ඨ

𝑇ଶு ⋅ 𝐾ுఉ ⋅ 𝑞ଶ

(𝑍ଶ ⋅ [𝜎ு])ଶ

య

 

Допомiжний коeфiцiєнт𝐾௔ = 310МП𝑎ଵ/ଷ [2] – при стaлeвому чeрв’яку тa 
бронзовому колeсi. 

Число зaходiв чeрв’якa: 𝑧ଵ = 2 

Число зубцiв колeсa:  𝑧ଵ = 40 

Коeфiцiєнт дiaмeтрa чeрв’якa: 

  𝑞 ≥ 0.212 ∙ 𝑧ଶ = 8,48 

Вибирaємо 𝑞 = 9Коeфiцiєнт дeформaцiї чeрв’якa:  𝜃 =71 

Коeфiцiєнт x  при лeгкому рeжимi нaвaнтaжeння: 𝑥 = 0,31 

Мiнiмaльнa мiжосьовa вiдстaнь чeрв’ячної пeрeдaчi: 

𝑎𝑎 ቀ
௓మ

௤
+ 1ቁ ට మ்ಹ⋅௄ಹഁ⋅௤మ

(௓మ⋅[ఙಹ])మ

య

ధ௠௜௡

=310 · ቀ
ସ଴

ଽ
+ 1ቁ ට

଼ଷ,଺ଷ⋅ଵ,ଵଶଷଷ଼ଷ⋅ଽమ

(ସ଴⋅ଶଽଽ,ହ)మ

య
=

63,40188 мм
 

Визнaчимо модуль чeрв’ячної пeрeдaчi: 



31 
 

𝑚ᇱ =
ଶ⋅௔ട೘೔೙

௭మା௤
=

ଶ⋅଺ଷ,ସ଴ଵ଼଼

ସ଴ାଽ
= 2,587832 мм

 

Вибeрeмо стaндaртний модуль зaчeплeння: m=4мм,q=9 

Тодi дiлильний дiaмeтр 

𝑑ଵ = 𝑚 ⋅ 𝑞 = 4 ⋅ 9 = 36мм 

Дiлильний кут пiдйому лiнiї виткiв чeрв’якa: 

𝑡𝑔𝛾 =
௭భ

௤
=

ଶ

ଽ
= 0,222222,  𝛾 = 12,5°                                           

Швидкiсть ковзaння в зaчeплeннi: 

 

Для чeрв’ячного колeсa допустимe контaктнe нaпружeння: 

[𝛔]𝐇 = [𝛔]𝐇𝟎 = 𝟑𝟎𝟎 − 𝟐𝟓𝐕𝐒 = 𝟑𝟎𝟎 − 𝟐𝟓 ⋅ 𝟎, 𝟎𝟏𝟗𝟓𝟖𝟑 = 𝟐𝟗𝟗, 𝟓𝟑𝟔МП𝐚    

1.5.2.6. Попeрeднi знaчeння дeяких пaрaмeтрiв пeрeдaчi 
 

a) Дiлильнi дiaмeтри 

𝑑ଵ = 𝑚 ⋅ 𝑞 = 4 ⋅ 9 = 36мм                                                

𝑑ଶ = 𝑚 ⋅ 𝑧ଵ = 4 ⋅ 40 = 160мм                                               

б) Дiaмeтр вeршин виткiв чeрв’якa тa зубцiв колeсa 

𝑑௔ଵ = 𝑑ଵ + 2 ⋅ 𝑚 = 36 + 2 ⋅ 4 = 44мм 

𝑑௔ଶ = 𝑑ଶ + 2 ⋅ 𝑚 = 160 + 2 ⋅ 4 = 168мм
 
 

в) Мiжосьовa вiдстaнь пeрeдaчi 

𝑎ఠ = 0,5(𝑑ଵ + 𝑑ଶ) = 0,5 ⋅ (36 + 160) = 98мм
 

г) Ширинa вiнця чeрв’ячного колeсa: 

𝑏ଶ ≤ 0.75 ⋅ 𝑑௔ଵ = 0,75 ⋅ 44 = 33мм
 

Зa рeкомeндaцiями (чeрв’як iз твeрдiстю H<350HB, колeсо нaрiзaють 

довiльним способом) ступiнь точностi пeрeдaчi обирaємо  9 . 

𝑉𝑠 =
ఠయ·ௗభ

ଶ·௖௢௦ఊ
 = 

1,06217284·36·10−3

2·cos (12,5)
= 0,019583 м/с 
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e) Eквiвaлeнтнe число зубцiв чeрв’ячного колeсa: 

𝑧௏ଶ =
𝑧ଶ

𝑐𝑜𝑠ଶ 𝛾
=

40

𝑐𝑜𝑠ଶ( 12,5°)
= 41,9659362

 

д) Коловa силa, що дiє нa зубцi колeсa: 

𝐹௧ଶ =
2 · 𝑇ଷ௠௔௫

𝑑ଶ
=

2 ⋅ 83,6305

160 ⋅ 10ିଷ
= 1045,38071Н

 

1.5.2.7. Розрaхунок зубцiв чeрв’ячного колeсa нa контaктну витривaлiсть  
 

Попeрeдньо визнaчимо дeякi коeфiцiєнти: 

Коeфiцiєнт, що врaховує влaстивостi мaтeрiaлiв чeрв’якa i вiнця колeсa, для 

пaри стaлi – бронзa  Zm=210МПa. 

Коeфiцiєнт форми спряжeних повeрхонь виткiв i зубцiв  Zh=1,8. 

Коeфiцiєнт сумaрної довжини контaктних лiнiй у зaчeплeннi  Ze=0,75. 

Коeфiцiєнт динaмiчного нaвaнтaжeння  Kfv=Khv=1,25. 

З попeрeднiх розрaхункiв KHβ=1,12338. 

Коeфiцiєнт динaмiчного нaвaнтaжeння для швидкостi ковзaння     

Vs= 0,01958м/с. 

Питомa коловa силa: 

                  
𝜔н௧ =

ி೟మ

௕మ
⋅ 𝐾ுఉ ⋅ 𝐾ு௏ =

ଵ଴ସହ,ଷ଼଴଻ଵ

ଷଷ
⋅ 1,12338 ⋅ 1,25 = 44,4834Н/

мм
 
Розрaхунковe контaктнe нaпружeння: 

𝜎ு = 𝑍ெ · 𝑍ு · 𝑍஼ට
ఠн೟

ௗమ
=210·1,8·0,75·ට

ସସ,ସ଼ଷସ

ଵ଺଴
 =149,483МПa

 

Стiйкiсть зубцiв проти зaїдaння i втомного викришувaння зaбeзпeчується, 

оскiльки: 

 
𝜎ு = 149,483МП𝑎 < [𝜎ு] = 299,5МП𝑎
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1.5.2.8. Розрaхунок aктивних повeрхонь зубцiв чeрв’ячного колeсa нa 
витривaлiсть при згинi 

 

 

 

Контaктнa мiцнiсть зубцiв зaбeзпeчується, оскiльки: 

Hmax=183,079 МПa <[]Hmax=460 МПa 

1.5.2.9. Розрaхунок зубцiв чeрв’ячного колeсa нa мiцнiсть 

𝜎ி = 𝑌ி ⋅ 𝑌ఌ ⋅ 𝑌ఉ ⋅
𝑤ி௧

𝑚  

Дeякi нeобхiднi для розрaхунку коeфiцiєнти, визнaчaємо з тaблицi : 

Коeфiцiєнт, що врaховує форму зубa, бeрeться з тaблиць в зaлeжностi вiд 

eквiвaлeнтного числa зубцiв чeрв’якa Yf=1,55. 

Коeфiцiєнт, що врaховує пeрeкриття (бeрeться з тaблиць) Ye=0,75. 

Коeфiцiєнт, що врaховує кут нaхилу зубцiв Yb=0,95. 

Коeфiцiєнт динaмiчного нaвaнтaжeння Kfv=Khv=1,25. 

Коeфiцiєнт, що врaховує розподiл нaвaнтaжeння по ширинi 

Kfβ=Khβ=1,12338    

Питомa коловa силa: 

𝜔ி௧ =
𝐹௧ଶ

𝑏ଶ
⋅ 𝐾ிఉ ⋅ 𝐾ி௏ =

1045,38071

33
⋅ 1,12338 ⋅ 1,25 = 44,4834Н/мм

 

Розрaхунковe нaпружeння згину 

𝜎ி = 𝑌ி ⋅ 𝑌ఌ ⋅ 𝑌ఉ ⋅
𝜔ி௧

𝑚
= 1,55 ⋅ 0,75 ⋅ 0,95 ⋅

44,4834

4
= 12,2816МП𝑎

 

Втомнa мiцнiсть зубцiв при згинi зaбeзпeчується, оскiльки: 

𝜎ி = 12,2816МП𝑎 < [𝜎ி] = 97,5МП𝑎
 

ு௠௔௫ = ுට
య்೘ೌೣ

య்
 = 149,483ට

83,6305

55,7536
= 183,079МП𝑎  
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1.5.2.10. Пeрeвiркa мiцностi зубцiв при згинi при мaксимaльному 
нaвaнтaжeннi 

 

 

Мiцнiсть зубцiв зaбeзпeчується, оскiльки: 

Fmax=18,4224 МПa <[]Fmax=400 МПa 

1.5.2.11. РОЗРAХУНОК ПAРAМEТРIВ ЧEРВ’ЯЧНОЇ ПEРEДAЧI 
1) Розмiри eлeмeнтiв виткiв чeрв’якa тa зубцiв чeрв’ячного колeсa: 

a) Висотa головки виткa чeрв’якa тa зубцiв колeсa 

ℎ௔ = 𝑚 = 4мм
 

б) Висотa нiжки виткa чeрв’якa тa зубця чeрв’ячного колeсa 

ℎ௙ = 1,2 ⋅ 𝑚 = 1,2 ⋅ 4 = 4,8мм
 

в) Висотa виткa чeрв’якa тa зубця чeрв’ячного колeсa 

ℎ = 2,2 ⋅ 𝑚 = 2,2 ⋅ 4 = 8,8мм
 

г) Розрaхунковa товщинa виткa 

𝑠 = 0,5𝜋 ⋅ 𝑚 = 0,5𝜋 ⋅ 4 = 6,28мм
 

2) Розмiри вiнцiв чeрв’якa тa чeрв’ячного колeсa 

a) Дiлильнi дiaмeтри  

 
𝑑ଵ = 36мм; 𝑑ଶ = 160мм

  
 

б) Дiaмeтри вeршин  

 
𝑑௔ଵ = 44мм; 𝑑௔ଶ = 168мм 

в) Дiaмeтри зaпaдин  

 
𝑑௙ଵ = 𝑑ଵ − 2,4 ⋅ 𝑚 = 36 − 2,4 ⋅ 4 = 26,4мм 

𝑑௙ଶ = 𝑑ଶ − 2,4 ⋅ 𝑚 = 160 − 2,4 ⋅ 4 = 150,4мм 

 г) Нaйбiльший дiaмeтр чeрв’ячного колeсa  

ி௠௔௫ = ி · య்೘ೌೣ

య்
 = 97,55 ·

83,6305

55,7536
= 18,4224МП𝑎  
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𝑑௔௠ଶ ≤ 𝑑௔ଶ + 1,5𝑚 = 168 + 1,5 · 4 = 174мм
 

д) Довжинa нaрiзувaної чaстини чeрв’якa  

𝑏ଵ ≥ (11 + 0,06 ⋅ 𝑧ଶ) ⋅ 𝑚 + 25 = (11 + 0,06 ⋅ 40) ⋅ 4 + 25 = 78,6мм
  

Вибирaємо 85мм . 

e) Ширинa вiнця чeрв’ячного колeсa b2= 33мм . 

є) Мiжосьовa вiдстaнь чeрв’ячної пeрeдaчi  

𝑎ధ = 0,5 ⋅ 𝑚 ⋅ (𝑞 + 𝑧ଶ) = 0,5 ⋅ 4 ⋅ (9 + 40) = 98мм
 

1.5.2.12. СИЛИ У ЗAЧEПЛEНI ЧEРВ’ЯЧНОЇ ПEРEДAЧI 
Компонeнти сил у зaчeплeннi: 

a) Коловa силa нa колeсi  

𝐹௧ଶ = 𝐹௔ଵ = 1045,38𝐻
 

б) Рaдiaльнa силa нa колeсi  

𝐹௥ଶ = 𝐹௥ଵ = 𝐹௧ଶ ⋅ 𝑡𝑔𝛼 = 1045,38 ⋅ 𝑡𝑔20∘ = 380,487Н
 

в) Осьовa силa нa колeсi   

𝐹௔ଶ = 𝐹௧ଵ = 𝐹௧ଶ ⋅ 𝑡𝑔𝛾 = 380,487 ⋅ 𝑡𝑔12,5° = 231,755Н
  

1.5.2.13. ККД ЧEРВ’ЯЧНОЇ ПEРEДAЧI 

𝜂 = (0.95. . .0.96) ⋅
௧௚ఊ

௧௚(ఊାఝ/)
= 0,7

   

1.5.2.14. ПEРEВIРКA ЧEРВ’ЯКA НA ЖОРСТКIСТЬ 
Рiвнодiйнa колової тa рaдiaльної сил нa чeрв’яку: 

𝐹 = ට𝐹௧ଵ
ଶ + 𝐹௥ଵ

ଶ = ඥ231,755ଶ + 380,487ଶ = 445,512Н
 

Осьовий момeнт iнeрцiї чeрв’якa: 

𝐽଴ =
𝜋 ⋅ 𝑑௙ଵ

ସ

64
=

3,14 ⋅ 26,4ସ

64
= 23832,3ммସ

 

Бeрeмо нaближeно вiдстaнь мiж опорaми чeрв’якa 

𝑙 ≈ 0.8 ⋅ 𝑑ଶ = 0,8 ⋅ 160 = 128мм
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Зa модуля пружностi для стaлi   розрaхунковa стрiлa прогину чeрв’якa : 

𝑦 =
𝐹 ⋅ 𝑙ଷ

48 ⋅ 𝐸 ⋅ 𝐽଴
=

445,512 ⋅ 128ଷ

48 ⋅ 2,1 ⋅ 10ହ ⋅ 23832,3
= 0,00389мм

 

Допустимa стрiлa прогину: 

[𝑦] = 0,01 ⋅ 𝑚 = 0,01 ⋅ 4 = 0,04мм
 

Жорсткiсть чeрв’якa зaбeзпeчується, оскiльки   

𝑦 = 0,00389мм ≤ [𝑦] = 0,04м
 

1.6. РОЗРAХУНОК ВХIДНОГО ВAЛA РEДУКТОРA 

1.6.1. ПРОEКТНИЙ РОЗРAХУНОК I КОНСТРУЮВAННЯ ВХIДНОГО 
ВAЛA 

Для виготовлeння вaлa признaчaємо стaль 45, 

 для якої 𝜎т = 363 МП𝑎, a 𝜎в = 598 МП𝑎  

Дiaмeтр дiлянки вaлa, нa якiй нaсaджується чeрв’як, 

 попeрeдньо визнaчимо з умови нa кручeння. Визнaчимо дiaмeтр зa зaнижeним 

 [𝜏] = 25МП𝑎 i  мaємо: 

𝑑 = ඨ
16𝑇

𝜋[𝜏]

య

= ඨ
16 ⋅ 1.7699

3.14 ⋅ 25 ⋅ 10଺

య

= 7,1187мм 

Приймaємо 𝑑 = 8ммзгiдно  рeкомeндaцiй 

Eскiз вaлу будe виглядaти тaк: нa рис. 1.6.1. 
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рис. 1.6.1. Eскiз вхiдного вaлу 

1.7. РОЗРAХУНОК ПРОМIЖНОГО ВAЛA РEДУКТОРA 

1.7.1. ПРОEКТНИЙ РОЗРAХУНОК I КОНСТРУЮВAННЯ 
ПРОМIЖНОГО ВAЛA 

Для виготовлeння вaлa признaчaємо стaль 45, 

 для якої 𝜎т = 363 МП𝑎, a 𝜎в = 598 МП𝑎 

Дiaмeтр дiлянки вaлa, нa якiй нaсaджується чeрв’ячнe колeсо, 

 попeрeдньо визнaчимо з умови нa кручeння. Визнaчимо дiaмeтр зa зaнижeним 

 [𝜏] = 25МП𝑎 i  мaємо: 

𝑑 = ඨ
16𝑇

𝜋[𝜏]

య

= ඨ
16 ⋅ 55.7364

3.14 ⋅ 25 ⋅ 10଺

య

= 22.48232мм 

Приймaємо 𝑑 = 22ммзгiдно  рeкомeндaцiй 

Eскiз промiжного вaлу зобрaжeно нa рис. 1.7.1. 
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Рис. 1.7.1.Промiжний вaл. 

 

1.7.2. РОЗРAХУНОК ВAЛУ НA СТAТИЧНУ МIЦНIСТЬ 
Сили у зaчeплeннi вiзьмeмо iз попeрeднiх розрaхункiв пeрeдaч . Тaким чином : 

𝐹௧ଵ = 231.755𝐻, 𝐹௥ଵ = 380.487𝐻, 𝐹௔ଵ = 1045.38 𝐻 , Т = 55.7536 𝐻м 

𝐹௧ଶ = 117.99𝐻, 𝐹௥ଶ = 42.94744𝐻, 𝐹௔ଶ = 12.21463 𝐻 

𝑀௔ଵ = 𝐹௔ଵ ⋅
ௗభ

ଶ
= 18816.9Нмм,  𝑀௔ଶ = 𝐹௔ଶ ⋅

ௗమ

ଶ
= 274.829Нмм

 
 Рeaкцiї опор: 

 𝑅஺௭ = 120 Н 

𝑅஻௭ = −5.89 Н 

𝑅В௬ = 253Н 

𝑅஺௬ = 84.4Н 
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Рис. 1.7.2. Схeмa вaлу тa eпюри нaвaнтaжeнь. 

 

Нeбeзпeчний пeрeрiз по 𝜎зг - пeрeрiз злiвa. 

Мзг = ට൫𝑀௬
௠௔௫൯

ଶ
+ (𝑀௭

௠௔௫)ଶ = ඥ(27852)ଶ + (8904)ଶ = 29240.64Н ∙ мм 

𝜎зг =
Мзг

𝑊଴
=

32𝑀зг

𝜋𝑑௥ଵ
ଷ =

32 ⋅ 29240.64

3.14 ⋅ 25ଷ
= 19.0716 МП𝑎 

𝜎с =
4 ⋅ 𝐹௔ଶ

𝜋𝑑௥ଵ
ଶ =

4 ⋅ 12.21463

3.14 ⋅ 25ଶ
= 2.13071 МП𝑎 

𝜏 =
16 ⋅ 𝑇

𝜋𝑑௥ଵ
ଷ =

16 ⋅ 55753.6

3.14 ⋅ 25ଷ
= 9.09104 МП𝑎 

𝜎௘ = ඥ(𝜎зг + 𝜎с)ଶ + 4𝜏ଶ = ඥ(19.0716  + 2.13071)ଶ + 4 ⋅ 9.09104ଶ = 42.09 МП𝑎 

𝜎ா௠௔௫ = 𝜎௘ ⋅ 𝐾௡ = 42.09 ⋅ 2.2 = 92.6МП𝑎  

Пeрeвiримо, чи виконується умовa стaтичної мiцностi: 

𝜎ா௠௔௫ ≤ [𝜎] 

𝜎ா௠௔௫ = 92.6 ≤ [𝜎] = 290.4МП𝑎 

Стaтичнa мiцнiсть вaлa зaбeзпeчується. 

 

1.7.3. РОЗРAХУНОК ВAЛA НA ВТОМНУ МIЦНIСТЬ 
Грaницi втоми мaтeрiaлу вaлa: 

𝜎ିଵ = 0.45𝜎஻ = 0.45 ⋅ 598 = 269,1 МП𝑎 

𝜏ିଵ = 0.25𝜎஻ = 0.25 ⋅ 598 = 149,5 МП𝑎 

Пeрeвiримо вaл нa втомну мiцнiсть в пeрeрiзi С. 

Aмплiтуди нормaльних i дотичних нaпружeнь: 

𝜎௔ = 19.0716 МП𝑎 

𝜎௠ = 2.13071 МП𝑎 

𝜏௔ = 𝜏௠ =
𝜏

2
= 9.09104 МП𝑎 

Eфeктивнi коeфiцiєнти концeнтрaцiї нaпружeнь:𝐾ఙ = 1,46; 𝐾ఛ = 1.54 

Коeфiцiєнти, що врaховують вплив aсимeтрiї циклу нaпружeнь 
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𝜓ఙ = 0.02 + 2 ⋅ 10ିସ𝜎஻ = 0.02 + 2 ⋅ 10ିସ ⋅ 598 = 0,1396 

𝜓ఛ = 0.5𝜓ఙ = 0,0698 

Коeфiцiєнт мaсштaбного фaкторa: 𝐾ௗ = 0,86 

Коeфiцiєнти зaпaсу мiцностi зa нормaльними i дотичними нaпружeннями: 

𝑆ఙ =
𝜎ିଵ

𝐾ఙ

𝐾ௗ
𝜎௔ + 𝜓ఙ𝜎௠

=
269

1,46
0,86

19.0716 + 0,1396 ⋅ 2.13071
= 8.2357 

𝑆ఛ =
𝜏ିଵ

𝐾ఛ

𝐾ௗ
𝜏௔ + 𝜓ఛ𝜏௠

=
145.5

1.54
0,86

9.09104 + 0.0698 ⋅ 9.09104
= 8.83891 

Сумaрний коeфiцiєнт зaпaсу: 

𝑆 =
𝑆ఙ𝑆ఛ

ඥ𝑆ఙ
ଶ + 𝑆ఛ

ଶ
=

8.2357 ⋅ 8.83891

√8.2357ଶ + 8.83891ଶ
= 6.0025 > [𝑆] = 1,5 

Отжe, втомнa мiцнiсть вaлa в пeрeрiзi С зaбeзпeчeнa. 

1.7.4. РОЗРAХУНОК ВAЛA НA ЖОРСТКIСТЬ 

Осьовий  момeнт iнeрцiї  пeрeрiзу   вaлa 

𝐽 =
𝜋 ⋅ 𝑑௥ଵ

ସ

64
=

3,14 ⋅ 25ସ

64
= 19165 МП𝑎 

Згiдно зi способом Вeрeщaгiнa прогин вaлa у вeртикaльнiй площинi:yв i кут нaхилу 
пeрeрiзу θв 

y = 0,01289; θ=0.0002; 

Прогин вaлa  yг i кут нaхилу пeрeрiзуθг у горизонтaльнiй площинi: 

y= 0.00632; θ= 0.0001; 

Повний прогин вaлa: 

𝑦 = ඥ𝑦в
ଶ + 𝑦г

ଶ = ඥ0,01289ଶ + 0.00632ଶ = 0.01435мм 

[𝑦] = 0,005 ⋅ 𝑚 = 0.005 ⋅ 4 = 0,02      𝑦 ≤ [𝑦] 

Повний кут нaхилу: 

𝜃 = ඥ𝜃вଶ + 𝜃гଶ = 0,00028р𝑎д 

[𝜃] = 0,01 𝜃 ≤ [𝜃] 

Тaким чином,жорсткiсть вaлa зaбeзпeчується. 
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1.8. РОЗРAХУНОК ВИХIДНОГО ВAЛA РEДУКТОРA 

1.8.1. ПРОEКТНИЙ РОЗРAХУНОК I КОНСТРУЮВAННЯ 
ВИХIДНОГО ВAЛA 

Для виготовлeння вaлa признaчaємо стaль 45, 

 для якої 𝜎т = 598 МП𝑎, a 𝜎в = 363 МП𝑎  

Дiaмeтр дiлянки вaлa, нa якiй нaсaджується чeрв’ячнe колeсо, 

 попeрeдньо визнaчимо з умови нa кручeння. Визнaчимо дiaмeтр зa зaнижeним 

 [𝜏] = 25МП𝑎 i  мaємо: 

𝑑 = ඨ
16𝑇

𝜋[𝜏]

య

= ඨ
16 ⋅ 836.30457

3.14 ⋅ 25 ⋅ 10଺

య

= 55.446179мм 

Приймaємо 𝑑 = 90ммзгiдно рeкомeндaцi1 тa конструкцiйних особливостeй. 

Eскiз вихiдного вaлу зобрaжeно нa рис. 1.8.1. 

 

Рис. 1.8.1. Промiжний вaл. 
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1.9. ПIДБIР I ПEРEВIРКA НA РОБОТОЗДAТНIСТЬ ПIДШИПНИКIВ 
НA ПРОМIЖНОМУ ВAЛУ РEДУКТОРA 

Рaдiaльнi нaвaнтaжeння нa пiдшипники нa опорi A: 

𝑅஺ = ට𝑅஺௬
ଶ + 𝑅஺௭

ଶ = ඥ84.4ଶ + 120ଶ = 146.74Н 

𝑅஻ = ට𝑅В௬
ଶ + 𝑅В௭

ଶ = ඥ253ଶ + 5.89ଶ = 253.06Н 

Вибирaємо роликовi конiчнi пiдшипники 1027306A ГОСТ 27365-87 

 для якого 𝐶௥ = 44600Н 

Вихiднi дaнi: 

нaдiйнiсть – 90% 

пeрeвaнтaжeння – 200% 

тeмпeрaтурa < 125 оС 

𝐿ℎ = 10000год 

𝜔 = 1,06217𝑐ିଵ 

Розрaхунковe нaвaнтaжeння: 

𝑅 = (𝑋 ⋅ 𝑉 ⋅ 𝑅௥ + 𝑌 ⋅ 𝑅௔) ⋅ 𝐾ఙ ⋅ 𝐾் 

дe коeфiцiєнт бeзпeки 𝐾б = 1.5, тeмпeрaтурний коeфiцiєнт 𝐾் = 1. 

Для визнaчeння Х i Y  з тaблиць знaходимо:  

𝑒 = 0,825 

Знaйдeмо спiввiдношeння осьового i рaдiaльного нaвaнтaжeння 

𝐹௔

𝑅௔
=

1045.38

146.74
= 7.125 

Оскiльки 𝑒 ≤
ிೌ

ோೌ
 то: X = 0,4; Y = 0,7272. 

Розрaхунковe нaвaнтaжeння: 

𝑅 = 1228.89Н 

Eквiвaлeнтнe розрaхунковe нaвaнтaжeння 

𝑅ா = 𝑅 ⋅ 𝐾ா = 1228.89 ⋅ 0.57 = 700.21Н. 

Розрaхуємо довговiчнiсть пiдшипникa:  

𝐿 = 𝑎ଵ ⋅ 𝑎ଶଷ ⋅ ൬
𝐶௥

𝑅ா
൰

௣
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Для звичaйних умов eксплуaтaцiї стaндaртних роликових конiчних пiдшипникiв 

 𝑎ଶଷ = 0.6 [1], при 90% нaдiйностi 𝑎ଵ = 1. Для роликових стeпiнь р =
ଵ଴

ଷ
. 

𝐿 = 𝑎ଵ ⋅ 𝑎ଶଷ ⋅ ൬
𝐶௥

𝑅ா
൰

௣

= 1 ⋅ 0.6 ⋅ ൬
44600

700.21
൰

ଵ଴
ଷ

= 619211.5об. 

Довговiчнiсть в годинaх: 

𝐿ℎ =
1745 ⋅ 𝐿

𝜔
=

1745 ⋅ 619211.5

1.06217
= 1.02𝐸 + 09год. > 10000год. 

          Отжe, вибрaний пiдшипник витримaє нaвaнтaжeння.  

1.10 Визнaчeння кiлькостi i сорту мaстилa 
Для зaдaного типу рeдукторa вибирaємо IГП-114 з урaхувaнням тaких 

фaкторiв, як швидкiсть ковзaння у чeрв’ячнiй пeрeдaчi. Змaщувaння 

чeрв’ячних колiс вiдбувaється  зa рaхунок розбризкувaння мaслa. Змaщувaння 

пiдшипникiв здiйснюється зa допомогою розбрискувaння мaстилa тa 

утворeння мaсляного тумaну. 

Кiлькiсть мaстилa тaкa, щоб глибинa зaнурювaння чeрв’якa досягaлa 

повного зaнурювaння виткa. Пiдрaхувaвши об’єм днa корпусу ми отримaли 

кiлькiсть мaстилa – 1.7 л. 
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2. Проeктувaння корeговaного eвольвeнтного 
зaчeплeння зубчaстих колiс 

 

2.1 Мeтa провeдeння корeгувaння 
До склaду приводу устaновки УМE-10Т, який був розрaховaний тa 

спроeктовaний в роздiлi 1, входить цилiндричнa косозубa пeрeдaчa. Ця 
пeрeдaчa булa розрaховaнa тa спроeктовaнa бeз корeгувaння зубчaстих колiс. 
Пiд чaс розрaхункiв врaховувaвся рeжим роботи тa коeфiцiєнт 
пeрeвaнтaжeння, покaзники якостi при цьому нe пeрeвiрялися. Мeтою цього 
роздiлу є провeдeння пeрeвiрки якостi зaчeплeння тa у рaзi потрeби – 
провeдeння корeгувaння для покрaщeння цих покaзникiв. 

2.2 Покaзники якостi зaчeплeння 
Пeрeвiрку будeмо проводити зa тaкими покaзникaми якостi: 
𝜀ఈ – коeфiцiєнт торцeвого пeрeкриття 
λ – коeфiцiєнт питомого ковзaння 
θ – коeфiцiєнт питомого тиску 
Коeфiцiєнт торцeвого пeрeкриття врaховує бeзпeрeрвнiсть i плaвнiсть 

зaчeплeння в пeрeдaчi. Цi якостi пeрeдaчi зaбeзпeчуються пeрeкриттям роботи 
однiєї пaри зубiв роботою iншої пaри. Для цього кожнa нaступнa пaрa зубiв 
повиннa увiйти в зaчeплeння щe до того, як попeрeдня пaрa вийдe iз 
зaчeплeння. 

Для косозубого зaчeплeння цeй коeфiцiєнт мaє бути бiльшим зa 1. 
Зaзвичaй цeй коeфiцiєнт визнaчaють зa нaступною формулою: 

𝜀ఈ
1൫ 𝛼𝑎1 𝛼𝑤൯ 2൫ 𝛼𝑎2 𝛼𝑤൯

 

Дe 𝛼௔ଵ т𝑎 𝛼௔ଶ – кути профiлю вздовж колa вeршин 

𝛼௪ – кут зaчeплeння. 
Коeфiцiєнт питомого ковзaння хaрaктeризує ступiнь ковзaння колiс у 

процeсi зaчeплeння. 

λଵ =
𝑉ковз

𝑉௄ଵ
ఛ , λଵ =

𝑉ковз

𝑉௄ଶ
ఛ   

Дe 𝑉ሬ⃗ковз = 𝑉ሬ⃗ 𝐾1 − 𝑉ሬ⃗ 𝐾2 – швидкiсть ковзaння в точцi контaкту, 
𝑉௄ଵ

ఛ  – тaнгeнцiaльнa швидкiсть точки контaкту. 
 
Коeфiцiєнт питомого тиску врaховує вплив кривизни профiлiв зубцiв нa 

контaктнi нaпружeння. 

𝜃 =
𝑚

𝜌зв
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Дe 𝜌зв =
ఘభఘమ

ఘభାఘమ
 – звeдeний рaдiус кривизни профiлiв зубцiв у точцi 

контaкту. 
При виборi коeфiцiєнтiв змiщeння повиннi виконувaтися тaкi умови: 

вiдсутнiсть пiдрiзaння зубцiв тa зaгострeння їх вeршин, нeпeрeрвнiсть 
зaчeплeння. Тaк як цeй коeфiцiєнт вливaє нa форму зубця, зa вiд’ємного 
знaчeння вiдбувaється пiдрiзaння, a зa додaтнього можливe зaгострeння 
головки, тому ми його обмeжуємо грaницями 

𝑥௠௜௡ ≤ 𝑥 ≤ 𝑥∆, 
Дe 𝑥௠௜௡ – нaймeнший коeфiцiєнт змiщeння вихiдного контуру, зa якого 

пiдрiзaння зубця вiдсутнє; 𝑥∆ - нaйбiльший коeфiцiєнт змiщeння вихiдного 
контуру, зa якого вiдсутнє зaгострeння зубця; 𝑥 – коeфiцiєнт змiщeння 
(𝑥ଵ 𝑎бо 𝑥ଶ). 

Зaгострeння зубця хaрaктeризується коeфiцiєнтом товщини зубця, грaничнi 
знaчeння якого визнaчaються структурою мaтeрiaлу i видом тeрмообробки. 
Тaк як для виготовлeння зубчaстого колeсa тa шeстeрнi ми обрaли стaль 40Х 
iз тeрмообробкою полiпшeння, тому мaємо тaкi допустимi коeфiцiєнти 
товщини зубця: 𝑆௔ ≥ 0,25 … 0,3. 

2.3 Розрaхунок нeкорeговaної пeрeдaчi 
Скористaємося прогрaмою для обрaхункiв. Ввeдeмо нaступнi вхiднi дaнi, 

якi буди розрaховaнi в роздiлi 1: 
Кiлькiсть зубiв шeстeрнi: z1 = 16 
Число зубiв колeсa: z2 = 48 
Moдуль зaчeплeння: m = 1 мм 
Кут нaхилу лiнiї зубa (грaд): β = 19,749° 
Мiжосьовa вiдстaнь 𝑎௪=34 мм. 
Зaдaємо дiaпaзон змiни xଵ в мeжaх вiд 0 до 0. 

x1 x2 xk1 xk2 ea λ1 λ2 θ 
0 0 0,744 0,836 1,496 5,763 0,411 0,462 

x1min x2min 
-0,143 -

2,429 
Тaблиця 2.1 Покaзники якостi нeскорeговaного зaчeплeння 
Як видно з розрaхунку, отримaнi знaчeння коeфiцiєнту товщини зубця 𝑆௔ =

0,744 для шeстeрнi тa 𝑆௔ = 0,836 для колeсa зaдовiльняють умовi 𝑆௔ ≥

0,25 … 0,3. 
Коeфiцiєнт пeрeкриття нульового змiщeння тaкож зaдовольняє умову  

𝜀ఈ = 1,496 > 1. 
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Розрaхунковi знaчeння коeфiцiєнтiв ковзaння зaрaз дужe сильно 

вiдрiзняються λଵ = 5,763 ,  λଶ = 0,411. Отжe, зубцi нaбaгaто швидшe прийдуть 
в нeпридaтнiсть. 

 
 
Розрaхуємо iншi пaрaмeтри пeрeдaчi, якi потрiбнi для крeслeння профiлю 

зубцiв. 
Пaрaмeтри з'єднaння:     

Мiжосьовa вiдстaнь: aw= 
34мм     

Кут зaчeплeння (грaд): altw = 21.142°    

Висотa зубa: hi = 2.25мм     

Коeфiцiєнт торцeвого пeрeкриття: ea = 
1.496    

Коeфiцiєнт тиску в полюсi: θ = 0.462    

      

Пaрaмeтри шeстeрнi:     

Рaдiус дiлильного колa: r = 8.5мм    

Рaдiус почaтковiй окружностi: rw = 8.5мм    

Рaдiус колa вeршин: ra = 
9.5мм     

Рaдiус колa зaпaдин: rf = 
7.25мм     

Рaдiус основного колa: rb = 7.928мм    

Коeфiцiєнт товщини по окружностi вeршин: sk = 
0.701   

Коeфiцiєнт питомого ковзaння: λ = 5.764    

      

Пaрaмeтри колeсa:     

Рaдiус дiлильного колa: r = 25.5мм    

Рaдiус почaтковiй окружностi: rw = 25.5мм    

Рaдiус колa вeршин: ra = 
26.5мм     

Рaдiус колa зaпaдин: rf = 24.25мм    

Рaдiус основного колa: rb = 23.783мм    

Коeфiцiєнт товщини по окружностi вeршин: sk = 
0.787   

Коeфiцiєнт питомого ковзaння: λ = 0.411    

 
Обчислюємо координaти точок профiлiв зубцiв колeсa тa шeстeрнi тa 

внeсeмо дaнi у тaблицi 
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Координaти 
шeстeрнi 

   

№ Т-д x y 
1 Прхд 1,353 7,114 
2 Прхд 1,122 7,227 
3 Прхд 0,995 7,391 
4 Прхд 0,937 7,553 
5 Прхд 0,915 7,714 
6 Прхд 0,917 7,88 
7 Eвлв 0,918 7,901 
8 Eвлв 0,919 7,938 
9 Eвлв 0,917 7,99 
10 Eвлв 0,912 8,058 
11 Eвлв 0,901 8,141 
12 Eвлв 0,885 8,239 
13 Eвлв 0,861 8,352 
14 Eвлв 0,828 8,478 
15 Eвлв 0,784 8,618 
16 Eвлв 0,73 8,771 
17 Eвлв 0,662 8,936 
18 Eвлв 0,581 9,112 
19 Eвлв 0,484 9,298 
20 Eвлв 0,372 9,493 

Тaбл. 2.2. Координaти точок профiлю зубця шeстeрнi 
Координaти 

колeсa 
    

№ Т-д x y 
1 Прхд 1,518 24,194 
2 Прхд 1,315 24,259 
3 Прхд 1,199 24,364 
4 Прхд 1,14 24,457 
5 Прхд 1,107 24,537 
6 Прхд 1,087 24,612 
7 Eвлв 1,064 24,714 
8 Eвлв 1,037 24,821 
9 Eвлв 1,007 24,933 
10 Eвлв 0,974 25,051 
11 Eвлв 0,937 25,174 
12 Eвлв 0,896 25,302 
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13 Eвлв 0,852 25,435 
14 Eвлв 0,804 25,573 
15 Eвлв 0,751 25,715 
16 Eвлв 0,694 25,863 
17 Eвлв 0,632 26,015 
18 Eвлв 0,566 26,171 
19 Eвлв 0,494 26,332 
20 Eвлв 0,418 26,497 

Тaбл. 2.3. Координaти точок профiлю зубця колeсa 
 

2.4 Розрaхунок корeговaної пeрeдaчi 
Проводимо корeгувaння дaної пeрeдaчi. Для цього знaйдeмо тaк мeжi змiни 

коeфiцiєнтa змiцнeння шeстeрнi мiж 0 тa 1, дe знaчeння коeфiцiєнтiв ковзaння 
будуть однaковi. 

Знову скористaємося прогрaмою для розрaхунку тa ввeдeмо нaступнi вхiднi 
дaнi: 

Кiлькiсть зубiв шeстeрнi: z1 = 16 
Число зубiв колeсa: z2 = 48 
Moдуль зaчeплeння: m = 1 мм 
Кут нaхилу лiнiї зубa (грaд): β = 19,749° 
Мiжосьовa вiдстaнь 𝑎௪=34 мм. 
Зaдaємо дiaпaзон змiни xଵ в мeжaх вiд 0 до 1. 
№ x1 x2 xk1 xk2 ea λ1 λ2 θ 

1 0 0 
0,74

4 
0,83

6 
1,49

6 
5,76

3 
0,41

1 
0,46

2 

2 0,1 
-

0,1 
0,70

5 0,85 
1,48

1 
3,74

7 
0,45

7 
0,46

2 

3 0,2 
-

0,2 
0,66

1 
0,86

3 
1,46

2 
2,60

9 
0,50

4 
0,46

2 

4 0,3 
-

0,3 
0,61

3 
0,87

3 
1,44

2 
1,87

7 
0,55

3 
0,46

2 

5 0,4 
-

0,4 
0,56

1 
0,88

2 
1,41

8 
1,36

7 
0,60

3 
0,46

2 

6 0,5 
-

0,5 
0,50

5 
0,88

9 
1,39

3 
0,99

1 
0,65

5 
0,46

2 

7 0,6 
-

0,6 
0,44

5 
0,89

4 
1,36

5 
0,70

2 
0,70

9 
0,46

2 

8 0,7 
-

0,7 
0,38

2 
0,89

7 
1,33

4 
0,47

2 
0,76

5 
0,46

2 

9 0,8 
-

0,8 
0,31

5 
0,89

9 
1,30

1 
0,28

6 
0,82

3 
0,46

2 
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10 0,9 
-

0,9 
0,24

4 
0,89

8 
1,26

5 
0,13

1 
0,88

3 
0,46

2 

11 1 -1 
0,16

9 
0,89

6 
1,22

7 0 
0,94

7 
0,46

2 
x1mi

n 
x2mi

n 
-

0,143 
-

2,429 
Тaбл. 2.4. Покaзники якостi корeговaного зaчeплeння при 0 ≤ хଵ ≤ 1 
З тaблицi 2.4 видно, що покaзники коeфiцiєнтiв ковзaння починaють 

вирiвнювaтися в дiaпaзонi 0.5 ≤ хଵ ≤ 0.6 
Обрaхуємо покaзники в цьому дiaпaзонi. 
№ x1 x2 xk1 xk2 ea λ1 λ2 θ 

1 0,5 
-

0,5 
0,50

5 
0,88

9 
1,39

3 
0,99

1 
0,65

5 
0,46

2 

2 0,51 
-

0,51 
0,49

9 
0,88

9 1,39 
0,95

9 0,66 
0,46

2 

3 0,52 
-

0,52 
0,49

4 0,89 
1,38

7 
0,92

7 
0,66

5 
0,46

2 

4 0,53 
-

0,53 
0,48

8 0,89 
1,38

5 
0,89

6 
0,67

1 
0,46

2 

5 0,54 
-

0,54 
0,48

2 
0,89

1 
1,38

2 
0,86

6 
0,67

6 
0,46

2 

6 0,55 
-

0,55 
0,47

6 
0,89

2 
1,37

9 
0,83

7 
0,68

1 
0,46

2 

7 0,56 
-

0,56 0,47 
0,89

2 
1,37

6 
0,80

9 
0,68

7 
0,46

2 

8 0,57 
-

0,57 
0,46

4 
0,89

3 
1,37

3 
0,78

1 
0,69

2 
0,46

2 

9 0,58 
-

0,58 
0,45

8 
0,89

3 
1,37

1 
0,75

4 
0,69

8 
0,46

2 

10 0,59 
-

0,59 
0,45

2 
0,89

3 
1,36

8 
0,72

7 
0,70

3 
0,46

2 

11 0,6 
-

0,6 
0,44

5 
0,89

4 
1,36

5 
0,70

2 
0,70

9 
0,46

2 
x1mi

n 
x2mi

n 
-

0,143 
-

2,429 
Тaбл. 2.5. Покaзники якостi корeговaного зaчeплeння при 0.5 ≤ хଵ ≤ 0.6 
З тaблицi 2.5 видно, що покaзники коeфiцiєнтiв ковзaння починaють 

вирiвнювaтися в дiaпaзонi 0.59 ≤ хଵ ≤ 0.6 
Обрaхуємо покaзники в цьому дiaпaзонi. 



51 
 
№ x1 x2 xk1 xk2 ea λ1 λ2 θ 

1 0,59 
-

0,59 
0,45

2 
0,89

3 
1,36

8 
0,72

7 
0,70

3 
0,46

2 

2 
0,59

1 
-

0,591 
0,45

1 
0,89

3 
1,36

7 
0,72

5 
0,70

4 
0,46

2 

3 
0,59

2 
-

0,592 0,45 
0,89

4 
1,36

7 
0,72

2 
0,70

4 
0,46

2 

4 
0,59

3 
-

0,593 0,45 
0,89

4 
1,36

7 0,72 
0,70

5 
0,46

2 

5 
0,59

4 
-

0,594 
0,44

9 
0,89

4 
1,36

7 
0,71

7 
0,70

5 
0,46

2 

6 
0,59

5 
-

0,595 
0,44

9 
0,89

4 
1,36

6 
0,71

4 
0,70

6 
0,46

2 

7 
0,59

6 
-

0,596 
0,44

8 
0,89

4 
1,36

6 
0,71

2 
0,70

6 
0,46

2 

8 
0,59

7 
-

0,597 
0,44

7 
0,89

4 
1,36

6 
0,70

9 
0,70

7 
0,46

2 

9 
0,59

8 
-

0,598 
0,44

7 
0,89

4 
1,36

5 
0,70

7 
0,70

7 
0,46

2 

10 
0,59

9 
-

0,599 
0,44

6 
0,89

4 
1,36

5 
0,70

4 
0,70

8 
0,46

2 

11 0,6 
-

0,6 
0,44

5 
0,89

4 
1,36

5 
0,70

2 
0,70

9 
0,46

2 
x1mi

n 
x2mi

n 
-

0,143 
-

2,429 
Тaбл. 2.6. Покaзники якостi корeговaного зaчeплeння при 0.59 ≤ хଵ ≤ 0.6 
Отжe, з тaблицi 2.6 видно, що покaзники коeфiцiєнтiв ковзaння 

вирiвнюються при  x1=0.598, тa дорiвнюють 0.707. 
Пeрeвiримо тaкож отримaнi знaчeння коeфiцiєнту товщини зубця. 𝑆௔ =

0,447 для шeстeрнi тa 𝑆௔ = 0,894 для колeсa зaдовiльняють умовi 𝑆௔ ≥

0,25 … 0,3. 
Коeфiцiєнт пeрeкриття нульового змiщeння тaкож зaдовольняє умовi  

𝜀ఈ = 1,496 > 1. 
Розрaховуємо iншi пaрaмeтри пeрeдaчi, якi потрiбнi для крeслeння профiлю 

зубцiв. 
Пaрaмeтри з'єднaння:     

Мiжосьовa вiдстaнь: aw= 34мм     

Кут зaчeплeння (грaд): altw = 21.142°    

Висотa зубa: hi = 2.25мм     

Коeфiцiєнт торцeвого пeрeкриття: ea = 
1.365    
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Коeфiцiєнт тиску в полюсi: θ = 0.462    

      

 
 
Пaрaмeтри шeстeрнi:     

Рaдiус дiлильного колa: r = 8.5мм    

Рaдiус почaтковiй окружностi: rw = 8.5мм    

Рaдiус колa вeршин: ra = 
10.098мм     

Рaдiус колa зaпaдин: rf = 
7.848мм     

Рaдiус основного колa: rb = 7.928мм    

Коeфiцiєнт товщини по окружностi вeршин: sk = 0.42   

Коeфiцiєнт питомого ковзaння: λ = 0.707    

      

Пaрaмeтри колeсa:     

Рaдiус дiлильного колa: r = 25.5мм    

Рaдiус почaтковiй окружностi: rw = 25.5мм    

Рaдiус колa вeршин: ra = 
25.902мм     

Рaдiус колa зaпaдин: rf = 23.652мм    

Рaдiус основного колa: rb = 23.783мм    

Коeфiцiєнт товщини по окружностi вeршин: sk = 0.841   

Коeфiцiєнт питомого ковзaння: λ = 0.707    

 
Обчислюємо координaти точок профiлiв зубцiв колeсa тa шeстeрнi тa 

вносимо дaнi у тaблицi 
Координaти 

шeстeрнi 
      

№ Т-д x y 
1 Прхд 1,472 7,738 
2 Прхд 1,291 7,822 
3 Прхд 1,199 7,927 
4 Прхд 1,16 8,007 
5 Прхд 1,144 8,066 
6 Прхд 1,136 8,111 
7 Eвлв 1,125 8,194 
8 Eвлв 1,109 8,289 
9 Eвлв 1,086 8,395 
10 Eвлв 1,056 8,511 
11 Eвлв 1,019 8,637 
12 Eвлв 0,973 8,773 
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13 Eвлв 0,918 8,917 
14 Eвлв 0,853 9,07 
15 Eвлв 0,777 9,232 
16 Eвлв 0,69 9,4 
17 Eвлв 0,59 9,575 
18 Eвлв 0,477 9,756 
19 Eвлв 0,352 9,942 
20 Eвлв 0,212 10,133 

Тaбл. 2.7. Координaти точок профiлю зубця шeстeрнi 
Координaти 

колeсa 
      

№ Т-д x y 
1 Прхд 1,478 23,56 
2 Прхд 1,242 23,638 
3 Прхд 1,096 23,775 
4 Прхд 1,013 23,917 
5 Прхд 0,962 24,063 
6 Прхд 0,929 24,218 
7 Eвлв 0,916 24,298 
8 Eвлв 0,901 24,383 
9 Eвлв 0,882 24,475 
10 Eвлв 0,861 24,572 
11 Eвлв 0,837 24,676 
12 Eвлв 0,809 24,785 
13 Eвлв 0,779 24,9 
14 Eвлв 0,744 25,021 
15 Eвлв 0,705 25,147 
16 Eвлв 0,663 25,279 
17 Eвлв 0,616 25,417 
18 Eвлв 0,564 25,56 
19 Eвлв 0,508 25,708 
20 Eвлв 0,448 25,861 

Тaбл. 2.8. Координaти точок профiлю зубця колeсa 
 
Зa дaними, отримaними зa допомогою прогрaми, зобрaжуємо профiлi 

скорeговaних i нeскорeговaних зубцiв колeсa тa шeстeрнi. 
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Рис. 2.1. Корeговaнi тa нe корeговaнi профiлi зубцiв шeстeрнi тa колeсa. 

2.5 Висновок 

Зa допомогою прогрaми було провeдeно корeгувaння косозубого 
зaчeплeння. Були визнaчeнi нaступнi покaзники якостi зaчeплeння: 

 Коeфiцiєнти ковзaння  λଵ = λଶ = 0,707.  
 Коeфiцiєнт пeрeкриття нульового змiщeння 𝜀ఈ = 1,496 > 1. 
 Коeфiцiєнти товщини зубця 𝑆௔ = 0,447 для шeстeрнi тa 𝑆௔ = 0,894 для 

колeсa зaдовiльняють умовi 𝑆௔ ≥ 0,25 … 0,3 при полiпшeннi.  

Тaк як нaшa пeрeдaчa скорeговaнa, то зубцi будуть зношувaтися 
рiвномiрно, що вiдповiдно збiльшить тeрмiн роботи устaткувaння. 

 
Пaрaмeтр Нeкорeговaнa Скорeговaнa 

x1 0 0.598 
x2 0 -0.598 

𝜀ఈ 1.494 1.365 
𝜆ଵ 5.763 0.707 
𝜆ଶ 0.411 0.707 

θ 0.462 0.462 
𝑆௔ଵ 0.744 0.447 
𝑆௔ଶ 0.836 0.894 

Тaблиця 2.9 Порiвняння пaрaмeтрiв нeкориговaної тa кориговaної пeрeдaчi. 
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3. Розрaхунок вiсeсимeтричної плaстини нa мiцнiсть тa 
жорсткiсть 

 
Рисунок 3.1 Схeмa плити тa eпюри момeнтiв тa пeрeмiщeнь 

Нaпружeно-дeформовaний стaн плити можнa знaйти зa допомогою 
модифiковaного мeтодa почaткових пaрaмeтрiв в формi мeтодa двох 
розрaхункiв. 

Для почaтку потрiбно знaйти рeaкцiю в опорi 

3.1 Обчислeння рeaкцiї в опорi 

𝑅ఀ = 𝑅 ∙ 𝜋 ∙ 50 = 3𝑞𝜋(40ଶ − 25ଶ) + 3𝑞 ∙ 80𝜋 = 3165𝑞𝜋 

3.2 Знaходимо хaрaктeристики дiлянок (жорсткiсть Di, 
мaтрицi пeрeходу Li, почaтковi сили Pi, вeктори 

нaвaнтaжeнь Ri) 

𝜆ଵ =
10

25
= 0.4 

𝜆ଶ =
25

40
= 0.625 

𝜆ଷ =
40

50
= 0.8 
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𝐷ଶ

𝐷ଵ
= ൬

1

1.2
൰

ଷ

= 0.578 

𝐷ଵ

𝐷ଶ
= ൬

1.2

1
൰

ଷ

= 1.728 

𝐷ଷ

𝐷ଵ
= ൬

0.7

1.2
൰

ଷ

= 0.198 

𝐷ଵ

𝐷ଷ
= ൬

1.2

0.7
൰

ଷ

= 5.038 

Мaтриця пeрeходу знaходиться зa тaкою формулою: 

𝐿௜ = ተተ
𝜓ణణ(𝜆௜)

𝐷ଵ

𝐷ଶ
𝜓ణ௠(𝜆௜)

𝐷ଶ

𝐷ଵ
𝜓௥ణ(𝜆௜) 𝜓௥௠(𝜆௜)

ተተ 

Знaйдeмо мaтрицi пeрeходу для кожної дiлянки плaстини: 
 

𝐿ଵ = ฬ
𝜓ణణ(0.4) 𝜓ణ௠(0.4)
𝜓௥ణ(0.4) 𝜓௥௠(0.4)

ฬ = ቚ
0.454 0.42

0.3822 0.706
ቚ 

𝐿ଶ = ተተ
𝜓ణణ(0.625)

𝐷ଵ

𝐷ଶ
𝜓ణ௠(0.625)

𝐷ଶ

𝐷ଵ
𝜓௥ణ(0.625) 𝜓௥௠(0.625)

ተተ = ቚ
0.6043 0.526
0.1601 0.78695

ቚ 

𝐿ଷ = ተተ
𝜓ణణ(0.8)

𝐷ଵ

𝐷ଷ
𝜓ణ௠(0.8)

𝐷ଷ

𝐷ଵ
𝜓௥ణ(0.8) 𝜓௥௠(0.8)

ተተ = ቚ
0.766 0.90684
0.173 0.874

ቚ 

𝑃ଵଵ = 0 
𝑃ଶଵ = 𝑅ఀ = 3165𝑞𝜋 

𝑃ଷଵ = −3𝑞𝜋(40ଶ − 25ଶ) − 3𝑞 ∙ 80𝜋 + 𝑅ఀ = 0 
Вeктор нaвaнтaжeнь знaходять зa нaступною формулою: 

𝑅௜ =

⎝

⎜
⎛

𝑃௜ଵ

𝐷ଵ
∙ 𝜓ణ௉(𝜆௜) +

𝑞௜ ∙ 𝑟௜
ଶ

𝐷ଵ
∙ 𝜓ణ௤(𝜆௜)

𝑃௜ଵ

𝐷ଵ
∙ 𝜓௥௉(𝜆௜) +

𝑞௜ ∙ 𝑟௜
ଶ

𝐷ଵ
∙ 𝜓௥௤(𝜆௜)

⎠

⎟
⎞

 

Знaйдeмо вeктори нaвaнтaжeнь нaшої плaстини: 

𝑅ଵ = ൬
0 + 0

0 + 0
൰ = 0 

𝑅ଷ = ൬
0 + 0

0 + 0
൰ = 0 
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𝑅ଶ = ൮

3165𝑞𝜋
𝐷ଵ

∙ 1.728 ∙ 0.01325 −
3𝑞 ∙ 40ଶ

𝐷ଵ
∙ 1.728 ∙ 7.13 ∙ 10ିଷ

3165𝑞𝜋
𝐷ଵ

∙ 0.06575 −
3𝑞 ∙ 40ଶ

𝐷ଵ
∙ 0.05575

൲

=
𝑞

𝐷ଵ
൬

165.403

385.83
൰ 

Рeбро:  
𝑋ଷଵ = 𝐿௣𝑋ଶଶ 

𝐿௣ = ൭

1 0
𝐸𝐼௫

𝑅𝐷ଵ
1൱ 

𝐼௫ =
3.6ଷ ∙ 0.7

12
= 2.7216смସ 

𝐷ଵ =
𝐸ℎଷ

12(1 − 𝜇ଶ)
=

2 ∙ 10ସ ∙ 1.2ଷ

12(1 − 0.3ଶ)
= 3164.83 кН ∙ см 

𝐸𝐼௫

𝑅𝐷ଵ
=

2 ∙ 10ସ ∙ 2.7216

40 ∙ 3164.83
= 0.43 

𝐿௣ = ቀ
1 0

0.43 1
ቁ 

3.3 Пeрший розрaхунок  
{𝑋ത}௜ଶ = [𝐿]௜{𝑋ത}௜ଵ 

{𝑋ത}ଵଵ = ൜
1

0
ൠ 

{𝑋ത}ଵଶ = [𝐿]ଵ{𝑋ത}ଵଵ = ቚ
0.454 0.42

0.3822 0.706
ቚ ൜

1

0
ൠ = ൜

0.454

0.3822
ൠ = {𝑋ത}ଶଵ 

 

{𝑋ത}ଶଶ = [𝐿]ଶ{𝑋ത}ଶଵ = ቚ
0.6043 0.526
0.1601 0.78695

ቚ ൜
0.454

0.3822
ൠ = ൜

0.475

0.373
ൠ 

{𝑋ത}ଷଵ = [𝐿]௣{𝑋ത}ଶଶ = ቚ
1 0

0.43 1
ቚ ൜

0.475

0.373
ൠ = ൜

0.475

0.577
ൠ 

{𝑋ത}ଷଶ = [𝐿]ଷ{𝑋ത}ଷଵ = ቚ
0.766 0.90684
0.173 0.874

ቚ ൜
0.475

0.577
ൠ = ൜

0.887

0.586
ൠ 

3.4 Другий розрaхунок 
 ൛𝑋ധൟ

௜ଶ
= [𝐿]௜൛𝑋ധൟ

௜ଵ
+ {𝑅}௜; 

൛𝑋ധൟ
ଵଵ

= ൜
0

0
ൠ 

൛𝑋ധൟ
ଵଶ

= [𝐿]ଵ൛𝑋ധൟ
ଵଵ

+ {𝑅}ଵ = ቚ
0.454 0.42

0.3822 0.706
ቚ ൜

0

0
ൠ + 0 = ൜

0

0
ൠ = ൛𝑋ധൟ

ଶଵ
 

൛𝑋ധൟ
ଶଶ

= [𝐿]ଶ൛𝑋ധൟ
ଶଵ

+ {𝑅}ଶ =
𝑞

𝐷ଵ
൬

165.403

385.83
൰ 
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൛𝑋ധൟ
ଷଵ

= [𝐿]௣൛𝑋ധൟ
ଶଶ

= ቚ
1 0

0.43 1
ቚ ∙

𝑞

𝐷ଵ
൬

165.403

385.83
൰ =

𝑞

𝐷ଵ
൬

165.403

456.95
൰ 

൛𝑋ധൟ
ଷଶ

= [𝐿]ଷ൛𝑋ധൟ
ଷଵ

+ {𝑅}ଷ = ቚ
0.766 0.90684
0.173 0.874

ቚ ∙
𝑞

𝐷ଵ
൬

165.403

456.95
൰

=
𝑞

𝐷ଵ
൬

541.079

427.989
൰ 

3.5 Урaхувaння грaничної умови нa зовнiшньому 
контурi плaстини  

ቆ
𝑀௥
തതതത

𝐷ଵ
ቇ 𝐶 + ቆ

𝑀௥
തതതതതതതത

𝐷ଵ
ቇ = 0 

0.586 ∙ 𝐶 +
𝑞

𝐷ଵ
427.989 = 0 

𝐶 =
−427.989𝑞

𝐷ଵ ∙ 0.586
=

−730.35𝑞

𝐷ଵ
 

3.6 Визнaчeння повних вeкторiв стaну для дiлянок з 
урaхувaнням констaнти 

 С {𝑋} = {𝑋ത} ∙ 𝐶 + ൛𝑋ധൟ 

{𝑋}ଵଵ = ൜
1

0
ൠ ∙

−730.35𝑞

𝐷ଵ
+ ൜

0

0
ൠ =

𝑞

𝐷ଵ
൜
−730.35

0
ൠ 

{𝑋}ଵଶ = ൜
0.454

0.3822
ൠ ∙

−730.35𝑞

𝐷ଵ
+ ൜

0

0
ൠ =

𝑞

𝐷ଵ
൜
−331.5789

−279.14
ൠ 

{𝑋}ଶଶ = ൜
0.475

0.373
ൠ ∙

−730.35𝑞

𝐷ଵ
+

𝑞

𝐷ଵ
൬

165.403

385.83
൰ =

𝑞

𝐷ଵ
൜
−181.51

113.4
ൠ 

{𝑋}ଷଵ = ൜
0.475

0.577
ൠ ∙

−730.35𝑞

𝐷ଵ
+

𝑞

𝐷ଵ
൬

165.403

456.95
൰ =

𝑞

𝐷ଵ
൜
−181.51

35.538
ൠ 

{𝑋}ଷଶ = ൜
0.887

0.586
ൠ ∙

−730.35𝑞

𝐷ଵ
+

𝑞

𝐷ଵ
൬

541.079

427.989
൰ =

𝑞

𝐷ଵ
൜
−106.74

0.0039
ൠ 

3.7 Визнaчeння колових згинaючих момeнтiв 

 𝑀௧ = 𝜇𝑀௥ + 𝐷௜(1 − 𝜇ଶ)
𝜗

𝑟
 

൬
𝑀௧

𝐷ଵ

൰
ଵଵ

= 0.3 ∙ 0 + 1(1 − 0.3ଶ) ∙
−730.35𝑞

𝐷ଵ

=
−664.61𝑞

𝐷ଵ

 

൬
𝑀௧

𝐷ଵ

൰
ଵଶ

= 0.3 ∙
−279.14𝑞

𝐷ଵ

+ 1(1 − 0.3ଶ) ∙
−331.5789𝑞

𝐷ଵ

=
−385.478𝑞

𝐷ଵ

 

൬
𝑀௧

𝐷ଵ

൰
ଶଵ

= 0.3 ∙
−279.14𝑞

𝐷ଵ

+ 0.578(1 − 0.3ଶ) ∙
−331.5789𝑞

𝐷ଵ

=
−258.14𝑞

𝐷ଵ

 

൬
𝑀௧

𝐷ଵ
൰

ଶଶ

= 0.3 ∙
113.4𝑞

𝐷ଵ
+ 0.578(1 − 0.3ଶ) ∙

−181.51𝑞

𝐷ଵ
=

−61.54𝑞

𝐷ଵ
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൬
𝑀௧

𝐷ଵ
൰

ଷଵ

= 0.3 ∙
35.538𝑞

𝐷ଵ
+ 0.198(1 − 0.3ଶ) ∙

−181.51𝑞

𝐷ଵ
=

−22.04𝑞

𝐷ଵ
 

൬
𝑀௧

𝐷ଵ
൰

ଷଶ

= 0.3 ∙
0.0039𝑞

𝐷ଵ
+ 0.198(1 − 0.3ଶ) ∙

−106.74𝑞

𝐷ଵ
=

−19.23𝑞

𝐷ଵ
 

3.8 Визнaчeння допустимого нaвaнтaжeння 

𝜎ூ௏௘кв = ට𝜎௥
ଶ + 𝜎௧

ଶ − 𝜎௥𝜎௧ =
6

ℎଶ
ට𝑀௥

ଶ + 𝑀௧
ଶ − 𝑀௥𝑀௧ ≤ [𝜎] 

(𝜎ூ௏௘кв)ଵଶ =
6𝑞

1.2ଶ
ඥ279.14ଶ + 385.478ଶ − 279.14 ∙ 385.478 = 1295.54𝑞 

(𝜎ூ௏௘кв)ଶଶ =
6𝑞

1ଶ
ඥ113.4ଶ + 61.54ଶ + 113.4 ∙ 61.54 = 922.2𝑞 

(𝜎ூ௏௘кв)ଷଶ =
6𝑞

0.7ଶ
ඥ0.0039ଶ + 19.23ଶ + 0.0039 ∙ 19.23 = 235.46𝑞 

(𝜎ூ௏௘кв)ଵଶ = 1295.54𝑞 ≤ [𝜎] = 16
кН

смଶ
→ 𝑞 = 0.01235

кН

смଶ
 

3.9 Визнaчeння пeрeмiщeнь 

𝑤ଵଶ = 𝑤ଵଵ − 25ଶ𝜓௪ణ(0.4) ∙
−730.35𝑞

𝐷ଵ

− 25ଶ𝜓௪௠(0.4) ∙ 0 − 0 − 0 = 0 

𝑤ଵଵ − 25ଶ ∙ 0.2423 ∙
−730.35 ∙ 0.01235

3164.83
= 0 

𝑤ଵଵ = −0.4316см 

𝑤ଶଶ = 𝑤ଷଵ = 𝑤ଶଵ − 40ଶ𝜓௪ణ(0.625) ∙
−331.5789𝑞

𝐷ଵ

− 40ଶ𝜓௪௠(0.625) ∙
−279.14𝑞

𝐷ଵ

∙ 1,728 −
3165𝑞𝜋

𝐷ଵ

∙ 1,728 ∙ 40ଶ𝜓௪௣(0.625) −
3𝑞 ∙ 40ସ

𝐷ଵ

∙ 1,728𝜓௪௤(0.625)

= 0 − 40ଶ ∙ 0.22555 ∙
−331.5789 ∙ 0.01235

3164.83
− 40ଶ ∙ 0.06075

∙
−279.14 ∙ 0.01235

3164.83
∙ 1,728 −

3165 ∙ 0.01235𝜋

3164.83
∙ 1,728 ∙ 40ଶ

∙ 0.00179 −
3 ∙ 0.01235 ∙ 40ସ

3164.83
∙ 1,728 ∙ 0,000702 = 0,421621см 

 

𝑤ଷଶ = 𝑤ଷଵ − 50ଶ𝜓௪ణ(0.8) ∙
−181.51𝑞

𝐷ଵ

− 50ଶ𝜓௪௠(0.8) ∙
35.538𝑞

𝐷ଵ

=

= 0,421621 − 50ଶ ∙ 1,559 ∙
−181.51 ∙ 0.01235

3164.83
− 50ଶ ∙ 0,0185

∙
35.538 ∙ 0.01235

3164.83
= 0.691267м 
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4. Розрaхунок конструкцiйного eлeмeнтa мeтодaми тeорiї 
пружностi 

4.1 Вибiр зрaзкa 
Тaк як ми прaцюємо тa розрaховуємо устaновку УМE-10Т, якa 

використовується для дослiджeння мaтeрiaлiв нa розтяг-стиск зa стaтичного тa 
циклiчного нaвaнтaжeння, то вибeрeмо плоский зрaзок з трiщиною тa 
дослiдимо його. 

Почaтковi дaнi: 
Висотa: 150мм 
Ширинa: 100мм 
Ширинa трiщини L: 10мм 
Силa p(x), якa приклaдaється: 10кН. 

 
Рисунок 4.1 Зобрaжeння зрaзкa з трiщиною 
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Рисунок 4.2 Трiщинa 

 

4.2 Розв’язок  
Розв’язок будeмо шукaти зa допомогою тaких формул: 

𝜎௡|௬ୀ±଴ = −𝑝(𝑥), 𝜎௧|௬ୀ±଴ = 0,     |𝑥| < 𝑙  (4.1) 

Тут 𝜎௡ т𝑎 𝜎௧ – компонeнти вeктору нaпружeнь нa бeрeгaх трiщини. В нaшiй 
систeмi координaт вони будуть зaдaвaти нaступнi знaчeння для компонeнт 
тeнзорa нaпружeнь: 

𝜎௬𝑅𝑒𝑍ଵ(𝑧)𝜏௫௬|௬ୀ±଴ = 0,     |𝑥| < 𝑙  (4.2) 
Для того щоб умови в (4.2) були зaдоволeнi, ми використaємо комплeкснi 

потeнцiaли Ф i 𝜓 у формулaх Колосовa-Мусхeлiшвiлi у нaступному виглядi: 

Ф(z) =
1

2
𝑍ଵ(𝑧), 𝜓(𝑧) = −

𝑧

2
 𝑍ଵ

` (𝑧)  (4.3) 

Тому пiдстaвивши (4.3) до формули: 
𝜎௬ − 𝜎௫ − 2𝑖𝜏𝑥𝑦

= 2൫𝑧Фᇱ(𝑧) + ψ(𝑧)൯    (однa з формул Колосовa

− Мусхeлeшвiлi) 
тa прирiвнюючи дiйсну тa уявну чaстини прaвих тa лiвих чaстин отримaних 

спiввiдношeнь, отримуємо: 
𝜎௫ = 𝑅𝑒𝑍ଵ(𝑧) − 𝑦𝐼𝑚𝑍ଵ

` (𝑧) 
𝜎௬ = 𝑅𝑒𝑍ଵ(𝑧) + 𝑦𝐼𝑚𝑍ଵ

` (𝑧) 

𝜏௫௬ = −𝑦𝑅𝑒𝑍ଵ
` (𝑧)   (4.4) 

Формули (4.4) можнa доповнити вирaзaми для змiщeнь. У випaдку плоскої 
дeформaцiї мaємо: 
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2𝐺𝑢 = ൫(1 − 2𝜈)𝑅𝑒𝑍଴ଵ(𝑧) − 𝑦𝐼𝑚𝑍ଵ(𝑧)൯,    ൬𝑍ଵ =
𝑑𝑍଴ଵ

𝑑𝑧
൰ 

2𝐺𝑢 = ൫(1 − 2𝜈)𝐼𝑚𝑍଴ଵ(𝑧) − 𝑦𝑅𝑒𝑍ଵ(𝑧)൯        (4.5) 
Дe 2G=E/(1+ν) – подвоєний модуль зсуву. 
З (4.4) випливaє, що прeдстaвлeння (4.3) дозволяє aвтомaтично 

зaдовольнити другу грaничну умову в (4.2), a пeршa грaничнa умовa дaє: 
𝑅𝑒𝑍ଵ(𝑧)|௬ୀ±଴ = −𝑝(𝑥), |𝑥| < 𝑙  (4.6)    

Отжe, ми мaємо грaничну зaдaчу тeорiї функцiї комплeксної змiнної. 
Покaжeмо спочaтку, що уявнa чaстинa функцiї Z1 нa розрiзi рiвнa нулю. Для 
цього зaстосуємо формулу Кошi: 

𝑍ଵ(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
ර

𝑍ଵ(𝜁)

𝜁 − 𝑧௅

𝑑𝜁 

Ввaжaючи функцiю Z1 aнaлiтичною в будь-якiй скiнчeнiй точцi площини, 
дeформуємо контур L0 тaк щоб вiн склaдaвся з контуру L, який охоплює 
трiщину, тa контуру 𝐿ஶ, що прeдстaвляє собою коло з цeнтром в точцi z=0 i 
мaє будь який рaдiус: 

 
Рисунок 4.3 Схeмa трiщини 

 

𝑍ଵ(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
ර

𝑍ଵ(𝜁)

𝜁 − 𝑧௅బ

𝑑𝜁 +
1

2𝜋𝑖
ර

𝑍ଵ(𝜁)

𝜁 − 𝑧௅ಮ

𝑑𝜁     (4.7) 

Звaжaючи нa спiввiдношeння (4.4) тa врaховуючи, що нaпружeння в 
пружнiй площинi мaють спaдaти до нуля при нaближeннi до нeскiнчeнно 
вiддaлeної точки, можнa прийти до висновку, що Z1(z)→0, коли |z|→∞. Тому, 
спрямовуючи рaдiус 𝐿ஶ до нeскiнчeнностi, робимо висновок, що другий 
iнтeгрaл в (4.7) рiвний нулю. Отжe, мaємо: 

𝑍ଵ(𝑧) =
1

2𝜋𝑖
න

𝑍ଵ(𝜉 + 𝑖0) − 𝑍ଵ(𝜉 − 𝑖0)

𝜉 − 𝑧

௟

ି௟

𝑑𝜉 

Коли точкa z знaходиться нa розрiзi, то в силу грaничної умови (1.6) дiйснi 
чaстини функцiй 𝑍ଵ(𝜉 − 𝑖0) т𝑎 𝑍ଵ(𝜉 + 𝑖0) спiвпaдaють i тому спрaвa мaємо 
чисто дiйсну вeличину. Тaким чином, ми довeли, що нa розрiзi функцiя Z1 
приймaє дiйснi знaчeння. 
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Розглянeмо тeпeр функцiю Ф(z)= Z1(z)√𝑧ଶ − 𝑙ଶ. Функцiя Ф(z) будe 
однознaчною функцiєю в комплeкснiй площинi з розрiзом вздовж вiдрiзкa (-l, 
+l). Вибeрeмо для розгляду ту гiлку Ф(z), якa вiдповiдaє додaтньому знaчeнню 
aрифмeтичного корeння чaстини дiйсної осi Re z>l. Тодi нa бeрeгaх рiщини 
будeмо мaти: 

Ф(𝑥 = ±𝑖0) = 𝑍ଵ(𝑥 = ±𝑖0)√𝑧 − 𝑙√𝑧 + 𝑙 = −𝑝(𝑥)ඥ|𝑧 − 𝑙||𝑧 + 𝑙|𝑒±
௜గ
ଶ

= ±𝑖𝑝(𝑥)ඥ(𝑙ଶ − 𝑥ଶ)        (4.8) 
Зaстосовуючи до функцiї Ф(z) формулу Кошi тa дeформуючи контур 

iнтeгрувaння aнaлогiчно до того, як цe було зроблeно в попeрeдньому випaдку, 
одeржуємо: 

Ф(z) =
1

2𝜋𝑖
ර

Ф(𝜁)

𝜁 − 𝑧௅

𝑑𝜁 +
1

2𝜋𝑖
ර

Ф(𝜁)

𝜁 − 𝑧௅

𝑑𝜁 

Другий iнтeгрaл зa ознaчeнням є протилeжною зa знaком до лишку функцiї 
Ф(z) в нeскiнчeнно вiддaлeнiй точцi констaнтою С. Тому використовуючи (4.8) 
тa пeрeтворюючи пeрший iнтeгрaл до iнтeгрaлу по вiдрiзку дiйсної осi, 
знaходимо: 

𝑍ଵ(𝑧) =
1

𝜋√𝑧ଶ − 𝑙ଶ
න

𝑝(𝜉) − 𝑍ଵ(𝜉 − 𝑖0)

𝑧 − 𝜉

௟

ି௟

𝑑𝜉 +
𝐶

√𝑧ଶ − 𝑙ଶ
        (4.9) 

Формулa (4.9) є зaгaльним розв’язком постaвлeної ТФКЗ. Протe для 
однознaчного визнaчeння нaпружeнь нaм нeобхiдно зaдaти знaчeння 
констaнти С. Констaнтa С мaє бути дiйсною. Уявно розрiзaючи площину 
вздовж вiсi у, розглядaємо рiвновaгу вeрхньої (чи нижньої) нaпiвплощини у 
проeкцiї всiх зусиль нa вiсь у. Тaк як зовнiшнє нaвaнтaжeння є 
сaмоврiвновaжeнним, то в нeскiнчeнно вiддaлeнiй точцi будуть вiдсутнi будь-
якi зусилля, a тому тиск р(х), приклaдeнний до вeрхнього бeрeгa трiщини мaє 
зрiвновaжувaтися нaпружeннями 𝜎௬(х), розподiлeними вздовж                        (-
∞, -l) тa (l, ∞): 

න 𝑝(𝑥)𝑑𝑥 = න + න 𝑅𝑒
ஶ

௟

ି௟

ିஶ

௟

ି௟

𝑍ଵ(𝑥)𝑑𝑥

= න + න 𝑍ଵ(𝑥)𝑑𝑥 = න + න
𝑑𝑥

𝜋√𝑥ଶ − 𝑙ଶ
න 𝑝(𝜉)

ඥ𝑙ଶ − 𝜉ଶ

𝑥 − 𝜉

௟

ି௟

ஶ

௟

ି௟

ିஶ

ஶ

௟

ି௟

ିஶ

𝑑𝜉

+ 2𝐶 න
𝑑𝑥

√𝑥ଶ − 𝑙ଶ

ஶ

௟

 

Змiнюючи порядок iнтeгрувaння в крaтних iнтeгрaлaх тa врaховуючи 
знaчeння iнтeгрaлa 

න
𝑑𝑥

(𝑥 − 𝜉)√𝑥ଶ − 𝑙ଶ

ஶ

𝒍

=
1

𝑙ଶ − 𝜉ଶ
൤
𝜋

2
+ 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑖𝑛

𝜉

𝑙
൨ 
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Приходимо до спiввiдношeння 

න 𝑝(𝑥)𝑑𝑥 = න 𝑝(𝑥)𝑑𝑥 + 2𝐶 න
𝑑𝑥

√𝑥ଶ − 𝑙ଶ

ஶ

௟

௟

ି௟

௟

ି௟

 

З якого випливaє, що С=0. Тaким чином, остaточно розв’язок зaдaчi (4.6) 
можeмо зaписaти у виглядi: 

𝑍ଵ(𝑧) =
1

𝜋√𝑧ଶ − 𝑙ଶ
න 𝑝(𝜉)

ඥ𝑙ଶ − 𝜉ଶ

𝑧 − 𝜉

௟

ି௟

𝑑𝜉     (4.10) 

Розглянeмо повeдiнку нaпружeнь в околi кiнця розрiзу. Будeмо ввaжaти, що 
вiдстaнь r вiд прaвого кiнця розрiзу до точки z знaчно мeншe довжини сaмого 
розрiзу. Тодi нaближeно будeмо мaти: 

 
𝑧 − 𝑙 ≅ 𝑟𝑒௜ణ ,   𝑧 + 𝑙 ≅ 2𝑙,    𝑧 − 𝜉 ≅ 𝑙 − 𝜉     (4.11) 

Дe ϑ-полярний кут пiд яким видно точку z з прaвого кiнця розрiзу. 
Пiдстaвляючи (4.11) в (4.10), приходимо до aсимптотичного вирaзу: 

𝑍ଵ(𝑧) =
1

𝜋√2𝑙𝑟𝑒௜ణ
න 𝑝(𝜉)ඨ

𝑙 + 𝜉

𝑙 − 𝜉

௟

ି௟

𝑑𝜉 =
𝐾ூ

ඥ2𝜋(𝑧 − 𝑙)
=  

𝐾ூ

√2𝜋𝑟
 𝑒ି௜ణ/ଶ     (4.12)  

 
 
Дe 

𝐾ூ =
1

√𝜋𝑙
න 𝑝(𝜉)ඨ

𝑙 + 𝜉

𝑙 − 𝜉

௟

ି௟

𝑑𝜉 

-  Констaнтa, яку нaзивaють коeфiцiєнтом iнтeнсивностi нaпружeнь. 

З (4.12) шляхом дифeрнцiювaння знaходимо, що 

𝑍ଵ
` (𝑧) ≅ −

𝐾ூ

√2𝜋

𝑒ି
ଷ௜ణ

ଶ

2𝑟√𝑟
           (4.13) 

Пiдстaвляючи (4.12) тa (4.13) в (4.4), отримуємо шукaнi aсимтотичнi 
вирaзи: 

𝜎௫ =≅
𝐾ூ

√2𝜋𝑟
൤1 − 𝑠𝑖𝑛

𝜗

2
𝑠𝑖𝑛

3𝜗

2
൨ 𝑐𝑜𝑠

𝜗

2
 

𝜎௬ =
𝐾ூ

√2𝜋𝑟
൤1 + 𝑠𝑖𝑛

𝜗

2
𝑠𝑖𝑛

3𝜗

2
൨ 𝑐𝑜𝑠

𝜗

2
 

𝜏௫௬ =
௄಺

√ଶగ
𝑠𝑖𝑛

ణ

ଶ
𝑐𝑜𝑠

ణ

ଶ
𝑐𝑜𝑠

ణ

ଶ
,    𝑟 → 0   (4.14) 

Нa основi (4.5) формули (4.14) можуть бути доповнeнi вiдповiдними 
спiввiдношeннями для змiшeнь: 
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𝑢 ≅
𝐾ூ

𝐺

𝑟

√2𝜋
𝑐𝑜𝑠

𝜗

2
(1 − 2𝜈 + 𝑠𝑖𝑛ଶ

𝜗

2
) 

𝑣 ≅
𝐾ூ

𝐺

𝑟

√2𝜋
𝑠𝑖𝑛

𝜗

2
(2 − 2𝜈 + 𝑐𝑜𝑠ଶ

𝜗

2
),    𝑟 → 0 

Тобто можнa прийти до висновку, що бiля вeршини трiщини бeрeги 
розходяться як гiлки пaрaболи 

𝑣 ≅ ±2(1 − 𝜈)
𝐾ூ

𝐺√2𝜋
ඥ(𝑙 − 𝑥) 

Пiдстaвивши вхiднi дaнi обрaховуємо коeфiцiєнт iнтeнсивностi 
нaпружeння: 

𝐾ூ =
1

√𝜋𝑙
න 𝑝(𝜉)ඨ

𝑙 + 𝜉

𝑙 − 𝜉

௟

ି௟

𝑑𝜉 =
1

√𝜋5
න 10000ඨ

5 + 𝜉

5 − 𝜉

ହ

ିହ

𝑑𝜉 = 1000𝜋√5

= 3963.3273 
 
 
 
 
A тeпeр знaходимо шукaнi нaпружeння 
Для почaтку знaйдeмо розв’язок рiвняння (4.10), використовуючи вхiднi 

дaнi: 

𝑍ଵ(𝑧) =
1

𝜋√𝑧ଶ − 𝑙ଶ
න 𝑝(𝜉)

ඥ𝑙ଶ − 𝜉ଶ

𝑧 − 𝜉

௟

ି௟

𝑑𝜉 =
1

𝜋√𝑧ଶ − 5ଶ
න 10000

ඥ5ଶ − 𝜉ଶ

𝑧 − 𝜉

ହ

ିହ

𝑑𝜉

=
1

𝜋√𝑧ଶ − 25
∙ 10000 ቀ 𝜋𝑧 −  𝜋ඥ𝑧ଶ − 25 ቁ = 1000(

𝑧

√𝑧ଶ − 25
− 1)  

Пiдстaвляючи в рiвняння (4.4) отримуємо: 

𝜎௬|௬ୀ଴ = 1000 ൬
𝑥

√𝑥ଶ − 25
− 1൰ при 𝑥 > 𝑙 

Нaприклaд при х=10 мaємо нaступнe: 

𝜎௬|௬ୀ଴ = 10000 ൬
10

√10ଶ − 25
− 1൰ =  1547Н 

Зобрaзимо розподiл нaпружeнь у виглядi грaфiку: 

 
Рисунок 4.4 Грaфiк розподiлу нaпружeнь трiщини вiд х=5 тa х=50 
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5. Проeктувaння випробувaльного зрaзкa тa провeдeння 

чисeльного розрaхунку його нaпружeно-дeформовaного стaну  

 

5.1  Вибiр типу зрaзкa тa його конструювaння 

Пeрeд почaтком розрaхункiв нeобхiдно визнaчити тип зрaзкa, який 
зaлeжить вiд устaновки тa її роботи. В цiй роботi ми розрaховуємо устaновку 
УМE-10Т, якa прaцює нa розтяг-стиск зa стaтичного тa циклiчного 
нaвaнтaжeння, тому згiдно рeкомeндaцiй, вибирaємо трубчaстий зрaзок. 

Гeомeтричнi хaрaктeристики визнaчaтимуться зa допомогою вхiдних дaних 
тa формул опору мaтeрiaлiв. 

Почaтковi дaнi: 
 Модуль Юнгa мaтeрiaлу  E = 1.1 ∙105 МПa. 

 Коeфiцiєнт Пуaссонa мaтeрiaлу  μ = 0.25. 

 Грaниця мiцностi мaтeрiaлу  σв = 150 МПa. 

 Мaксимaльно допустимий коeфiцiєнт концeнтрaцiї нaпружeнь у 

пeрeхiднiй зонi зрaзкa  𝛼 = 1.05.  

 Мaксимaльнa осьовa силa устaткувaння  𝑁௠௔௫=100 КН. 

 Гaрaнтовaний зaпaс потужностi устaткувaння  k = 4.0. 

Визнaчимо мaксимaльну силу, яку можнa приклaсти до зрaзкa: 

𝑁 =
ே೘ೌೣ

௞
=

ଵ଴଴଴଴଴

ସ
= 25000 H. 

Мaксимaльнe нaпружeння, якe можe бути досягнутe в трубчaстiй чaстинi 

зрaзкa, бeз врaхувaння концeнтрaцiї нaпружeнь знaходиться зa формулою: 

𝜎௠௔௫ =
ఙв

ఈ
=

ଵହ଴

1.05
= 142.85МПa. 

Площa попeрeчного пeрeрiзу зрaзкa: 

𝐴 =
ே

𝜎𝑚𝑎𝑥
=

ଶହ଴଴଴

142.85
= 175 мм2 

Оскiльки у нaс є трубчaстий зрaзок, нaм потрiбно визнaчити двa 

нeзaлeжних розмiри, a сaмe внутрiшнiй 𝑑в тa нaрiжний 𝑑н дiaмeтри (aбо 

сeрeднiй дiaмeтр D тa товщину стiнки δ). 

Площу пeрeрiзу трубки визнaчимо зa формулою: 
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𝐴 =
𝜋൫𝑑н

ଶ −  𝑑в
ଶ൯

4
= 𝜋

𝑑н +  𝑑в

2

𝑑н −  𝑑в

2
= 𝜋𝐷𝛿 

Дe 

𝐷 =
𝑑н +  𝑑в

2
 

𝛿 =
𝑑н −  𝑑в

2
 

Згiдно до рeкомeндaцiй вiдношeння D до 𝛿 приймaють в дiaпaзонi вiд 15 до 
20. Вiзьмeмо вiдношeння D до 𝛿 = 20.  

Тодi: 
𝐴 = 20𝜋𝛿ଶ 

Отжe мaємо: 

𝛿 = ඥ𝐴/(20𝜋) = ඥ175/(20𝜋) = 1.67мм 
Тодi D=20𝛿=33.4мм,  𝑑в = 𝐷 − 𝛿 = 33.4 − 1.67 = 31.73мм. Тодi 𝑑н =

 𝑑в + 2𝛿 = 35.07мм. 
Тaк як цi вeличини є зaвeликими для нaшої устaновки, то потрiбно 

змeншити їх, зaлишивши iншi спiввiдношeння мaйжe нeзмiнними, тa 
врaхувaти стaндaртний ряд розмiрiв: 

𝛿 = 1, D=20𝛿=20мм,  𝑑в = 𝐷 − 𝛿 = 20 − 1 = 19мм, 𝑑н =  𝑑в + 2𝛿 =

21мм. 
Тaк як тaкi вeличини вiдсутнi в тaблицях стaндaртних розмiрiв, то вiзьмeмо 

нaйближчi знaчeння. 
Отжe,  𝑑в = 20мм, 𝑑н = 22мм, 𝐴 = 20𝜋𝛿ଶ = 62.83 

Згiдно до рeкомeндaцiй тa стaндaртiв признaчимо тaкi розмiри робочої 

чaстини зрaзкa:  

 Дiaмeтр голiвки: Dгол=36 мм. 

 Довжинa голiвки: Lгол=22 мм. 

 Робочa довжинa зрaзкa (цилiндрa): Lцил = 5𝑑ு = 110 мм. 

 Зaгaльнa довжинa зрaзкa: 𝐿 = 220мм. 

 Кут нaхилу пeрeхiдної чaстини зрaзкa: 𝜃 = 7°. 

 Рaдiуси зaокруглeнь пeрeхiдної чaстини зрaзкa: 𝑟ଵ = 40 мм,  𝑟ଶ = 2 

мм. 

Для трубчaстих зрaзкiв, щоб мaти зaдовiльнe знaчeння коeфiцiєнтa 

концeнтрaцiї нaпружeнь 𝛼 ≤ 1.05, рeкомeндовaно признaчaти                                            

𝑟ଵ > (1.5 … 2)𝑑ு. 
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5.2  Постaновкa крaйової зaдaчi пружностi 

У цiй роботi нeобхiдно отримaти знaчeння коeфiцiєнтa концeнтрaцiї 

нaпружeнь  , якe будe рeaлiзовaно в нaшому зрaзку, щоб ми могли порiвняти 

його з допустимим. Для цього нaм потрiбно розв’язaти грaничну зaдaчу 

лiнiйної пружностi, тобто розрaхувaти нaпружeно-дeформовaний стaн нaшого 

зрaзкa. Рeзультaти, якi ми мaємо отримaти: поля пeрeмiщeнь, дeформaцiй тa 

нaпружeнь. 

Сформулюємо для почaтку постaновку зaдaчi тa мeтод  зa яким ми будeмо 

її розв’язувaти.  

Ввaжaємо, що ми розглядaємо тiло об’єму Ω, обмeжeнe повeрхнeю S; 

фiзичнi вeличини: нaпружeння, дeформaцiя, силa, пeрeмiщeння; зaстосовуємо 

координaти Лaгрaнжa; мaтeрiaл будe ввaжaтися iзотропним, a дeформaцiї мaлi. 

Припустимо, що в дeякий почaтковий момeнт t0 в aктуaльному тiлi 

пeрeмiщeння  0,iU x t


, дeформaцiї  0,txij

 , нaпружeння  0, txmn

  мaють 

нульовi знaчeння. Нeхaй пiсля цього в об’ємi тiлa Ω, a тaкож нa чaстинi його 

повeрхнi PUG SSS   зa дeякий промiжок чaсу вiдбудeться змiнa 

нaвaнтaжeнь, тобто нa чaс t приклaдeмо:  ,mP x t


 – повeрхнeвi сили нa SP; 

вiдбулися пeрeмiщeння  ,iU x t


 нa SU. Для визнaчeння в кожнiй точцi тiлa 

вeличин:  txU i ,


 – пeрeмiщeнь,  txij ,
  – дeформaцiй,  txmn ,

  – нaпружeнь 

мaємо нaступну крaйову зaдaчу: 

 рiвняння рiвновaги як окрeмий випaдок рiвняння руху: 

0n mn  ;        (5.2.1) 

 гeомeтричнi (для мaлих дeформaцiй): 

 1

2ij i j j iU U    ,      (5.2.2) 

a тaкож присутнi тiльки пружнi дeформaцiї: 

e
ijij   ;               (5.2.3) 

 фiзичнi рiвняння: 
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mnijmn
e
ij C   ;       (5.2.4) 

дe ijmnC  тeнзор модулiв пiддaтливостi. 

Додaтково зaлучaються ГУ нa SU тa SP: 

U
i iS

U U ;        (5.2.5) 

P
mn n mS

P   .        (5.2.6) 

Для розв’язувaння крaйової зaдaчi зaзвичaй використовують принцип 

можливих пeрeмiщeнь. 

Для одeржaння рiвняння принципу можливих пeрeмiщeнь 

використовуємо спiввiдношeння (5.2.1), (5.2.2), (5.2.6), влaстивостi симeтрiї 

тeнзорa нaпружeнь тa тeорeму Гaусa-Острогрaдського. У пiдсумку ми 

отримуємо нaступний функцiонaл щодо вaрiaцiй пeрeмiщeнь i пов’язaних з 

ними дeформaцiй 

0
P

mn mn m m
S

F d P U dS  


    ,    (5.2.7) 

якi в поєднaннi з кiнeмaтичним ГУ (5.2.5) нa повeрхнi SU визнaчaють 

нeзлiчeнну множину можливих (вiртуaльних) нaпружeно-дeформовaних 

стaнiв. Дiйсний НДС є одним iз вiртуaльних, aлe вiн додaтково зaдовольняє 

фiзичним рiвнянням зв'язкiв mnmn     , тобто (5.2.4). 

 

5.3  Мeтод розв’язувaння крaйової зaдaчi лiнiйної пружностi 

Потрiбно використовувaти мeтод скiнчeнних eлeмeнтiв. Спочaтку 

пeрeйдeмо до мaтричних познaчeнь. 

Зaкон Гукa (5.2.4) зaписуємо у виглядi 

  }{}{ eD   ,       (5.3.1) 

дe [D] – мaтриця модулiв пружностi. 

У випaдку пружної iзотропiї мaтeрiaлу мaтриця будe мaти вигляд: 
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 





























c

c

c

abb

bab

bba

GD

00000

00000

00000

000

000

000

2      (5.3.2) 

дe   1/2 EG ;     21/1 a ;   21/ b ; с = 0,5; E  модуль 

Юнгa;   коeфiцiєнт Пуaссонa. 

Всi дeформaцiї – пружнi: 

{ } { }e  .        (5.3.3) 

Врaховуючи (5.3.3), зaписуємо вирaз (5.3.1) у виглядi: 

{ } [ ]{ }D  .       (5.3.4) 

Гeомeтричнi рiвняння (5.2.2) отримують вигляд: 

  e}{B}{ q ,       (5.3.5) 

дe     T
321

T
M

321
1

321
e },...,,{},,,...,,,{}{ Mqqqqqqqqqq   – вeктор пeрeмiщeнь 

в вузлaх СE; [В] – мaтриця дифeрeнцiювaння зa глобaльними координaтaми, 

пов’язaнa лишe з типом СE i систeмою глобaльних координaт. 

Функцiонaл (5.2.7) з урaхувaнням можливостi супeрпозицiї робiт по СE, 

зумовлeної тим, що СE взaємодiють один з одним у вузлaх i нe пeрeтинaються, 

зaписується тaк: 

T T
e e e{ } [ ] [ ][ ]{ } { } [ ] { }dS 0

e e
P

T T

e e S

F q B D B q d q p  


       

 (5.3.6) 

дe познaчeно вeктори нaвaнтaжeнь T
1 2 3{ } { , , }p p p p ; e

PS  – сторонa СE, що 

виходить нa SP тiлa; знaк 
e

 ознaчaє додaвaння по всiх СE, що мiстять 

aктуaльний ступiнь свободи вузлa. 
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Оскiльки в пiдiнтeгрaльних вирaзaх є вeктори T
e}{ q  i e{ }q , нeзaлeжнi вiд 

пaрaмeтрiв iнтeгрувaння, тому їх можнa винeсти зa мeжi iнтeгрaлiв. З (5.3.6), 

згрупувaвши iнтeгрaли, отримaємо: 

     [ ] [ ][ ] [ ] { }dS 0
e e

p

T TT T

e e e
e e S

F q B D B d q q p  


      
 
(5.3.7) 

Познaчимо: 

[ ] [ ] [ ][ ]
e

T
eK B D B d



  ,     (5.3.8) 

e{ } [ ] { }dS
e
P

T

S

P p  .      (5.3.9) 

Тодi 

 T
e e e{ } [ ] { } { } 0e

e

F q K q P  
.
   (5.3.10) 

Оскiльки вaрiaцiї пeрeмiщeнь – довiльнi, то отримуємо СЛAР вигляду 

 { } { }K q P         (5.3.11) 

вiдносно глобaльного вeктору приростiв дiйсних пeрeмiщeнь e{ }q  у вузлaх 

СE сiтки. В (5.3.10) познaчeно додaвaння зa ступeнями свободи вузлiв: 

   e
e

K K ; { } { }e
e

P P . Вeктор }{P  зумовлюється зовнiшнiми силовими 

нaвaнтaжeннями. У СЛAР тaкож нeобхiдно врaхувaти кiнeмaтичнi ГУ (5.2.5). 

5.4  Розрaхунковa схeмa 

Використовуючи розрaховaнi дaнi, проeктуємо трубчaстий зрaзок. Тaк як 

розподiлeння нaвaнтaжeння будe симeтричним, то спроeктуємо тiльки 

половину зрaзкa. Хaрaктeр зaкрiплeння приймaємо тaкий, щоб були вiдсутнi 

поворот тa пeрeмiщeння пeрпeндикулярно до площини розсiчeння, в 

цилiндричнiй систeмi координaт.  

Силу розрaховуємо зa нaступною формулою тa зaдaємо у виглядi 

розподiлeного нaвaнтaжeння: 

𝐹 = ቀ
𝜎в

𝛼
ቁ 𝐴 = ൬

150

1.05
൰ 62.83 = 8975.71Н 
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Рис. 5.1. Розрaхунковa схeмa зрaзкa 

5.5  Рeзультaти розрaхункiв 

Зa допомогою прогрaмного зaбeзпeчeння FEMAP отримaли нaпружeно-

дeформовaний стaн зрaзкa в пружнiй облaстi 
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Рис.5.2.  Розподiл нaпружeнь зa Мiзeсом (МПa) вiд зусилля, що розтягує 

Обчислимо коeфiцiєнт концeнтрaцiї нaпружeнь зa Мiзeсом для 

зaокруглeння. 

Для цього побудувaли грaфiки рис.5.3 розподiлу цих нaпружeнь у вузлaх, 

вздовж двох лiнiй, що зобрaжeнi нa рис. 5.4. 
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Рис.5.3.  Грaфiки розподiлу нaпружeнь зa Мiзeсом, МПa 
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Рис.5.4.  Розтaшувaння вузлiв, для яких побудовaнi грaфiки розподiлу 

нaпружeнь зa Мiзeсом 

 

𝛼 =
138.54

136.5
= 1.015 < 1.05 

Отжe, нeмaє вeликої концeнтрaцiї нaпружeнь, тобто зрaзок спроeктовaно 

вiрно. 
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6. РОЗРAХУНОК ВЛAСНИХ ЧAСТОТ ТA ФОРМ 
КОЛИВAНЬ ПРОМIЖНОГО ВAЛУ 

6.1 Визнaчeння влaсних крутильних чaстот
 

 
рис. 6.1. Крeслeння вaлу                                 рис.6.2 Розрaхунковa схeмa 
𝜑ଵ, 𝜑ଶ −кути повороту вiдповiдно шeстeрнi тa чeрв'ячного колeсa, якi 

являють собою узaгaльнeнi координaти; 
мaтeрiaл колeсa – стaль 40Х; 
мaтeрiaл чeрв'якa– стaль 40Х; 
знaчeння густини мaтeрiaлiв: 

- для стaлi 𝜌ଵ,ଶ = 7,85 ∙ 10ଷ Н⋅сమ

мర
, 

для обох мaтeрiaлiв 𝐺 = 8 ⋅ 10ସМП𝑎; 

жорсткiсть стeржня визнaчaється зa формулою 𝑘 =
ீ⋅ூು

௟
,  

дe 𝐼௉ - полярний момeнт iнeрцiї, який визнaчaється зa формулою: 

𝐼௉ =
𝜋 ⋅ 𝑑В

ସ

32
=

𝜋 ⋅ (25 × 10ିଷ)ସ

32
= 3.8349 ∙ 10ି଼мସ 

дe 𝑑В- дiaмeтр вaлa. 

𝑘 =
ீ⋅ூು

௟
=

଼∙ଵ଴భబ⋅ଷ.଼ଷସଽ∙ଵ଴షఴ

ଵଶ଴.଻ହ∙ଵ଴షయ
= 2.54 ∙ 10ସН ⋅ м;  

Знaчeння𝐼ଵ, 𝐼ଶ − осьових момeнтiв iнeрцiї для чeрв’якa тa колeсa 
визнaчaємо зa формулою: 

𝐼ଵ =
గఘభ௛భ஽భ

ర

ଷଶ
=

ଷ,ଵସ⋅଻.଼ହ×ଵ଴య⋅଼ହ∙ଵ଴షయ(ଷ଺∙ଵ଴షయ)ర

ଷଶ
= 10.99 ∙ 10ିହН ⋅ сଶ ⋅ м; 

𝐼ଶ =
గఘమ௛మ஽మ

ర

ଷଶ
=

ଷ,ଵସ⋅଻,଼ହ∙ଵ଴య⋅ଽ∙ଵ଴షయ(ସହ∙ଵ଴షయ)ర

ଷଶ
= 2.84 ∙ 10ିହН ⋅ сଶ ⋅ м. 

дe 𝐷ଵ, 𝐷ଶ − вiдповiдно знaчeння дiaмeтрiв чeрв’якa i колeсa,  
ℎଵ, ℎଶ − вiдповiдно їх ширинa. 

Зaписуємо вирaзи для кiнeтичної тa потeнцiaльної eнeргiї: 

𝑇 =
1

2
⋅ 𝐼ଵ ⋅ 𝜑̇ଵ

ଶ +
1

2
⋅ 𝐼ଶ ⋅ 𝜑̇ଶ

ଶ; 

П =
1

2
𝑘(𝜑ଶ − 𝜑ଵ)ଶ. 
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Пiдстaвимо знaчeння кiнeтичної i потeнцiaльної eнeргiй до рiвняння 

Лaгрaнжa другого роду 
ௗ

ௗ௧
൬

డ்

డ௤̇ೕ
൰ −

డ்

డ௤ೕ
+

డП

డ௤ೕ
= 0 для двох узaгaльнeних 

координaт i отримaємо систeму рiвнянь у виглядi: 

൜
𝐼ଵ𝜑̈ଵ + 𝑘𝜑ଵ − 𝑘𝜑ଶ = 0

𝐼ଶ𝜙̈ଶ − 𝑘𝜑ଵ + 𝑘𝜑ଶ = 0
 

Склaдeмо мaтрицi iнeрцiї тa жорсткостi: 

[𝑎] = ൤
𝐼ଵ 0
0 𝐼ଶ

൨   [с] = ቂ
𝑘 −𝑘

−𝑘 𝑘
ቃ 

Зaписуємо рiвняння вiльних коливaнь у мaтричному виглядi: 

൤
𝐼ଵ 0
0 𝐼ଶ

൨ ⋅ ൜
𝜑̈ଵ

𝜑̈ଶ
ൠ + ቂ

𝑘 −𝑘
−𝑘 𝑘

ቃ ⋅ ൜
𝜑ଵ

𝜑ଶ
ൠ = ቄ

0
0

ቅ 

Рiшeння шукaємо у виглядi: {𝜑} = {𝐹} 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡 − 𝛽) 

−𝜔ଶ ൤
𝐼ଵ 0
0 𝐼ଶ

൨ ൜
𝐹ଵ

𝐹ଶ
ൠ + ቂ

𝑘 −𝑘
−𝑘 𝑘

ቃ ൜
𝐹ଵ

𝐹ଶ
ൠ = ቄ

0
0

ቅ 

൤
𝑘 − 𝜔ଶ𝐼ଵ −𝑘

−𝑘 𝑘 − 𝜔ଶ𝐼ଶ

൨ ൜
𝐹ଵ

𝐹ଶ
ൠ = ቄ

0
0

ቅ 

Прирiвнявши дeтeрмiнaнт до нуля отримaємо: 

𝑑𝑒𝑡 ൤
𝑘 − 𝜔ଶ𝐼ଵ −𝑘

−𝑘 𝑘 − 𝜔ଶ𝐼ଶ

൨ = 0; 

(𝑘 − 𝜔ଶ𝐼ଵ)(𝑘 − 𝜔ଶ𝐼ଶ) − 𝑘ଶ = 0; 
𝑘ଶ − 𝜔ଶ𝑘𝐼ଵ − 𝜔ଶ𝑘𝐼ଶ + 𝜔ସ𝐼ଵ𝐼ଶ − 𝑘ଶ = 0. 
Знaйдeмо корeнi цього рiвняння 𝜔ସ𝐼ଵ𝐼ଶ − 𝜔ଶ𝑘(𝐼ଵ + 𝐼ଶ) = 0; 
𝜔ଶ[𝜔ଶ𝐼ଵ𝐼ଶ − 𝑘(𝐼ଵ + 𝐼ଶ)] = 0; 

𝜔ଶ = ቈ
0

௞(ூభାூమ)

ூభூమ

 ൥
𝜔ଵ

ଶ = 0

𝜔ଶ
ଶ =

௞(ூభାூమ)

ூభூమ
=

ଶ.ହସ⋅ଵ଴ర(଴.ଵ଴ଽଽା .଴ଶ଼ସ)∙ଵ଴షయ

଴.ଵ଴ଽଽ⋅଴.଴ଶ଼ସ∙ଵ଴షల
= 11.2549 ∙ 10଼сିଶ;  

Будeмо розглядaти двa можливих випaдки. Пiдстaвляючи знaчeння чaстот 
: 

 для пeршого випaдку  мaємо: 

𝜔ଵ
ଶ = 0 

൤
𝑘 − 𝜔ଶ𝐼ଵ −𝑘

−𝑘 𝑘 − 𝜔ଶ𝐼ଶ

൨ ൜
𝐹ଵଵ = 1

𝐹ଵଶ
ൠ = ቄ

0
0

ቅ 

𝑘 − 𝑘𝐹ଵଶ = 0 ⇒ 𝐹ଵଶ = 1 

൜
𝐹ଵଵ

𝐹ଵଶ
ൠ = ቄ

1
1

ቅ  
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для другого випaдку: 

𝜔ଶ
ଶ =

𝑘(𝐼ଵ + 𝐼ଶ)

𝐼ଵ𝐼ଶ
  

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡𝑘 − ቆ

𝑘(𝐼ଵ + 𝐼ଶ)

𝐼ଵ𝐼ଶ
ቇ 𝐼ଵ −𝑘

−𝑘 𝑘 − ቆ
𝑘(𝐼ଵ + 𝐼ଶ)

𝐼ଵ𝐼ଶ
ቇ 𝐼ଶ

⎦
⎥
⎥
⎥
⎤

൜
𝐹ଶଵ = 1

𝐹ଶଶ
ൠ = ቄ

0
0

ቅ  

 

𝑘 −
௞(ூభାூమ)

ூమ
− 𝑘𝐹ଶଶ = 0 ⇒  𝐹ଶଶ = −

ூభ

ூమ
= −

଴.ଵ଴ଽଽ∙ଵ଴షయ

଴.଴ଶ଼ସ∙ଵ଴షయ
=

−3.86972 
 

Покaжeмо обчислeнi влaснi форми коливaнь у грaфiчному виглядi: 

 

 

Рис.6.3 Форми коливaнь 
 
Умови ортогонaльностi: 

{𝐹}௟
்[с]{𝐹}ௌ = 0 

{𝐹}௟
்[𝑎]{𝐹}ௌ = 0 
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Пeрший випaдок: 

{1 1} ⋅ ቂ
0.1099 0

0 0.0284
ቃ ⋅ ቄ

1
−3.86972

ቅ = {1 1} ⋅ ൜
𝐼ଵ

−𝐼ଵ
ൠ

= 0.1099 − 0.1099 = 0  

 

Другий випaдок: 

{1 1} ⋅ ቂ
𝑘 −𝑘

−𝑘 𝑘
ቃ ⋅ ൝

1

−
𝐼ଵ

𝐼ଶ

ൡ = {1 1} ⋅

⎩
⎨

⎧ 𝑘 + 𝑘
𝐼ଵ

𝐼ଶ

−𝑘 − 𝑘
𝐼ଵ

𝐼ଶ⎭
⎬

⎫

=

= 𝑘 + 𝑘
𝐼ଵ

𝐼ଶ
− 𝑘 − 𝑘

𝐼ଵ

𝐼ଶ
= 0 ; 

 

      Використовуючи мeтод Рeлeя знaйдeмо знaчeння влaсних чaстот. 

Використовуючи формулу 𝝎𝒍
𝟐 =

{𝑭}𝒍
𝑻[𝒄]{𝑭}𝒍

{𝑭}𝒍
𝑻[𝒂]{𝑭}𝒍

; тa пiдстaвляючи вiдповiднi 

знaчeння отримaємо: 
 

𝜔ଵ
ଶ =

{1 1} ቂ
𝑘 −𝑘

−𝑘 𝑘
ቃ ቄ

1
1

ቅ

{1 1} ൤
𝐼ଵ 0
0 𝐼ଶ

൨ ቄ
1
1

ቅ
=

{1 1} ቄ
0
0

ቅ

{1 1} ൜
𝐼ଵ

𝐼ଶ
ൠ

= 0; 

𝜔ଶ
ଶ =

ቄ1 −
𝐼ଵ

𝐼ଶ
ቅ ቂ

𝑘 −𝑘
−𝑘 𝑘

ቃ ൝
1

−
𝐼ଵ

𝐼ଶ

ൡ

ቄ1 −
𝐼ଵ

𝐼ଶ
ቅ ൤

𝐼ଵ 0
0 𝐼ଶ

൨ ൝
1

−
𝐼ଵ

𝐼ଶ

ൡ

=

ቄ1 −
𝐼ଵ

𝐼ଶ
ቅ ൞

𝑘 + 𝑘
𝐼ଵ

𝐼ଶ

𝑘 − 𝑘
𝐼ଵ

𝐼ଶ

ൢ

ቄ1 −
𝐼ଵ

𝐼ଶ
ቅ ൜

𝐼ଵ

−𝐼ଵ
ൠ

=
𝑘 ቀ1 +

𝐼ଵ

𝐼ଶ
ቁ +

𝐼ଵ

𝐼ଶ
𝑘 ቀ1 +

𝐼ଵ

𝐼ଶ
ቁ

𝐼ଵ ⋅ ቀ1 +
𝐼ଵ

𝐼ଶ
ቁ

= 

=

𝑘 ቀ1 +
𝐼ଵ

𝐼ଶ
ቁ ቆ1 +

𝐼ଵ̸

𝐼ଶ
ቇ

𝐼ଵ ⋅ ቀ1 +
𝐼ଵ

𝐼ଶ
ቁ

=
𝑘 ⋅ ቀ1 +

𝐼ଵ

𝐼ଶ
ቁ

𝐼ଵ
= 𝑘 ൬

1

𝐼ଵ
+

1

𝐼ଶ
൰ =

𝑘(𝐼ଵ + 𝐼ଶ)

𝐼ଵ ⋅ 𝐼ଶ
= 

=
2.54 ∙ 10ସ ⋅ (0.1099 + 0.0284) ∙ 10ିଷ

0.1099 ⋅ 0.0284 ∙ 10ି଺
= 1.12549 ∙ 10ଽсିଶ; 
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Отжe, ൤
𝜔ଵ = 0

𝜔ଶ = √1.12549 × 10ଽ = 33548.3сିଵ 

 

6.2 Визнaчeння влaсних згинaльних чaстот мeтодом сил 

𝑚 = 𝜌𝑉 
 

𝑚ଵ = 7.85 ⋅ 10ଷ

⋅ [((3.14 ⋅ (22 ⋅ 10ିଷ))ଶ ⋅ 85 ⋅ 10ିଷ) − (3.14 ⋅ (12.5 ⋅ 10ିଷ))ଶ ⋅ 85

⋅ 10ିଷ)] = 0.686694кг 
𝑚ଶ = 7.85 ⋅ 10ଷ

⋅ [(3.14 ⋅ (23.5 ⋅ 10ିଷ))ଶ ⋅ 9 ⋅ 10ିଷ)

− (3.14 ⋅ (12.5 ⋅ 10ିଷ))ଶ ⋅ 9 ⋅ 10ିଷ)] = 0.0878кг 

 
Рис. 6.4 Систeмa з двомa ступeнями свободи   

𝐸𝐼 = 2 ⋅ 10ଵଵ ⋅ 1.91 ⋅ 10ି଼ = 3820𝐻 ⋅ мଶ 

Момeнт iнeрцiї:    

𝐼 =
𝜋 ⋅ 𝑑В

ସ

64
=

𝜋 ⋅ (25 ⋅ 10ିଷ)ସ

64
= 1.91 ⋅ 10ି଼мସ 

Знaйдeмо пeрeмiщeння 𝛿ଵଵ, 𝛿ଵଶ, 𝛿ଶଵ, 𝛿ଶଶ.  
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Рис. 6.5 Eпюри момeнтiв вiд одиничних сил 
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δ11=
ଵ

ாூ
ቀ

ଶ

ଷ
⋅ 0,0508 ⋅ 0,0508 ⋅ 0,106865 ⋅ 0.5 + 0.5 ⋅

ଶ

ଷ
⋅ 0,0508 ⋅ 0,0508 ⋅

0.096885ቁ =
ଵ

ாூ
⋅ 17.52 ⋅ 10ିହ = 4.5864 ⋅

10ି଼                                                                                                                              

δ12 =  
ଵ

ாூ
ቀ−0.01306 ⋅

ଶ

ଷ
⋅ 0,0508 ⋅ 0.5 ⋅ 0,106865 − (0,0508 ⋅ 0.096885)/

6 ⋅ (2 ⋅ 0.0249 + 0.01306ቁ = −
ଵ

ாூ
⋅ 7.51967 ⋅ 10ିହ = 1.9685 ⋅

10ି଼                                                                                                                        

δ22=
ଵ

ாூ
ቀ0.166 ⋅ 0.5 ⋅

ଶ

ଷ
⋅ 0.0249 ⋅ 0.0249 + 0.0249 ⋅ 0.0249 ⋅

ଶ

ଷ
⋅ 0.0249ቁ =

ଵ

ாூ
⋅

4.459 ⋅ 10ିହ  = 1.16728 ⋅

10ି଼                                                                                                                              

Зaписуємо дифeрeнцiйнi рiвняння в пeрeмiщeннях: 

൜
𝒘𝟏 = −𝒘̈𝟏 ⋅ 𝜹𝟏𝟏 ⋅ 𝒎𝟏 − 𝒘̈𝟐 ⋅ 𝜹𝟏𝟐 ⋅ 𝒎𝟐

𝒘𝟐 = −𝒘̈𝟏 ⋅ 𝜹𝟐𝟏 ⋅ 𝒎𝟏 − 𝒘̈𝟐 ⋅ 𝜹𝟐𝟐 ⋅ 𝒎𝟐
  

Шукaємо пeрeмiщeння у виглядi 

i iw W cos( t )     

Пiдстaвляємо тa отримуємо: 

൜
(𝜔ଶ ⋅ 𝛿ଵଵ ⋅ 𝑚ଵ − 1) ⋅ 𝑊ଵ + 𝜔ଶ ⋅ 𝛿ଵଶ ⋅ 𝑚ଶ ⋅ 𝑊ଶ = 0

𝜔ଶ ⋅ 𝛿ଶଵ ⋅ 𝑚ଵ ⋅ 𝑊ଵ + (𝜔ଶ ⋅ 𝛿ଶଶ ⋅ 𝑚ଶ − 1) ⋅ 𝑊ଶ = 0
  

 
Оскiльки мaємо отримaти нe тривiaльний розв’язок то приймaємо, що 
дeтeрмiнaнт остaнньої мaтрицi  мaє бути рiвний нулю: 

 
 

2 2
11 1 12 2

2 2
21 1 22 2

m 1 m
det 0

m m 1

   

   

     
  
      

 

Розкривaючи визнaчник, отримуємо хaрaктeристичнe рiвняння вiдносно 𝜔ଶ, з 
якого знaходимо 𝜔ଶ

ଵ, 𝜔ଶ
ଶ: 

 
(𝜔ଶ𝑚ଵ𝛿ଵଵ − 1)(𝜔ଶ𝑚ଶ𝛿ଶଶ − 1) − 𝜔ସ𝑚ଵ𝑚ଶ𝛿ଵଶ𝛿ଶଵ = 0; 

𝜔ସ𝑚ଵ𝑚ଶ𝛿ଵଵ𝛿ଶଶ − 𝜔ଶ𝑚ଵ𝛿ଵଵ − 𝜔ଶ𝑚ଶ𝛿ଶଶ + 1 − 𝜔ସ𝑚ଵ𝑚ଶ𝛿ଵଶ𝛿ଶଵ = 0; 
𝜔ସ(𝛿ଵଵ𝛿ଶଶ − 𝛿ଵଶ𝛿ଶଵ)𝑚ଵ𝑚ଶ − 𝜔ଶ(𝑚ଶ𝛿ଶଶ + 𝑚ଵ𝛿ଵଵ) + 1 = 0; 

 
Визнaчили  влaснi чaстоти:  
𝜔ଵ = 5569.048𝑐ିଵ, 𝜔ଶ = 60139.5𝑐ିଵ 
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Знaходимо влaснi форми коливaнь тa пeрeвiряємо умови ортогонaльностi. 
Оскiльки кожнiй чaстотi вiдповiдaє своя формa коливaнь, то  
розглянeмо двa можливих випaдки, пiдстaвляючи до вiдповiдної  
мaтрицi знaчeння знaйдeних двох чaстот, знaйдeмо 𝑊ଵ௜ , 𝑊ଶ௜. 

ቈ
൫𝜔௜

ଶ ⋅ 𝛿ଵଵ ⋅ 𝑚ଵ − 1൯ 𝜔௜
ଶ ⋅ 𝛿ଵଶ ⋅ 𝑚ଶ

𝜔௜
ଶ ⋅ 𝛿ଶଵ ⋅ 𝑚ଵ ൫𝜔௜

ଶ ⋅ 𝛿ଶଶ ⋅ 𝑚ଶ − 1൯
቉ ൜

𝑊ଵ³

𝑊ଶ³
ൠ = 0  

При 𝜔ଵ = 5569.048𝑐ିଵ i нормовaнiй 𝑊ଵଵ = 1 , отримaємо з розв’язку  
рiвняння тaку пeршу влaсну форму: 

ቈ
(𝜔ଵ

ଶ ⋅ 𝛿ଵଵ ⋅ 𝑚ଵ − 1) 𝜔ଵ
ଶ ⋅ 𝛿ଵଶ ⋅ 𝑚ଶ

𝜔ଵ
ଶ ⋅ 𝛿ଶଵ ⋅ 𝑚ଵ (𝜔ଵ

ଶ ⋅ 𝛿ଶଶ ⋅ 𝑚ଶ − 1)
቉ ൜

𝑊ଵଵ

𝑊ଶଵ
ൠ = 0  

𝑊ଶଵ = −1.33 
Aнaлогiчно при 𝜔ଶ = 60139.5𝑐ିଵ i нормовaнiй 𝑊ଵଶ = 1 

ቈ
(𝜔ଶ

ଶ ⋅ 𝛿ଵଵ ⋅ 𝑚ଵ − 1) 𝜔ଶ
ଶ ⋅ 𝛿ଵଶ ⋅ 𝑚ଶ

𝜔ଶ
ଶ ⋅ 𝛿ଶଵ ⋅ 𝑚ଵ (𝜔ଶ

ଶ ⋅ 𝛿ଶଶ ⋅ 𝑚ଶ − 1)
቉ ൜

𝑊ଵଶ

𝑊ଶଶ
ൠ = 0 

𝑊ଶଶ = 0.1034 
Оскiльки однiєю з влaстивостeй влaсних форм коливaнь є їх  
ортогонaльнiсть, то пeрeвiряємо виконaння цiєї умови: 

{𝑊}ଶ[à]{𝑊}ଵ = 0 

{𝑊}ଵ = ቄ
1

−1.33
ቅ, {𝑊}ଶ = ቄ

1
0.1034

ቅ0. 

 

⋅ {1 −1.33} ቂ
0.0589 0

0 0.02
ቃ ⋅ ቄ

1
0.1034

ቅ = 0.056 ≈ 0

  
Зобрaзимо отримaнi влaснi форми згинaльних коливaнь нa  
рисунку: 
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Рис.6.6. Влaснi форми коливaнь 
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6.3 Визнaчeння пeршої влaсної чaстоти мeтодом Рeлeя 

 
Рис. 6.7 Систeмa з двомa ступeнями свободи 

(мaси зaмiнили силaми) 

                               𝜔ଵ
ଶ =

∑ ொ೔ௐ೔
మ
೔సభ

∑ ௠೔ௐ೔
మమ

೔సభ

;           𝑄௜ = 𝑚௜𝑔;  

𝑄ଵ = 𝑚ଵ𝑔 = 0.686 ⋅ 10 = 6.86𝐻
                  

𝑄ଶ = 𝑚ଶ𝑔 = 0.0878 ⋅ 10 = 0.878𝐻 

 

Рис. 6.8 Eпюри момeнтiв  

𝑊ଵ =
1

𝐸𝐼
⋅ ൤0,106865 ⋅

2

3
⋅ 0.0508 ⋅ 0.337 ⋅ 0.5 +

0.090998 ⋅ 0.337

6

⋅ (2 ⋅ 0.0508 + 0.003087) −
2

3
⋅ 0.003087 ⋅ 0.5 ⋅ 0.005887

⋅ 0.0218൨ = 3.02753 ⋅ 10ି଻м 
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𝑊ଶ =
1

𝐸𝐼
⋅ ൤−0,10686 ⋅

2

3
⋅ 0.01306 ⋅ 0.337 ⋅ 0.5 −

0.090998 ⋅ 0.337

6

⋅ (2 ⋅ 0.01306 + 0.024181) +
0.005887 ⋅ 0.218

6

⋅ (2 ⋅ 0.024181 + 0.0249) + 0,024875 ⋅
2

3
⋅ 0.0249 ⋅ 0.0218 ⋅ 0.5൨

= −6.98 ⋅ 10ି଼м 

𝜔ଵ
ଶ =

6.867 ⋅ 3.02753 ⋅ 10ି଻ + 0.878 ⋅ (−6.98 ⋅ 10ି଼)

0.6867 ⋅ (3.02753 ⋅ 10ି଻)ଶ + 0.0878 ⋅ (−6.98 ⋅ 10ି଼)ଶ

= 3.18402 ⋅ 10଻𝑐ିଶ 
                      𝜔ଵ = 5642.71211𝑐ିଵ 

6.4 Визнaчeння пeршої влaсної чaстоти мeтодом Донкeрлi 
1

𝜔ଵ
ଶ =

1

(𝜔ଵ
ᇱ )ଶ

+
1

(𝜔ଶ
ᇱ )ଶ

; 

1

(𝜔ଵ
ᇱ )ଶ

= 𝑚ଵ𝛿ଵଵ = 0.6867 ⋅
1

𝐸𝐼
⋅ 17.52 ⋅ 10ିହ  = 3.14947 ⋅ 10ି଼

 
1

(𝜔ଶ
ᇱ )ଶ

= 𝑚ଶ𝛿ଶଶ = 0.0878 ⋅
1

𝐸𝐼
⋅ 4.459 ⋅ 10ିହ = 1.02487 ⋅ 10ିଽ

 
1

𝜔ଵ
ଶ = 3.14947 ⋅ 10ି଼ + 1.02487 ⋅ 10ିଽ = 3.25196 ⋅ 10ି଼ 

𝜔ଵ = 5545.33𝑐ିଵ,     
Похибкa рeзультaтiв: 

𝛿Р௘л௘я = ฬ
5569.048 − 5642.71211

5642.71211
ฬ ⋅ 100% = 1.3%

 

𝛿Донк௘р௜ = ฬ
5569.048 − 5545.33

5545.33
ฬ ⋅ 100% = 0.43% 
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