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РЕФЕРАТ

Квалiфiкацiйна робота мiстить: 49 стор., 1 рисунок, 0 таблиць, 9

джерел.

Метою дослiдження є побудова моделi систем зв’язаних осциляторiв

пiд дiєю випадкових збурень. Об’єктом дослiдження є стохастичнi процеси

в системах зв’язаних осциляторiв пiд дiєю випадкових збурень. Предметом

дослiдження є моделi та методи оцiнювання розподiлу системи зв’язаних

осциляторiв з невiдомим коефiцiєнтом жорсткостi.

У роботi побудовано математичну модель системи зв’язаних

осциляторiв з невiдомим коефiцiєнтом жорсткостi у виглядi рiвняння

авторегресiї та встановлено умови iснування стацiонарного розподiлу.

Побудовано двi оцiнки невiдомого параметра: за допомогою методу

найменших квадратiв та вибiркового другого моменту. Отримано верхню

межу математичного сподiвання квадрата вiдстанi за варiацiєю мiж

iстинним та оцiненим розподiлами.

ЗВ’ЯЗАНI ОСЦИЛЯТОРИ, РIВНЯННЯ АВТОРЕГРЕСIЇ,

ТРИДIАГОНАЛЬНА МАТРИЦЯ
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ABSTRACT

The qualification work contains: 49 pages, 1 figure, 0 tables, 9 sources.

The aim of the research is to construct a model of coupled oscillator

systems under random perturbations. The object of the research is stochastic

processes in coupled oscillator systems under random perturbations. The

subject of the research is models and methods for estimating the distribution

of a coupled oscillator system with unknown stiffness coefficient. In this work,

a mathematical model of a coupled oscillator system with unknown stiffness

coefficient is constructed as an autoregression equation, and conditions for the

existence of a stationary distribution are established. Two estimates of the

unknown parameter are developed: using the least squares method and the

sample second moment. An upper bound for the mathematical expectation of

the squared total variation distance between the true and estimated

distributions is obtained.

COUPLED OSCILLATOR, AUTOREGRESSIVE EQUATION,

TRIDIAGONAL MATRIX



ЗМIСТ

Вступ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1 Побудова моделi зв’язаних осциляторiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.1 Опис системи зв’язаних осциляторiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2 Рiвняння руху зв’язаних осциляторiв як рiвняння авторегресiї . . . 11

1.2.1 Властивостi матрицi 𝑉 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3 Оцiнка розподiлу системи зв’язаних осциляторiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

1.3.1 Оцiнка найменших квадратiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

1.3.2 Оцiнка через вибiрковий другий момент. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

Висновки до роздiлу 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2 Вiдстанi мiж ймовiрнiсними розподiлами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.1 Метрики на просторi iмовiрнiсних мiр . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

2.2 Вiдстань за варiацiєю мiж iстинним та оцiненим розподiлом

системи зв’язаних осциляторiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

Висновки до роздiлу 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

Перелiк посилань . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48



7
ВСТУП

Актуальнiсть дослiдження. Системи зв’язаних осциляторiв є

важливими математичними моделями, що описують широкий спектр

фiзичних, бiологiчних та iнженерних процесiв. Вони використовуються

для моделювання коливальних процесiв у молекулярнiй фiзицi,

термодинамiцi, механiчних системах та багатьох iнших областях.

Оцiнювання параметрiв розподiлу таких систем має фундаментальне

значення для розумiння їхньої поведiнки та прогнозування динамiки.

Дослiджувана модель представляє випадок, коли система пiдлягає

впливу випадкових збурень, що призводить до стохастичної динамiки.

Розробка методiв оцiнювання розподiлу таких систем та кiлькiсна оцiнка

точностi отриманих оцiнок є актуальною задачею, яка має як теоретичне,

так i практичне значення.

Метою дослiдження є розвиток математичної теорiї оцiнювання

розподiлiв систем зв’язаних осциляторiв пiд дiєю випадкових збурень.

Для досягнення мети необхiдно розв’язати задачу дослiдження, яка

полягає у побудовi та аналiзi оцiнок розподiлу системи зв’язаних

осциляторiв та встановленнi кiлькiсних характеристик точностi цих

оцiнок. Для розв’язання задачi необхiдно вирiшити такi завдання:

1) Провести огляд опублiкованих джерел за тематикою дослiдження

систем зв’язаних осциляторiв та методiв оцiнювання їх параметрiв;

2) Побудувати математичну модель системи зв’язаних осциляторiв

з невiдомим коефiцiєнтом жорсткостi та дослiдити умови iснування

стацiонарного розподiлу;

3) Розробити методи оцiнювання невiдомого параметра системи та

дослiдити властивостi отриманих оцiнок;

4) Дослiдити вiдстань мiж iстинним та оцiненим розподiлами системи

та встановити верхнi межi для цiєї вiдстанi.

Об’єктом дослiдження є стохастичнi процеси в системах зв’язаних



8
осциляторiв пiд дiєю випадкових збурень.

Предметом дослiдження є моделi та методи оцiнювання розподiлу

системи зв’язаних осциляторiв з невiдомим коефiцiєнтом жорсткостi.

При розв’язаннi поставлених завдань використовувались такi

методи дослiдження: методи лiнiйної алгебри, теорiї матриць, теорiї

ймовiрностей, математичної статистики, теорiї випадкових процесiв,

методи аналiзу часових рядiв.

Наукова новизна отриманих результатiв полягає в тому, що

отримано вираз для верхньої межi математичного сподiвання квадрата

вiдстанi за варiацiєю мiж iстинним та оцiненим розподiлами системи

зв’язаних осциляторiв, для довiльного об’єму вибiрки можемо отримати

оцiнку вiдстанi за варiацiєю згори.

Практичне значення результатiв полягає у можливостi їх

використання при моделюваннi реальних фiзичних та бiологiчних систем,

що описуються моделлю зв’язаних осциляторiв. Розроблена модель

дозволяє дискретизувати модель зв’язаних осциляторiв i використовувати

наведенi оцiнки для дискретизованої моделi.

Апробацiя результатiв та публiкацiї. Результати будуть

представлено на XXIII Всеукраїнськiй науково-практичнiй конференцiї

студентiв, аспiрантiв та молодих вчених «Теоретичнi i прикладнi

проблема фiзики, математики та iнформатики» (14-17 травня 2025р., м.

Київ Україна.)
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1 ПОБУДОВА МОДЕЛI ЗВ’ЯЗАНИХ ОСЦИЛЯТОРIВ

1.1 Опис системи зв’язаних осциляторiв

0 1 2 4 5 N+1

Мережi зв’язаних осциляторiв слугують моделями систем, динамiка

яких описується перiодичними процесами. З прикладами таких систем ми

зустрiчаємося у молекулярнiй фiзицi, бiологiї, нейронауцi, iнженерiї

багатокомпонентних конструкцiй. Так, кожен атом молекули осцилює

навколо рiвноважного стану, а взаємодiя мiж атомами перетворює

молекулу на систему зв’язаних осциляторiв. Осцилятором є окремий

нейрон чи група нейронiв головного мозку людини, характер зв’язкiв мiж

якими та ефекти повної чи часткової синхронiзацiї визначають

функцiонування мозку. Акустичнi явища, вiбрацiю частин складних

конструкцiй теж вивчають в рамках моделей зв’язаних осциляторiв.

В магiстерськiй роботi ми розглянемо ланцюг зв’язаних

осциляторiв, взаємодiя мiж парою сусiднiх частинок в якому описується

законом Гука з невiдомим коефiцiєнтом жорсткостi, та в припущеннi, що

на кожну частинку дiють незалежнi випадковi збурення. Нашою метою є

оцiнювання розподiлу такої системи зв’язаних осциляторiв та

знаходження вiдстанi мiж iстинним та оцiненим розподiлами.

Розглянемо систему, що складається з 𝑁 дифузiйно зв’язаних

осциляторiв, кожен з яких зазнає впливу випадкових збурень. Вважаючи,

що зв’язки мiж осциляторами є пружними i що час є дискретним, рух
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системи описується рiзницевими рiвняннями:

𝑥𝑘(𝑡+ 1) = 𝑥𝑘(𝑡)− 𝛼 (2𝑥𝑘(𝑡)− 𝑥𝑘−1(𝑡)− 𝑥𝑘+1(𝑡)) + 𝑢𝑘(𝑡+ 1), (1.1)

𝑥𝑘(0) = 0, 𝑘 = 1,𝑁,

∀𝑡 𝑥0(𝑡) = 𝑥𝑁+1(𝑡) = 0.

Тут 𝑥𝑘(𝑡) є вертикальним змiщенням 𝑘-ої частинки вiд положення

рiвноваги в момент часу 𝑡; {𝑢1(𝑡)}𝑡>1, ..., {𝑢𝑁(𝑡)}𝑡>1 — незалежнi

послiдовностi незалежних випадкових величин з нормальним розподiлом

𝑢𝑖(𝑡) ∼ 𝑁(0, 𝜎2); 𝛼 — коефiцiєнт пружностi, 𝑥0, 𝑥𝑁+1 — нерухомi кiнцi

ланцюга осциляторiв.

Рiвняння (1.1), яке ми розглядаємо, є дискретизацiєю

диференцiйного стохастичного рiвняння з частковими похiдними, що

описує динамiку дифузiйно зв’язаних осциляторiв

𝜕

𝜕𝑡
𝑥(𝑢, 𝑡) = 𝛼

𝜕2

𝜕𝑢2
𝑥(𝑢, 𝑡) + 𝑊̇ (𝑢, 𝑡),

де 𝑥(𝑢, 𝑡) є змiщенням в точцi 𝑢 ∈ [0, 1], (𝑊 (𝑢, 𝑡))𝑡>0 є вiнерiвським

процесом для кожного 𝑢, а 𝑊̇ (𝑢, 𝑡) позначає формальну похiдну 𝑊 (𝑢, 𝑡)

за часом.

Рiвняння (1.1) слугує також моделю полiмерного ланцюжка,

мономери якого пов’язанi пружними силами i який помiщено в рiдину

дифузуючими частинками (c. 2 [7]).

Зауважимо, що рiвняння (1.1) можна записати в матричному виглядi:

𝑥(𝑡+ 1) = (𝐼 − 𝛼𝑉 )𝑥(𝑡) + 𝑢(𝑡+ 1), (1.2)

де вводимо наступнi позначення:
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𝑉 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 −1 0 . . . 0

−1 2 −1 . . . 0

0 −1 2 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 2 −1

0 0 . . . −1 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, 𝑥(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)

𝑥3(𝑡)

...

𝑥𝑁−1(𝑡)

𝑥𝑁(𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, 𝑢(𝑡) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑢1(𝑡)

𝑢2(𝑡)

𝑢3(𝑡)

...

𝑢𝑁−1(𝑡)

𝑢𝑁(𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.

1.2 Рiвняння руху зв’язаних осциляторiв як рiвняння

авторегресiї

Зауважимо, що рiвняння (1.2) є рiвнянням авторегресiї. Загальнi

властивостi таких рiвнянь вивчаються зокрема в [8]. Iснування

стацiонарного розв’язку рiвняння (1.2) визначається властивостями

матрицi 𝐴 = 𝐼 − 𝛼𝑉 , а саме — її власними значеннями.

1.2.1 Властивостi матрицi 𝑉

Матрицю 𝑉 розмiру 𝑘 × 𝑘 будемо позначати 𝑉𝑘.
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𝑉𝑘 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

2 −1 0 . . . 0

−1 2 −1 . . . 0

0 −1 2 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 2 −1

0 0 . . . −1 2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑘

(1.3)

Твердження 1.1. Матриця 𝑉𝑘 є додатно визначеною для

довiльного 𝑘 > 1.

Доведення. Згiдно з критерiєм Сильвестра, матриця є додатно

визначеною тодi i тiльки тодi, коли всi її кутовi мiнори є додатними.

Перевiримо, що умова критерiю Сильвестра виконується i доведемо

за допомогою методу математичної iндукцiї, що для довiльного 𝑘 > 2

det𝑉𝑘 > det𝑉𝑘−1.

Зауважимо, що

𝑉1 =

(︂
2

)︂
, det𝑉1 = 2 > 0,

𝑉2 =

⎛⎜⎜⎝ 2 −1

−1 2

⎞⎟⎟⎠ , det𝑉2 = 4− 1 = 3 > det𝑉1.

Нехай твердження справедливе для матрицi розмiру k i всiх менших

розмiрiв, тобто:

∀ 𝑠 = 1,𝑘 det𝑉𝑠 > det𝑉𝑠−1.
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З вигляду (1.3) матрицi 𝑉𝑘 випливає, що

det𝑉𝑘+1 = 2det𝑉𝑘 − det𝑉𝑘−1 =

= det𝑉𝑘 + (det𝑉𝑘 − det𝑉𝑘−1) .

Оскiльки за припущенням iндукцiї det𝑉𝑘 − det𝑉𝑘−1 > 0, то

det𝑉𝑘+1 > det𝑉𝑘 > 0.

Це означає, що матриця 𝑉𝑘 довiльного розмiру є додатно визначеною.

Матриця 𝐴 = 𝐼 − 𝛼𝑉 належить до так званих тридiагональних

матриць, вивченню властивостей яких присвячено чимало робiт [6]. Нам

знадобиться наступна теорема.

Теорема 1.1. (Теорема 1, с. 134 [6]). Нехай матриця 𝐴𝑛 є

тридiагональною з елементами (𝑎1, 𝑎0, 𝑎1), тобто

𝐴𝑛 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎0 𝑎1 0 . . . 0

𝑎1 𝑎0 𝑎1 . . . 0

0 𝑎1 𝑎0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 𝑎0 𝑎1

0 0 . . . 𝑎1 𝑎0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Тодi iснує дiагональний розклад матрицi

𝐴 = 𝑊𝐷𝑊
′
, (1.4)

де 𝐷 дiагональна матриця, яка складається з власних чисел матрицi 𝐴

𝐷 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝜆1, . . . 𝜆𝑛),
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причому власнi числа обчислюються наступним чином:

𝜆𝑖 = 𝑎0 + 2 |𝑎1| cos
𝑖𝜋

𝑛+ 1
.

А елементи матрицi 𝑊 обчислюються за наступною формулою

𝑊𝑖𝑗 =

√︂
2

𝑛+ 1

(︂
𝑎1
|𝑎1|

)︂𝑖

sin
𝑖𝑗𝜋

𝑛+ 1
.

З теореми 1.1 випливає, що власнi значення матрицi 𝐴 = 𝐼 − 𝛼𝑉

мають вигляд

𝜆𝑖 = 1− 2𝛼 + 2𝛼 cos
𝑖𝜋

𝑁 + 1
. (1.5)

Сама ж матриця допускає декомпозицiю 𝐴 = 𝑊𝐷𝑊
′ де 𝑊 є

ортогональною матрицею з елементами

𝑊𝑖𝑗 =

√︂
2

𝑁 + 1
sin

𝑖𝑗𝜋

𝑁 + 1
. (1.6)

Зауваження. За будовою елементи матрицi 𝑊 не залежать вiд

невiдомого параметра 𝛼, а отже ми можемо їх обчислити.

Також вiдома властивiсть власного розкладу довiльного степеня

матрицi:

𝐴𝑚 = 𝑊𝐷𝑚𝑊
′
.

Лема 1.1. Якщо 𝛼 ∈ (0, 1/2), то рiвняння (1.2) має стацiонарний

розв’язок.

Доведення. Вiдомо [5], що стацiонарний розв’язок рiвняння

авторегресiї (1.2) iснує, якщо всi власнi числа матрицi 𝐴 по модулю не

перевищують одиницю. З (1.5) випливає, що

|𝜆𝑖| =
⃒⃒⃒⃒
1− 4𝛼𝑠𝑖𝑛2 𝑖𝜋

2(𝑁 + 1)

⃒⃒⃒⃒
.

Тому умова max𝑖 |𝜆𝑖| < 1 еквiвалентна умовi 𝛼 ∈ (0, 1/2).
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Надалi вважаємо, що умова |𝜆𝑖| < 1 для всiх 𝑖 = 1,𝑁 виконується.

Надалi пiд нормою матрицi 𝐴 будемо мати на увазi операторну норму

||𝐴|| = 𝑠𝑢𝑝𝑥 ̸=0
||𝐴𝑥||
||𝑥||

. (1.7)

Оскiльки для симетричної матрицi, якою є матриця 𝐴, операторна

норма збiгається з максимумом модулiв власних значень матрицi 𝐴, то

умова |𝜆𝑖| < 1 для всiх 𝑖 = 1,𝑁 гарантує виконання умови ||𝐴|| < 1.

Встановимо деякi властивостi рiвняння (1.2). Зауважимо, що якщо

власнi числа матрицi 𝐴 за модулем меншi одиницi, то ряд
∑︀∞

𝑖=1𝐴
𝑖 є

збiжним [8].

Розглянемо детальнiше властивостi випадкового вектора

𝑋(𝑡) = (𝑋1(𝑡), . . . 𝑋𝑁(𝑡)). Маємо:

𝑋(𝑡) = 𝐴𝑋(𝑡− 1) + 𝑢(𝑡) = 𝐴2𝑋(𝑡− 2) + 𝐴𝑢(𝑡− 1) + 𝑢(𝑡) =

= · · · = 𝐴𝑡𝑋(0) +
𝑡−1∑︁
𝑖=0

𝐴𝑖𝑢(𝑡− 𝑖) =
𝑡−1∑︁
𝑖=0

𝐴𝑖𝑢(𝑡− 𝑖) =
𝑡∑︁

𝑖=1

𝐴𝑡−𝑖𝑢(𝑖). (1.8)

Через те, що розподiл шуму 𝑢(𝑡) не залежить вiд часу, то величини

𝑢(𝑖) i 𝑢(𝑡− 𝑖) - однаково розподiленi: 𝑢(𝑡− 𝑖)
𝑑∼ 𝑢(𝑖).

Отже, маємо наступне зображення вектора 𝑋(𝑡)

𝑋(𝑡) =
𝑡∑︁

𝑖=1

𝐴𝑡−𝑖𝑢(𝑖) =
𝑡−1∑︁
𝑖=0

𝐴𝑖𝑢(𝑡− 𝑖)
𝑑∼

𝑡−1∑︁
𝑖=0

𝐴𝑖𝑢(𝑖). (1.9)

Далi переконаємось у тому, що 𝑋(𝑡)
𝑑−−−→

𝑡→∞

∑︀∞
𝑖=0𝐴

𝑖𝑢(𝑖).

Лема 1.2. Якщо ||𝐴|| < 1, то

𝑡−1∑︁
𝑖=0

𝐴𝑖𝑢(𝑖)
𝐿2

−→
∞∑︁
𝑖=0

𝐴𝑖𝑢(𝑖), 𝑡 → ∞.
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Доведення. Для доведення леми маємо переконатися в тому, що

𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑡−1∑︁
𝑖=0

𝐴𝑖𝑢(𝑖)−
∞∑︁
𝑖=0

𝐴𝑖𝑢(𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
2

→ 0, 𝑡 → ∞.

Зауваживши, що

𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑡−1∑︁
𝑖=0

𝐴𝑖𝑢(𝑖)−
∞∑︁
𝑖=0

𝐴𝑖𝑢(𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
2

= 𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
∞∑︁
𝑖=𝑡

𝐴𝑖𝑢(𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
2

,

i що 𝑢(𝑖), 𝑢(𝑗) є незалежними випадковими векторами при 𝑖 ̸= 𝑗,

отримуємо

𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
∞∑︁
𝑖=𝑡

𝐴𝑖𝑢(𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
2

= 𝑀

⎡⎣ ∞∑︁
𝑖=𝑡

∞∑︁
𝑗=𝑡

𝑢′(𝑖)𝐴𝑖𝐴𝑗𝑢(𝑗)

⎤⎦ = (1.10)

=
∞∑︁
𝑖=𝑡

𝑀
[︀
𝑢′(𝑖)𝐴2𝑖𝑢(𝑖)

]︀
=

∞∑︁
𝑖=𝑡

𝑀
⃒⃒⃒⃒
𝐴𝑖𝑢(𝑖)

⃒⃒⃒⃒2
.

Далi використаємо той факт, що ||𝐴𝑥|| 6 ||𝐴|| · ||𝑥||,
⃒⃒⃒⃒
𝐴𝑖
⃒⃒⃒⃒
6 ||𝐴||𝑖

∞∑︁
𝑖=𝑡

𝑀
⃒⃒⃒⃒
𝐴𝑖𝑢(𝑖)

⃒⃒⃒⃒2
6

∞∑︁
𝑖=𝑡

𝑀
[︁⃒⃒⃒⃒

𝐴𝑖
⃒⃒⃒⃒2 ||𝑢(𝑖)||2]︁ 6 ∞∑︁

𝑖=𝑡

||𝐴||2𝑖𝑀
[︁
||𝑢(𝑖)||2

]︁
=

= 𝜎2 ·𝑁 ·
∞∑︁
𝑖=𝑡

||𝐴||2𝑖 .

За припущенням леми ||𝐴|| < 1, тому ряд
∑︀∞

𝑖=0 ||𝐴||
2𝑖 є збiжним, а тому

при 𝑡 → ∞ залишкова сума
∑︀∞

𝑖=𝑡 ||𝐴||
2𝑖 збiгається до нуля:

∞∑︁
𝑖=𝑡

||𝐴||2𝑖 → 0, 𝑡 → ∞.

Отже, отримали збiжнiсть у середньому квадратичному.

𝑡−1∑︁
𝑖=0

𝐴𝑖𝑢(𝑖)
𝐿2

−→
∞∑︁
𝑖=0

𝐴𝑖𝑢(𝑖), 𝑡 → ∞.
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Зi збiжностi в середньому квадратичному випливає збiжнiсть за

ймовiрнiстю i за розподiлом. Тому:

𝑋(𝑡)
𝑑−→

∞∑︁
𝑖=0

𝐴𝑖𝑢(𝑖), 𝑡 → ∞.

Використовуючи рiвнiсть (1.9), легко переконатись у наступних

властивостях вектора 𝑋(𝑡) =
∑︀𝑡

𝑖=1𝐴
𝑡−𝑖𝑢(𝑖):

𝑀 [𝑋(𝑡)] =
𝑡∑︁

𝑖=1

𝐴𝑡−𝑖𝑀 [𝑢(𝑖)] = 0,

𝑐𝑜𝑣(𝑋(𝑡), 𝑋(𝑡)) = 𝑐𝑜𝑣(
𝑡∑︁

𝑖=1

𝐴𝑡−𝑖𝑢(𝑖),
𝑡∑︁

𝑗=1

𝐴𝑡−𝑗𝑢(𝑗)) =

=
𝑡−1∑︁
𝑖=0

𝐴2𝑖𝑐𝑜𝑣(𝑢(𝑖), 𝑢(𝑖)) = 𝜎2
𝑡−1∑︁
𝑖=0

𝐴2𝑖,

𝑋(𝑡) ∼ 𝑁(0, 𝜎2
𝑡−1∑︁
𝑖=0

𝐴2𝑖).

Введемо позначення ⊗ для операцiї тензорного добутку векторiв:

якщо 𝑙 = (𝑙0, 𝑙1, ...𝑙𝑘), 𝑟 = (𝑟0, 𝑟1, ...𝑟𝑘), то

𝑙 ⊗ 𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑙0𝑟0 . . . 𝑙0𝑟𝑘

. . . . . . . . .

𝑙𝑘𝑟0 . . . 𝑙𝑘𝑟𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Далi сформулюємо двi леми, про властивостi системи зв’язаних

осциляторiв.

Лема 1.3.
1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑢(𝑡)⊗𝑋(𝑡− 1)
𝑃−−−→

𝑇→∞
0.

Доведення. Збiжнiсть за ймовiрнiстю матрицi означає
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покомпонентну збiжнiсть. Тому переконаємось, що кожна компонента

матрицi 𝑢(𝑡)⊗𝑋(𝑡− 1) за ймовiрнiстю збiгається до нуля:

∀ 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑁
1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑢𝑖(𝑡)𝑋𝑗(𝑡− 1)
𝑃−−−→

𝑇→∞
0.

Скористаємося нерiвнiстю Чебишова: ∀𝜖 > 0

𝑃

(︃⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑢𝑖(𝑡)𝑋𝑗(𝑡− 1)

⃒⃒⃒⃒
⃒ > 𝜖

)︃
6

𝑀
[︁∑︀𝑇

𝑡=1 𝑢𝑖(𝑡)𝑋𝑗(𝑡− 1)
]︁2

𝑇 2𝜖2
, (1.11)

через незалежнiсть випадкових величин 𝑢𝑖(𝑡) i 𝑋𝑗(𝑡 − 1) можемо

розглядати математичне сподiвання їхнього добутку, як добуток

математичних сподiвань.

𝑀

[︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑢𝑖(𝑡)𝑋𝑗(𝑡− 1)

]︃2
=

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑀(𝑢𝑖(𝑡))
2𝑀(𝑋𝑗(𝑡− 1))2 = 𝜎2

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡−2∑︁
𝑘=0

(︀
𝐴2𝑘
)︀
𝑗𝑗
.

Оскiльки
∑︀𝑡−2

𝑘=0

(︀
𝐴2𝑘
)︀
𝑗𝑗

6
∑︀∞

𝑘=0

(︀
𝐴2𝑘
)︀
𝑗𝑗

, i ряд
∑︀∞

𝑘=0

(︀
𝐴2𝑘
)︀
𝑗𝑗

є збiжним, то∑︀𝑡−2
𝑘=0

(︀
𝐴2𝑘
)︀
𝑗𝑗

6 𝐶 < ∞, а тому праву частину нерiвностi (1.11) можна

подати у виглядi:

𝑃

(︃⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑢𝑖(𝑡)𝑋𝑗(𝑡− 1)

⃒⃒⃒⃒
⃒ > 𝜖

)︃
6

𝜎2
∑︀𝑇

𝑡=1𝐶

𝑇 2𝜖2
=

𝜎2𝑇𝐶

𝑇 2𝜖2
=

𝜎2𝐶

𝑇𝜖2
−−−→
𝑇→∞

0.

Отже, умова збiжностi за ймовiрнiстю виконується

1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

(𝑢(𝑡)𝑋(𝑡− 1))
𝑃−−−→

𝑇→∞
0.
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Лема 1.4.

1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑋(𝑡)⊗𝑋(𝑡)
𝑃−−−→

𝑇→∞
𝜎2

∞∑︁
𝑖=0

𝐴2𝑖. (1.12)

Доведення. Для кожного 𝑚 > 1 i довiльного 𝑡 > 𝑚 визначимо

випадкову величину 𝑋𝑚(𝑡)

𝑋𝑚(𝑡) =
𝑡∑︁

𝑖=𝑡−𝑚+1

𝐴𝑡−𝑖𝑢(𝑖).

Подамо рiзницю
[︂
1

𝑇

∑︀𝑇
𝑡=1𝑋(𝑡)⊗𝑋(𝑡)− 𝜎2

∑︀∞
𝑖=0𝐴

2𝑖

]︂
у виглядi суми

1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑋(𝑡)⊗𝑋(𝑡)− 𝜎2
∞∑︁
𝑖=0

𝐴2𝑖 =
1

𝑇

𝑚−1∑︁
𝑡=1

𝑋(𝑡)⊗𝑋(𝑡)− 𝜎2
∞∑︁
𝑖=0

𝐴2𝑖+

+
1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

(𝑋(𝑡)−𝑋𝑚(𝑡) +𝑋𝑚(𝑡))⊗ (𝑋(𝑡)−𝑋𝑚(𝑡) +𝑋𝑚(𝑡)) .

Далi розкриємо дужки останнього доданку i згрупуємо доданки

1

𝑇

𝑚−1∑︁
𝑡=1

𝑋(𝑡)⊗𝑋(𝑡) +

[︃
1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

𝑋𝑚(𝑡)⊗𝑋𝑚(𝑡)− 𝜎2
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝐴2𝑖

]︃
+

+
1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

(𝑋(𝑡)−𝑋𝑚(𝑡))⊗ (𝑋(𝑡)−𝑋𝑚(𝑡))+

+
1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

(𝑋(𝑡)−𝑋𝑚(𝑡))⊗𝑋𝑚(𝑡) +
1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

𝑋𝑚(𝑡)⊗ (𝑋(𝑡)−𝑋𝑚(𝑡))− 𝜎2
∞∑︁

𝑖=𝑚

𝐴2𝑖.

Переконаємось що кожен з доданкiв збiгається до нуля за

ймовiрнiстю при 𝑇 → ∞.

1) Переконаємось, що
1

𝑇

∑︀𝑚−1
𝑡=1 𝑋(𝑡) ⊗ 𝑋(𝑡)

𝐿1

−−−→
𝑇→∞

0. Для цього

скористаємось оцiнкою⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑇

𝑚−1∑︁
𝑡=1

𝑋(𝑡)⊗𝑋(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 1

𝑇

𝑚−1∑︁
𝑡=1

||𝑋(𝑡)⊗𝑋(𝑡)|| = 1

𝑇

𝑚−1∑︁
𝑡=1

||𝑋(𝑡)||2 .
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Вже було показано, що 𝑀 ||𝑋(𝑡)||2 6 𝜎2𝑁
∑︀𝑡−1

𝑖=1 ||𝐴||
2𝑖 i ряд

∑︀∞
𝑖=1 ||𝐴||

2𝑖 є

збiжним, тобто
∑︀∞

𝑖=1 ||𝐴||
2𝑖 = 𝐶 < ∞.

Тодi

𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑇

𝑚−1∑︁
𝑡=1

𝑋(𝑡)⊗𝑋(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝐶𝜎2

𝑇
(𝑚− 1) → 0, 𝑇 → ∞,

для довiльного фiксованого 𝑚 > 1.

Оскiльки зi збiжностi 𝐿1 випливає збiжнiсть за ймовiрнiстю, то для

довiльного фiксованого 𝑚 маємо:

1

𝑇

𝑚−1∑︁
𝑡=1

𝑋(𝑡)⊗𝑋(𝑡)
𝑃−−−→

𝑇→∞
0.

2) Переконаємось, що
1

𝑇

∑︀𝑇
𝑡=𝑚 (𝑋(𝑡)−𝑋𝑚(𝑡))⊗𝑋𝑚(𝑡)

𝐿1

−−−→
𝑇→∞

0.

Скористаємось нерiвнiстю трикутника та нерiвнiстю

Кошi-Буняковського

𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

(𝑋(𝑡)−𝑋𝑚(𝑡))⊗𝑋𝑚(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝑀

1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

||(𝑋(𝑡)−𝑋𝑚(𝑡))⊗𝑋𝑚(𝑡)|| =

= 𝑀
1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

||𝑋(𝑡)−𝑋𝑚(𝑡)|| · ||𝑋𝑚(𝑡)|| 6

6
1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

√︁
𝑀 ||𝑋(𝑡)−𝑋𝑚(𝑡)||2

√︁
𝑀 ||𝑋𝑚(𝑡)||2.

Обчислимо кожне математичне сподiвання в правiй частинi нерiвностi

окремо. Зазначимо що 𝑋𝑚(𝑡) - це останнi 𝑚 доданкiв рекурсивної суми

𝑋(𝑡). В (1.10) було продемонстровано, що
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𝑀 ||𝑋(𝑡)−𝑋𝑚(𝑡)||2 = 𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑡−𝑚∑︁
𝑖=1

𝐴𝑡−𝑖𝑢(𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
2

6 (1.13)

6 𝜎2𝑁
𝑡−𝑚∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
𝐴𝑡−𝑖

⃒⃒⃒⃒2
6 𝜎2𝑁

𝑡−1∑︁
𝑖=𝑚

||𝐴||2𝑖 6 𝜎2𝑁
∞∑︁

𝑖=𝑚

||𝐴||2𝑖 ,

i тодi

𝑀 ||𝑋𝑚(𝑡)||2 = 𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑡∑︁
𝑖=𝑡−𝑚+1

𝐴𝑡−𝑖𝑢(𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
2

6 𝜎2𝑁
𝑡∑︁

𝑖=𝑡−𝑚+1

⃒⃒⃒⃒
𝐴𝑡−𝑖

⃒⃒⃒⃒2
6

6 𝜎2𝑁
∞∑︁
𝑖=0

||𝐴||2𝑖 = 𝜎2𝑁𝐶2.

Таким чином отримуємо наступну нерiвнiсть

𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

(𝑋(𝑡)−𝑋𝑚(𝑡))⊗𝑋𝑚(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝜎2𝑁𝐶

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

⎯⎸⎸⎷ ∞∑︁
𝑖=𝑚

||𝐴||2𝑖 6

6
𝜎2𝑁𝐶

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

⎯⎸⎸⎷ ∞∑︁
𝑖=𝑚

||𝐴||2𝑖 6 𝜎2𝑁𝐶

⎯⎸⎸⎷ ∞∑︁
𝑖=𝑚

||𝐴||2𝑖.

Оскiльки ряд
∑︀∞

𝑖=0 ||𝐴||
2𝑖 є збiжним, то вибором достатньо великого 𝑚

суму
∑︀∞

𝑖=𝑚 ||𝐴||2𝑖 завжди можна зробити як завгодно малою.

3) Аналогiчним чином вибором достатньо великого 𝑚 можна

зробити як завгодно малою суму
1

𝑇

∑︀𝑇
𝑡=𝑚𝑋𝑚(𝑡)⊗ (𝑋(𝑡)−𝑋𝑚(𝑡)).

4) Переконаємось, що

1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

(𝑋(𝑡)−𝑋𝑚(𝑡))⊗ (𝑋(𝑡)−𝑋𝑚(𝑡))
𝐿1

−−−→
𝑇→∞

0.
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Оскiльки:⃒⃒⃒⃒

⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

(𝑋(𝑡)−𝑋𝑚(𝑡))⊗ (𝑋(𝑡)−𝑋𝑚(𝑡))

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

||𝑋(𝑡)−𝑋𝑚||2 ,

то нерiвнiсть буде зберiгатись i для математичних сподiвань лiвої та

правої частин останньої нерiвностi

𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

(𝑋(𝑡)−𝑋𝑚(𝑡))⊗ (𝑋(𝑡)−𝑋𝑚(𝑡))

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

𝑀 ||𝑋(𝑡)−𝑋𝑚||2 .

З нерiвностi (1.13) вiдомо, що 𝑀 ||𝑋(𝑡)−𝑋𝑚(𝑡)||2 6 𝜎2𝑁
∑︀∞

𝑖=𝑚 ||𝐴||2𝑖,
тому

𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

(𝑋(𝑡)−𝑋𝑚(𝑡))⊗ (𝑋(𝑡)−𝑋𝑚(𝑡))

⃒⃒⃒⃒
⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ 6

6
𝜎2𝑁

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

∞∑︁
𝑖=𝑚

||𝐴||2𝑖 6 𝜎2𝑁
∞∑︁

𝑖=𝑚

||𝐴||2𝑖 .

Аналогiчно до пункту (2)) вибором достатньо великого 𝑚 можемо

зробити суму в правiй частинi як завдно малою.

5) Розглянемо останнiй доданок
1

𝑇

∑︀𝑇
𝑡=𝑚𝑋𝑚(𝑡) ⊗ 𝑋𝑚(𝑡) − 𝜎2

∑︀𝑚−1
𝑖=0 𝐴2𝑖 Згрупуємо доданки 𝑋𝑚(𝑡) за

остачею вiд дiлення 𝑡 на 𝑚.

1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

𝑋𝑚(𝑡)⊗𝑋𝑚(𝑡) =
𝑚−1∑︁
𝑟=0

1

𝑇

⌈︂
𝑇

𝑚

⌉︂
∑︁
𝑙=1

𝑋𝑚(𝑙𝑚+ 𝑟)⊗𝑋𝑚(𝑙𝑚+ 𝑟).

Випадковi величини 𝑋𝑚
𝑙𝑚+𝑟, 𝑋

𝑚
(𝑙+1)𝑚+𝑟, ... є незалежними i розподiленi так

само як випадкова величина 𝑋𝑚(𝑡), 𝑡 > 𝑚. Тому за законом великих чисел
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1

𝑚

𝑚−1∑︁
𝑟=0

𝑚

𝑇

⌈︂
𝑇

𝑚

⌉︂
∑︁
𝑙=1

𝑋𝑚(𝑙𝑚+ 𝑟)⊗𝑋𝑚(𝑙𝑚+ 𝑟)
𝑃−−−→

𝑇→∞

𝑃−−−→
𝑇→∞

1

𝑚

𝑚−1∑︁
𝑟=0

𝑀 [𝑋𝑚(𝑚)⊗𝑋𝑚(𝑚)] = 𝑀 [𝑋𝑚(𝑚)⊗𝑋𝑚(𝑚)].

Далi знайдемо значення математичного сподiвання 𝑀 [𝑋𝑚(𝑚)⊗𝑋𝑚(𝑚)]:

𝑀 [𝑋𝑚(𝑚)⊗𝑋𝑚(𝑚)] = 𝑀
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝐴𝑚−𝑖 [𝑢(𝑖)⊗ 𝑢(𝑗)]𝐴𝑚−𝑗 =

=
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝐴𝑚−𝑖𝑀 [𝑢(𝑖)⊗ 𝑢(𝑗)]𝐴𝑚−𝑗.

Математичне сподiвання 𝑀 [𝑢(𝑖)⊗ 𝑢(𝑗)] вiдмiнне вiд нуля лише для

𝑖 = 𝑗, тому

𝑀 [𝑋𝑚(𝑚)⊗𝑋𝑚(𝑚)] = 𝜎2
𝑚∑︁
𝑖=1

𝐴2(𝑚−𝑖) = 𝜎2
𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝐴2𝑖.

Отже
1

𝑇

∑︀𝑇
𝑡=𝑚𝑋𝑚(𝑡) ⊗ 𝑋𝑚(𝑡) − 𝜎2

∑︀𝑚−1
𝑖=0 𝐴2𝑖 𝑃−−−→

𝑇→∞
0, що i треба було

довести.

Побудуємо оцiнку невiдомого параметра 𝛼 за методом моментiв.

𝑋(𝑡) = 𝐴𝑋(𝑡− 1) + 𝑢(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⊗𝑋(𝑡− 1),

𝑋(𝑡)⊗𝑋(𝑡− 1) = 𝐴𝑋(𝑡− 1)⊗𝑋(𝑡− 1) + 𝑢(𝑡)⊗𝑋(𝑡− 1).

Прирiвняємо математичнi сподiвання величин в останнiй рiвностi.
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𝑀 [𝑋(𝑡)⊗𝑋(𝑡− 1)] = 𝐴𝑀 [𝑋(𝑡− 1)⊗𝑋(𝑡− 1)] +𝑀 [𝑢(𝑡)⊗𝑋(𝑡− 1)] .

Через незалежнiсть випадкових величин 𝑋(𝑡 − 1) вiд шуму 𝑢(𝑡) в

наступний момент часу можемо спростити останнiй доданок:

𝑀 [𝑢(𝑡)⊗𝑋(𝑡− 1)] = 𝑀𝑢(𝑡)𝑀𝑋(𝑡− 1) = 0.

Маємо наступну рiвнiсть.

𝑀 [𝑋(𝑡)⊗𝑋(𝑡− 1)] = 𝐴𝑀 [𝑋(𝑡− 1)⊗𝑋(𝑡− 1)] .

Будуємо на основi цiєї рiвностi оцiнку 𝛼̂ для 𝛼. Замiнивши

математичне сподiвання вибiрковим моментом отримаємо, отримаємо

1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑋(𝑡)⊗𝑋(𝑡− 1) = 𝐴
1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑋(𝑡− 1)⊗𝑋(𝑡− 1),

Звiдки

𝐴 =

(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑋(𝑡)⊗𝑋(𝑡− 1)

)︃(︃
𝑇∑︁
𝑡=1

𝑋(𝑡− 1)⊗𝑋(𝑡− 1)

)︃−1

.

В свою чергу 𝐴 = 𝐼−𝛼̂𝑉 . Тому оцiнку 𝛼̂ можна отримати, наприклад,

так:

𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒 (𝐼 − 𝛼̂𝑉 ) = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒
(︁
𝐴
)︁
,

𝑁 − 𝛼̂𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒 (𝑉 ) = 𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒
(︁
𝐴
)︁
,

𝛼̂ = 1/2−
𝑡𝑟𝑎𝑐𝑒

(︁
𝐴
)︁

2𝑁
.

Вiдомо [8], що наведена оцiнка 𝐴 матрицi 𝐴 є змiстовною, i



25
асимптотично незмiщеною, але обчислити її числовi характеристики при

фiксованому 𝑇 не вдається. В наступному роздiлi ми запропонуємо

оцiнку, яка дозволить оцiнити вiдстань мiж iстиним та оцiненим

розподiлом.

1.3 Оцiнка розподiлу системи зв’язаних осциляторiв

З ортогональної декомпозицiї (1.4) матрицi 𝐴 = 𝐼−𝛼𝑉 випливає, що

𝑋(𝑡) =
𝑡∑︁

𝑖=1

𝐴𝑡−𝑖𝑢(𝑖) =
𝑡∑︁

𝑖=1

(︁
𝑊𝐷𝑊

′
)︁𝑡−𝑖

𝑢(𝑖) = 𝑊
𝑡∑︁

𝑖=1

𝐷𝑡−𝑖(𝑊
′
𝑢(𝑖)). (1.14)

Домножимо рiвнiсть злiва на 𝑊
′ i позначимо:

𝑍(𝑡) = 𝑊
′
𝑋(𝑡), (1.15)

𝜖(𝑡) = 𝑊
′
𝑢(𝑡). (1.16)

Зауважимо, що 𝑊
′ - ортогональна матриця, i тому:

𝑀
[︁
𝑊

′
𝑢(𝑡)

]︁
= 𝑊

′
𝑀𝑢(𝑡) = 0, (1.17)

𝑐𝑜𝑣(𝑊
′
𝑢(𝑡)) = 𝑊

′
𝑐𝑜𝑣(𝑢(𝑡))𝑊 = 𝑊

′
𝜎2𝑊 = 𝜎2𝐼. (1.18)

Тому 𝜖(𝑡) ∼ 𝑁(0, 𝜎2𝐼). В нових змiнних рiвнiсть (1.14) має вигляд:

𝑍(𝑡) =
𝑡∑︁

𝑖=1

𝐷𝑡−𝑖𝜖(𝑖). (1.19)

З того, що 𝐷 є дiагональною матрицею, випливає, що координати

𝑍1(𝑡), . . . , 𝑍𝑁(𝑡) вектора 𝑍(𝑡) = (𝑍1(𝑡), . . . , 𝑍𝑁(𝑡)) є незалежними

випадковими величинами i справедлива наступна формула
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𝑍𝑘(𝑡) =
𝑡∑︁

𝑖=1

𝜆𝑡−𝑖
𝑘 𝜖𝑘(𝑖), (1.20)

де, нагадаємо, 𝜆1, . . . , 𝜆𝑁 є власними значеннями матрицi А i мають такий

вигляд:

𝜆𝑖 = 1− 2𝛼 + 2𝛼 cos
𝑖𝜋

𝑁 + 1
.

З (1.20) випливає, що

𝑍𝑘(𝑡) ∼ 𝑁(0, 𝜎2
𝑡∑︁

𝑖=1

(𝜆2
𝑘)

𝑡−𝑖) = 𝑁

(︂
0, 𝜎21− 𝜆2𝑡

𝑘

1− 𝜆2
𝑘

)︂
.

Лема 1.5.
1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑍2
𝑘(𝑡)

𝑝−→ 𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

. (1.21)

Доведення. Доведення леми 1.5 є схожим на доведення леми 1.4.

Для кожного 𝑚 > 1 i довiльного 𝑡 > 𝑚 означимо випадкову величину:

𝑍𝑚
𝑘 (𝑡) =

𝑡∑︁
𝑖=𝑡−𝑚+1

𝜆𝑡−𝑖
𝑘 𝜖𝑘(𝑖).

Подамо рiзницю
∑︀𝑇

𝑡=1 𝑍
2
𝑘(𝑡)−

𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

у виглядi суми

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑍2
𝑘(𝑡)−

𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

=

=
𝑚−1∑︁
𝑡=1

𝑍2
𝑘(𝑡) +

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

(𝑍𝑘(𝑡)− 𝑍𝑚
𝑘 (𝑡) + 𝑍𝑚

𝑘 (𝑡))2 − 𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

=

=
𝑚−1∑︁
𝑡=1

𝑍2
𝑘(𝑡) +

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

(𝑍𝑘(𝑡)− 𝑍𝑚
𝑘 (𝑡))2+

+2
𝑇∑︁

𝑡=𝑚

(𝑍𝑘(𝑡)− 𝑍𝑚
𝑘 (𝑡))𝑍𝑚

𝑘 (𝑡) +

[︃
𝑇∑︁

𝑡=𝑚

𝑍𝑚
𝑘 (𝑡)2 − 𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

]︃
.

Переконаємось, що кожен з доданкiв збiгається до нуля за
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ймовiрнiстю при 𝑇 → ∞.

1) Переконаємось, що
1

𝑇

∑︀𝑚−1
𝑡=1 𝑍𝑘(𝑡)

2 𝐿1

−−−→
𝑇→∞

0

Зауважимо, що для довiльного фiксованого 𝑚 > 1

𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑇

𝑚−1∑︁
𝑡=1

𝑍𝑘(𝑡)
2

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 1

𝑇

𝑚−1∑︁
𝑡=1

𝑀
⃒⃒
𝑍𝑘(𝑡)

2
⃒⃒
=

1

𝑇

𝑚−1∑︁
𝑡=1

𝜎21− 𝜆2𝑡
𝑘

1− 𝜆2
𝑘

→ 0, 𝑇 → ∞.

Оскiльки зi збiжностi 𝐿1 випливає збiжнiсть за ймовiрнiстю, то для

довiльного фiксованого 𝑚 маємо:

1

𝑇

𝑚−1∑︁
𝑡=1

𝑍𝑘(𝑡)
2 𝑃−−−→

𝑇→∞
0.

2) Переконаємось, що
1

𝑇

∑︀𝑇
𝑡=𝑚 (𝑍𝑘(𝑡)− 𝑍𝑚

𝑘 (𝑡))𝑍𝑚
𝑘 (𝑡)

𝐿1

−−−→
𝑇→∞

0.

Скористаємось нерiвнiстю трикутника:

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

(𝑍𝑘(𝑡)− 𝑍𝑚
𝑘 (𝑡))𝑍𝑚

𝑘 (𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

|(𝑍𝑘(𝑡)− 𝑍𝑚
𝑘 (𝑡))𝑍𝑚

𝑘 (𝑡)| 6

6
1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

|𝑍𝑘(𝑡)− 𝑍𝑚
𝑘 (𝑡)| · |𝑍𝑚

𝑘 (𝑡)| .

Тому

𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

(𝑍𝑘(𝑡)− 𝑍𝑚
𝑘 (𝑡))𝑍𝑚

𝑘 (𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

𝑀 [|𝑍𝑘(𝑡)− 𝑍𝑚
𝑘 (𝑡)| · |𝑍𝑚

𝑘 (𝑡)|] .

За нерiвнiстю Кошi-Буняковського

1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

𝑀 [|𝑍𝑘(𝑡)− 𝑍𝑚
𝑘 (𝑡)| · |𝑍𝑚

𝑘 (𝑡)|] 6 1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

√︁
𝑀 |𝑍𝑘(𝑡)− 𝑍𝑚

𝑘 (𝑡)|2
√︁
𝑀 |𝑍𝑚

𝑘 (𝑡)|2.

Оцiнимо праву частину нерiвностi



28

𝑀 |𝑍𝑘(𝑡)− 𝑍𝑚
𝑘 (𝑡)|2 = 𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑡−𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆𝑡−𝑖
𝑘 𝜖𝑘(𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

6
𝑡−𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆
2(𝑡−𝑖)
𝑘 𝑀 |𝜖𝑘(𝑖)|2 =

= 𝜎2
𝑡−1∑︁
𝑖=𝑚

𝜆2𝑖
𝑘 6 𝜎2

∞∑︁
𝑖=𝑚

𝜆2𝑖
𝑘 ,

𝑀 |𝑍𝑚
𝑘 (𝑡)|2 = 𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑡∑︁
𝑖=𝑡−𝑚+1

𝜆𝑡−𝑖
𝑘 𝜖𝑘(𝑖)

⃒⃒⃒⃒
⃒
2

6 𝜎2
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆2𝑖
𝑘 6 𝜎2

∞∑︁
𝑖=1

𝜆2𝑖
𝑘 = 𝜎2𝐶.

Зауважимо, що ряд
∑︀∞

𝑖=1 𝜆
2𝑖
𝑘 є збiжним, саме тому маємо рiвнiсть∑︀∞

𝑖=1 𝜆
2𝑖
𝑘 = 𝐶, для деякої константи 𝐶.

Таким чином

𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

(𝑍𝑘(𝑡)− 𝑍𝑚
𝑘 (𝑡))𝑍𝑚

𝑘 (𝑡)

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝜎2𝐶

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

⎯⎸⎸⎷ ∞∑︁
𝑖=𝑚

𝜆2𝑖
𝑘 6

6 𝜎2𝐶

⎯⎸⎸⎷ ∞∑︁
𝑖=𝑚

𝜆2𝑖
𝑘 .

Оскiльки ряд
∑︀∞

𝑖=0 𝜆
2𝑖
𝑘 збiжний, то вибором достатньо великого 𝑚 суму∑︀∞

𝑖=𝑚 𝜆2𝑖
𝑘 завжди можна зробити як завгодно малою.

3) Переконаємось, що

1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

(𝑍𝑘(𝑡)− 𝑍𝑚
𝑘 (𝑡))2

𝐿1

−−−→
𝑇→∞

0

Оскiльки: ⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

(𝑍𝑘(𝑡)− 𝑍𝑚
𝑘 (𝑡))2

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

|𝑍𝑘(𝑡)− 𝑍𝑚
𝑘 |2 ,

то

𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

(𝑍𝑘(𝑡)− 𝑍𝑚
𝑘 (𝑡))2

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

𝑀 |𝑍𝑘(𝑡)− 𝑍𝑚
𝑘 |2 .
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З попереднiх обчислень випливає, що

𝑀

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

(𝑍𝑘(𝑡)− 𝑍𝑚
𝑘 (𝑡))2

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 𝜎2

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

∞∑︁
𝑖=𝑚

𝜆2𝑖
𝑘 6 𝜎2

∞∑︁
𝑖=𝑚

𝜆2𝑖
𝑘 .

Аналогiчно до 2) вибором великого 𝑚 можемо зробити суму як завгодно

малою.

4) Розглянемо останнiй доданок
1

𝑇

∑︀𝑇
𝑡=𝑚 𝑍𝑚

𝑘 (𝑡)2− 𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

. Згрупуємо

доданки 𝑍𝑚
𝑘 (𝑡) за остачею вiд дiлення 𝑡 на 𝑚.

1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=𝑚

𝑍𝑚
𝑘 (𝑡)2 =

𝑚−1∑︁
𝑟=0

1

𝑇

⌈︂
𝑇

𝑚

⌉︂
∑︁
𝑙=1

𝑍𝑚
𝑘 (𝑙𝑚+ 𝑟)2.

Випадковi величини 𝑍𝑚
𝑘 (𝑙𝑚 + 𝑟), 𝑍𝑚

𝑘 ((𝑙 + 1)𝑚 + 𝑟), ... є незалежними i

розподiленi так само як випадкова величина 𝑍𝑚(𝑚) тому за законом

великих чисел

1

𝑚

𝑚−1∑︁
𝑟=0

𝑚

𝑇

⌈︂
𝑇

𝑚

⌉︂
∑︁
𝑙=1

𝑍𝑚
𝑘 (𝑙𝑚+ 𝑟)2

𝑃−−−→
𝑇→∞

𝑀𝑍𝑚
𝑘 (𝑚)2,

де

𝑀𝑍𝑚
𝑘 (𝑚)2 = 𝑀

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝜆2𝑚−𝑖−𝑗
𝑘 𝜖𝑘(𝑖)𝜖𝑘(𝑗) =

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝜆2𝑚−𝑖−𝑗
𝑘 𝑀 [𝜖𝑘(𝑖)𝜖𝑘(𝑗)].

Математичне сподiвання 𝑀 [𝜖𝑘(𝑖)𝜖𝑘(𝑗)] вiдмiнне вiд нуля лише для 𝑖 = 𝑗

𝑀 [𝜖𝑘(𝑖)𝜖𝑘(𝑖)] = 𝜎2
𝑚∑︁
𝑖=1

𝜆
2(𝑚−𝑖)
𝑘 = 𝜎2

𝑚−1∑︁
𝑖=0

𝜆2𝑖
𝑘 .

Отже,
1

𝑇

∑︀𝑇
𝑡=𝑚 𝑍𝑚

𝑘 (𝑡)2 − 𝜎2
∑︀𝑚−1

𝑖=0 𝜆2𝑖
𝑘

𝑃−−−→
𝑇→∞

0, що i треба було довести.
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1.3.1 Оцiнка найменших квадратiв

Побудуємо оцiнку найменших квадратiв (для нормального розподiлу

вона збiгається з оцiнкою максимальної правдоподiбностi):

𝑍𝑘(𝑡) = 𝜆𝑘𝑍𝑘(𝑡− 1) + 𝜖𝑘(𝑡),

𝑄(𝜆𝑘) =
𝑇∑︁
𝑡=1

(𝑍𝑘(𝑡)− 𝜆𝑘𝑍𝑘(𝑡− 1))2.

Продиференцiюємо рiвнiсть за 𝜆𝑘 i прирiвнюємо похiдну до нуля:

𝜕𝑄(𝜆𝑘)

𝜕𝜆𝑘
= −2

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑍𝑘(𝑡− 1)(𝑍𝑘(𝑡)− 𝜆𝑘𝑍𝑘(𝑡− 1)) = 0,

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑍𝑘(𝑡)𝑍𝑘(𝑡− 1)−
𝑇∑︁
𝑡=1

𝜆𝑘𝑍
2
𝑘(𝑡− 1) = 0.

Маємо оцiнку найменших квадратiв, для 𝜆𝑘

𝜆𝑘 =

∑︀𝑇
𝑡=1 𝑍𝑘(𝑡)𝑍𝑘(𝑡− 1)∑︀𝑇

𝑡=1 𝑍
2
𝑘(𝑡− 1)

. (1.22)

Також зазначимо iнший вигляд рiвностi (1.22), який знадобиться для

оцiнок.

𝜆𝑘 =

∑︀𝑇
𝑡=1 𝜆𝑘𝑍

2
𝑘(𝑡− 1) + 𝜖𝑘(𝑡)𝑍𝑘(𝑡− 1)∑︀𝑇

𝑡=1 𝑍
2
𝑘(𝑡− 1)

= 𝜆𝑘 +

∑︀𝑇
𝑡=1 𝜖𝑘(𝑡)𝑍𝑘(𝑡− 1)∑︀𝑇

𝑡=1 𝑍
2
𝑘(𝑡− 1)

,

𝜆𝑘 − 𝜆𝑘 =

∑︀𝑇
𝑡=1 𝜖𝑘(𝑡)𝑍𝑘(𝑡− 1)∑︀𝑇

𝑡=1 𝑍
2
𝑘(𝑡− 1)

. (1.23)

За допомогою центральнiй граничнiй теоремi для мартингальних

рiзниць, яку можна знайти як теорему (5.3.4) [5], можна довести наступне

твердження.
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Твердження 1.2. Оцiнка (1.22) є асимптотично нормальною,

тобто:

√
𝑇 (𝜆𝑘 − 𝜆𝑘)

𝑑−→ 𝑁

(︂
0,

𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

)︂
. (1.24)

Отже, оцiнка є змiстовною та асимптотично нормальною. Далi

розглянемо, як маючи оцiнку власних значень 𝜆̂1 . . . 𝜆̂𝑛 можна знайти 𝛼̂.

Нехай маємо значення оцiнки для 𝜆̂1 . . . 𝜆̂𝑛, тодi:

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜆̂𝑖 =
𝑁 − 2𝑁𝛼̂ + 2𝛼̂

∑︀𝑁
𝑖=1 cos

𝑖𝜋

𝑁 + 1
𝑁

.

Зрозумiло, що
𝑁∑︁
𝑖=1

cos
𝑖𝜋

𝑁 + 1
= 0,

а отже:

1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜆̂𝑖 =
𝑁 − 2𝑁𝛼̂

𝑁
= 1− 2𝛼̂,

𝛼̂ =
1

2
− 1

2𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

𝜆̂𝑖.

Нехай ми спостерiгаємо 𝑍𝑘(1), . . . 𝑍𝑘(𝑇 ) для якогось конкретного 𝑘.

Тодi, спостерiгаючи лише один осцилятор, за (1.22) можемо побудувати

оцiнку 𝜆̂ i оцiнку 𝛼̂:

𝛼̂ =
1− 𝜆̂𝑖

2(1− cos
𝑖𝜋

𝑁 + 1
)
.

Маючи оцiнку 𝛼̂, можемо побудувати оцiнки для 𝜆𝑙, 𝑙 ̸= 𝑘:

𝜆𝑙 = 1− 2𝛼̂ + 2𝛼̂ cos
𝑙𝜋

𝑁 + 1
.

Тодi також маємо покомпонентну оцiнку для 𝑍𝑙(𝑡) =
∑︀𝑡

𝑖=1 𝜆̂
𝑡−𝑖
𝑙 𝑍𝑙(𝑖).
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Тодi 𝑍𝑙(𝑡)
𝑑∼ 𝑁

(︃
0, 𝜎21− 𝜆̂2𝑡

𝑙

𝜆̂2
𝑙

)︃
, а для вектора 𝑍(𝑡) = (𝑍1(𝑡), . . . , 𝑍1(𝑡))

маємо:

𝑍(𝑡) ∼ 𝑁

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
0,

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1− 𝜆̂2𝑡
1

𝜆̂2
1

0 . . . 0

0
1− 𝜆̂2𝑡

2

𝜆̂2
2

. . . 0

. . .

0 0 . . .
1− 𝜆̂2𝑡

𝑁

𝜆̂2
𝑁

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Вiдповiдно до (1.17) 𝑋(𝑡) ∼ 𝑍(𝑡).

1.3.2 Оцiнка через вибiрковий другий момент

У попередньої оцiнки є суттєвий недолiк: обчислити її числовi

характеристики при фiксованому значеннi 𝑇 ми не можемо. Тому

розглянемо наступну оцiнку:

𝜃𝑘,𝑇 =
1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑍2
𝑘(𝑡) =

1

𝑇
||𝑍𝑘||2 , (1.25)

де через 𝑍𝑘 позначимо вектор (𝑍𝑘(1), 𝑍𝑘(2), . . . 𝑍𝑘(𝑇 )). Цей вектор є

гаусовим вектором з нульовим математичним сподiванням.

Для якого при 𝑠 6 𝑡:

𝑐𝑜𝑣(𝑍𝑘(𝑠), 𝑍𝑘(𝑡)) = 𝑐𝑜𝑣

[︃
𝑠∑︁

𝑖=1

𝜆𝑠−𝑖
𝑘 𝜖𝑘(𝑖),

𝑡∑︁
𝑖=1

𝜆𝑡−𝑖
𝑘 𝜖𝑘(𝑖)

]︃
=

= 𝐷

[︃
𝑠∑︁

𝑖=1

𝜆𝑠−𝑖
𝑘 𝜖𝑘(𝑖)

]︃
= 𝜎2

𝑠−1∑︁
𝑖=0

𝜆2𝑖
𝑘 = 𝜎21− 𝜆2𝑠

𝑘

1− 𝜆2
𝑘

= 𝜎21− 𝜆
2min(𝑠,𝑡)
𝑘

1− 𝜆2
𝑘

.

Тому матриця 𝑅𝑘 = 𝑐𝑜𝑣(𝑍𝑘(𝑠), 𝑍𝑘(𝑡))𝑠,𝑡=1,𝑇 має наступний вигляд:
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𝑅𝑘 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝜎21− 𝜆2
𝑘

1− 𝜆2
𝑘

𝜎21− 𝜆2
𝑘

1− 𝜆2
𝑘

. . . 𝜎21− 𝜆2
𝑘

1− 𝜆2
𝑘

𝜎21− 𝜆2
𝑘

1− 𝜆2
𝑘

𝜎21− 𝜆4
𝑘

1− 𝜆2
𝑘

. . . 𝜎21− 𝜆4
𝑘

1− 𝜆2
𝑘

. . . . . . . . . . . .

𝜎21− 𝜆2
𝑘

1− 𝜆2
𝑘

𝜎21− 𝜆4
𝑘

1− 𝜆2
𝑘

. . . 𝜎21− 𝜆2𝑇
𝑘

1− 𝜆2
𝑘

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(1.26)

Твердження 1.3. Оцiнка 𝜃𝑘,𝑇 є асимптотично незмiщеною для

значення
𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

.

Доведення. Знайдемо математичне сподiвання оцiнки 𝜃𝑘,𝑇

𝑀𝜃𝑘,𝑇 =
1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑀
[︀
𝑍2
𝑘(𝑡)

]︀
=

1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

𝐷 [𝑍𝑘(𝑡)] =
1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

(𝑅𝑘)𝑡𝑡 .

Оскiльки

𝑇∑︁
𝑡=1

(𝑅𝑘)𝑡𝑡 =
𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

((1− 𝜆2
𝑘) + (1− 𝜆4

𝑘) + · · ·+ (1− 𝜆2𝑇
𝑘 )) =

=
𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

(𝑇 − 𝜆2
𝑘

1− 𝜆2𝑇
𝑘

1− 𝜆2
𝑘

),

то

𝑀𝜃𝑘,𝑇 =
𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

− 𝜎2𝜆2
𝑘

1− 𝜆2𝑇
𝑘

𝑇 (1− 𝜆2
𝑘)

2
, (1.27)

а отже 𝑀𝜃𝑘,𝑇 −−−→
𝑇→∞

𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

.

Зауважимо, що з леми 1.5 випливає, що оцiнка 𝜃𝑘,𝑇 є змiстовною для
𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

.

Доведемо що статистика 𝜃𝑘,𝑇 , при 𝑇 → ∞ збiгається до
𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

в

середньому будь-якого порядку 𝑝 > 0. Для цього нам знадобляться



34
наступнi теореми.

Теорема 1.2. [9] (c. 211) Якщо 𝑎,𝑏 > 0 та 𝑝 6 1, тодi:

(𝑎+ 𝑏)𝑝 6 2𝑝−1(𝑎𝑝 + 𝑏𝑝). (1.28)

Теорема 1.3. [4] (c. 83, Теорема 5.1.1) Нехай

𝜉1, 𝜉2, . . . 𝜉𝑚 ∼ 𝑁(0, 𝜎2) — незалежнi однаково розподiленнi випадковi

величини, i нехай 𝑃𝑛 є довiльним полiномом степенi 𝑛 з 𝑚 змiнними.

Тодi, для довiльного 𝑝 > 1:

𝑀 [𝑃𝑛(𝜉1, 𝜉2, . . . 𝜉𝑚)]
2𝑝 6 𝐶𝑛,𝑝 · (𝑀 |𝑃𝑛(𝜉1, 𝜉2, . . . 𝜉𝑚)|2)𝑝,

де 𝐶𝑛,𝑝 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Теорема 1.4. Для довiльного 𝑝 > 0

𝑀

⃒⃒⃒⃒
𝜃𝑘,𝑇 − 𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

⃒⃒⃒⃒𝑝
−−−→
𝑇→∞

0.

Доведення. Вiдповiдно до (1.27)

𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

= 𝑀𝜃𝑘,𝑇 + 𝜎2𝜆2
𝑘

1− 𝜆2𝑇
𝑘

𝑇 (1− 𝜆2
𝑘)

2
.

Тому

⃒⃒⃒⃒
𝜃𝑘,𝑇 − 𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

⃒⃒⃒⃒𝑝
=

⃒⃒⃒⃒
𝜃𝑘,𝑇 −𝑀𝜃𝑘,𝑇 − 𝜎2𝜆2

𝑘

1− 𝜆2𝑇
𝑘

𝑇 (1− 𝜆2
𝑘)

2

⃒⃒⃒⃒𝑝
6

6

(︂⃒⃒⃒
𝜃𝑘,𝑇 −𝑀𝜃𝑘,𝑇

⃒⃒⃒
+ 𝜎2𝜆2

𝑘

1− 𝜆2𝑇
𝑘

𝑇 (1− 𝜆2
𝑘)

2

)︂𝑝

.

З теореми 1.2 маємо:
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(︂⃒⃒⃒
𝜃𝑘,𝑇 −𝑀𝜃𝑘,𝑇

⃒⃒⃒
+ 𝜎2𝜆2

𝑘

1− 𝜆2𝑇
𝑘

𝑇 (1− 𝜆2
𝑘)

2

)︂𝑝

6

6 𝑚𝑎𝑥(1, 2𝑝−1)

(︂(︁⃒⃒⃒
𝜃𝑘,𝑇 −𝑀𝜃𝑘,𝑇

⃒⃒⃒)︁𝑝
+

(︂
𝜎2𝜆2

𝑘

1− 𝜆2𝑇
𝑘

𝑇 (1− 𝜆2
𝑘)

2

)︂𝑝)︂
.

Оскiльки
(︂
𝜎2𝜆2

𝑘

1− 𝜆2𝑇
𝑘

𝑇 (1− 𝜆2
𝑘)

2

)︂𝑝

−−−→
𝑇→∞

0, то залишилось переконатися

що:

𝑀
(︁⃒⃒⃒
𝜃𝑘,𝑇 −𝑀𝜃𝑘,𝑇

⃒⃒⃒)︁𝑝
−−−→
𝑇→∞

0.

Для цього зауважимо, що вираз 𝜃𝑘,𝑇 − 𝑀𝜃𝑘,𝑇 є полiномом другого

степеня вiд гаусових векторiв:

𝜃𝑘,𝑇 −𝑀𝜃𝑘,𝑇 =
1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑍2
𝑘(𝑡)− 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 =

=
1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝑡∑︁

𝑖=1

𝜆𝑡−𝑖
𝑘 𝜖𝑘(𝑖)

)︃2

− 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 𝑃2(𝜖𝑘(1) . . . 𝜖𝑘(𝑇 )).

Вiдповiдно до теореми 1.3

𝑀 [𝑃2(𝜖𝑘(1) . . . 𝜖𝑘(𝑇 ))]
2𝑝 6 𝐶𝑛,𝑝

(︁
𝑀𝑃2 [(𝜖𝑘(1) . . . 𝜖𝑘(𝑇 ))]

2
)︁𝑝

,

де константа 𝐶𝑛,𝑝 не залежить вiд 𝑇 . Тому достатньо показати,

що:

𝑀(𝜃𝑘,𝑇 −𝑀𝜃𝑘,𝑇 )
2 −−−→

𝑇→∞
0.
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Отже, маємо:

𝑀(𝜃𝑘,𝑇 −𝑀𝜃𝑘,𝑇 )
2 = 𝑀

⎛⎝ 1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

(︃
𝑡∑︁

𝑖=1

𝜆𝑡−𝑖
𝑘 𝜖𝑘(𝑖)

)︃2

− 1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑖=1

𝜆2𝑡−2𝑖
𝑘

⎞⎠2

=

=
1

𝑇 2
𝑀

⎛⎝ 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜆2𝑡−𝑖−𝑗
𝑘 𝜖𝑘(𝑖)𝜖𝑘(𝑗)−

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜆2𝑡−𝑖−𝑗
𝑘 𝛿𝑖𝑗

⎞⎠2

=

=
1

𝑇 2
𝑀

⎛⎝ 𝑇∑︁
𝑡=1

𝑡∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜆2𝑡−𝑖−𝑗
𝑘 (𝜖𝑘(𝑖)𝜖𝑘(𝑗)− 𝛿𝑖𝑗)

⎞⎠2

.

Змiнимо порядок пiдсумовування:

𝑀(𝜃𝑘,𝑇 −𝑀𝜃𝑘,𝑇 )
2 =

1

𝑇 2
𝑀

⎛⎝ 𝑇∑︁
𝑖,𝑗=1

(𝜖𝑘(𝑖)𝜖𝑘(𝑗)− 𝛿𝑖𝑗) ·
𝑇∑︁

𝑡=𝑚𝑎𝑥(𝑖,𝑗)

𝜆2𝑡−𝑖−𝑗
𝑘

⎞⎠2

=

=
1

𝑇 2
𝑀

𝑇∑︁
𝑖,𝑗,𝑚,𝑙=1

(𝜖𝑘(𝑖)𝜖𝑘(𝑗)− 𝛿𝑖𝑗) (𝜖𝑘(𝑚)𝜖𝑘(𝑙)− 𝛿𝑚𝑙)× (1.29)

×
𝑇∑︁

𝑡=𝑚𝑎𝑥(𝑖,𝑗)

𝜆2𝑡−𝑖−𝑗
𝑘 ·

𝑇∑︁
𝑡=𝑚𝑎𝑥(𝑚,𝑙)

𝜆2𝑡−𝑚−𝑙
𝑘 .

Оскiльки

𝑀 [(𝜖𝑘(𝑖)𝜖𝑘(𝑗)− 𝛿𝑖𝑗) (𝜖𝑘(𝑚)𝜖𝑘(𝑙)− 𝛿𝑚𝑙)] 6 𝛿𝑖𝑗𝑚𝑙(3𝜎
4−2𝜎2+1) 6 𝛿𝑖𝑗𝑚𝑙(3𝜎

4+1),

то
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𝑀(𝜃𝑘,𝑇 −𝑀𝜃𝑘,𝑇 )
2 6

3𝜎4 + 1

𝑇 2

𝑇∑︁
𝑖=1

𝑇∑︁
𝑡1=𝑖

𝜆2𝑡1−2𝑖
𝑘

𝑇∑︁
𝑡2=𝑖

𝜆2𝑡2−2𝑖
𝑘 6

6
3𝜎4 + 1

𝑇 2

𝑇∑︁
𝑖=1

∞∑︁
𝑡1=𝑖

𝜆2𝑡1−2𝑖
𝑘

∞∑︁
𝑡2=𝑖

𝜆2𝑡2−2𝑖
𝑘 =

3𝜎4 + 1

𝑇 2
· 𝑇 ·

(︂
1

1− 𝜆2
𝑘

)︂2

=

=
3𝜎4 + 1

𝑇
·
(︂

1

1− 𝜆2
𝑘

)︂2

→ 0, 𝑇 → ∞.

Таким чином:

𝑀

⃒⃒⃒⃒
𝜃𝑘,𝑇 − 𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

⃒⃒⃒⃒𝑝
−−−→
𝑇→∞

0.

Зауваження. Таким чином, зважаючи на те що зi збiжностi в

середньому випливає збiжнiсть за ймовiрнiстю, з твердження випливає,

що оцiнка 𝜃𝑘,𝑇 є змiстовною оцiнкою для
𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

.

Висновки до роздiлу 1

У першому роздiлi роботи було розглянуто та побудовано модель

системи зв’язаних пружними силами осциляторiв з невiдомим

коефiцiєнтом жорсткостi 𝛼, отримано рiвняння авторегресiї в матричному

виглядi. Дослiджено властивостi матрицi 𝑉 , встановлено, що

тридiагональна матриця 𝑉 має таку дiагональну декомпозицiю, що лише

власнi значення дiагональної матрицi залежать вiд невiдого параметра 𝛼.

Встановлено умови iснування стацiонарного розв’язку рiвняння

авторегресiї. Знайдено властивостi системи зв’язаних осциляторiв,

побудовано оцiнку невiдого параметра 𝛼. За допомогою дiагональної

декомпозицiї побудовано спрощене рiвняння авторегресiї та для

спрощеного рiвняння побудовано двi оцiнки невiдомого параметра 𝛼.
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2 ВIДСТАНI МIЖ ЙМОВIРНIСНИМИ РОЗПОДIЛАМИ

2.1 Метрики на просторi iмовiрнiсних мiр

Iснує багато метрик для вимiрювання вiдстанi мiж ймовiрнiсними

розподiлами, кожна з яких має свої особливостi та сфери застосування. В

данiй главi ми розглянемо:

1) Вiдстань Кульбака-Лейблера (KL)

2) Вiдстань Васерштейна (W)

3) Вiдстань за варiацiєю (TV)

Розглянемо наведенi метрики

Означення 2.1. (Визначення 1 с. 251 [1])

Нехай є двi випадковi величини 𝑋, 𝑌 з вiдповiдними щiльностями

розподiлу 𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥). Вiдстанню Кульбака-Лейблера називається величина

𝐷𝐾𝐿(𝑋||𝑌 ) =

∫︁
𝑝(𝑥) log

𝑝(𝑥)

𝑞(𝑥)
d𝑥.

Приклад 2.1. Для двох нормальних випадкових величин

𝑋 ∼ 𝑁(𝜇𝑥, 𝜎
2
𝑥) та 𝑌 ∼ 𝑁(𝜇𝑦, 𝜎

2
𝑦) маємо наступну вiдстань

Кульбака-Лейблера

𝐷𝐾𝐿(𝑋||𝑌 ) = log
𝜎𝑦
𝜎𝑥

+
𝜎2
𝑥 + (𝜇𝑥 − 𝜇𝑦)

2

2𝜎2
𝑦

− 1

2
.

Означення 2.2. (Визначення 2.1 c. 938 [2])

Вiдстанню Васерштейна мiж розподiлами випадкових величин 𝜉 та

𝜂, визначених на метричному просторi (R𝑘, 𝑑), називається величина

𝑊𝑝(𝜉, 𝜂) =

(︂
inf

𝛾∈Π(𝜉,𝜂)

∫︁
R𝑘×R𝑘

||𝑥− 𝑦||𝑝 𝑑𝛾(𝑥,𝑦)
)︂1/𝑝

.

Де Π(𝜉, 𝜂) множина розподiлiв для яких розродiли 𝜉 та 𝜂 є

маргiнальними.
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Приклад 2.2. Вiдстань Васерштейна для нормально розподiлених

величин 𝜉 ∼ 𝑁(𝜇0,Σ0), 𝜂 ∼ 𝑁(𝜇1,Σ1)

𝑊 2
2 (𝜉, 𝜂) = ||𝜇0 − 𝜇1||2 + 𝑡𝑟

(︂
Σ0 + Σ1 − 2

(︁
Σ

1/2
0 Σ1Σ

1/2
0

)︁1/2)︂
.

Означення 2.3. (Визначення 1 c. 2 [3])

Вiдстань за варiацiєю мiж двома розподiлами випадкових величин 𝜉

та 𝜂 на вимiрному просторi (Ω, 𝐹 ) називається величина

𝑇𝑉 (𝜉, 𝜂) = 𝑠𝑢𝑝𝐴∈𝐹 |𝜉(𝐴)− 𝜂(𝐴)| .

Приклад 2.3. Вiдстань за варiацiєю для iнтегрованих випадкових

величин визначається як:

𝑇𝑉 (𝜉, 𝜂) =
1

2

∫︁
𝑅𝑘

|𝑓𝜉(𝑥)− 𝑓𝜂(𝑥)| 𝑑𝑥.

Наведемо теорему для оцiнки вiдстанi за варiацiєю для нормально

розподiлених величин

Теорема 2.1. (Теорема 1.1 c. 2 [3])

Нехай 𝜉, 𝜂 є 𝑘-вимiрними нормально розподiленими випадковими

величинами з однаковим математичним сподiванням 𝜉 ∼ 𝑁 (𝜇,Σ𝜉),

𝜂 ∼ 𝑁 (𝜇,Σ𝜂) i 𝜌1, . . . , 𝜌𝑘 власнi числа матрицi Σ−1
𝜉 Σ𝜂 − 𝐼. Тодi має мiсце

наступна оцiнка

1

100
6

𝑇𝑉 (𝑁 (𝜇,Σ𝜉) , 𝑁 (𝜇,Σ𝜂))

𝑚𝑖𝑛

(︂
1,
√︁∑︀𝑘

𝑖=1 𝜌
2
𝑖

)︂ 6
3

2
. (2.1)
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2.2 Вiдстань за варiацiєю мiж iстинним та оцiненим

розподiлом системи зв’язаних осциляторiв

В попередньому роздiлi було показано, що для довiльного моменту

часу 𝑡 = 1,𝑇 розподiл вектора 𝑍(𝑡) = (𝑍1(𝑡), . . . ,𝑍𝑁(𝑡)), визначеного в

(1.17), (1.19), має нормальний розподiл 𝑁 (0,Σ(𝑡)), де

Σ𝑘𝑗(𝑡) = 𝛿𝑘𝑗 · 𝜎21− 𝜆2𝑡
𝑘

1− 𝜆2
𝑘

, 𝑘,𝑗 = 1, 𝑁.

При невiдомих власних значеннях 𝜆1, . . . , 𝜆𝑁 матрицi 𝐴 = 𝐼 − 𝛼𝑉

в якостi оцiнки нормального розподiлу 𝑁 (0,Σ(𝑡)) приймемо нормальний

розподiл 𝑁
(︁
0, Σ̂𝑇 (𝑡)

)︁
з коварiацiйною матрицею

(Σ̂𝑇 (𝑡))𝑘𝑗 = 𝛿𝑘𝑗 · 𝜎2𝑔𝑡
(︁
𝜃𝑘,𝑇

)︁
, 𝑘,𝑗 = 1, 𝑁,

де

𝜃𝑘,𝑇 =
1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

𝑍2
𝑘(𝑡),

𝑔𝑡 (𝑥) =
𝑥

𝜎2

(︃
1−

(︂
1− 𝜎2

𝑥

)︂𝑡
)︃
, 𝑥 > 0.

Зауважимо, що оскiльки за доведеним вище

𝜃𝑘,𝑇
𝑃−−−→

𝑇→∞

𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

,

а функцiя 𝑔𝑡 (𝑥) є неперервною за 𝑥, то

𝑔𝑡
(︁
𝜃𝑘,𝑇

)︁
𝑃−−−→

𝑇→∞
𝑔𝑡

(︂
𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

)︂
=

1− 𝜆2𝑡
𝑘

1− 𝜆2
𝑘

,

а отже
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Σ̂𝑇 (𝑡)
𝑃−−−→

𝑇→∞
Σ(𝑡),

i

Σ𝑘𝑗(𝑡) = 𝛿𝑘𝑗 · 𝜎2𝑔𝑡

(︂
𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

)︂
, 𝑘,𝑗 = 1, 𝑁.

Зауважимо також, що з умови |𝜆𝑘| < 1 випливає що
𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

> 𝜎2.

Розглянемо замiсть оцiнки 𝜃𝑘,𝑇 оцiнку

𝜃𝑘,𝑇 = 𝑚𝑎𝑥(𝜎2, 𝜃𝑘,𝑇 ).

яка задовiльняє умовi

𝜃𝑘,𝑇 > 𝜎2,

для довiльного 𝑇 . Зазначимо, що

𝜃𝑘,𝑇 = 𝑚𝑎𝑥(𝜎2, 𝜃𝑘,𝑇 )
𝑝−−−→

𝑇→∞
𝑚𝑎𝑥(𝜎2,

𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

) =
𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

,

тому 𝜃𝑘,𝑇 залишається змiстовною оцiнкою для
𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

, а матриця

Σ̃𝑇 (𝑡) з елементами

(︁
Σ̃𝑇 (𝑡)

)︁
𝑘𝑗

= 𝛿𝑘𝑗 · 𝜎2𝑔𝑡
(︁
𝜃𝑘,𝑇

)︁
,

є змiстовною оцiнкою для матрицi Σ(𝑡).

Оцiнимо математичне сподiвання вiдстанi за варiацiєю мiж

розподiлами 𝑁(0,Σ(𝑡)) i 𝑁(0, Σ̂(𝑡)). Згiдно з теоремою 2.1, має мiсце

оцiнка для вiдстанi за варiацiєю мiж двома нормальними розподiлами:

𝑇𝑉 (𝑁(0,Σ1), 𝑁(0,Σ2)) 6
3

2

⎯⎸⎸⎷ 𝑁∑︁
𝑘=1

𝜌2𝑘. (2.2)

де 𝜌𝑘 - власнi числа матрицi Σ−1
1 Σ2 − 𝐼.
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Оскiльки матриця Σ̃𝑇 (𝑡) є випадковою, то ми будемо шукати оцiнку

для математичного сподiвання 𝑀
[︁
𝑇𝑉 (𝑁 (0,Σ(𝑡)) , 𝑁

(︁
0, Σ̃𝑇 (𝑡)

)︁
)
]︁2

вiдстанi за варiацiєю мiж iстинним розподiлом 𝑁 (0,Σ(𝑡)) вектора 𝑍(𝑡) та

його оцiнкою 𝑁
(︁
0, Σ̃𝑇 (𝑡)

)︁
.

Теорема 2.2. Нехай 𝛼 ∈
[︂
𝛼0,

1

2

)︂
, 𝛼0 > 0. Тодi

𝑀
[︁
𝑇𝑉 (𝑁(0,Σ(𝑡)), 𝑁(0, Σ̃𝑇 (𝑡)))

]︁2
6

9

4

3𝜎4 + 1(︂
2𝛼0 sin

2 𝜋

𝑁 + 1

)︂
𝜎4

· (𝑡+ 1)2

𝑇
.

Доведення. Згiдно з наведеною вище оцiнкою (2.2) можемо

записати:

𝑀
[︁
𝑇𝑉 (𝑁(0,Σ(𝑡)), 𝑁(0, Σ̃𝑇 (𝑡)))

]︁2
6

9

4

𝑁∑︁
𝑘=1

𝜌2𝑘,

де 𝜌1, . . . , 𝜌𝑁 є власними значеннями матрицi Σ−1
1 Σ2 − 𝐼. З вигляду

матриць Σ(𝑡) та Σ̃𝑇 (𝑡) випливає, що власнi значення матрицi

Σ−1
1 Σ2 − 𝐼 мають вигляд

𝜌𝑘 =

𝑔𝑡
(︁
𝜃𝑘,𝑇

)︁
− 𝑔𝑡

(︂
𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

)︂
𝑔𝑡

(︂
𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

)︂ ,

а тодi

𝑀
[︁
𝑇𝑉 (𝑁(0,Σ(𝑡)), 𝑁(0, Σ̃𝑇 (𝑡)))

]︁2
6

9

4

𝑁∑︁
𝑘=1

(︂
𝑔𝑡

(︂
𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

)︂)︂−2

×

×𝑀

(︂
𝑔𝑡
(︁
𝜃𝑘,𝑇

)︁
− 𝑔𝑡

(︂
𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

)︂)︂2

.

Оскiльки
(︂
𝑔𝑡

(︂
𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

)︂)︂−2

6 1, то
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𝑀
[︁
𝑇𝑉 (𝑁(0,Σ(𝑡)), 𝑁(0, Σ̃𝑇 (𝑡)))

]︁2
6

9

4

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀

(︂
𝑔𝑡
(︁
𝜃𝑘,𝑇

)︁
− 𝑔𝑡

(︂
𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

)︂)︂2

.

Оскiльки функцiя 𝑔𝑡 (𝑥) =
𝑥

𝜎2

(︃
1−

(︂
1− 𝜎2

𝑥

)︂𝑡
)︃
, 𝑥 > 𝜎2 є

неперервною, то, скориставшись теоремою Лагранжа, можемо

записати:

𝑀

(︂
𝑔𝑡
(︁
𝜃𝑘,𝑇

)︁
− 𝑔𝑡

(︂
𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

)︂)︂2

6

6 𝑀

⎡⎢⎢⎣𝑚𝑎𝑥
𝑧∈

⎛⎝𝜃𝑘,𝑇 ,
𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

⎞⎠ |𝑔′𝑡 (𝑧)|
2 ·
⃒⃒⃒⃒
𝜃𝑘,𝑇 − 𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

⃒⃒⃒⃒2
· 1(𝜃𝑘,𝑇 <

𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

) +

+𝑚𝑎𝑥
𝑧∈

⎛⎝ 𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

,𝜃𝑘,𝑇

⎞⎠ |𝑔′𝑡 (𝑧)|
2 ·
⃒⃒⃒⃒
𝜃𝑘,𝑇 − 𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

⃒⃒⃒⃒2
· 1(𝜃𝑘,𝑇 >

𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

)

⎤⎥⎥⎦ .
Розглянемо похiдну функцiї 𝑔𝑡 (𝑧):

𝑔′𝑡 (𝑧) =
1

𝜎2

(︃
1−

(︂
1− 𝜎2

𝑧

)︂𝑡
)︃
− 𝑡

𝑧

(︂
1− 𝜎2

𝑧

)︂𝑡−1

.

Зрозумiло, що при 𝑧 > 𝜎2

|𝑔′𝑡 (𝑧)| 6
1

𝜎2
+

𝑡

𝜎2
=

𝑡+ 1

𝜎2
.

Ця оцiнка не залежить вiд 𝑧, а отже

𝑀

(︂
𝑔𝑡
(︁
𝜃𝑘,𝑇

)︁
− 𝑔𝑡

(︂
𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

)︂)︂2

6 𝑀

[︃(︂
𝑡+ 1

𝜎2

)︂2

·
⃒⃒⃒⃒
𝜃𝑘,𝑇 − 𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

⃒⃒⃒⃒2]︃
.



44
Оскiльки ⃒⃒⃒⃒

𝜃𝑘,𝑇 − 𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

⃒⃒⃒⃒2
=

⃒⃒⃒⃒
𝜃𝑘,𝑇 − 𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

⃒⃒⃒⃒2
1(𝜃𝑘,𝑇 > 𝜎2)+

+

⃒⃒⃒⃒
𝜎2 − 𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

⃒⃒⃒⃒2
1(𝜃𝑘,𝑇 < 𝜎2),

то

𝑀

⃒⃒⃒⃒
𝜃𝑘,𝑇 − 𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

⃒⃒⃒⃒2
= 𝑀

⃒⃒⃒⃒
𝜃𝑘,𝑇 − 𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

⃒⃒⃒⃒2
+

+𝜎4 ·
(︂

𝜆2
𝑘

1− 𝜆2
𝑘

)︂2

· 𝑃
(︁
𝜃𝑘,𝑇 < 𝜎2

)︁
.

При доведеннi теореми 1.4 будо встановлено, що

𝑀

⃒⃒⃒⃒
𝜃𝑘,𝑇 − 𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

⃒⃒⃒⃒2
6

3𝜎4 + 1

𝑇
·
(︂

1

1− 𝜆2
𝑘

)︂2

.

З рiвностi

|𝜆𝑘| =
⃒⃒⃒⃒
1− 4𝛼𝑠𝑖𝑛2 𝑘𝜋

2(𝑁 + 1)

⃒⃒⃒⃒
,

випливає, що

1− 𝜆2
𝑘 = 8𝛼𝑠𝑖𝑛2 𝑘𝜋

2(𝑁 + 1)
·
(︂
1− 2𝛼𝑠𝑖𝑛2 𝑘𝜋

2(𝑁 + 1)

)︂
,

i тодi при 𝛼 ∈
[︂
𝛼0,

1

2

)︂
отримаємо оцiнку

1− 𝜆2
𝑘 > 2𝛼0𝑠𝑖𝑛

2 𝑘𝜋

(𝑁 + 1)
. (2.3)

Звiдси

𝑀

⃒⃒⃒⃒
𝜃𝑘,𝑇 − 𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

⃒⃒⃒⃒2
6

3𝜎4 + 1

4𝛼2
0𝑠𝑖𝑛

4
𝜋

(𝑁 + 1)
· 𝑇

.
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Оцiнимо тепер ймовiрнiсть 𝑃
(︁
𝜃𝑘,𝑇 < 𝜎2

)︁
:

𝑃
(︁
𝜃𝑘,𝑇 < 𝜎2

)︁
= 𝑃

(︂
𝜃𝑘,𝑇 − 𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

< 𝜎2 − 𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

)︂
6

6 𝑃

(︂⃒⃒⃒⃒
𝜃𝑘,𝑇 − 𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

⃒⃒⃒⃒
> 𝜎2 𝜆2

𝑘

1− 𝜆2
𝑘

)︂
6

𝑀

⃒⃒⃒⃒
𝜃𝑘,𝑇 − 𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

⃒⃒⃒⃒2
(︂
𝜎2

𝜆2
𝑘

1− 𝜆2
𝑘

)︂2 .

Отже:

𝑀

⃒⃒⃒⃒
𝜃𝑘,𝑇 − 𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

⃒⃒⃒⃒2
6 2 ·𝑀

⃒⃒⃒⃒
𝜃𝑘,𝑇 − 𝜎2

1− 𝜆2
𝑘

⃒⃒⃒⃒2
6

6
3𝜎4 + 1

2𝛼2
0𝑠𝑖𝑛

4
𝜋

(𝑁 + 1)
· 𝑇

.

Таким чином:

𝑀
[︁
𝑇𝑉 (𝑁(0,Σ(𝑡)), 𝑁(0, Σ̃𝑇 (𝑡)))

]︁2
6

9

4

3𝜎4 + 1(︂
2𝛼0 sin

2 𝜋

𝑁 + 1

)︂
𝜎4

· (𝑡+ 1)2

𝑇
.

Висновки до роздiлу 2

У другому роздiлi роботи було проведено дослiдження вiдстанi мiж

iстинним та оцiненим розподiлами системи зв’язаних осциляторiв.

Розглянуто рiзнi метрики на просторi ймовiрнiсних мiр, зокрема вiдстань

Кульбака-Лейблера, вiдстань Васерштейна та вiдстань за варiацiєю.

Для оцiнки якостi запропонованих у першому роздiлi методiв

оцiнювання було обрано вiдстань за варiацiєю. Використана оцiнка
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вiдстанi за варiацiєю для порiвняння нормальних розподiлiв з однаковими

математичними сподiваннями та рiзними матрицями коварiацiї.

Для побудованої оцiнки коварiацiйної матрицi отримано верхню межу

математичного сподiвання квадрата вiдстанi за варiацiєю мiж iстинним та

оцiненим розподiлами.
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ВИСНОВКИ

У ходi виконання квалiфiкацiйної роботи було дослiджено систему

зв’язаних осциляторiв. Було проведено огляд опублiкованих джерел за

тематикою дослiдження, який показав, що системи зв’язаних осциляторiв

використовуються для моделювання широкого спектру явищ у

молекулярнiй фiзицi, бiологiї та нейронауцi.

Побудовано математичну модель системи зв’язаних осциляторiв iз

невiдомим коефiцiєнтом жорсткостi 𝛼. Отримано представлення руху

системи у виглядi рiвняння авторегресiї в матричному виглядi та

дослiджено властивостi матрицi 𝑉 . Доведено, що тридiагональна матриця

V є додатно визначеною, що гарантує коректнiсть подальшого аналiзу.

Встановлено умови iснування стацiонарного розв’язку рiвняння

авторегресiї, показано що при 𝛼 ∈ (0, 1/2) система має стацiонарний

розподiл. За допомогою дiагональної декомпозицiї матрицi 𝐴 = 𝐼 − 𝛼𝑉

отримано представлення, де лише власнi значення дiагональної матрицi

залежать вiд невiдомого параметра 𝛼, що дозволило суттєво спростити

подальшу оцiнку. Побудовано двi оцiнки невiдомого параметра 𝛼: за

допомогою методу найменших квадратiв та через вибiрковий другий

момент. Для оцiнки методом найменших квадратiв доведено

асимптотичну нормальнiсть, а для оцiнки через вибiрковi другi моменти

доведено збiжнiсть у середньому будь-якого порядку.

У другому роздiлi роботи було дослiджено вiдстань мiж iстинним та

оцiненим розподiлами системи. Наведено рiзнi вiдстанi мiж розродiлами:

вiдстань Кульбака-Лейблера, вiдстань Васерштейна та вiдстань за

варiацiєю, з яких обрано вiдстань за варiацiєю для iстиного та оцiненого

розподiлу.

Для побудованої оцiнки розподiлу отримано верхню межу

математичного сподiвання квадрата вiдстанi за варiацiєю, яка

зменшується пропорцiйно
1

𝑇
при зростаннi об’єму вибiрки 𝑇 .
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