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Роздiл 1

Теорiя ймовiрностi

Вступ

Теорiя ймовiрностi - математична наука, що вивчає закономiрностi властивi
масовим випадковим явищам.

Предметом теорiї iмовiрностей є вивчення iмовiрностних закономiрностей
масових однорiдних випадкових подiй. Основнi поняття, методи, теореми та
формули теорiї iмовiрностей ефективно використовуються в науцi, технiцi,
економiцi, у теорiях надiйностi та масового обслуговування, у плануваннi та
органiзацiї виробництва, у страховiй та податковiй справах, у соцiологiї та
полiтологiї, у демографiї та охоронi здоров’я.

Теорiя ймовiрностi є математичною основою для математичної статистики,
методи якої нинi широко застосовується у науцi про великi данi, машинному
навчаннi, задачах штучного iнтелекту i т.п.

Навчальний матерiал, викладений у роздiлi ”Теорiя ймовiрностi”, в основ-
ному базується на використанiй, при пiдготовцi навчального посiбника, лiте-
ратурi [1-5].

1. Випадковi подiї

1.1. Алгебра подiй

У теорiї ймовiрностi первинними поняттями є випробування i подiї [1-5].
Хай проводиться деяке випробування з випадковим результатом. Безлiч всiх
можливих взаємовиключних результатiв даного випробування називається
множиною елементарних подiй. Повна сукупнiсть всiх елементарних подiй
називається достовiрною подiєю. Всяка пiдмножина безлiчi елементарних
подiй називається випадковою подiєю.

Розглянемо деякi дослiди, у результатi яких може з’явитись або не з’явитись
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подiя А. Прикладами таких дослiдiв можуть бути:

• дослiд — виготовлення певного виробу, подiя А — стандартнiсть цього
виробу;

• дослiд — кидання монети, подiя А — випав герб;

• дослiд — стрiльба п’ятьма пострiлами у мiшень, подiя А — вибито 30
очок;

• дослiд — введення програми у комп’ютер, подiя А — безпомилковий ввiд.

Загальним для усiх дослiдiв є те, що кожен iз них може реалiзуватись
у певних умовах скiльки завгодно разiв. Такi дослiди називають
випробуваннями.

Подiї бувають достовiрнi, випадковi та неможливi.

• Достовiрною називають таку подiю, яка при розглянутих умовах
обов’язково трапиться.

• Неможливою називають таку подiю, яка при розглянутих умовах не
може трапитись.

• Випадковою називають таку подiю, яка при умовах, що розглядаються,
може трапитися, а може й не трапитися.

Наприклад, якщо в урнi є лише бiлi кулi, то добування бiлої кулi з урни —
достовiрна подiя, а добування з цiєї урни кулi iншого кольору — неможлива
подiя.

Якщо кинути монету на площину, то поява герба буде випадковою подiєю,
тому що замiсть герба може з’явитися надпис.

Випадковi подiї позначають великими лiтерами, наприклад

A,B,C,D,X, Y,A1, A2, ..., An.

Кожна випадкова подiя є наслiдком багатьох випадкових або невiдомих
нам причин, якi впливають на подiю. Тому неможливо завбачити наслiдок
одночинного випробування. Але якщо розглядати випадкову подiю багато
разiв при однакових умовах, то можна виявити певну закономiрнiсть її
появи або не появи. Таку закономiрнiсть називають iмовiрною закономiрнiстю
масових однорiдних випадкових подiй.

У теорiї iмовiрностей пiд масовими однорiдними випадковими подiями
розумiють такi подiї, якi здiйснюються багатократно при однакових умовах
або багато однакових подiй. Наприклад, кинути одну монету 100 разiв або 100
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однакових монет кинути один раз в теорiї iмовiрностей вважають однаковими
подiями.

Рiзновиди випадкових подiй.

Означення 1.1 Подiї називають несумiсними, якщо поява однiєї з них
виключає появу iнших подiй в одному i тому ж випробуваннi.

Приклад 1.1 Серед однорiдних деталей у ящику є стандартнi та
нестандартнi. Навмання беруть iз ящика одну деталь. Подiї

• А — взята стандартна деталь,

• В — взята нестандартна деталь

несумiснi тому, що взята лише одна деталь, яка не може бути одночасно
стандартною та нестандартною.

Означення 1.2 Подiї називають сумiсними, якщо поява однiєї з них не
виключає можливостi появи iнших (не обов’язково одночасно).

Приклад 1.2 Два стрiльця стрiляють у мiшень. Подiї

• A1 — перший стрiлок влучив у мiшень,

• A2 — другий стрiлок влучив у мiшень

будуть сумiсними випадковими подiями.

Означення 1.3 Випадковi подiї A1, A2, . . . , An утворюють повну групу подiй,
якщо внаслiдок випробування хоча б одна з них з’явиться обов’язково.

Приклад 1.3 Кидають шестигранний кубик. Позначимо подiї так

A1 — випала грань 1; A2 — випала грань 2; A3 — випала грань 3; A4 — випала
грань 4; A5 — випала грань 5; A6 — випала грань 6.

Подiї A1, A2, ..., A6 утворюють повну групу.

У прикладi 1.2 подiїA1 таA2 не утворюють повної групи. Але якщо позначити
A0 подiю, що нiхто iз стрiльцiв не влучив у мiшень, тодi подiї A0, A1 та A2

утворюють повну групу.

Означення 1.4 Подiї називають рiвноможливими, якщо немає причин
стверджувати, що будь-яка з них можливiша за iншi.

Приклад 1.4 Подiї — поява 1, 2, 3, 4, 5 або 6 очок при киданнi шестигранного
кубика — рiвноможливi при умовi, що центр його ваги не змiщений.

Означення 1.5 Двi несумiснi подiї, якi утворюють повну групу, називають
протилежними. Подiя, протилежна подiї A, позначається A.

Приклад 1.5 Якщо позначити через A подiю, що при стрiльбi по мiшенi
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вибито 8 очок, то подiя A — при стрiльбi по мiшенi вибито будь-яке iнше
число очок.

Тепер розглянемо важливе поняття простору елементарних наслiдкiв. Нехай
виконується деякий експеримент, який має елементи випадковостi. Кожне
випробування може мати рiзнi наслiдки. Так, при киданнi монети можуть
бути два можливих наслiдки: герб або надпис.

При киданнi грального кубика можуть бути шiсть можливих наслiдкiв.
У випробуваннi «пострiл у мiшень» можна розглядати такi наслiдки, як
влучення у мiшень, або кiлькiсть вибитих очок, або координати точки
влучення. Отже, що приймати за наслiдок випробування, залежить вiд умови
задачi.

Означення 1.6 Елементарними наслiдками називають такi подiї, якi
неможливо роздiлити на бiльш простi. Множину усiх можливих елементарних
наслiдкiв називають простором елементарних наслiдкiв.

Простiр елементарних наслiдкiв може мiстити скiнчену, злiчену або незлiчену
множину елементiв. У ролi елементарних наслiдкiв можна розглядати точки
n-вимiрного простору, вiдрiзок деякої лiнiї, точки поверхнi S або об’єму V
трьохвимiрного простору, функцiю однiєї або багатьох змiнних.

У бiльшостi випадкiв що розглядаються, припускають, що елементарнi
наслiдки рiвноможливi.

• При двократному киданнi монети простiр елементарних наслiдкiв
мiстить 4 точки {(A,A), (A,B), (B,A), (B,B)}, де A — означає появу
герба, B — появу надпису.

• Нехай по мiшенi стрiляють одиночними пострiлами до першого
влучення. Можливi такi елементарнi подiї
— w1 влучення при першому пострiлi,
— w2 влучення при другому пострiлi,
— w3 влучення при третьому пострiлi i т.д.
У цьому випадку простiр елементарних наслiдкiв може мати нескiнченну
кiлькiсть точок, якi можна шляхом нумерацiї перелiчити. Тому простiр
елементарних наслiдкiв буде злiченим.

• При виробництвi монiторiв виникають неоднаковi умови технологiчного
процесу, тому час роботи монiтора вiдрiзняється вiд його номiнального
значення, тобто буде випадковою подiєю. Простiр елементарних
наслiдкiв у цьому випадку буде нескiнченною незлiченою множиною,
елементи якої неможливо пронумерувати.

Тепер ознайомимось з алгеброю випадкових подiй. Нехай A та B — випадковi
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подiї.

Об’єднанням (сумою) випадкових подiй A ∪ B (або A + B) називають таку
випадкову подiю, яка полягає у появi подiй A або B або A та B. Якщо A та
B — несумiснi, то A ∪B означає появу подiї A або подiї B.

• Рис.1.1а та Рис.1.1б. Подiя A та подiя B.

• Рис.1.1в. Подiя B та протилежна їй B.

• Рис.1.1г. Заштрихована площина — добуток подiй AB.

• Рис.1.1д. Заштрихована площина — сума подiй A ∪B.

• Рис.1.1е. Заштрихована площина — рiзниця подiй A−B.

Аналогiчно визначають об’єднання (суму) бiльшої кiлькостi випадкових
подiй.

Рис. 1.1 — Математичних операцiй теорiї iмовiрностей

Означення 1.7 Об’єднанням (сумою) випадкових подiй A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ An

називають таку випадкову подiю, яка полягає в появi хоча б однiєї з цих
подiй.
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Якщо подiї попарно несумiснi, то їх сума полягає в тому, що повинна
з’явитися подiя A1 або A2 . . . або An . Нескiнченну суму випадкових подiй
позначають ∞⋃

k=1

Ak (1.1)

Означення 1.8 Стрiлок робить один пострiл у мiшень, подiлену на три
областi. Позначимо

• подiя A1 — влучення в першу область;

• подiя A2 — влучення у другу область;

• подiя A3 — влучення в третю область;

• подiя A4 — немає влучення у мiшень;

• подiя B — влучення в першу або другу областi;

• подiя D — влучення хоча б в одну область мiшенi.

Тодi маємо B = A1 ∪A2; D = A1 ∪A2 ∪A3. Вiдмiтимо, що подiї A1, A2, A3 та
A4 — несумiснi.

Означення 1.9 Рiзницею B − A (або B\A) двох випадкових подiй B, A
називають усi наслiдки, якi полягають у тому, що подiя A не з’являється.

Означення 1.10 Добутком (перетином) A∩B (або A ·B) випадкових подiй
A, B називають таку випадкову подiю, яка полягає у появi подiй A та B
одночасно. Якщо A та B — несумiснi, то добуток A ∩ B є множина, яка
не має жодного елемента. Така множина називається пустою (порожньою) i
позначається ∅.

Таким чином, у разi несумiсностi подiй A, B маємо

A ∩B = A ·B = ∅. (1.2)

Означення 1.11 Добутком (перетином) скiнченої кiлькостi випадкових
подiй A1, A2, ..., An, називають таку випадкову подiю, яка полягає у сумiснiй
появi усiх цих подiй одночасно.

Подiя
n⋂
k=1

Ak означає, що розглядаються усi подiїAk (k = 1, 2, ..., n) одночасно.

Вказанi спiввiдношення мiж подiями є звичайними спiввiдношеннями мiж
множинами, якi можна представити графiчно (див.Рис.1.1).

Приклад 1.6 Стрiлець стрiляє двiчi по мiшенi. Описати простiр
елементарних наслiдкiв. Записати подiю, яка полягає в тому, що:
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• стрiлець влучив у мiшень принаймнi один раз (подiя C);

• стрiлець влучив рiвно один раз (подiя D);

• стрiлець не влучив у мiшень (подiя F ).

Розв’язок задачi. Позначимо

• подiя А — влучення при першому пострiлi,

• подiя В — влучення при другому пострiлi.

Простiр елементарних наслiдкiв складається з чотирьох подiй

{AB,AB,AB,AB} (1.3)

• Якщо стiлець влучив у мiшень принаймнi один раз, то це означає, що
вiн влучив або при першому пострiлi AB , або при другому пострiлi AB,
або при обох . Тобто,

C = AB ∪ AB ∪ AB. (1.4)

• Рiвно одне влучення може бути тiльки тодi, коли стрiлець при першому
пострiлi влучив, а при другому — нi, або при першому пострiлi не влучив,
а при другому — влучив. Тому,

D = AB ∪ AB. (1.5)

• Якщо стiлець не влучив у мiшень, то це означає, що вiн не влучив при
обох пострiлах, Тобто,

F = AB. (1.6)

1.2. Елементи комбiнаторики

Комбiнаторика - роздiл математи, присвячений вирiшенню задач вибору
i розташування k елементiв з деякої множини n елементiв вiдповiдно до
заданих правил [1-5]. Нижче розглядатимемо множини, що складаються з
n рiзних елементiв.

Означення 1.12 Перестановками називаються комбiнацiї, що складаються з
n елементiв i вiдмiннi тiльки порядком їх розташування. Число перестановок
рiвне

Pn =
n∏
k=1

k = 1 · 2 · 3 · ... · (n− 1) · n = n!, (1.7)
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де n! — факторiал. Причому прийнято вважати, що 0! = 1 (читається «нуль
факторiал»).

Означення 1.13 Поєднаннями називаються комбiнацiї, що полягають у
виборi k елементiв з n елементiв (k ≤ n), вiдмiннi хоча б одним елементом.
Число поєднань рiвно

Ck
n =

n!

k!(n− k)!
= n(n− 1)(n− 2)...(n− k + 1) (1.8)

Означення 1.14 Розмiщеннями називаються комбiнацiї, що полягають у
виборi k елементiв з n елементiв (k ≤ n), вiдмiннi або складом елементiв, або
їх порядком. Число розмiщень равне

Ak
n =

n!

(n− k)!
= n · (n− 1) · (n− 2) · ... · (n− k + 1). (1.9)

Приклад 1.7 Маємо множину, що складається з трьох елементiв {1, 2, 3}.
Скiльки з трьох запропонованих цифр можна скласти рiзних чисел з
цифрами, що не повторюються: а) тризначних; б) двозначних?

Розв’язок задачi.

• Кiлькiсть рiзних комбiнацiй з трьох цифр обчислюємо по формулi (1.1),
тобто P3 = 3! = 6. I дiйсно рiвнi шiсть тризначних чисел можна скласти:
123, 132, 213, 231, 312, 321.

• Порядок у виборi двох елементiв з трьох важливий, оскiльки 23 i 32 рiзнi
числа, тому кiлькiсть способiв вибрати 2 з трьох обчислюємо по формулi

(1.3). Одержуємо A2
3 =

3!

1!
= 6.

I дiйсно рiвнi шiсть двозначних чисел можна скласти з трьох: 12, 13, 21, 23,
31, 32.

Приклад 1.8 Скiльки iснує способiв вибору трьох студентiв з 10 на
конференцiю?

Розв’язок задачi. Порядок у виборi трьох елементiв з десяти не важливий,
оскiльки делегацiя з Iванова, Петрова i Сидорова вiд делегацiї Петрова,
Iванова i Сидорова не вiдрiзняється, тому число способiв вибору рiвне числу
поєднань з 10 студентiв по 3

C3
10 =

10!

3!7!
= 120 (1.10)
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Означення 1.15 Бiном Ньютона:

(a+ b)n =
n∑
k=0

Ck
na

kbn−k (1.11)

1.3. Класичне визначення ймовiрностi

Вiрогiднiсть подiї - це число, що характеризує ступiнь можливостi появи подiї
[1-5]. Вiрогiднiсть появи подiї A обчислюється по формулi

P (A) =
m

n
, (1.12)

де m - число результатiв, що сприяють настанню подiї A, n — число всiх
можливих результатiв.

Властивостi ймовiрностi

• Вiрогiднiсть випадкової подiї A : 0 < P (A) < 1.

• Вiрогiднiсть достовiрної подiї A : P (Ω) = 1.

• Вiрогiднiсть неможливої подiї A : P (I) = 0.

Приклад 1.9 Монету кидають один раз. Обчислити вiрогiднiсть того, що
випаде герб.

Розв’язок задачi. Розглянемо подiю A = {випав герб}. При киданнi монети
можливi два результати (n = 2) : випав герб i випала решка, i лише перший
результат сприяє настанню подiї A (m = 1) Тодi по класичному визначенню

ймовiрностi P (A) =
1

2
.

Приклад 1.10 Гральну кiстку пiдкидають один раз. Обчислити вiрогiднiсть
того, що випаде просте число очок.

Розв’язок задачi. Розглянемо подiю A = {випало просте число очок}. При
киданнi гральної кiстки можливi шiсть результатiв випадання {1, 2, 3, 4, 5, 6}
очок, тобто n = 6. З шести всiляких результатiв тiльки чотири результати
{випало 1 очко}, {випало 2 очки}, {випало 3 очки} i {випало 5 очок} є
сприяючими настанню подiї A (m = 4). Вiрогiднiсть появи простого числа

очок рiвна P (A) =
4

6
=

2

3
.

Приклад 1.11 В урнi 4 бiлих i 6 чорних кулi. Витягнули одночасно 3 кулi.
Знайти вiрогiднiсть того, що: а) всi кулi бiлi; б) всi кулi чорнi; в) один бiлий
i два чорних.

Розв’язок задачi. Вважатимемо, що всi кулi рiзнi i пронумерованi
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1, 2, 3, ..., 10. Хай першi чотири номери - бiлi, останнi - чорнi. Тодi кiлькiсть
всiляких способiв витягнути три кулi з десяти рiвно C3

10 = 240.

• Розглянемо подiю A = {з урни витягнули три бiлi кулi}. Тодi кiлькiсть
способiв, що сприяють появi подiї A рiвно C3

4 = 4. Отримуємо P (A) =
4

240
=

1

60
.

• Розглянемо подiю B = {з урни витягнули три чорнi кулi}. Тодi
кiлькiсть способiв, що сприяють появi цiєї подiї рiвно C3

6 = 20.

Отримуємо P (A) =
20

240
=

1

12
.

• Розглянемо подiю B = {з урни витягнули один бiлий i двi чорнi кулi}.
Тодi кiлькiсть способiв, що сприяють появi цiєї подiї рiвно добутку

C1
4C

2
6 = 60. Отримуємо P (C) =

60

240
=

1

4
.

1.4. Статистичне визначення ймовiрностi

Хай проводяться n випробувань, в результатi яких подiя A наступає m раз.
Тодi вiдношення

m

n
при n→∞ називається статистичною вiрогiднiстю.

Приклад 1.12 Вивчали вiрогiднiсть народження хлопчика. Серед 1000
новонароджених хлопчик з’явився в 515 випадках.

Розв’язок задачi. Статистична вiрогiднiсть (вiдносна частота) народження

хлопчика рiвна
515

1000
.

1.5. Геометричне визначення ймовiрностi

Геометричною вiрогiднiстю подiї A називається вiдношення мiри областi S,
що стосується появи подiї A, до мiри всiєї областi SD

P(A) =
S

SD
. (1.13)

Областi можуть бути одновимiрними, двовимiрними, тривимiрними.

Приклад 1.13 Хай в квадрат, iз стороною 3 см вписаний круг. Знайти
вiрогiднiсть того, що точка, випадковим чином кинута в квадрат, потрапить
в круг.

Розв’язок задачi. Позначимо подiю A = {точка потрапила в круг}. Площа
квадрата рiвна 9 см2 а площа круга радiусом 1.5 см рiвна 2.25π см2 Тодi

P (A) =
2.25π

9
= 0.25π.
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1.6. Питання для самоперевiрки

• Якi подiї називають достовiрними, неможливими, випадковими?

• Що є предметом теорiї iмовiрностей?

• Як визначають та позначають суму, добуток випадкових подiй,
протилежну подiю, повну групу подiй?

• Якi подiї називають сумiсними, несумiсними, рiвноможливими?

• Як визначають та в яких випадках використовують класичне та
геометричне означення iмовiрностi?

• Як визначають та позначають частость випадкової подiї А?

• Якi основнi властивостi iмовiрностi та частостi?

• Що є предметом комбiнаторики?

• Якi комбiнацiї називають переставленням, розмiщенням, сполученням?
Як позначають та обчислюють кiлькiсть цих сполук?

• Як формулюють основнi принципи комбiнаторики?

2. Головнi теореми теорiї ймовiрностi [1-5]

2.1. Додавання iмовiрностей несумiсних подiй

Теорема 2.1 Iмовiрнiсть об’єднання двох випадкових несумiсних подiй
дорiвнює сумi їх iмовiрностей

P (A ∪B) = P (A) + P (B). (2.1)

Доведення. Нехай число усiх можливих елементарних наслiдкiв появи подiй
A та B дорiвнює n; m1 та m2 — числа наслiдкiв, що сприяють подiям A та
B вiдповiдно. Тодi подiї A ∪ B будуть сприяти m1 +m2 наслiдкiв. Отже, за
класичним означенням iмовiрностi, маємо

P (A ∪B) =
m1 +m2

n
=
m1

n
+
m2

n
= P (A) + P (B). (2.2)

тобто твердження теореми доведено.

Зовсiм аналогiчно можна довести наступне твердження.
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Теорема 2.2 Якщо випадковi подiї A1, A2, ..., An попарно несумiснi, то
iмовiрнiсть появи хоча б однiєї з цих подiй дорiвнює сумi їх iмовiрностей

P (A1 ∪ A1 ∪ ... ∪ An) = P (A1) + P (A2) + ...+ P (An). (2.3)

Приклад 2.1 Iмовiрнiсть влучення стрiлком у першу область мiшенi
дорiвнює 0.45, у другу область — 0.35, у третю — 0.15. Знайти iмовiрнiсть
того, що при одному пострiлi стрiлок влучить у першу або другу областi
мiшенi.

Розв’язок задачi. Позначимо за подiю A1 — влучення у першу область
мiшенi; за подiю A2 — влучення у другу область мiшенi. При одному пострiлi
подiї A1 та A2 несумiснi. Тому iмовiрнiсть влучення в першу або другу областi
мiшенi буде

P (A1 ∪ A2) = P (A1) + P (A2) = 0.45 + 0.35 = 0.8. (2.4)

Теорема 2.3 Сума iмовiрностей повної групи випадкових подiй дорiвнює
одиницi

P (A1 ∪ A2 + ...+ An) = 1. (2.5)

Доведення. Якщо випадковi подiї A1, A2, ..., An утворюють повну групу,
то вони попарно несумiснi, а їх об’єднання буде достовiрною подiєю. За
Теоремою 2.1.2 маємо

P (
n⋃
k=1

Ak) = P (A1) + P (A2) + ...+ P (An). (2.6)

Iмовiрнiсть достовiрної подiї дорiвнює одиницi, тому

P (A1 ∪ A2 ∪ ... ∪ An) = 1 (2.7)

Лiвi частини рiвностей (2.6) та (2.7) однаковi, тому правi частини будуть
рiвними, тобто має мiсце рiвнiсть (2.7). Теорема доведена.

Наслiдок. Двi протилежнi подiї A1 та A1 утворюють повну групу, тому має
мiсце рiвнiсть

P (A+ A) = 1 (2.8)

з якої одержуємо формулу

P (A) = 1− P (A) (2.9)

знаходження iмовiрностi протилежної подiї.

Приклад 2.2 Iмовiрнiсть одержати повiдомлення вiд певної особи на протязi
доби дорiвнює 0.25. Знайти iмовiрнiсть того, що повiдомлення на протязi доби
вiд цiєї особи не буде одержано.
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Розв’язок задачi. Позначимо за подiю A — повiдомлення вiд цiєї особи на
протязi доби поступить. За умовою задачi має мiсце спiввiдношення Р(А)
= 0.25. Протилежна подiя A означає, що на протязi доби вiд цiєї особи
повiдомлення не поступить. За формулою (2.9) одержимо

P (A) = 1− 0.25 = 0.75. (2.10)

У страховiй справi треба вираховувати, наприклад, таку задачу.

Приклад 2.3 За статистичними показниками держави можна зробити
висновок, що 68% чоловiкiв, якi досягли 60-лiття, досягають також i 70-лiття.
Яка iмовiрнiсть того, що 60-рiчний чоловiк не досягне свого 70-рiччя?

Розв’язок задачi. Якщо подiя A — 60-рiчний чоловiк досягає свого 70-лiття,
то протилежна подiя A — 60-рiчний чоловiк не досягає свого 70-лiття. За
умовою задачi P (A) = 0.68, тому за формулою (2.9) одержимо

P (A) = 1− 0.68 = 0.32. (2.11)

Отже, використовуючи статистичнi данi держави, можна обчислити
iмовiрнiсть того, що 32% 60-рiчних чоловiкiв помре на протязi 10 рокiв.

2.2. Залежнi та незалежнi подiї, умовнi iмовiрностi

Означення 2.1 Випадковi подiї A та B називають залежними, якщо
iмовiрнiсть появи однiєї з них залежить вiд появи або непояви другої подiї.
Якщо iмовiрнiсть появи однiєї подiї не залежить вiд появи або непояви другої,
то такi подiї називають незалежними.

Означення 2.2 Iмовiрнiсть подiї B, обчислена при умовi появи подiї A,
називають умовною iмовiрнiстю подiї B i позначають P (B|A) або PA(B)

Приклад 2.4 В урнi 10 куль: 3 бiлих i 7 чорних. Навмання беруть двi кулi.
Нехай подiя A — взята бiла куля; подiя B — взята чорна, куля.

Якщо кулю, яку взяли першою, повертають до урни, то iмовiрнiсть появи
другої кулi не залежить вiд того, яка взята перша куля. Якщо перша куля
не повертається до урни, то iмовiрнiсть другої подiї залежить вiд результату
першого випробування. Якщо першою взяли бiлу кулю, то в урнi залишилося
2 бiлих кулi та 7 чорних, тому

PA(B) =
7

9
. (2.12)

Якщо першою взяли чорну кулю, то в урнi залишилося 3 бiлих кулi та 6
чорних куль, тому

PB(B) =
6

9
=

1

3
. (2.13)
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Отже iмовiрнiсть подiї B залежить вiд появи або непояви подiї A.

Зауваження. Якщо подiї A та B незалежнi, то умовна iмовiрнiсть дорiвнює
безумовнiй iмовiрностi, тобто

PA(B) = P (B). (2.14)

2.3. Множення iмовiрностей

Теорема 2.4 Iмовiрнiсть сумiсної появи двох випадкових подiй A та B
дорiвнює добутку iмовiрностей однiєї з цих подiй та умовної iмовiрностi
другої подiї при умовi, що перша подiя з’явилась

P (A ·B) = P (A) · PA(B) = P (B) · PB(A). (2.15)

Доведення. Усi елементарнi наслiдки зобразимо у виглядi точок
(див.рис.2.1). Нехай появi подiї A сприяють m1 наслiдкiв, а появi подiї B

Рис. 2.1 — Множення iмовiрностей

— m2 наслiдкiв. Усiх можливих наслiдкiв n, а подiї A · B будуть сприяти m
наслiдкiв.

Так як
P (A ·B) =

m

n
, P (A) =

m1

n
, PA(B) =

m

m1
, (2.16)

то
P (A ·B) =

m1

n

m

m1
= P (A) · PA(B). (2.17)

що i треба було довести.

Спiввiдношення (2.15) називають формулою множення iмовiрностей залежних
випадкових подiй.

Наслiдок. У випадку незалежних випадкових подiй А та В формула (2.15)
приймає вигляд

P (A ·B) = P (A) · P (B) (2.18)
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i називається формулою множення iмовiрностей незалежних подiй. У випадку
скiнченої кiлькостi незалежних випадкових подiй формула (2.15) приймає
вигляд

P (A1 · A2 · ... · An) = P (A1) · P (A2) · ... · P (An). (2.19)

Приклад 2.5 У деякому людському суспiльствi 70% палять, 40% хворiють
на рак легенiв та 25% палять та мають рак легенiв. Знайти iмовiрнiсть того,
що навдачу взята особа з цього суспiльства:

• не палить, але має рак легенiв;

• палить, але не має раку легенiв;

• нiколи не палить i не має раку легенiв;

• палить i має рак легенiв;

• або палить або має рак легенiв.

Рис. 2.2 — P (A ∩B) + P (A ∩B) = P (A)

Розв’язок задачi. Позначимо подiї: A — особа палить; B — особа хворiє на
рак легенiв. Тодi за умовою задачi маємо

P (A) = 0.7, P (B) = 0.4, P (A ·B) = 0.25, P (A) = 0.3, P (B) = 0.6;

P (A ·B) = 0.3 · 0.4 = 0.12;

P (A ·B) = 0.7 · 0.6 = 0.42;

P (A ·B) = 0.3 · 0.6 = 0.18;

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∪B) = 0.7 + 0.4− 0.18 = 0.92;

P (A ·B ∪ A ·B) = P (A ·B) + P (A ·B) = 0.42 + 0.12 = 0.54;
(2.20)
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Приклад 2.6 Навести iлюстративну дiаграму властивостi

P (A ∩B) + P (A ∩B) = P (A). (2.21)

Вiдповiдь. Див.рис.2.2.

2.4. Iмовiрнiсть появи хоча б однiєї випадкової подiї

Нехай є n сумiсних випадкових подiй A1, A2, ..., An. Позначимо через A подiю,
яка полягає в тому, що з’явиться хоча б одна з цих подiй. Тодi подiя A полягає
в тому, що подiї A = A1 · A2 · ... · An. Подiї A та A утворюють повну групу
подiй, тому

P (A) + P (A) = 1, P (A) = 1− P (A). (2.22)

Звiдси одержуємо

P (A) = 1− P (A1 · A2 · ... · An). (2.23)

За цiєю формулою треба обчислювати iмовiрнiсть появи хоча б однiєї
випадкової подiї з n сумiсних подiй.

Приклад 2.7 Iмовiрнiсть влучення у мiшень першого стрiлка дорiвнює 0,7,
другого стрiлка — 0,8, а третього стрiлка — 0,9. Знайти iмовiрнiсть влучення
у мiшень хоча б одного стрiлка.

Розв’язок задачi. Позначимо подiї

• A1 — у мiшень влучив перший стрiлок;

• A2 — у мiшень влучив другий стрiлок;

• A3 — у мiшень влучив третiй стрiлок;

• A — у мiшень влучив хоча б один стрiлок.

За умовою задачi подiї A1, A2 та A3 незалежнi, тому подiї A1, A2 та A3 також
незалежнi.

Згiдно формули (2.23) та формули множення iмовiрностей незалежних подiй
маємо

P (A) = 1− P (A1 · A2 · A3) = 1− P (A1) · P (A2) · P (A3). (2.24)

Так як
P (A1) = 1− 0.7 = 0.3; P (A2) = 1− 0.8 = 0.2;

P (A3) = 1− 0.9 = 0.1;
(2.25)
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то з формули (2.24) одержимо

P (A) = 1− 0.3 · 0.2 · 0.1 = 1− 0.006 = 0.994. (2.26)

2.5. Теорема додавання iмовiрностей сумiсних подiй

Теорема 2.5 Якщо випадковi подiї A та B сумiснi, то iмовiрнiсть їх
об’єднання дорiвнює сумi їх iмовiрностей без iмовiрностi їх сумiсної появи,
тобто

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ·B). (2.27)

Доведення. Згiдно з умовою теореми подiї A та B сумiснi, тому A ∪ B
з’явиться, якщо з’явиться одна з трьох несумiсних подiй A ·B, A ·B або A ·B.
Згiдно з теоремою додавання iмовiрностей несумiсних подiй одержимо

P (A ∪B) = P (A ·B) + P (A ·B) + P (A ·B). (2.28)

Подiя A з’явиться, якщо з’явиться одна з двох несумiсних подiй A · B або
A ·B
Згiдно з теоремою додавання iмовiрностей несумiсних подiй

P (A) = P (A ·B) + P (A ·B), P (A ·B) = P (A)− P (A ·B). (2.29)

Аналогiчно одержимо

P (B) = P (A ·B) + P (A ·B), P (A ·B) = P (B)− P (A ·B). (2.30)

Пiдставимо (2.29) та (2.30) у формулу (2.28), тодi одержимо рiвнiсть (2.27),
яку треба було довести.

Зауваження. Якщо подiї A та B незалежнi, то формула (2.28) приймає
вигляд

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A) · P (B). (2.31)

Для залежних випадкових подiй маємо

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A) · PA(B). (2.32)

Приклад 2.8 У залежностi вiд наявностi сировини пiдприємство може
виробити та вiдправити замовникам щодобово кiлькiсть певної продукцiї
вiд 1 до 100. Яка iмовiрнiсть того, що одержану кiлькiсть продукцiї можна
розподiлити без залишку?

• трьом замовникам;

• чотирьом замовникам;
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• дванадцяти замовникам;

• трьом або чотирьом замовникам?

Розв’язок задачi.Позначимо подiїA— одержана кiлькiсть виробiв дiлиться
на 3 без залишку; B — одержана кiлькiсть виробiв дiлиться на 4 без залишку.
Використовуючи класичне означення iмовiрностi, знаходимо

• P (A) =
33

100

• P (B) =
25

100

• P (A ·B) =
8

100

Подiї A та B – сумiснi, тому за формулою (2.28) одержимо

• P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ·B) =
33

100
+

25

100
− 8

100
=

1

2
.

2.6. Надiйнiсть системи

Означення 2.3 Надiйнiстю системи називають iмовiрнiсть її безвiдмовної
роботи в певний час t (гарантiйний термiн).

Системи складаються з елементiв, поєднаних послiдовно або паралельно При

Рис. 2.3 — Елементи системи поєднанi послiдовно

Рис. 2.4 — Елементи системи поєднанi паралельно

обчисленнi надiйностi систем необхiдно виразити надiйнiсть системи через
надiйнiсть елементiв та блокiв. Надiйнiсть елементiв вважається вiдомою, бо
вона пов’язана з технологiєю їх виготовлення.
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Позначимо за pk надiйнiсть k — того елемента, qk — iмовiрнiсть виходу з
строю за час t k — того елемента, P — надiйнiсть блоку.

Розглянемо блок, усi елементи якого незалежнi i з’єднанi послiдовно
(див.рис.2.3). Такий блок буде працювати безвiдмовно лише в той час, коли
усi елементи працюють безвiдмовно. Згiдно теореми множення iмовiрностей
незалежних подiй iмовiрнiсть P безвiдмовної роботи такого блоку буде

P = p1 · p2 · ... · pn. (2.33)

Тепер розглянемо блок, елементи якого з’єднанi паралельно (див.рис.2.4).
Такий блок буде працювати безвiдмовно, якщо хоч один елемент не вийде
зi строю. Тому iмовiрнiсть P безвiдмовної роботи буде

P = 1− q1 · q2 · ... · qn. (2.34)

Будь-яку складну систему можна розглядати як послiдовне або паралельне
з’єднання блокiв, надiйнiсть яких обчислюють за формулами (2.33) та (2.34).

Приклад 2.9 Прилад складено з двох блокiв, з’єднаних послiдовно i
незалежно працюючих. Iмовiрнiсть вiдмови блокiв дорiвнює 0.05 та 0.08.
Знайти iмовiрнiсть вiдмови приладу.

Розв’язок задачi. Вiдмова приладу є подiя протилежна його безвiдмовної
роботи. Iмовiрностi безвiдмовної роботи блокiв будуть

p1 = 1− 0.05; p2 = 1− 0.08. (2.35)

Iмовiрнiсть безвiдмовної роботи приладу буде згiдно формули (2.33)

P1 = 0.95 · 0.92 = 0.874. (2.36)

Тому iмовiрнiсть вiдмови приладу буде

P = 1− 0.874 = 0.126. (2.37)

2.7. Формули повної iмовiрностi та Байєса

Теорема 2.6 Якщо випадкова подiя A може з’явитись лише сумiсно з
однiєю iз несумiсних мiж собою подiй B1, B2, ..., Bn, що утворюють повну
групу, тодi iмовiрнiсть подiї A обчислюється за формулою

P (A) =
n∑
k=1

P (Bk)PBk(A). (2.38)

Доведення. За умовою теореми поява подiї A означає появу однiєї з подiй
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AB1, AB2, ..., ABn, тобто

A = AB1 ∪ AB2 ∪ ... ∪ ABn. (2.39)

Подiї B1, B2, ..., Bn несумiснi, тому й подiї AB1, AB2, ..., ABn також несумiснi.
Згiдно з теоремою додавання iмовiрностей несумiсних подiй маємо

P (A) = P (AB1 ∪ AB2 ∪ ... ∪ ABn) =
n∑
k=1

P (ABk). (2.40)

Подiї A та Bk — залежнi, тому для обчислення P (ABk) можна використати
теорему множення iмовiрностей залежних подiй, тобто

P (ABk) = P (Bk)PBk(A) (2.41)

Пiдставимо (2.41) у формулу (2.40) i одержимо рiвнiсть (2.38), яку треба було
довести.

Формулу (2.38) називають формулою повної iмовiрностi.

Приклад 2.10 У першому ящику 20 деталей, з яких 15 стандартних.
У другому ящику 10 деталей, з яких 9 стандартних. З другого ящика
беруть навмання одну деталь i перекладають її до першого ящика. Знайти
iмовiрнiсть того, що взята пiсля цього навмання деталь з першого ящика
стандартна.

Розв’язок задачi. Позначимо такi подiї: A – з першого ящика взято
стандартну деталь; B1 — з другого ящика переклали до першого стандартну
деталь; B2 — з другого ящика переклали до першого нестандартну деталь.
Згiдно з умовою задачi, з першого ящика можна взяти деталь лише пiсля
того, як здiйсниться подiя B1 або подiя B2.

Подiї B1 та B2 несумiснi, а подiя A може з’явитись лише сумiсно з однiєю iз
них. Тому для знаходження iмовiрностi подiї A можна використати формулу
повної iмовiрностi (2.38), яка у даному випадку прийме вигляд

P (A) = P (B1)PB1
(A) + P (B2)PB2

(A). (2.42)

Знайдемо потрiбнi iмовiрностi

P (B1) =
9

10
, P (B2) =

1

10
, PB1

(A) =
16

21
, PB2

(A) =
15

21
, . (2.43)

Пiдставимо цi значення у формулу (2.42) i одержимо

P (A) =
9

10
· 16

21
+

1

10
· 15

21
=

144 + 15

210
=

53

70
. (2.44)
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Тепер ознайомимось з формулами Байєса.

В умовах Теореми 2.1 невiдомо, з якою подiєю iз несумiсних B1, B2, ..., Bn,
подiй з’явиться подiя A. Тому кожну з подiй B1, B2, ..., Bn, можна вважати
гiпотезою. Тодi PA(Bk) iмовiрнiсть k — тої гiпотези.

Якщо випробування проведено i в результатi його подiя A з’явилась, то
умовна iмовiрнiсть PA(Bk) може не дорiвнювати P (Bk).

Порiвняння iмовiрностей P (Bk) та PA(Bk) дозволяє переоцiнити iмовiрнiсть
гiпотези при умовi, що подiя A з’явилася.

Для одержання умовної iмовiрностi використовуємо теорему множення
iмовiрностей залежних подiй

P (ABk) = P (Bk)PBk(A) = P (A)PA(Bk)

PA(Bk) =
P (Bk)PBk(A)

P (A)

(2.45)

Пiдставимо у формулу (2.45)) замiсть P (A) її значення з формули повної
iмовiрностi. Одержимо

PA(Bk) =
P (Bk)PBk(A)
n∑
k=1

P (Bk)PBk(A)

, k = 1, 2, ..., n. (2.46)

Формули (2.46) називають формулами Байєса. Вони дозволяють переоцiнювати
iмовiрностi гiпотез. Це важливо при контролi або ревiзiях.

Приклад 2.11 Деталi, виготовленi цехом заводу, попадають для перевiрки
їх стандартностi до одного з двох контролерiв. Iмовiрнiсть того, що деталь
попаде до першого контролера, дорiвнює 0.6, а до другого — 0.4. Iмовiрнiсть
того, що придатна деталь буде признана стандартною першим контролером,
дорiвнює 0.94, а другим — 0.98.

Придатна деталь при перевiрцi признана стандартною. Знайти iмовiрнiсть
того, що деталь перевiряв перший контролер.

Розв’язок задачi. Позначимо такi подiї: A — придатна деталь признана
стандартною; B1 — деталь перевiряв перший контролер; B2 — деталь
перевiряв другий контролер. За умовою прикладу

P (B1) = 0.6; P (B2) = 0.4; PB1
(A) = 0.94; PB2

(A) = 0.98; (2.47)



28

За формулою Байєса (2.46) при k = 1 одержимо

PA(B1) =
P (B1)PB1

(A)

P (B1)PB1
(A) + P (B2)PB2

(A)
=

0.6 · 0.94

0.6 · 0.94 + 0.4 · 0.98
= 0.59.

(2.48)
Вiдмiтимо, що до появи подiї A iмовiрнiсть P (B1) = 0.6 а пiсля появи подiї
A iмовiрнiсть перевiрки деталi першим контролером PA(B1) поменшала.

Приклад 2.12 Iмовiрнiсть знищення лiтака з одного пострiлу для першої
гармати дорiвнює 0.2, а для другої гармати — 0.1. Кожна гармата робить по
одному пострiлу, причому було одне влучення у лiтак. Яка iмовiрнiсть того,
що влучила перша гармата?

Розв’язок задачi. Позначимо такi подiї: A — знищення лiтака з одного
пострiлу першою гарматою; B — знищення лiтака з одного пострiлу другою
гарматою; C — одне влучення у лiтак. Маємо чотири гiпотези

H1 = A ·B; H2 = A ·B; H3 = A ·B; H4 = A ·B (2.49)

якi утворюють повну групу подiй. Iмовiрностями цих гiпотез будуть

P (H1) = 0.2 · 0.1 = 0.02; P (H2) = 0.2 · 0.9 = 0.18;

P (H3) = 0.8 · 0.1 = 0.08; P (H4) = 0.8 · 0.9 = 0.72;
(2.50)

Так як сума
H1 +H2 +H3 +H4 (2.51)

є достовiрна подiя, то

P (H1) + P (H2) + P (H3) + P (H4) = 1. (2.52)

Умовнi iмовiрностi подiї C будуть

PH1
(C) = 0; PH2

(C) = 1; PH3
(C) = 1; PH4

(C) = 0. (2.53)

Тепер за формулою Байєса знаходимо шукану iмовiрнiсть

PC(H2) =
0.18 · 1

0.18 · 1 + 0.08 · 1
= 0.7. (2.54)

2.8. Питання для самоперевiрки

• Як формулюють i якими формулами записують теореми додавання
iмовiрностей сумiсних та несумiсних подiй?

• Якi випадковi подiї називають незалежними?

• Як визначають та позначають умовну iмовiрнiсть?
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• Як формулюють i якими формулами записують теореми множення
iмовiрностей залежних та незалежних випадкових подiй?

• За якою формулою можна обчислити iмовiрнiсть появи хоча б однiєї з n
сумiсних подiй?

• Що називають надiйнiстю системи? Як знайти iмовiрнiсть безвiдмовної
роботи блоку, усi елементи якого незалежнi i з’єднанi послiдовно,
паралельно? Як треба розглядати та дослiджувати надiйнiсть будь-якої
складної системи?

• Яким умовам повинна задовольняти подiя, щоб її iмовiрнiсть можна
було знаходити за формулою повної iмовiрностi? Який вигляд має ця
формула?

• Коли застосовують формули Байєса та як їх записують?

3. Послiдовностi випробувань

3.1. Схема та формула Бернуллi

У багатьох задачах теорiї iмовiрностей, статистики та повсякденної практики
треба дослiджувати послiдовнiсть (серiю) n випробувань. Наприклад,
випробування «кинуто 1000 однакових монет» можна розглядати як
послiдовнiсть 1000 бiльш простих випробувань — «кинута одна монета». При
киданнi 1000 монет iмовiрнiсть появи герба або надпису на однiй монетi не
залежить вiд того, що з’явиться на iнших монетах. Тому можна казати, що
у цьому випадку випробування повторюються 1000 разiв незалежним чином.

Означення 3.1 Якщо усi n випробувань проводити в однакових умовах i
iмовiрнiсть появи подiї A в усiх випробуваннях однакова та не залежить
вiд появи або непояви A в iнших випробуваннях, то таку послiдовнiсть
незалежних випробувань називають схемою Бернуллi.

Нехай випадкова подiя A може з’явитись у кожному випробуваннi з
iмовiрнiстю P (A) = p або не з’явитись з iмовiрнiстю q = P (A) = 1− p
Поставимо задачу: знайти iмовiрнiсть того, що при n випробуваннях подiя A
з’явиться m разiв i не з’явиться n−m разiв. Шукану iмовiрнiсть позначимо
Pn(m)

Спочатку розглянемо появу подiї A три рази в чотирьох випробуваннях.
Можливi такi подiї

AAAA,AAAA,AAAA,AAAA, (3.1)
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тобто їх буде C3
4 = 4

Якщо подiя A з’явилася 2 рази в 4 випробуваннях, то можливi такi подiї

AAAA,AAAA,AAAA,AAAA,AAAA,AAAA, (3.2)

тобто їх буде C2
4 = 6.

У загальному випадку, коли подiя A з’являється m разiв у n випробуваннях,
таких складних подiй буде

Cm
n =

n!

m!(n−m)!
. (3.3)

Обчислимо iмовiрнiсть однiєї складної подiї, наприклад,

A · A · ... · A︸ ︷︷ ︸
m

·
A · A · ... · A︸ ︷︷ ︸
n−m (3.4)

Iмовiрнiсть сумiсної появи n незалежних подiй дорiвнює добутку iмовiрностей
цих подiй згiдно з теоремою множення iмовiрностей, тобто

P (A) = P

(
A · A · ... · A︸ ︷︷ ︸

m ·
A · A · ... · A︸ ︷︷ ︸
n−m

)
=

P

(
A · A · ... · A︸ ︷︷ ︸

m

)
·P

(
A · A · ... · A︸ ︷︷ ︸
n−m

)
=

P (A)m · P (A)n−m = pm · qn−m.

(3.5)

Кiлькiсть таких складних подiй Cm
n i вони несумiснi. Тому, згiдно з теоремою

додавання iмовiрностей несумiсних подiй, маємо

Pn(m) = Cm
n p

mqn−m (3.6)

Формулу (3.6) називають формулою Бернуллi. Вона дозволяє знаходити
iмовiрнiсть появи подiї A m разiв при n випробуваннях, якi утворюють схему
Бернуллi [1-5].

Зауваження №1. Iмовiрнiсть появи подiї A в n випробуваннях схеми
Бернуллi менше m разiв знаходять за формулою

Pn(k < m) =
m−1∑
k=0

Pn(k) (3.7)

Iмовiрнiсть появи подiї A не менше m разiв можна знайти за формулою

Pn(k ≥ m) =
n∑

k=m

Pn(k), (3.8)
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або за формулою

Pn(k < m) = 1−
m−1∑
k=0

Pn(k). (3.9)

Iмовiрнiсть появи подiї A хоча б один раз у n випробуваннях доцiльно
знаходити за формулою

Pn(1 ≤ m ≤ n) = 1− qn. (3.10)

Зауваження №2. У багатьох випадках треба знаходити найбiльш
iмовiрне значення числа m0 появ подiї A. Це значення m визначається
спiввiдношеннями

np− q ≤ m0 ≤ np+ p або (n+ 1)p− 1 ≤ m0 ≤ (n+ 1)p. (3.11)

Число m0 повинно бути цiлим. Якщо (n + 1)p — цiле число, тодi найбiльше
значення iмовiрнiсть має при двох числах

m1 = (n+ 1)p− 1 та m2 = (n+ 1)p. (3.12)

Зауваження №3. Якщо iмовiрнiсть появи подiї A в кожному випробуваннi
дорiвнює p, то кiлькiсть n випробувань, якi необхiдно здiйснити, щоб з
iмовiрнiстю P можна було стверджувати, що подiя A з’явиться хоча б один
раз, знаходять за формулою

n >
ln(1− P )

ln(1− p)
. (3.13)

Приклад 3.1 Прилад складено з 10 блокiв, надiйнiсть кожного з них
0.8. Блоки можуть виходити з ладу незалежно один вiд одного. Знайти
iмовiрнiсть того, що

• вiдмовлять два блоки;

• вiдмовить хоча б один блок;

• вiдмовлять не менше двох блокiв.

Розв’язок задачi. Позначимо за подiю A вiдмову блока. Тодi iмовiрнiсть
подiї A за умовою задачi буде

P (A) = p = 1− 0.8 = 0.2 тому q = 1− p = 1− 0.2 = 0.8. (3.14)

Згiдно з умовою задачi n = 10. Використовуючи формулу Бернуллi та
Зауваження №1, одержимо

• P10(2) = C2
10p

2q8 = C2
10 · 0.22 · 0.88 = 0.202;
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• P10(1 < m ≤ 10) = 1− P10(0) = 1− C0
10 · 0.20 · 0.810 = 0.8926;

• P10(2 ≤ m ≤ 10) = 1− (P10(0) + P10(1)) =

1− (C0
10 · 0.20 · 0.810 + C1

10 · 0.21 · 0.89) = 0.6244.

Приклад 3.2 За одну годину автомат виготовляє 20 деталей. За скiльки
годин iмовiрнiсть виготовлення хоча б однiєї бракованої деталi буде не менше
0.952, якщо iмовiрнiсть браку будьякої деталi дорiвнює 0.01?

Розв’язок задачi. Застосовуючи формулу (3.13), знайдемо спочатку таку
кiлькiсть виготовлених деталей, щоб з iмовiрнiстю P = 0.952 можна було
стверджувати про наявнiсть хоча б однiєї бракованої деталi, якщо iмовiрнiсть
браку за умовою = 0.01

n ≥ ln(1− 0.952)

ln(1− 0.01)
=

ln(0.048)

ln(0.99)
= 300. (3.15)

Отже, за час ∆t =
300

20
(годин) автомат з iмовiрнiстю 0.952 виготовить хоча

б одну браковану деталь.

Приклад 3.3 При новому технологiчному процесi 80% усiєї виготовленої
продукцiї має найвищу якiсть. Знайти найбiльш iмовiрне число виготовлених
виробiв найвищої якостi серед 250 виготовлених виробiв.

Розв’язок задачi. Позначимо шукане число m0. Згiдно Зауваження №2

np− q ≤ m0 ≤ np+ q. (3.16)

За умовою прикладу n = 250, p = 0.8, q = 0.2, а тому

199.8 ≤ m0 ≤ 200.8. (3.17)

Але m0 повинно бути цiлим числом, тому m0 = 200.

3.2. Граничнi теореми у схемi Бернуллi

Знаходження iмовiрностей Pn(m) та Pn(m1 ≤ m ≤ m2) за формулою
Бернуллi ускладнюється при досить великих значеннях n та при малих p або
q. У таких випадках часто можна використовувати замiсть формули Бернуллi
наближенi асимптотичнi формули.

Вкажемо без доведення три граничнi теореми, якi мiстять наближенi
формули для iмовiрностей

Pn(m) та Pn(m1 ≤ m ≤ m2). (3.18)
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Теорема 3.1 (Теорема Пуассона). Якщо n → ∞ i p → 0 так, що np → λ,
0 < λ <∞, то

Pn(m) = Cm
n p

mqn−m → λm

m!
e−λ (3.19)

для будь-якого постiйного m = 0, 1, 2, · · ·.

Наслiдок. Iмовiрнiсть появи подiї A m разiв у n випробуваннях схеми
Бернуллi можна знаходити за наближеною формулою Пуассона

Pn(m) =
λm

m!
e−λ (3.20)

де λ = np.

Формулу (3.20) доцiльно застосовувати при великих n та малих p.

Приклад 3.4 Пiдручник надруковано тиражем 100000 екземплярiв.
Iмовiрнiсть невiрного брошурування пiдручника дорiвнює 0.0001. Знайти
iмовiрнiсть того, що тираж має 5 бракованих пiдручникiв.

Розв’язок задачi. Брошурування кожного пiдручника можна розглядати
як випробування. Випробування незалежнi i мають однакову iмовiрнiсть
невiрного брошурування, тому задача вкладається у схему Бернуллi. Згiдно
з умовою задачi n = 100000 досить велике; p = 0.0001 мала; m = 5.
Застосовуючи формулу Пуассона (1), одержимо

P100000(5) =
105

5!
e−10 = 0.0375. (3.21)

Для наведення ще двох граничних теорем треба спочатку визначити
локальну та iнтегральну функцiї Лапласа та ознайомитись з їх основними
властивостями.

Означення 3.2 Локальною функцiєю Лапласа називають функцiю вигляду

ϕ(x) =
1√
2π
e
−
x2

2 (3.22)

Основнi властивостi локальної функцiї Лапласа

• Функцiя Лапласа ϕ(x) парна, тобто ϕ(x) = ϕ(−x);

• Функцiя ϕ(x) визначена для усiх x ∈ (∞,−∞)

• ϕ(x)→ 0, коли x→ ±∞

• ϕmax = ϕ(0) =
1√
2π
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Рис. 3.1 —

Графiк локальної функцiї Лапласа має вигляд, зображений на мал.3.1

Означення 3.3 Iнтегральною функцiєю Лапласа називають функцiю

Φ(x) =
1√
2π

x∫
−∞

e
−
x2

2 dt (3.23)

Легко бачити, що мiж локальною функцiєю ϕ(x) та iнтегральною функцiєю

Рис. 3.2 —

Φ(x) iснує простий зв’язок

Φ(x) =

x∫
−∞

ϕ(t)dt. (3.24)

Основнi властивостi iнтегральної функцiї Лапласа

• Iнтегральна функцiя Лапласа є непарною функцiєю Φ(−x) = −Φ(x).

• Φ(0) = 0

• Φ(x) = 0.5 при x ≥ 5.
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Графiк iнтегральної функцiї Лапласа зображено на мал.3.2

Теорема 3.2 (локальна теорема Муавра-Лапласа). Якщо у схемi Бернуллi
кiлькiсть випробувань n достатньо велика, а iмовiрнiсть p появи подiї A
в усiх випробуваннях однакова, то iмовiрнiсть появи подiї A m разiв може
бути знайдена за наближеною формулою

Pn(m) =
1
√
npq

ϕ(xm), xm =
m− np
√
npq

(3.25)

Формулу (3.25) доцiльно використовувати при n > 100 та npq > 20.

Приклад 3.5 Гральний кубик кидають 800 разiв. Яка iмовiрнiсть того, що
кiлькiсть очок, кратна трьом, з’явиться 267 разiв.

Розв’язок задачi. У даному випадку n та m досить великi. Тому для
знаходження P800(267) можна використати формулу (3.25). Маємо

P (A) = p =
2

6
, q = 1− p =

2

3
, (3.26)

x267 =
m− np
√
npq

=
267− 800

1

3
40

3

= 0.025. (3.27)

Отже, за формулою (3.25) одержимо

P800(267) =
3

40
· ϕ(0.025) =

3

40
· 0.3988 = 0.03. (3.28)

Теорема 3.3 (Iнтегральна теорема Муавра-Лапласа). Якщо у схемi
Бернуллi в кожному iз n незалежних випробувань подiя A може з’явитися
з постiйною iмовiрнiстю p, тодi iмовiрнiсть появи подiї A не менш m1 та
не бiльш m2 разiв може бути знайдена за формулою

Pn(m1 ≤ m ≤ m2) = Φ(x2)− Φ(x1), (3.29)

де Φ = (x) – iнтегральна функцiя Лапласа,

x1 =
m1 − np√

npq
x2 =

m2 − np√
npq

. (3.30)

Приклад 3.6 Гральний кубик кидають 800 разiв. Яка iмовiрнiсть того, що
кiлькiсть очок, кратна трьом, з’явиться не менше 260 та не бiльше 274 разiв?

Розв’язок задачi. Для знаходження iмовiрностi p800(260 ≤ m ≤ 274)



36

використаємо формули (3.29) та (3.30). Маємо

x1 =
260− 800

1

3
40

3

= −0.5, x2 =
274− 800

1

3
40

3

= 0.55, (3.31)

P800(260 ≤ m ≤ 274) = Φ(0.55) + Φ(0.5) =

0.298840 + 0.191482 = 0.400322.
(3.32)

3.3. Послiдовнiсть випробувань iз рiзними iмовiрностями

У схемi Бернуллi iмовiрнiсть появи подiї A в усiх випробуваннях однакова.
Але у практичнiй дiяльностi iнодi зустрiчаються i такi випадки, коли у
n незалежних випробуваннях iмовiрностi появи подiї A рiзнi, наприклад,
вони дорiвнюють p1, p2, ..., pn. Тодi iмовiрностi непояви подiї A також будуть
рiзними

q1 = 1− p1, q2 = 1− p2, ..., qn = 1− pn. (3.33)

У цьому випадку не можна обчислювати за формулою Бернуллi iмовiрнiсть
появи подiї A m разiв у n випробуваннях, а треба використовувати твiрну
функцiю

ϕn(z) =
n∏
k=1

(qk + pkz). (3.34)

Правило №1. Шукана iмовiрнiсть Pn(m) дорiвнює коефiцiєнту, що стоїть
при zm.

Приклад 3.7 Iмовiрнiсть вiдмови кожного з 4 приладiв у 4 незалежних
випробуваннях рiзнi i дорiвнюють

p1 = 0.1, p2 = 0.2, p3 = 0.3, p4 = 0.4. (3.35)

Знайти iмовiрнiсть того, що внаслiдок випробувань

1. не вiдмовить жоден прилад;

2. вiдмовлять один, два, три, чотири прилади;

3. вiдмовить хоча б один прилад;

4. вiдмовлять не менше двох приладiв.

Розв’язок задачi. Iмовiрностi вiдмови приладiв у випробуваннях рiзнi, тому
застосовуємо твiрну функцiю 3.34, яка у даному випадку матиме вигляд

ϕn(z) = (0.9 + 0.1z) · (0.8 + 0.2z) · (0.7 + 0.3z) · (0.6 + 0.4z). (3.36)
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Розкриємо дужки та зведемо подiбнi члени. Тодi матимемо

ϕn(z) = 0.302 + 0.46z + 0.205z2 + 0.031z3 + 0.002z4 (3.37)

Вiдповiдно Правилу №1 звiдси одержуємо вiдповiдi на питання в задачi

1. P4(0) = 0.302;

2. P4(1) = 0.46; P4(2) = 0.205; P3(1) = 0.031; P4(4) = 0.002;

3. P4(1 ≤ m ≤ 4) = 1− P4(0) = 0.698;

4. P4(m ≥ 2) = 1− (P4(0) + P4(1)) = 1− (0.302 + 0.46) = 0.238.

Приклад 3.8 Працiвник обслуговує три станка, що працюють незалежно
один вiд одного. Iмовiрнiсть того, що на протязi години перший станок не
вимагатиме уваги працiвника, дорiвнює 0.9, а для другого та третього станкiв
— 0.8 та 0.85, вiдповiдно. Якою є iмовiрнiсть того, що на протязi години

1. жоден станок не потребуватиме уваги працiвника;

2. усi три станки потребують уваги працiвника;

3. хоча б один станок потребує уваги працiвника?

Розв’язок задачi. Цей приклад можна розв’язати з використанням теорем
множення та додавання iмовiрностей. Розв’яжемо тепер цей приклад з
використанням твiрної функцiї, яка у даному випадку прийме вигляд

ϕn(z) =
3∏

k=1

(qk + pkz) =

(0.1 + 0.9z) · (0.2 + 0.8z) · (0.15 + 0.85z) =

0.003 + 0.056z + 0.0329z2 + 0.612z3.

(3.38)

Отже, коефiцiєнт при zk(k = 0, 1, 2, 3) дорiвнює iмовiрностi того, що на
протязi години уваги працiвника не потребують k станкiв. Тому одержуємо
вiдповiдi на питання цього прикладу:

1. iмовiрнiсть того, що усi три станка не потребують уваги працiвника,
дорiвнює коефiцiєнту при z3, тобто P3(3) = 0.612;

2. P3(0) = 0.003;

3. P3(1 ≤ m ≤ 3) = 1− P3(3) = 1− 0.612 = 0, 388;
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3.4. Теорема Бернуллi

Теорема Бернуллi встановлює зв’язок теорiї iмовiрностей з її практичними
застосуваннями.

Теорема 3.4 Якщо у n незалежних випробуваннях iмовiрнiсть p появи
подiї A однакова i подiя A з’явилася m разiв, то для будь-якого додатнього
числа a має мiсце рiвнiсть

limP
(∣∣∣m
n
− p
∣∣∣ ≥ a

)
= 0, (3.39)

тобто границя iмовiрностi вiдхилення вiдносної частоти подiї A вiд її
iмовiрностi на величину, що бiльше або дорiвнює a, дорiвнює нулевi.

Згiдно означенню границi рiвнiсть (3.39) означає, що P
(∣∣∣m
n
− p
∣∣∣ ≥ a

)
= α —

нескiнченно мала величина. Та це означає, що подiя∣∣∣m
n
− p
∣∣∣ ≥ a (3.40)

практично неможлива. Але тодi протилежна подiя∣∣∣m
n
− p
∣∣∣ < a (3.41)

практично достовiрна для будь-якого додатнього числа a.

Наслiдок з теореми Бернуллi. Рiвнiсть∣∣∣m
n
− p
∣∣∣ = 0 (3.42)

може вiдрiзнятись вiд практично достовiрної подiї∣∣∣m
n
− p
∣∣∣ < a (3.43)

a > 0 на нескiнченно малу величину. Це означає, що
m

n
→ p, тобто вiдносна

частота (частость) W (A) =
m

n
подiї A вiдрiзняється вiд iмовiрностi p подiї A

на нескiнченно малу величину, яку практично можна не враховувати.

Зауваження. Формулу (3.39) можна записати з використанням iнтегральної
функцiї Лапласа Φ(x) у виглядi

limP
(∣∣∣m
n
− p
∣∣∣ ≤ ε

)
= 2Φ

(
ε

√
n

pq

)
. (3.44)
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Звiдси одержуємо важливу формулу

P
(∣∣∣m
n
− p
∣∣∣ ≤ ε

)
≈ 2Φ

(
ε

√
n

pq

)
. (3.45)

яка дозволяє розв’язувати багато задач.

Приклад 3.9 Iмовiрнiсть появи подiї в кожному iз n = 625 незалежних
випробувань дорiвнює p = 0.8. Знайти iмовiрнiсть того, що частость появи
подiї вiдхиляється вiд iмовiрностi за абсолютною величиною не бiльше нiж
на 0.04.

Розв’язок задачi. За умовою прикладу n = 625, p = 0.8, q = 1− 0.8 = 0.2,

ε = 0.004. Треба знайти P
(∣∣∣ m

625
− 0.8

∣∣∣) ≤ 0.04.

За формулою 3.45 маємо

P
(∣∣∣ m

625
− 0.8

∣∣∣ ≤ 0.04
)
≈ 2Φ

(
0.04

√
625

0.8 · 0.2

)
= 2Φ(2.5). (3.46)

Оскiльки Φ(2.5) = 0.4938

P
(∣∣∣ m

625
− 0.8

∣∣∣ ≤ 0.04
)
≈ 0.9876. (3.47)

Таким чином, шукана iмовiрнiсть наближено дорiвнює 0.9876.

Приклад 3.10 Iмовiрнiсть появи подiї в кожному iз незалежних випробувань
дорiвнює 0.5. Знайти число випробувань n, при якому з iмовiрнiстю 0.7698
можна чекати, що частость появи подiї вiдхиляється вiд її iмовiрностi за
абсолютною величиною не бiльше нiж на 0.02.

Розв’язок задачi. За умовою задачi p = 0.5, q = 0.5, ε = 0.02.

P
(∣∣∣m
n
− 0.5

∣∣∣ ≤ 0.02
)

= 0.7698. (3.48)

Застосуємо формулу 3.45. Тодi згiдно умови одержимо

2Φ
(

0.02

√
n

0.5 · 0.5

)
= 0.7698;

Φ(0.04
√
n) = 0.3849; Φ(1.2) = 0.3849; 0.04

√
n = 1.2.

(3.49)

Отже, шукана кiлькiсть випробувань n = 900.

Приклад 3.11 Вiддiл технiчного контролю перевiряє стандартнiсть 900
виробiв. Iмовiрнiсть того, що вирiб стандартний, дорiвнює 0.9. Знайти з
iмовiрнiстю 0.9544 межi iнтервалу, що мiстить число m стандартних виробiв
серед перевiрених.
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Розв’язок задачi. За умовою задачi n = 900, p = 0.9, q = 0.1.

2Φ
(
ε

√
900

0.9 · 0.1

)
= 0.9544; Φ(100ε) = 0.4772.

Φ(2) = 0.4772; 100ε = 2; ε = 0.02.

(3.50)

Отже, з iмовiрнiстю 0.9544 вiдхилення частоти кiлькостi стандартних виробiв
вiд iмовiрностi 0.9 задовольняє нерiвнiсть∣∣∣ m

900
− 0.9

∣∣∣ ≤ 0.02; 0.88 ≤ m

900
≤ 0.92. (3.51)

З останнiх спiввiдношень випливає, що шукане число m стандартних виробiв
серед 900 перевiрених з iмовiрнiстю 0.9544 належить iнтервалу 792 ≤ m ≤
828.

3.5. Проста течiя подiй

Означення 3.4 Течiєю подiй називають послiдовнiсть таких подiй,
якi з’являються у випадковi моменти часу [1-5]. Наприклад, заява до
диспетчерського пункту з викликом таксi.

Означення 3.5 Течiя подiй називається пуассонiвською, якщо вона:

1. Стацiонарна, тобто залежить вiд кiлькостi k появ подiї та часу t i не
залежить вiд моменту свого початку.

2. Має властивiсть вiдсутностi пiслядiї, тобто iмовiрнiсть появи подiї
не залежить вiд появи або не появи подiї ранiше та не впливає на
найближче майбутнє.

3. Ординарна, тобто iмовiрнiсть появи бiльше однiєї подiї в малий
промiжок часу є величина нескiнченно мала у порiвняннi з iмовiрнiстю
появи подiї один раз у цей промiжок часу.

Означення 3.6 Середнє число λ появ подiї A в одиницю часу називають
iнтенсивнiстю течiї.

Теорема 3.5 Якщо течiя подiй пуассонiвська, то iмовiрнiсть появи подiї
A k разiв за час t можна знайти за формулою

Pt(k) =
(λt)k

k!
e−λt, (3.52)

де λ — iнтенсивнiсть течiї.
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Зауваження №1. Формулу (3.52) iнодi звуть математичною моделлю
простої течiї подiй.

Приклад 3.12 Середня кiлькiсть замовлень, що поступають до комбiнату
побутового обслуговування кожну годину, дорiвнює 3. Знайти iмовiрнiсть
того, що за двi години поступлять

1. 5 замовлень;

2. менше 5 замовлень;

3. не менше 5 замовлень.

Розв’язок задачi. Маємо просту течiю подiй з iнтенсивнiстю 3. За
формулою (3.52) одержуємо

1. P2(5) =
(3 · 2)5

5!
e−3·2;

2. P2(k < 5) = P (0) + P (1) + P (2) + P (3) + P (4) = 115 · e−6;

3. P2(k ≥ 5) = 1− P2(k < 5) = 1− 115 · e−6.

Зауваження №2. Прикладами простої течiї подiй можуть бути: поява
викликiв на АТС, на пункти швидкої медичної допомоги, прибуття лiтакiв
до аеропорту або клiєнтiв у пiдприємство побутового обслуговування, серiя
вiдмов елементiв або блокiв приладiв та таке iнше.

3.6. Питання для самоперевiрки

• Яка послiдовнiсть випробувань утворює схему Бернуллi?

• Яку формулу звуть формулою Бернуллi i що вона дозволяє
обчислювати?

• За якими формулами знаходять iмовiрнiсть появи подiї А менше т або
не менше за m разiв у п випробуваннях схеми Бернуллi?

• За якою формулою знаходять iмовiрнiсть появи подiї А хоча б один раз
у п випробуваннях?

• Як можна знайти найбiльш iмовiрне значення числа появ подiї А у схемi
Бернуллi?

• Як можна знайти кiлькiсть випробувань у схемi Бернуллi, яка дозволяє
з iмовiрнiстю Р стверджувати, що подiя А з’явиться хоча б один раз?
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• У яких випадках доцiльно використовувати граничнi теореми у схемi
Бернуллi?

• Коли доцiльно застосовувати формули Пуассона, локальну або
iнтегральну формули Муавра

• Як визначаються i якi мають властивостi локальна та iнтегральна
функцiї Лапласа?

• Як знаходять Рп(m) у випадку послiдовностi випробувань iз рiзними
iмовiрностями?

• Як формулюється теорема Бернуллi i який вона має наслiдок?

• Який iснує зв’язок мiж твердженням теореми Бернуллi та iнтегральною
функцiєю Лапласа? Якi задачi дозволяє розв’язувати цей зв’язок?

• За якою формулою знаходять iмовiрнiсть появи у випадку простої течiї?

4. Випадковi величини [1-5]

4.1. Види випадкових величин та способи їх задання

При дослiдженнi багатьох проблем виникають такi випадковi подiї, наслiдком
яких є поява деякого числа, заздалегiдь невiдомого. Тому такi числовi
значення — випадковi.

Прикладом такої подiї є: кiлькiсть очок, що випадає при киданнi грального
кубика; кiлькiсть студентiв, якi прийдуть на лекцiю; кiлькiсть цукрового
буряка, який чекають одержати з одного гектара.

Випадковою величиною називають таку величину, яка в наслiдок
випробування може прийняти лише одне числове значення, заздалегiдь
невiдоме i обумовлене випадковими причинами.

Випадковi величини доцiльно позначати великими лiтерами X, Y, Z, а їх
можливi значення – вiдповiдними малими лiтерами з iндексами. Наприклад,

X : x1, x2, ..., xn; Z : z1, z2, ..., zm.

Випадковi величини бувають дискретними та неперервними.

Означення 4.1 Дискретною випадковою величиною (ДВВ) називають таку
величину, яка може приймати вiдокремленi iзольованi одне вiд одного числовi
значення (їх можна пронумерувати) з вiдповiдними iмовiрностями.

Приклад 4.1 Кiлькiсть влучень у мiшень при трьох пострiлах буде X :
0, 1, 2, 3. Отже, X може приймати чотири iзольованi числовi значення з
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рiзними iмовiрностями. Тому X — дискретна випадкова величина.

Кiлькiсть викликiв таксi Y на диспетчерському пунктi також буде
дискретною випадковою величиною, але при t → ∞ значення Y також
зростають, тобто їх кiлькiсть прямує до нескiнченностi Y : 0, 1, 2, ..., n, ....

Означення 4.2 Неперервною випадковою величиною (НВВ) називають
величину, яка може приймати будь-яке числове значення з деякого скiнченого
або нескiнченого iнтервалу (a, b). Кiлькiсть можливих значень такої величини
є нескiнчена.

Приклад 4.2 Величина похибки, яка може бути при вимiрюваннi вiдстанi;
час безвiдмовної роботи приладу; зрiст людини; розмiри деталi, яку
виготовляє станок-автомат.

Приклад 4.3 Розглянемо випадковi величини: кiлькiсть очок, X та
Y , що можуть з’явитись при киданнi правильного грального кубика та
неправильного грального кубика. їх можливi значення

X : 1, 2, 3, 4, 5, 6; Y : 1, 2, 3, 4, 5, 6

однаковi.

Iмовiрнiсть появи будь-якого значення xk дорiвнює
1

6
, однакова для усiх

можливих значень X, а iмовiрностi появи можливих значень Y будуть
рiзними. Отже, випадковi величини X та Y не рiвнi тому, що при xk = yk
маємо P (xk) 6= P (yk), k = 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Таким чином, для повної характеристики випадкової величини треба вказати
не тiльки усi її можливi значення, але й закон, за яким знаходять iмовiрностi
кожного значення

pk = P (X = xk) = f(xk) або P (X) = f(X). (4.1)

Означення 4.3 Законом розподiлу випадкової величини називають таке
спiввiдношення, яке встановлює зв’язок мiж можливими значеннями
випадкової величини i вiдповiдними їм iмовiрностями.

У випадку дискретної випадкової величини X функцiональну залежнiсть
можна задавати таблично, аналiтично або графiчно.

У випадку неперервної випадкової величини для її повної характеристики
вводять iнтегральну та диференцiальну функцiї розподiлу.

Означення 4.4 Iнтегральною функцiєю розподiлу називають iмовiрнiсть
того, що випадкова величина X прийме значення, менше x.
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Функцiю розподiлу позначають F (x). Таким чином,

F (x) = P (X < x). (4.2)

Якщо НВВ X може приймати будь-яке значення з (a, b), то

P (a < X < b) = F (b)− F (a), (4.3)

тобто iмовiрнiсть прийняття величиною X значень з (a, b) дорiвнює приросту
функцiї розподiлу.

Формулу (4.3) часто називають основною формулою теорiї iмовiрностей.

Зауваження. Неперервна випадкова величина X, що приймає значення y
промiжку (a, b), має незлiчену кiлькiсть можливих значень, тому набуття X
певних значеньX = a абоX = b буде майже неможливою подiєю. Це означає,
що P (X = a) та P (X = b) будуть нескiнченно малими величинами, якi у
практичних розрахунках можна не враховувати. Тому мають мiсце рiвностi

P (a < X < b) = P (a ≤ X < b) = P (a < X ≤ b) = P (a ≤ X ≤ b) (4.4)

Означення iнтегральної функцiї розподiлу та властивостi iмовiрностi P
дозволяють одержати такi властивостi функцiї розподiлу:

• 0 ≤ F (x) ≤ 1;

• F (x) — зростаюча функцiя, тобто F (x2) > F (x1), якщо x2 > x1;

• F (x) = 0 при x ≤ a F (x) = 1 при x ≥ b.

Графiк функцiї розподiлу F (x) може мати вигляд, зображений, наприклад,
на Рис.4.1.

Рис. 4.1 —

Означення 4.5 Диференцiальною функцiєю розподiлу або щiльнiстю
iмовiрностей неперервної випадкової величини називають похiдну першого
порядку вiд її iнтегральної функцiї розподiлу i позначають

f(x) = F ′(x) (4.5)
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Назва ”щiльнiсть iмовiрностей” випливає з рiвностi

f(x) = lim
∆x=0

P (X < x+ ∆x)− P (X < x)

∆x
. (4.6)

Iз формули (4.5) випливає, що функцiя розподiлу F (x) є первiсною для
диференцiальної функцiї розподiлу f(x).

Теорема 4.1 Iмовiрнiсть того, що неперервна випадкова величина X
прийме значення з iнтервалу (a, b), можна знайти за формулою

P (a < X < b) =

b∫
a

f(x)dx. (4.7)

Доведення. Iнтегральна функцiя розподiлу F (x) — первiсна для f(x), тому
згiдно з формулою Ньютона - Лейбнiца маємо

b∫
a

f(x)dx = F (b)− F (a). (4.8)

Правi частини рiвностей (4.3) та (4.8) рiвнi, тому i лiвi їх частини рiвнi, тобто
має мiсце рiвнiсть (4.7), яку й треба було довести.

Наслiдок. Якщо диференцiальна функцiя розподiлу (щiльнiсть iмовiрностi)
f(x) вiдома, то iнтегральну функцiю розподiлу F (x) можна знайти за
формулою

F (x) =

x∫
−∞

f(x)dx. (4.9)

Диференцiальна функцiя розподiлу НВВ X(a, b) має такi властивостi:

1. f(x) ≥ 0 тому, що вона є похiдною зростаючої функцiї F (x);

2. f(x) = 0 при x < a та x > b тому, що є похiдною F (x) = const;

3.
+∞∫
−∞

f(x)dx = 1 тому, що подiя {−∞ < X < +∞} — достовiрна.

Графiк щiльностi iмовiрностi f(x) називають кривою розподiлу. Вiн може
мати вигляд, зображений, наприклад, на Рис.4.2.

Приклад 4.4 Випадкова величина має щiльнiсть iмовiрностей

f(x) =
a

1 + x2
(4.10)
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Рис. 4.2 —

Визначити параметр a та функцiю розподiлу.

Розв’язок задачi. Параметр a знайдено використовуючи властивiсть 3
диференцiальної функцiї розподiлу

1 =

+∞∫
−∞

f(x)dx =

+∞∫
−∞

a

1 + x2
dx = a · π. (4.11)

Iз (4.11) одержуємо

a =
1

π
(4.12)

Функцiю розподiлу знайдемо за формулою (4.9)

F (x) =
1

π

x∫
−∞

1

1 + x2
dx =

1

π
arctg(x) +

1

2
. (4.13)

Приклад 4.5 Випадкова величина X задана функцiєю розподiлу

F (x) = x2 − 4x+ 4. (4.14)

Визначити область значень випадкової величини X та iмовiрнiсть того, що
X ≥ 2.3.

Розв’язок задачi. Згiдно властивостям функцiї розподiлу маємо

0 ≤ F (x) ≤ 1 (4.15)

тому повиннi виконуватись умови

0 ≤ x2 − 4x+ 4 ≤ 1 (4.16)

Якщо область значень випадкової величини [a, b], то F (a) = 0 та F (b) = 1.



47

Пiдставимо в (4.14) замiсть x a та b, тодi одержимо

a2 − 4a+ 4 = 0, (a− 2)2 = 0; a = 2;

b2 − 4b+ 4 = 1, b2 − 4b+ 3 = 0; b1 = 3, b2 = 1.
(4.17)

Але в промiжку [a, b], b > a, тому b = 3. Отже, областю значень НВВ X буде
[2, 3].

Тепер знайдемо iмовiрнiсть P (X ≥ 2.3). Подiя X < 2.3 буде протилежною,
тому

P (X ≥ 2.3) = 1− P (X < 2.3) = 1− F (2.3). (4.18)

З рiвностi (4.14) одержуємо

F (2.3) = 2.32 − 4 · 2.3 + 4 = 9.29− 9.2 = 0.09. (4.19)

Тепер за формулою (4.19) знаходимо

P (X ≥ 2.3) = 1− 0.09 = 0.91. (4.20)

4.2. Закони розподiлу та числовi характеристики дискретних
випадкових величин

Способи задання та закони розподiлу

Нехай випадкова дискретна величина X приймає значення x1, x2, ..., xn
з вiдповiдними iмовiрностями p1, p2, ..., pn. Задати закон розподiлу такої
випадкової величини — це задати рiвнiсть pk = P (X = xk), яку можна
розглядати як функцiю. Тому закон розподiлу X можна задати аналiтично,
таблично, графiчно. Функцiя розподiлу для дискретної випадкової величини
має вигляд

F (x) = P (X < x) =
∑
xi<x

p(xi). (4.21)

Табличний спосiб задання ДВВ, який називають рядом розподiлу i
зображують у виглядi

X 100 50 10 1 0
P (X) 0.001 0.002 0.008 0.019 0.97

У першому рядку записанi усi можливi значення X, а у другому рядку —
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вiдповiднi iмовiрностi, якi мають властивiсть
n∑
k=1

pk = 1. (4.22)

Зауваження. Якщо випадкова дискретна величина може приймати

Рис. 4.3 — Графiчний спосiб задання дискретних випадкових величин

нескiнчену кiлькiсть значень, то її ряд розподiлу (таблиця) буде мати
нескiнчену кiлькiсть елементiв у кожному рядку, причому ряд повинен бути
збiжним, а його сума повинна дорiвнювати одиницi.

Графiчний спосiб. Вiзьмемо прямокутну систему координат. На осi
абсцис будемо вiдкладати можливi значення ДВВ, а на осi ординат
— вiдповiднi значення iмовiрностi. Одержимо точки з координатами
(x1, p1), (x2, p2), · · · , (xn, pn).
Поєднавши цi точки прямими, одержимо графiк (див. Рис.4.3) у виглядi
многокутника розподiлу випадкової дискретної величини. Значення ДВВ,
iмовiрнiсть якого найбiльша, називають модою. На Рис.4.3 мода — x3.

Аналiтичний спосiб задання випадкової дискретної величини базується на
заданнi певної функцiї, за якою можна знайти iмовiрнiсть p вiдповiдного
значення xk, тобто pk = f(xk), k = 1, 2, · · · , n.
Вкажемо деякi найважливiшi закони розподiлу ДВВ та задачi, в яких вони
зустрiчаються.

• Бiномiальний закон розподiлу. Цей закон має вигляд

P (X = m) = Cm
n p

m(1− p)n−m, m = 0, 1, 2, · · · , n (4.23)

i використовується у схемi Бернуллi, тобто у випадку n незалежних
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повторних випробувань, в кожному з яких деяка подiя з’являється з
iмовiрнiстю p.

• Закон розподiлу Пуассона. ДВВ X приймає злiчену множину
значень (m = 0, 1, 2, · · · , n) з iмовiрностями

P (X = m) =
am

m!
e−a, a > 0. (4.24)

Цей розподiл використовують у задачах статистичного контролю якостi,
в теорiї надiйностi, теорiї масового обслуговування, для обчислення:
кiлькостi вимог на виплату страхових сум за рiк, кiлькостi дефектiв
однакових виробiв.

Якщо у схемi незалежних повторних випробувань n досить велике, а p
або 1− p прямує до нуля, то бiномiальний розподiл апроксимує розподiл
Пуассона, параметр якого a = np, причому при p ≤ 0.1 або p ≥ 0.9 ця
апроксимацiя дає добрi результати незалежно вiд величини n.

Зауваження. Якщо у формулi Пуассона покласти a = λt, де λ —
iнтенсивнiсть течiї випадкових подiй в одиницю часу, то формула прийме
вигляд

P (X = m) =
(λt)m

m!
e−λt (m = 0, 1, 2, · · · ). (4.25)

• Геометричний розподiл. Цей розподiл має вигляд

P (X = m) = pqm−1, (4.26)

де p = P (A) — iмовiрнiсть появи подiї A в кожному випробуваннi, q =
1 − p, X — кiлькiсть випробувань до появи подiї A в серiї незалежних
повторних випробувань.

Ряд iмовiрностей цього розподiлу буде нескiнченно спадною геометричною
прогресiєю iз знаменником q, сума якої дорiвнює одиницi.

Геометричний розподiл застосовують у рiзноманiтних задачах статистичного
контролю якостi виробiв, в теорiї надiйностi та у страхових розрахунках.

• Гiпергеометричний розподiл. Цей розподiл має вигляд

P (X = m) =
Cm
k · Cn−m

N−k
Cn
N

, m = 0, 1, 2, · · · , n, k ≥ n. (4.27)

Вiн вказує iмовiрнiсть появи m елементiв з певною властивiстю серед
n елементiв, взятих iз сукупностi N елементiв, яка мiстить k елементiв
саме такої властивостi. Цей розподiл використовують у багатьох задачах
статистичного контролю якостi.
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Зауваження. Якщо об’єм вибiрки n малий у порiвняннi з об’ємом N

сукупностi, тобто
n

N
≤ 0.1,

n

k
≤ 0.1, то iмовiрностi у гiпергеометричному

розподiлi будуть близькими до вiдповiдних iмовiрностей бiномiального

розподiлу з p =
k

N
.

У статистицi це означає, що розрахунки iмовiрностей для без повторної
вибiрки будуть мало вiдрiзнятись вiд розрахункiв iмовiрностей для
повторної вибiрки.

• Полiномiальний розподiл. Цей розподiл має вигляд

Ps = (X1 = m1;X2 = m2; · · · ;Xs = ms; ) =

n1!

m1! ·m2! · · ·ms!
· pm1

1 · p
m2
2 · · · pms

s .
(4.28)

Вiн застосовується тодi, коли внаслiдок кожного iз здiйснених повторних
незалежних випробувань може з’явитися s рiзних подiй Ai з iмовiрнiстю

pi, причому
s∑
i=1

pi = 1.

4.3. Числовi характеристики дискретних випадквих величин

Закони розподiлу ДВВ повнiстю характеризують випадковi величини i
дозволяють розв’язувати усi пов’язанi з ними задачi. Але в практичнiй
дiяльностi не завжди вдається одержати закон розподiлу, або закон
надто складний для практичних розрахункiв. Тому з’явилася потреба
характеризувати ДВВ за допомогою числових характеристик, якi достатньо
характеризують особливостi випадкових величин.

Найчастiше використовують три числових характеристики: математичне
сподiвання, дисперсiю та середнє квадратичне вiдхилення вiд математичного
сподiвання.

Ознайомимось iз цими числовими характеристиками та їх властивостями.

Математичне сподiвання та його основнi властивостi

Означення 4.6Математичним сподiванням дискретної випадкової величини
X називають число, яке дорiвнює сумi добуткiв усiх можливих значень X на
вiдповiднi їм iмовiрностi.
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Математичне сподiвання ДВВ X позначають M(X) або mX , тобто

M(X) =
n∑
k=1

xk · pk, (4.29)

де xk i pk – k-те можливе значення дискретної випадкової величини i
вiдповiдна ймовiрнiсть, k = 1, ..., n.

Якщо X приймає нескiнчену кiлькiсть значень, то

M(X) =
∞∑
k=1

xk · pk. (4.30)

Математичне сподiвання ДВВ X характеризує середнє значення випадкової
величини X iз врахуванням iмовiрностей його можливих значень. У
практичнiй дiяльностi пiд математичним сподiванням розумiють центр
розподiлу випадкової величини.

Основнi властивостi математичного сподiвання

1. Математичне сподiвання постiйної величини дорiвнює самiй постiйнiй

M(C) = C. (4.31)

2. Постiйний множник можна виносити за знак математичного сподiвання

M(CX) = C ·M(X). (4.32)

Властивостi 1 i 2 випливають безпосередньо з означення.

3. Математичне сподiвання добутку декiлькох взаємно незалежних
дискретних випадкових величин дорiвнює добутку їх математичних
сподiвань, тобто

M(X1 ·X2 · ... ·Xn) = M(X1) ·M(X1) · ... ·M(Xn) (4.33)

Доведення. Якщо двi величини X та Y розподiленi за законами

X x1 x2 Y y1 y2
P p1 p2 G g1 g2

(для спрощення викладок взято лише по 2 можливих значення), тодi
закон розподiлу добутку X · Y буде
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X · Y x1y1 x2y1 x1y2 x2y2
P ·G p1g1 p2g1 p1g2 p2g2

За формулою (4.30) одержимо математичне сподiвання

M(X · Y ) = y1g1(x1p1 + x2p2) + y2g2(x1p1 + x2p2) =

(x1p1 + x2p2) · (y1g1 + y2g2) = M(X) ·M(Y ).
(4.34)

У випадку трьох випадкових величин маємо

M(X · Y · Z) = M((X · Y ) · Z) =

M(X · Y ) ·M(Z) = M(X) ·M(Y ) ·M(Z).
(4.35)

Методом математичної iндукцiї тепер не важко завершити доведення.

4. Математичне сподiвання суми випадкових величин дорiвнює сумi їх
математичних сподiвань, тобто

M(X1 +X2 + ...+Xn) = M(X1) +M(X2) + ...+M(Xn). (4.36)

Приклад 4.6 Незалежнi випадковi величини X та Y розподiленi так

X 5 2 4 Y 8 10
P 0.6 0.1 0.3 P 0.8 0.2

Знайти математичне сподiвання випадкової величини X · Y .

Розв’язок задачi. Спочатку знайдемо математичнi сподiвання кожної
Спочатку знайдемо математичнi сподiвання кожної з цих величин. За
формулою (1) маємо.

M(X) = 5 · 0.6 + 2 · 0.1 + 4 · 0.3 = 4.4, M(Y ) = 8 · 0.8 + 10 · 0.2 = 8.4. (4.37)

Випадковi величини X i Y незалежнi, тому згiдно властивостi 3
математичного сподiвання одержимо

M(X · Y ) = M(X) ·M(Y ) = 4.4 · 8.4 = 36.96. (4.38)

Приклад 4.7 Знайти математичне сподiвання суми числа очок, якi можуть
з’явитися при киданнi двох гральних кубикiв.

Розв’язок задачi. Позначимо кiлькiсть очок, якi можуть з’явитись на
першому кубику X, а на другому – Y. Можливi значення цих величин
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1, 2, 3, 4, 5, 6 однаковi, iмовiрнiсть кожного з цих значень дорiвнює
1

6
. Тому

M(X) = M(Y ) = 1 · 1
6

+ 2 · 1
6

+ 3 · 1
6

+ 4 · 1
6

+ 5 · 1
6

+ 6 · 1
6

=
7

2
. (4.39)

Згiдно властивостi 4 математичного сподiвання, одержимо

M(X + Y ) = M(X) +M(Y ) =
7

2
+

7

2
= 7. (4.40)

Отже, математичне сподiвання суми числа очок, що можуть з’явитись при
киданнi двох гральних кубикiв, дорiвнює 7.

Дисперсiя та її властивостi

Математичне сподiвання характеризує центр розподiлу дискретної випадкової
величини. Але цiєї характеристики недостатньо, бо можливе значне
вiдхилення можливих значень вiд центру розподiлу. Для характеристики
розсiювання можливих значень X вiдносно центру розподiлу введемо нову
числову характеристику.

Означення 4.7 Дисперсiєю дискретної випадкової величини X називають
число, яке дорiвнює математичному сподiванню квадрата вiдхилення ДВВ
X вiд її математичного сподiвання.

Дисперсiю величиниX позначаютьD(X) абоDX . Це означення математично
виглядає так

D(X) = M
(

(X −M(X))2
)
. (4.41)

Основнi властивостi дисперсiї D(X)

1. Дисперсiя будьякої ДВВ X невiд’ємна D(X) ≥ 0. Дiйсно, (X −
M(X))2 невiд’ємна, тому згiдно означення математичного сподiвання та
властивостей iмовiрностей pk, k = 1, ..., n, D(X) також невiд’ємна.

2. Дисперсiя постiйної величини C дорiвнює нулевiD(C) = 0. Дiйсно, якщо
X = C, то M(C) = C, тому C −M(C) = 0.

3. Постiйний множник C можна виносити за знак дисперсiї, при цьому
постiйний множник треба пiднести у квадрат

D(CX) = C2D(X). (4.42)

Дiйсно,
CX −M(CX) = C(X −M(X)), (4.43)
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тому
(CX −M(CX))2 = C2(X −M(X))2. (4.44)

Постiйний множник C2 можна виносити за знак математичного
сподiвання, тому з формули (4.41) випливає потрiбна рiвнiсть (4.42).

4. Дисперсiя ДВВ X дорiвнює рiзницi мiж математичним сподiванням
квадрата випадкової величини X та квадрата її математичного
сподiвання

D(X) = M(X2)− (M(X))2. (4.45)

Дiйсно,

D(X) = M((X −M(X))2) = M(X2 − 2XM(X) +M 2(X)) =

M(X2)− 2M 2(X) +M 2(X) = M(X2)−M 2(X).
(4.46)

5. Дисперсiя алгебраїчної суми ДВВ X та Y дорiвнює сумi їх дисперсiй

D(X ± Y ) = D(X) +D(Y ). (4.47)

Дiйсно згiдно з формулою(4.45) для суми двох випадкових величин
маємо

D(X + Y ) = M((X + Y )2)−M 2(X + Y ) =

M(X2 + 2XY + Y 2)− (M(X) +M(Y ))2 =

M(X2) + 2M(X)M(Y ) +M(Y 2)−

M 2(X)− 2M(X)M(Y )−M 2(Y ) =

(M(X2)−M 2(X)) + (M(Y 2)−M 2(Y )) = D(X) +D(Y ).

(4.48)

У випадку рiзницi X та Y будемо мати

D(X − Y ) = D(X) + (−1)2D(Y ) = D(X) +D(Y ). (4.49)

Приклад 4.8 Знайти дисперсiю випадкової величини X, що задана законом

X -5 0 4 5

P
1

8

1

2

1

4

1

8

Розв’язок задачi. Будемо шукати D(X) з використанням формули (4.45).
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Математичним сподiванням X згiдно з формулою (4.30) буде

M(X) = −5 · 1
8

+ 0 · 1
2

+ 4 · 1
4

+ 5 · 1
8

= 1, M2(X) = 1. (4.50)

Вiдмiтимо, що усi значення X2 отриманi шляхом пiднесення до квадрату
вiдповiдних значень X. Елементи другого рядка — iмовiрностi цих значень
не змiнюються.

За формулою (4.30) знаходимо

M(X2) = 26 · 1
8

+ 0 · 1
2

+ 16 · 1
4

+ 25 · 1
8

=
82

8
. (4.51)

Згiдно з формулою (4.45) тепер одержуємо

D(X) =
82

8
− 1 =

74

8
= 9.25. (4.52)

Середнє квадратичне вiдхилення дискретної випадкової величини

У бiльшостi випадкiв випадкова величина X має розмiрнiсть, наприклад,
метр, мiлiметр, грам, тому її дисперсiяD(X) буде вимiрюватись у квадратних
одиницях цiєї розмiрностi.

У практичнiй дiяльностi доцiльно знати величину розсiювання випадкової
величини в розмiрностi цiєї величини. Для цього використовують середнє
квадратичне вiдхилення, яке дорiвнює квадратному кореню з дисперсiї i
позначається

σ(X) = σX =
√
D(X). (4.53)

Моменти розподiлу

Означення 4.8 Початковим моментом порядку k випадкової
величини X називають математичне сподiвання величини Xk i позначають

νk = M(Xk), k = 1, 2, ..., n. (4.54)

Означення 4.9 Центральним моментом порядку k випадкової
величини X називають математичне сподiвання величини (X − M(X))k

i позначають

µk = M((X −M(X))k), k = 1, 2, ..., n. (4.55)

Очевидно, що
v1 = M(X), v2 = M(X2),
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тому
D(X) = ν2 − ν1

2, µ1 = M(XM(X)) = 0.

µ2 = M((X −M(X))2) = D(X).

Початковi та центральнi моменти порядку k ≥ 2 дозволяють краще
враховувати вплив на математичне сподiвання (центр розподiлу випадкової
величини X) тих можливих значень X, якi великi та мають малу iмовiрнiсть.

Приклад 4.9 Дискретна випадкова величина задана законом

X 1 2 5 100
P 0.6 0.2 0.19 0.01

Математичним сподiванням X буде

M(X) = 1 · 0.6 + 2 · 0.2 + 5 · 0.19 + 100 · 0.01 = 2.95.

Законом розподiлу X2 буде

X 1 4 25 1000
P 0.6 0.2 0.19 0.01

Тому

M(X2) = 1 · 0.6 + 4 · 0.2 + 25 · 0.19 + 10000 · 0.01 = 106.15.

Отже, M(X2) значно бiльше M(X), а це означає, що роль значення X = 100
суттєво зросла.

4.4. Числовi характеристики законiв розподiлу неперервних
випадкових величин

У випадку неперервних випадкових величин (НВВ) математичне сподiвання,
дисперсiя та середнє квадратичне вiдхилення мають такий же смисл та
властивостi, як i для дискретних випадкових величин, але обчислюють їх
за iншими формулами. Нехай можливi значення неперервної випадкової
величини X заповнюють вiдрiзок [a, b]. Подiлимо [a, b] на n частин довжиною

∆x =
b− a
n

,

У кожнiй частинi вiзьмемо точку ξ, k = 1, 2, .., n. Тодi щiльнiсть iмовiрностi
f(x) в точцi ξk буде f(ξk) — iмовiрнiсть того, що X прийме значення
Одержимо розподiл НВВ X вигляду
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X ξ1 ξ2 ... ξn
P f(ξ1)∆x f(ξ2)∆x ... f(ξn)∆x

Сума
n∑
k=1

ξkf(ξk)∆x

характеризує математичне сподiвання X тим точнiше, чим менше буде ∆x.
Ця сума буде дорiвнювати математичному сподiванню M(X) неперервної
величини X, якщо перейти до границi при ∆x → 0. Згiдно з означенням
визначеного iнтеграла маємо

M(X) = lim
∆x→0

n∑
k=1

ξkf(ξk)∆x =

b∫
a

xf(x)dx. (4.56)

Формула (4.56) є доведенням наступної теоремi.

Теорема 4.2 Коли неперервна випадкова величина приймає значення на
вiдрiзку [a, b] та має щiльнiсть iмовiрностi f(x), то її математичне
сподiвання знаходиться за формулою

M(X) =

b∫
a

xf(x)dx. (4.57)

Теорема 4.3 Якщо f(x) є щiльнiсть iмовiрностi X, неперервна випадкова
величина Y є функцiєю випадкової величини X, тобто Y = ϕ(X), тодi
математичне сподiвання Y знаходиться за формулою

M(ϕ(X)) =

+∞∫
−∞

ϕ(x)f(x)dx. (4.58)

Якщо можливi значенняX належать вiдрiзку [a, b], то центр розподiлуM(X)
величини X знаходиться на цьому промiжку тому, що iз нерiвностей

b∫
a

af(x)dx <

b∫
a

xf(x)dx <

b∫
a

bf(x)dx
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та умови нормування
b∫

a

f(x)dx = 1 випливають спiввiдношення

a < M(X) =

b∫
a

xf(x)dx < b.

Якщо щiльнiсть iмовiрностi f(x) — парна функцiя, тобто f(x) = f(−x), то
центр розподiлу X спiвпадає з початком M(X). Якщо графiк функцiї f(x)
симетричний вiдносно прямої x = a, то M(X) = a.

Як i у випадку дискретних випадкових величин, дисперсiю неперервних
випадкових величин X визначають так

D(X) = M((X −M(X))2) =

+∞∫
−∞

(x−M(X))2f(x)dx, (4.59)

а обчислюють за формулою

D(X) ==

+∞∫
−∞

x2f(x)dx−M 2(X). (4.60)

Якщо можливi значення X належать лише скiнченому промiжку (a, b), то
рiвностi (4.59) та (4.60) приймають вигляд

D(X) = M((X −M(X))2) =

b∫
a

(x−M(X))2f(x)dx, (4.61)

D(X) =

b∫
a

x2f(x)dx−M 2(X). (4.62)

Середнє квадратичне вiдхилення неперервної випадкової величини визначають
та обчислюють так

σ(X) =
√
D(X). (4.63)
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Приклад 4.10 Знайти числовi характеристики випадкової величини X, яка
задана функцiєю розподiлу

F (x) =


0 при x ≤ 0,

x2

25
при 0 < x < 5,

1 при x ≥ 5.

Розв’язок задачi. Спочатку знайдемо диференцiальну функцiю розподiлу,
тобто щiльнiсть iмовiрностi f(x) = F ′(x)

f(x) =


2x

25
при 0 < x < 5,

0 при x /∈ [0, 5].

Тепер за формулою (4.57) знайдемо математичне сподiвання

M(X) =

5∫
0

x
2x

25
dx =

2

25

x3

3

∣∣∣5
0

=
10

3
.

Дисперсiю знайдемо за формулою (4.61)

D(X) =

5∫
0

x2 2x

25
dx−

(10

3

)2

=
2

25

x4

4

∣∣∣5
0
− 100

9
=

25

18
.

Середнє квадратичне вiдхилення одержимо за формулою (4.62)

σ(X) =

√
25

18
=

5
√

2

6
= 1.17.

Закони розподiлу НВВ та їх числовi характеристики

Основнi закони розподiлу неперервних випадкових величин роздiляють за
виглядом їх диференцiальних функцiй розподiлу (щiльностi iмовiрностей)
f(x).

Найчастiше використовують наступнi закони розподiлу.

Означення 4.10 Рiвномiрний розподiл. Величина X розподiлена
рiвномiрно на промiжку (a, b), якщо усi її можливi значення належать цьому
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промiжку i щiльнiсть її iмовiрностей на цьому промiжку постiйна, тобто

f(x) =


C =

1

b− a
при x ∈ (a, b),

0 при x /∈ (a, b].

Величина постiйно C =
1

b− a
визначається умовою нормування

P (a < X < b) = C(b− a) = 1.

ЯкщоX рiвномiрно розподiлена на промiжку (a, b), то iмовiрнiсть належностi
X будь-якому iнтервалу (x1, x2) ∈ (a, b) пропорцiйна довжинi цього iнтервалу

P (x1 < X < x2) = X(x2 − x1) =
x2 − x1

b− a
.

Iншими словами, iмовiрнiсть влучення X в iнтервал (x1, x2) дорiвнює
вiдношенню довжини цього iнтервалу до довжини усього промiжку (a, b).
Цей розподiл задовольняють, наприклад, похибки округлення рiзноманiтних

Рис. 4.4 —

розрахункiв. Графiк рiвномiрного розподiлу НВВ X зображено на Рис.4.4.

Числовими характеристиками НВВ X, що розподiлена за рiвномiрним
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законом, будуть

M(X) =

+∞∫
−∞

xf(x)dx =

a∫
−∞

xf(x)dx+

b∫
a

xf(x)dx+

+∞∫
b

xf(x)dx =

b∫
a

x

b− a
dx =

b2 − a2

2(b− a)

∣∣∣b
a

=
b+ a

2
,

(4.64)

D(X) =

+∞∫
−∞

(x−M(X))2f(x)dx =

b∫
a

(x−M(X))2

b− a
=

(
x− b+ a

2

)
3(b− a)

∣∣∣b
a

=
(b− a)2

12
,

(4.65)

σ(X) =
(b− a)

√
3

6
.

Означення 4.11 Показниковий розподiл. Випадкову величину X
називають розподiленою за показниковим законом, якщо щiльнiсть її
iмовiрностей має вигляд

f(x) =

λe
−λx при x ≥ 0,

0 при x < 0,

де λ > 0 — параметр.

Показниковому розподiлу задовольняють: час телефонної розмови, час
ремонту технiки, час безвiдмовної роботи комп’ютера.

Числовими характеристиками показникового розподiлу будуть

M(X) =
1

λ
, D(X) =

1

λ2
, σ(X) =

1

λ
. (4.66)

Приклад 4.11 Знайти числовi характеристики випадкової величини,
розподiленої за законом

f(x) =

4e−4x при x ≥ 0,

0 при x < 0,

Розв’язок задачi. У даному випадку випадкова величина X розподiлена
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за показниковим законом iз параметром λ = 4. Згiдно з формулами (4.66)
маємо

M(X) = σ(X) = 0.25, D(X) =
1

16
.

Якщо випадкова величина X розподiлена за показниковим законом, то її
функцiя розподiлу (iнтегральна функцiя розподiлу) має вигляд F (x) = 1 −
e−λx. Тому основна формула теорiї iмовiрностей набуде вигляду

P (a < X < b) = e−aλ − e−bλ. (4.67)

Приклад 4.12 Величина X розподiлена за законом

f(x) =

3e−3x при x ≥ 0,

0 при x < 0,

Знайти iмовiрнiсть того, що X потрапить в iнтервал (0.4,1).

Розв’язок задачi. Випадкова величина X розподiлена за показниковим
законом iз параметром λ = 3. Використовуючи формулу (4.67), отримаємо

P (0.4 < X < 1) = e−0.4·3 − e−1·3 = e−1.2 − e−3.

Означення 4.12 Нормальний розподiл. Випадкову величину X

Рис. 4.5 —

називають розподiленою нормально, якщо щiльнiсть її iмовiрностей має
вигляд

f(x) =
1√
2πσ

e
−

(x− α)2

2σ2 ,
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де α та σ — параметри розподiлу.

Графiк цiєї функцiї f(x) називають нормальною кривою або кривою
Гаусса. Повне дослiдження цiєї функцiї методами диференцiального числення
дозволяє побудувати графiк нормальної кривої, який зображено на Рис.4.5.

При α = 0 та σ = 1 нормальну криву називають нормованою, її рiвняння
буде

f(x) =
1√
2π
e
−
x2

2 ,

Тобто це є функцiя Лапласа, яка табульована.

Замiна змiнної Z =
Z − α
σ

, використання iнтеграла Пуассона

+∞∫
−∞

e
−
z2

2 dz =
√

2π

та формул (4.58), (4.59) та (4.62) дозволяють одержати числовi характеристики
нормально розподiленої НВВ X у виглядi

M(X) = α, D(X) = σ2, σ(X) = σ.

Отже, математичне сподiвання нормального розподiлу дорiвнює параметру
α цього розподiлу, а середнє квадратичне вiдхилення дорiвнює параметру σ.

Якщо випадкова величина X розподiлена за нормальним законом з

параметрами α та σ, то випадкова величина Z =
X − α
σ

буде розподiлена
за нормованим нормальним законом i M(Z) = 0, σ = 1.

Iнтегральною функцiєю нормального закону розподiлу буде

F (X) =
1

σ
√

2π

x∫
−∞

e
−

(z − α)2

2σ2
dz,

для нормованого нормального закону

Φ =
1√
2π

x∫
−∞

e
−
z2

2
dz.

(4.68)

Iмовiрнiсть влучення в iнтервал (c, d) нормально розподiленої випадкової
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величини X знаходять за формулою

P (c < X < d) = Φ
(d− α

σ

)
− Φ

(c− α
σ

)
, (4.69)

де фунцiя Лапласа Φ(x) має вигляд (4.68).

Приклад 4.13 Випадкова величина X розподiлена за нормальним законом,
її математичне сподiвання дорiвнює 30, а серед квадратичне вiдхилення —
10. Знайти iмовiрнiсть того, що X матиме значення з iнтервалу (10,50).

Розв’язок задачi. Згiдно умови α = 30, σ = 10 тому за формулою (4.68)
одержимо

P (10 < X < 50) = Φ
(50− 30

10

)
− Φ

(10− 30

10

)
= 2Φ(2).

Правило трьох сигм

Якщо випадкова величина X розподiлена нормально, то

P (|X − α| > 3σ)→ 0,

тобто iмовiрнiсть того, що абсолютна величина вiдхилення X вiд її
математичного сподiвання бiльше 3σ прямує до 0, а це означає, що |X−α| <
3σ.

У практицi це правило використовують так: Якщо закон розподiлу
випадкової величини X невiдомий, але |X−α| < 3σ, тодi можна припустити,
що X розподiлена нормально.

Означення 4.13 Розподiл χ2. Нехай Xi(i = 1, 2, ..., n) — нормальнi,
нормованi незалежнi величини, тобто їх математичне сподiвання дорiвнює
нулю, середнє квадратичне вiдхилення дорiвнює одиницi i кожна з них
розподiлена за нормальним законом. Тодi сума квадратiв цих величин

χ2 =
n∑
i=1

Xi
2

розподiлена по закону χ2 з k = n степенями вiльностi.

Якщо величини i Xi зв’язанi одним лiнiйним спiввiдношенням, наприклад,
n∑
i=1

Xi = nX, то число степеней вiльностi буде k = n− 1.
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Диференцiальна функцiя розподiлу χ2 має вигляд

f(x) =


0 при x ≤ 0,

1

2
k
2 · Γ(k2)

· e−x2−1 · xk
2−1 при x > 0,

де Γ(x) =

∞∫
0

tx−1e−tdt — гама-функцiя, Γ(n+ 1) = n!.

Вiдмiтимо, що розподiл χ2 визначається параметром — числом степеней
вiльностi k. Коли k зростає, розподiл χ2 прямує до нормального розподiлу
дуже повiльно.

Означення 4.14 Розподiл Стьюдента. Нехай X — нормальна нормована
випадкова величина, a Y — незалежна вiд X величина, яка розподiлена за
законом χ2 з k степенями вiльностi. Тодi величина

T =
X√
Y

k

має розподiл, який називають t-розподiлом або розподiлом Стьюдента (це є
псевдонiм англiйського статистика Вiльяма Госсета) з k степенями вiльностi.

При зростаннi k розподiл Стьюдента швидко наближається до нормального
розподiлу.

4.5. Закон великих чисел та центральна гранична теорема

Граничнi теореми теорiї iмовiрностей встановлюють вiдповiднiсть мiж
теоретичними та дослiдними характеристиками випадкових величин або
випадкових подiй при великiй кiлькостi випробувань [1-5].

Граничнi теореми, якi встановлюють вiдповiднiсть мiж теоретичними та
дослiдними характеристиками випадкових подiй, об’єднують загальною
назвою — закону великих чисел.

Граничнi теореми, що встановлюють граничнi закони розподiлу випадкових
величин, об’єднують загальною назвою — центральна гранична теорема.

Необхiднiсть граничних теорем обумовлена потребою розв’язання, наприклад,
таких задач:

• Коли сума багатьох випадкових величин мало вiдрiзняється вiд постiйної
величини, тобто майже перестає бути випадковою величиною i тому її
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поведiнка може прогнозуватись iз значною iмовiрнiстю.

• При яких умовах можна iз значною iмовiрнiстю прогнозувати число появ
деякої випадкової подiї при великiй кiлькостi незалежних випробувань.

• При яких обмеженнях сума багатьох випадкових величин буде
розподiлена за нормальним законом.

Нерiвностi Чебишова

При доведеннi рiзних граничних теорем, а також при розв’язаннi рiзних задач
важливу роль грає нерiвнiсть Чебишова, яка має двi форми.

Перша форма нерiвностi Чебишова. Для довiльної випадкової величини
X, яка приймає невiд’ємнi значення та має скiнчене математичне сподiвання
має мiсце нерiвнiсть

P (X ≥ 1) ≤M(X)

Якщо X — дискретна випадкова величина, то

P (X ≥ 1) =
∑
i

p(xi) ≤
∑
i

xip(xi) = M(X)

Якщо X – неперервна випадкова величина, f(x) — щiльнiсть її iмовiрностей,
то

P (X ≥ 1) =

∞∫
1

f(x)dx ≤
∞∫

1

xf(x)dx ≤
∞∫

0

xf(x)dx = M(X).

Якщо X приймає лише невiд’ємнi значення M(X) <∞, α > 0, то

P (X ≥ α) ≤ M(X)

α
(4.70)

Дiйсно

P (X ≥ α) = P
(X
α
≥ 1
)
≤M

(X
α

)
=
M(X)

α
.

Нерiвнiсть (4.70) iнодi називають нерiвнiстю Маркова.

Друга форма нерiвностi Чебишова. Якщо випадкова величина X має
скiнченi математичне сподiвання та дисперсiю, то для довiльного ε > 0 має
мiсце нерiвнiсть

P (|X −M(X)| < ε) ≥ 1− D(X)

ε2
. (4.71)

Доведення. Спочатку розглянемо протилежну подiю |X −M(X)| ≥ ε Легко
бачити, що ця подiя еквiвалентна подiї (X−M(X))2 ≥ ε2, тому до неї можна
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застосувати першу форму нерiвностi Чебишова

P (|X −M(X)| ≥ ε) = P
( 1

ε2
(X −M(X))2 ≥ 1

)
≤

M((X −M(X))2)

ε2
=
D(X)

ε2

(4.72)

Тепер iмовiрнiсть протилежної подiї |X −M(X)| ≥ ε задовольняє нерiвнiсть
(4.71), що i треба було довести.

Приклад 4.14 Дисперсiя випадкової величини X дорiвнює 0.001.
Яка iмовiрнiсть того, що випадкова величина X вiдрiзняється вiд її
математичного сподiвання (X) бiльше нiж на 0.1?

Розв’язок задачi. За нерiвнiстю Чебишова (4.72) маємо

P (|X −M(X)| > 0.1) ≤ D(X)

0.12
=

0.001

0.01
= 0.1.

4.6. Важливi граничнi теореми

Теорема 4.4 (Теорема Бернуллi). Нехай iмовiрнiсть появи подiї A в
кожному iз n незалежних повторних випробувань дорiвнює p, m — число
появ подiї A (частота подiї) в n випробуваннях. Тодi

lim
n=∞

P
(∣∣∣m
n
− p
∣∣∣ < ε

)
= 1, ε > 0. (4.73)

Доведення. Частость
m

n
можна розглядати як невiд’ємну випадкову

величину X. Знайдемо її математичне сподiвання

M(X) = M
(m
n

)
=

1

n
M(m) =

1

n
· np = p.

Отже, необхiдно оцiнити iмовiрнiсть вiдхилення випадкової величини X вiд
її математичного сподiвання. Для цього знайдемо дисперсiю цiєї випадкової
величини

D(X) = D
(m
n

)
=

1

n2
D(m) =

1

n2
np(1− p) =

p(p− 1)

n
.

За нерiвнiстю Чебишова (4.71) одержимо

P
(∣∣∣m
n
− p
∣∣∣ ≤ ε

)
= 1− p(p− 1)

nε2
.

Звiдси граничним переходом при n → ∞ одержуємо (4.73), що й треба було
довести.
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Теорема 4.5 (Теорема Чебишова.) Нехай X1, X2, ..., Xn — послiдовнiсть
попарно незалежних випадкових величин, якi задовольняють умовам
M(Xi) = ai, D(Xi) ≤ c для усiх i = 1, 2, ..., n. Тодi

lim
n→∞

P


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
i=1

Xi

n
−

n∑
i=1

ai

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

 = 1. (4.74)

Доведення. Знайдемо математичне сподiвання та дисперсiю середньої
випадкових величин, тобто

X1 +X2 + ...+Xn

n

M


n∑
i=1

Xi

n

 =
1

n
M
( n∑

i=1

Xi

)
=

1

n

n∑
i=1

M(Xi) =
1

n

n∑
i=1

ai;

D


n∑
i=1

Xi

n

 =
1

n2
D
( n∑

i=1

Xi

)
=

1

n2

n∑
i=1

D(Xi) =
cn

n2
=
c

n
.

Застосуємо для випадкової величини та
1

n

n∑
i=1

Xi нерiвнiсть Чебишова (4.71)

P


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

n∑
i=1

Xi

n
−

n∑
i=1

ai

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
< ε

 ≥ 1− c

nε2
(4.75)

Границя цiєї iмовiрностi при n → ∞ дорiвнює одиницi, тобто рiвнiсть (4.74)
доведено.

Теорема 4.6 (Центральна гранична теорема.) Нехай задана послiдовнiсть
незалежних однаково розподiлених випадкових величин X1, X2, ..., Xn,
M(Xi) = 0, D(Xi) = b, i = 1, 2, ....
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Розглянемо випадкову величину Yn =
n∑
i=1

Xi. Тодi

M(Yn) =
n∑
i=1

M(Xi) = 0; D(Yn) =
n∑
i=1

D(Xi) = nb.

При n→∞ функцiя розподiлу

FYn(x) = P (Yn < x)→ 1√
2πnb

x∫
−∞

e−
z2

2nbdz,

тобто сума Yn буде розподiлена за нормальним законом з математичним
сподiванням 0 та дисперсiєю σ =

√
nb.

Для доведення цiєї теореми треба знайти границю характеристичної функцiї,

побудованої для нормованої випадкової величини Zn =
Yn√
nb.

При n ≥ 30 розподiл суми однаково розподiлених випадкових величин мало
вiдрiзняється вiд нормального розподiлу.

Теорема 4.7 (Теорема Ляпунова.) Нехай задана послiдовнiсть незалежних
випадкових величин X1, X2, ..., Xn, ... таких, що M(Xi) = 0, D(Xi) = bi

2,

i = 1, 2, ..., n, ....

Побудуємо суму випадкових величин Yn =
n∑
i=1

Xi. Позначимо Bn
2 =

n∑
i=1

bi
2.

Якщо виконується умова рiвномiрної малостi величин, що утворюють
суму

1

Bn
3

n∑
i=1

M(Xi)
3 → 0 при n→∞,

то сума Yn буде розподiленою нормально з математичним сподiванням
M(Yn) = 0) та дисперсiєю D(Yn) = Bn

2.

Доведення цiєї теореми досить складне, але вiдмiтимо, що у випадку, коли
M(Xi) = ai не дорiвнює нулю, можна розглядати випадковi величини X ′i =
Xi − ai, якi будуть задовольняти умову теореми Ляпунова.

Приклад 4.15 Скiльки додаткiв треба взяти у теоремi Чебишова, щоб з
надiйнiстю 96% i точнiстю до 0.01 виконувалась наближена рiвнiсть

1

n

n∑
i=1

Xi =
1

n

n∑
i=1

M(Xi).
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Розв’язок задачi. В цьому прикладi ε = 0.01.Щоб одержати надiйнiсть 96%
згiдно формули (4.75) достатньо пiдiбрати таке n, яке задовольняє нерiвнiсть

c

ε2n
≤ 0.04→ n ≥ c

0.04 · 0.0001
= 250000.

Цей приклад показує, що навiть у випадку не дуже великих точностi
та надiйностi, треба брати значну кiлькiсть додаткiв (n — досить велике
число). Це означає, що оцiнки, одержанi з використанням нерiвностi (4.75),
— завищенi. Бiльш точнi оцiнки можна одержати за допомогою теореми
Ляпунова.

4.7. Питання для самоперевiрки

• Який розподiл називають бiномiальним?

• Якi випадковi величини розподiленi за бiномiальним законом?

• Навести формули для обчислення математичного сподiвання, дисперсiї
i середнього квадратичного вiдхилення бiномiальної величини.

• Навести формулу для обчислення ймовiрностi влучення значення
бiномiальної величини в заданий дiапазон [k1, k2].

• Який розподiл називають геометричним?

• Навести формули для обчислення математичного сподiвання, дисперсiї
i середнього квадратичного вiдхилення випадкової величини, що має
геометричний розподiл.

• Який розподiл називають розподiлом Пуассона?

• Якi випадковi величини розподiленi за законом Пуассона?

• Навести формули для обчислення математичного сподiвання, дисперсiї
i середнього квадратичного вiдхилення випадкової величини, що має
розподiл Пуассона.

• Якi випадковi величини розподiленi за законом Пуассона?

• Який розподiл називають рiвномiрним?

• Записати в загальному виглядi iнтегральну функцiю рiвномiрно
розподiленої випадкової величини. Навести формули для обчислення
математичного сподiвання, дисперсiї i середнього квадратичного
вiдхилення випадкової величини, що має рiвномiрний розподiл.
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• Дати визначення випадковим величинам, розподiленим за показниковим
законом.

• Записати в загальному виглядi iнтегральну функцiю випадкової
величини, розподiленої за показниковим законом.

• Навести формули для обчислення математичного сподiвання, дисперсiї
i середнього квадратичного вiдхилення випадкової величини, що має
показниковий розподiл.

• Навести формулу для обчислення ймовiрностi влучення значення
випадкової величини, розподiленої за показниковим законом, в заданий
дiапазон [a, b], де a i b – невiд’ємнi величини.

• Який розподiл називають нормальним?

• Записати в загальному виглядi iнтегральну функцiю нормально
розподiленої випадкової величини.

• Навести формули для обчислення математичного сподiвання, дисперсiї
i середнього квадратичного вiдхилення випадкової величини, що має
нормальний розподiл.

• Навести рекурентне спiввiдношення для визначення центральних
моментiв нормально розподiленої випадкової величини.

• Чому дорiвнює коефiцiєнт асиметрiї нормально розподiленої випадкової
величини?

• Чому дорiвнює коефiцiєнт гостровершинностi нормально розподiленої
випадкової величини?

• Навести формулу для обчислення ймовiрностi влучення значення
випадкової величини, розподiленої за нормальним законом, в заданий
дiапазон [c, d].

• В чому полягає правило трьох сигм?

5. Випадковi вектори i функцiї випадкових аргументiв

5.1. Випадковi вектори

Означення 5.1 Випадковим вектором називають векторX = (X1, X2, ..., Xn),
компоненти якого являють собою випадковi величини [1-5].
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Для випадкового вектора так само, як i для випадкової величини, вводяться
поняття iнтегральної функцiї розподiлу, щiльностi розподiлу, визначаються
числовi характеристики.

Означення 5.2 Iнтегральна функцiя розподiлу випадкового вектора — це
така функцiя F (x1, x2, ..., xn), яка при конкретних значеннях своїх аргументiв
чисельно дорiвнює ймовiрностi того, що випадковi компоненти вектора
виявляться менше за вiдповiднi аргументи, тобто

F (x1, x2, ..., xn) = P (X1 < x1, X2 < x2, ..., Xn < xn). (5.1)

Надалi будуть розглядатися тiльки двовимiрнi випадковi вектори Z = (X, Y ),
де (X, Y ) — компоненти вектора. Однак усi наведенi положення в однаковiй
мiрi справедливi i для багатовимiрних векторiв, або легко узагальнюються на
випадок багатовимiрних векторiв.

За визначенням iнтегральна функцiя F (x, y) двовимiрного випадкового
вектора Z = (X, Y ) — це функцiя , яка при кожних конкретних значеннях
своїх аргументiв x i y чисельно дорiвнює ймовiрностi того, що випадковi
компоненти вектора виявляться менше за вiдповiднi аргументи, тобто
F (x, y) = P (X < x, Y < y). В цьому разi геометричний змiст функцiї
розподiлу — ймовiрнiсть влучення випадкового вектора в безмежний квадрат
з вершиною в точцi (x0, y0) (див. рис. 5.1). Багатовимiрнi випадковi величини

Рис. 5.1 —

бувають дискретними та неперервними (компоненти цих величин вiдповiдно
будуть дискретними та неперервними).

5.2. Закон розподiлу iмовiрностей дискретної двовимiрної випадкової
величини

Означення 5.3 Законом розподiлу дискретної двовимiрної випадкової
величини називають перелiк можливих значень цiєї величини (xi, yi) та їх
iмовiрностей p(xi, yi), i = 1, 2, ..., n; k = 1, 2, ...,m.
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Найчастiше закон розподiлу двовимiрної дискретної випадкової величини
задають у виглядi таблицi з двома входами.

У першому рядку таблицi записують усi можливi значення компоненти X. У
першому стовпчику таблицi записують усi можливi значення компоненти Y.
На перетинi k−того рядка та i−того стовпчика записують iмовiрнiсть p(xi, yi)
того, що двовимiрна випадкова величина (X, Y ) прийме значення p(xi, yi),
i = 1, 2, ..., n; k = 1, 2, ...,m.

H
HHH

HHHH
X

Y
y1 y2 ... yk ... ym

x1 p(x1, y1) p(x1, y2) ... p(x1, yk) ... p(x1, ym)

x2 p(x2, y1) p(x2, y2) ... p(x2, yk) ... p(x2, ym)

... ... ... ... ... ... ...
xi p(xi, y1) p(xi, y2) ... p(xi, yk) ... p(xi, ym)

... ... ... ... ... ... ...
xn p(xn, y1) p(xn, y2) ... p(xn, yk) ... p(xn, ym)

Табл. 5.1 — Таблиця розподiлу

Подiї (X = xi, Y = yk), i = 1, 2, ..., n; k = 1, 2, ...,m, утворюють повну групу,
тому сума iмовiрностей таблицi дорiвнює одиницi, тобто

n∑
i=1

m∑
k=1

p(xi, yk) = 1. (5.2)

Закон розподiлу двовимiрної випадкової величини дозволяє отримати закони
розподiлу кожної компоненти. Дiйсно, подiї (xi, y1), (xi, y2), ..., (xi, ym)
несумiснi, тому iмовiрнiсть P (xi) того, щоX прийме значення i xi за теоремою
додавання iмовiрностей буде

P (xi) = P (xi, y1) + P (xi, y2) + ...+ P (xi, ym), (5.3)

тобто дорiвнює сумi iмовiрностей, що розташованi в i−тому стовпчику
таблицi розподiлу.

Аналогiчно, додаванням iмовiрностей k−тогo рядка таблицi, одержимо
iмовiрнiсть

P (yk) = P (x1, yk) + P (x2, yk) + ...+ P (xn, yk). (5.4)
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Приклад 5.1 Знайти розподiл координат випадкового вектора Z = (X, Y ),
заданого таблицею розподiлу:

H
HHH

HHHH
X

Y −2 −1 2

0 0.15 0.05 0.25
1 0.35 0.2 0

Табл. 5.2 — Таблиця розподiлу Z = (X, Y )

Розв’язок задачi. На пiдставi формул (5.3), (5.4) одержимо розподiли
координат X i Y :

X 0 1
p 0.45 0.55

Табл. 5.3 — Таблиця розподiлу X

Y -2 -1 2
p 0.5 0.25 0.25

Табл. 5.4 — Таблиця розподiлу Y

Означення 5.4 Iнтегральною функцiєю розподiлу (функцiєю
розподiлу) двовимiрної випадкової величини (X, Y ) називають функцiю
двох змiнних F (x, y), яка визначає для кожної пари чисел (X, Y ) iмовiрнiсть
виконання нерiвностей X < x; Y < y, тобто

F (x, y) = P (X < x, Y < y).

Аналогiчно визначають функцiю розподiлу системи n випадкових величин

F (x1, x2, ..., xn) = P (X1 < x1, X2 < x2, ..., Xn < xn).

Властивостi iмовiрностi Р та функцiї розподiлу дозволяють довести такi
властивостi функцiї розподiлу, якi у випадку двовимiрної випадкової
величини виглядають

1. 0 ≤ F (x, y) ≤ 1

2. F (x, y) не спадна функцiя за кожним аргументом, тобто

F (x2, y) ≥ F (x1, y) якщо x2 > x1;

F (x, y2) > F (x, y1) якщо y2 > y1.
(5.5)
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3. Мають мiсце граничнi спiввiдношення F (−∞, y) = 0; F (x,−∞) = 0;
F (−∞,−∞) = 0; F (+∞,+∞) = 1.

4. Iмовiрнiсть влучення випадкової точки до прямокутника

{x1 ≤ X ≤ x2; y1 ≤ Y ≤ y2; }

можна знайти за формулою

P (x1 ≤ X ≤ x2, y1 ≤ Y ≤ y2) =

(F (x2, y2)− F (x1, y2))− (F (x2, y1)− F (x1, y1)).
(5.6)

Рис. 5.2 —

Геометричний змiст функцiї розподiлу F (x, y) — це iмовiрнiсть того, що
випадкова точка Z = (X, Y ) попаде у нескiнчено малий прямокутник з
вершиною в точцi (x, y) i розмiщений вижче та правiше цiєї вершини (див.
рис.5.2).

Приклад 5.2 Знайти iмовiрнiсть влучення випадкової точки Z = (X, Y ) у
прямокутник, обмежений лiнiями

x =
π

6
x =

π

2
y =

π

3
y =

π

4

якщо задана функцiя розподiлу вигляду

F (x, y) = sin(x) · sin(y); 0 ≤ x ≤ π

2
; 0 ≤ y ≤ π

2

Розв’язок задачi. У заданому випадку

x1 =
π

6
, x2 =

π

2
, y1 =

π

4
, y2 =

π

2
.
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Згiдно з формулою (5.6) одержуємо

P
(π

6
≤ X ≤ π

2
,
π

4
≤ Y ≤ π

3

)
=(

sin
(π

2

)
· sin

(π
3

)
− sin

(π
6

)
· sin

(π
3

))
−(

sin
(π

2

)
· sin

(π
4

)
− sin

(π
6

)
· sin

(π
4

))
=(√3

2
− 1

2
·
√

3

2

)
−
(√2

2
− 1

2
·
√

2

2

)
= 0.08

(5.7)

5.3. Неперервна двовимiрна випадкова величина

Двовимiрну випадкову величину можна задавати функцiєю розподiлу F (x, y)
або диференцiальною функцiєю розподiлу.

Означення 5.5 Диференцiальною функцiєю розподiлу (двовимiрною
щiльнiстю iмовiрностей) f(x, y) двовимiрної випадкової величини (X,
Y) називають мiшану частинну похiдну другого порядку вiд iнтегральної
функцiї розподiлу

f(x, y) =
∂2F (x, y)

∂x∂y
(5.8)

Аналогiчно визначають щiльнiсть iмовiрностей n-вимiрної випадкової
величини, тобто

f(x1, x2, ..., xn) =
∂2F (x1, x2, ..., xn)

∂x1∂x2...∂xn
. (5.9)

Таким чином, якщо функцiя розподiлу F (x, y) двовимiрної випадкової
величини вiдома, то за формулою (5.8) можна знайти диференцiальну
функцiю розподiлу f(x, y) цiєї випадкової величини.

Якщо вiдома щiльнiсть iмовiрностей f(x, y) двовимiрної випадкової
величини, то її функцiю розподiлу знаходять за формулою

F (x, y) =

x∫
−∞

y∫
−∞

f(x, y)dxdy, (5.10)

тобто з використанням невласного двократного iнтегралу.

Iмовiрнiсть влучення випадкової точки (X, Y ) в довiльну область D

знаходять за формулою

P ((X, Y ) ∈ D) =

∫∫
D

f(x, y)dxdy. (5.11)
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Диференцiальна функцiя розподiлу f(x, y) задовольняє властивостям:

1. f(x, y) ≥ 0, тобто вона не вiд’ємна;

2. Умовi нормування
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

f(x, y)dxdy = 1.

5.4. Залежнi та незалежнi випадковi величини

Двi випадковi величини незалежнi, якщо закон розподiлу однiєї з них не
залежить вiд того, якi можливi значення прийняла друга величина.

Випадковi величини залежнi, якщо закон розподiлу однiєї величини залежить
вiд того, якi значення прийняла друга величина.

У теорiї iмовiрностей доведено таке твердження.

Теорема 5.1 Щоб випадковi величини X та Y були незалежнi, необхiдно i
достатньо, щоб iнтегральна функцiя системи (X, Y ) дорiвнювала добутку
iнтегральних функцiй кожної з них

F (x, y) = F1(x) · F2(y). (5.12)

Наслiдок. Щоб неперервнi випадковi величини X та Y були незалежними,
необхiдно i достатньо, щоб диференцiальна функцiя системи (X, Y )
дорiвнювала добутку диференцiальних функцiй складових

f(x, y) = f1(x) · f2(y). (5.13)

5.5. Числовi характеристики двовимiрної випадкової величини

Математичне сподiвання двовимiрної випадкової величини (X, Y ) характеризує
координати центру розподiлу випадкової величини. Цi координати у випадку
неперервних величин знаходять за формулами

mx =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

xf(x, y)dxdy; my =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

yf(x, y)dxdy. (5.14)
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Дисперсiї DX та DY характеризують розсiювання випадкової точки (x, y)
вздовж координатних осей та , вiдповiдно. їх знаходять за формулами

Dx =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

x2f(x, y)dxdy −mX
2;

Dy =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

y2f(x, y)dxdy −mY
2.

(5.15)

Для опису двовимiрної випадкової величини крiм математичного сподiвання,
дисперсiї та середнiх квадратичних вiдхилень

σX =
√
DX , σY =

√
DY (5.16)

використовують також iншi характеристики, а саме — кореляцiйний момент
(або коварiацiя)

cov(X, Y ) = KXY = M((X −mx)(Y −my)). (5.17)

Для неперервних величин X та Y

KXY =

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

(x−mx)(y −my)f(x, y)dxdy. (5.18)

Кореляцiя та властивостi коефiцiєнта кореляцiї

Коефiцiєнт кореляцiї вводиться таким чином

rXY =
KXY

σXσY
. (5.19)

Коефiцiєнт кореляцiї є кiлькiсна характеристика залежностi випадкових
величин X та Y i часто використовується в статистицi.

Якщо випадковi величини X та Y дискретнi, то в формулах (5.14)—(5.18)
знаки iнтегралiв замiнюють знаками суми по усiм можливим значенням
випадкових величин.

Означення 5.6 Випадковi величини X та Y звуть некорельованими, якщо
їх кореляцiйний момент або коефiцiєнт кореляцiї дорiвнює нулевi.

Властивостi коефiцiєнта кореляцiї:

1. |rXY | ≤ 1;

2. якщо X та Y незалежнi, то rXY = 0;
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3. якщо мiж X та Y є лiнiйна залежнiсть Y = aX+bY, де a та b — постiйнi,
то |rXY | = 1.

Якщо момент кореляцiї або коефiцiєнт кореляцiї не дорiвнює нулевi, тодi
випадковi величини X та Y — корельованi. Двi корельованi величини
обов’язково залежнi. Але двi залежнi випадковi величини можуть бути
корельованими або некорельованими, тобто їх коефiцiєнт кореляцiї може
дорiвнювати нулевi, а може i не дорiвнювати нулевi.

Iз незалежностi двох величин випливає їх некорельованiсть, але iз
некорельованостi ще не випливає незалежнiсть цих величин. У випадку
нормального розподiлу величин iз некорельованостi випадкових величин
випливає їх незалежнiсть.

5.6. Функцiї випадкової величини та їх характеристики

Означення 5.7 Якщо вказано закон, за яким кожному можливому значенню
випадкової величини X вiдповiдає певне значення випадкової величини Y , то
Y звуть функцiєю X i позначають Y = ϕ(X).

Вiдзначимо, що iнодi рiзним можливим значенням випадкової величини X
вiдповiдають однаковi значення Y.

Однiєю iз можливих задач теорiї iмовiрностей є визначення законiв розподiлу
та числових характеристик функцiй випадкового аргументу, закон розподiлу
якого вiдомий.

Закон розподiлу та числовi характеристики функцiї дискретного
випадкового аргументу

Нехай Y = ϕ(X). Тут аргумент X — дискретна випадкова величина з
можливими значеннями x1, x2, ..., xn iмовiрностi яких дорiвнюють p1, p2, ..., pn
вiдповiдно, тобто X задана законом

X x1 x2 ... xn
P (X) p1 p2 ... pn

Табл. 5.5 — Таблиця розподiлу X
У цьому випадку Y також дискретна випадкова величина з можливими
значеннями y1 = ϕ(x1), y2 = ϕ(x2), ..., yn = ϕ(xn).

Iз подiї «величина X прийняла значення xk» випливає подiя «величина
Y прийняла значення ϕ(xk), тому iмовiрностi можливих значень Y також
дорiвнюють p1, p2, ..., pn. Це означає, що закон розподiлу Y буде мати вигляд
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Y ϕ(x1) ϕ(x2) ... ϕ(xn)

P (Y ) p1 p2 ... pn

Табл. 5.6 — Таблиця розподiлу Y

Математичне сподiвання, дисперсiю та середнє квадратичне вiдхилення
функцiї Y обчислюють за формулами

M(Y ) =
n∑
k=1

ϕ(xk)pk, (5.20)

D(Y ) = M(Y 2)−M(Y )2 =
n∑
k=1

ϕ(xk)
2pk −M(Y )2, (5.21)

σ(Y ) =
√
D(Y ). (5.22)

Початковi та центральнi моменти розподiлу знаходять за формулами

νk =
n∑
i=1

ϕ(xi)
kpi, (5.23)

µk =
n∑
i=1

(ϕ(xi)−M(Y ))kpi. (5.24)

Приклад 5.3 Дискретна випадкова величина задана законом розподiлу

X 1 3 5
P 0.2 0.5 0.3

Табл. 5.7 — Таблиця розподiлу X

Знайти математичне сподiвання функцiї Y = X2 + 1.

Розв’язок задачi. Можливими значеннями Y будуть

y1 = 12 + 1 = 2; y2 = 32 + 1 = 10; y3 = 52 + 1 = 26;

Знаходимо математичне сподiвання Y

M(Y ) = M(X2 + 1) = 2 · 0.2 + 10 · 0.5 + 26 · 0.3 = 13.2.
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Закон розподiлу та числовi характеристики функцiї неперервного
випадкового аргументу

Нехай Y — неперервна випадкова величина, закон розподiлу якої заданий
диференцiальною функцiєю розподiлу (щiльнiсть ймовiрностей) f(x);
випадкова величина Y = ϕ(X).

Якщо ϕ(X) — диференцiйовна функцiя, монотонна на усьому промiжку
можливих значень X, то щiльнiсть розподiлу функцiї Y = ϕ(X) визначають
так

g(y) = f(ϕ−1(y)) ·
∣∣∣dϕ−1(y)

dy

∣∣∣, (5.25)

де ϕ−1(y) — функцiя, обернена по вiдношенню до функцiї ϕ(x).

Якщо ϕ−1 не монотонна функцiя в областi визначення аргументу X, то
обернена функцiя неоднозначна i щiльнiсть розподiлу g(y) визначається як
сума додаткiв, кiлькiсть яких дорiвнює кiлькостi значень оберненої функцiї,
тобто

g(y) =
k∑
i=1

f(ϕ−1
i(y)) ·

∣∣∣dϕ−1
i(y)

dy

∣∣∣. (5.26)

Приклад 5.4 Випадкова величина X розподiлена за нормальним законом
з математичним сподiванням, що дорiвнює нулевi. Знайти закон розподiлу
функцiї Y = X3.

Розв’язок задачi. Згiдно означенню нормального розподiлу неперервної
випадкової величини X та умови прикладу диференцiальна функцiя
розподiлу X має вигляд

f(x) =
1√
2πσ

e−
x2

2σ2 .

Функцiя Y = X3 диференцiйовна,
dY

dx
= 3X2 > 0 тому вона зростає для усiх

x ∈ (−∞,+∞). Отже, можна застосувати формулу (5.25) для знаходження
диференцiальної функцiї розподiлу g(y) випадкової величини Y.

У даному випадку з рiвностi X = Y 1/3 формула (5.25) прийме вигляд

g(y) =
1√
2πσ

e−
y2/3

2σ2 ·
∣∣∣y1/3

dy

∣∣∣ =
e−

y2/3

2σ2

3
√

2πσy2/3
.

Для знаходження математичного сподiвання вiд Y = ϕ(X) можна спочатку
знайти g(y) — диференцiальну функцiю розподiлу величини Y за формулою
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((5.25)) або ((5.26)), а потiм використати формулу

M(Y ) =

+∞∫
−∞

yg(y)dy.

Але бiльш доцiльно знаходити математичне сподiвання функцiї неперервного
випадкового аргументу ϕ(X) безпосередньо за формулою

M(ϕ(X)) =

+∞∫
−∞

ϕ(x)f(x)dx. (5.27)

Приклад 5.5 Неперервна випадкова величина X задана диференцiальною
функцiєю розподiлу

f(x) =

sin(x) при x ∈
(

0,
π

2

)
;

0 при x /∈
(

0,
π

2

)
.

Знайти математичне сподiвання функцiї Y = X2.

Розв’язок задачi. У даному випадку тому за формулою (5.27) одержимо

M(Y ) = M(X2) =

π
2∫

0

x2 sin(x)dx.

Iнтегруючи частинами два рази, одержимо потрiбне математичне сподiвання

π
2∫

0

x2 sin(x)dx = −x2 cos(x)
∣∣∣π2
0

+ 2

π
2∫

0

x cos(x)dx =

2
(
x sin(x)

∣∣∣π2
0
−

π
2∫

0

sin(x)dx
)

= π + 2 cos(x)
∣∣∣π2
0

= π − 2.

(5.28)

Отже, одержали
M(Y ) = N(X2) = π − 2.

Дисперсiю функцiї Y неперервного випадкового аргументу X визначають
звичайним чином D(Y ) = (Y 2)−M 2(Y ), a обчислюють за формулою

D(Y ) = D(ϕ(X)) =

+∞∫
−∞

ϕ2(x)f(x)dx−
( +∞∫
−∞

ϕ(x)f(x)dx
)2

. (5.29)
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У випадку, коли X змiнюється лише в промiжку [a, b], дисперсiю функцiї
Y = ϕ(X) знаходять за формулою

D(Y ) = D(ϕ(X)) =

b∫
a

ϕ2(x)f(x)dx−
( b∫
a

ϕ(x)f(x)dx
)2

. (5.30)

У формулах (5.29) та (5.30) функцiя f(x) — це щiльнiсть iмовiрностей
неперервної випадкової величини X (диференцiальна функцiя розподiлу X).

5.7. Питання для самоперевiрки

• Як визначають випадковi величини, дискретнi та неперервнi випадковi
величини?

• Якими способами можна визначити дискретну випадкову величину?

• Вказати основнi закони розподiлу дискретної випадкової величини та
умови їх використання.

• Як визначаються i що характеризують числовi характеристики
дискретних випадкових величин?

• За якими формулами обчислюють числовi характеристики дискретних
випадкових величин?

• Як визначають функцiю розподiлу та щiльностi iмовiрностей неперервних
випадкових величин? Якi властивостi мають цi функцiї?

• Який iснує зв’язок мiж iнтегральною та диференцiальною функцiями
розподiлу iмовiрностей?

• За якими формулами можна обчислити iмовiрнiсть влучення випадкової
величини в промiжок (, b), використовуючи iнтегральну або диференцiальну
функцiї розподiлу?

• Якi числовi характеристики iснують для неперервних випадкових
величин та що характеризує кожна з них?

• За якими формулами обчислюють числовi характеристики неперервних
випадкових величин?

• Вказати основнi властивостi математичного сподiвання та дисперсiї.

• Вказати основнi закони розподiлу неперервних випадкових величин та
їх вигляд.
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• Чому дорiвнюють числовi характеристики основних законiв розподiлу
дискретних та неперервних випадкових величин?

• За якими формулами треба знаходити iмовiрнiсть влучення випадкової
величини X в промiжок (a, b), якщо X розподiлено за рiвномiрним,
показниковим або нормальним законами?

• Як знайти функцiї розподiлу функцiї Y = ϕ(X), якщо X — дискретна
або неперервна випадкова величина?

• За якими формулами обчислюють числовi характеристики функцiї
дискретного та неперервного випадкового аргументу?

• Як визначають початковi та центральнi моменти, коефiцiєнт кореляцiї та
як пов’язанi поняття кореляцiї, залежностi та незалежностi випадкових
величин?

• Правило 3σ та його використання.
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Роздiл 2

Математична статистика

1. Основнi поняття та статистичний розподiл

1.1. Предмет математичної статистики та її основнi задачi

Математична статистика - це наука, в якiй вивчаються методи реєстрацiї,
опису i аналiзу даних наглядiв i експериментiв з метою побудови моделей
вiрогiдностi масових випадкових явищ.

Предметом математичної статистики є вивчення випадкових подiй,
випадкових величин i процесiв за наслiдками наглядiв, вимiрювань, дослiдiв.
Результати наглядiв, вимiрювань, дослiдiв називатимемо статистичними.

Методи математичної статистики носять абстрактний характер, використовуються
для обробки експериментальних даних будь-якої природи, i тому вони
застосовнi в будь-яких областях науки, технiки, економiки, медицини,
сiльського господарства i т.д.

Можна видiлити двi основнi задачi математичної статистики. Перша задача
- розробка методiв збору, реєстрацiї i угрупування статистичних даних,
одержаних в результатi наглядiв за випадковими процесами. Друга задача
математичної статистики полягає у формуваннi методiв обробки i аналiзу
одержаних вибiркових даних.

Нинi методи математичної статистики широко застосовується у науцi про
великi данi, машинному навчаннi, задачах штучного iнтелекту i т.п. У зв’язку
з цим для розв’язку типових задач математичної статистики у навчальному
посiбнику розглядається технологiя використання такої мови програмування,
як Python 3.*.

Навчальний матерiал, викладений у роздiлi ”Математична статистика”, в ос-
новному базується на використанiй, при пiдготовцi навчального посiбника,
лiтературi [2,3,6,7].
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1.2. Генеральна i вибiркова сукупностi. Статистичний розподiл
вибiрки

Основу дослiджень в математичнiй статистицi, як вже наголошувалося вище,
складають данi наглядiв.

У математичнiй статистицi прийнято оперувати поняттями генеральної i
вибiркової совокупностей. Введемо наступнi визначення.

Означення 1.1 Сукупнiсть всiх належних вивченню однорiдних об’єктiв або
можливих результатiв всiх мислимих наглядiв, що проводяться в незмiнних
умовах над одним об’єктом, називається генеральною сукупнiстю.

Поняття генеральної сукупностi в певному значеннi аналогiчно поняттю
випадкової величини (простору вiрогiдностi, закону розподiлу вiрогiдностi).
Оскiльки поняття генеральної сукупностi i сукупностi всiх значень
випадкової величини пов’язанi з випробуваннями (наглядами) в незмiнних
умовах, то надалi цi поняття не розрiзнятимуться. Тому iнодi в математичнiй
статистицi генеральною сукупнiстю називають безлiч можливих значень
випадкової величини, що вивчається X. Пiд законом розподiлу (розподiлом)
генеральної сукупностi X розумiтимемо закон розподiлу вiрогiдностi
випадкової величини X, а його числовi характеристики називатимемо
числовими характеристиками генеральної сукупностi.

Генеральна сукупнiсть може бути кiнцевою або нескiнченною, залежно вiд
того, кiнцева або нескiнченна сукупнiсть становлячих її елементiв або значень
випадкової величини.

Означення 1.2 Вибiрковою сукупнiстю або вибiркою називається сукупнiсть
об’єктiв, вiдiбраних випадковим чином з генеральної сукупностi.

Бiльш строго вибiрку визначають таким чином. Сукупнiсть незалежних
випадкових величин X1, X2, ..., Xn кожна з яких має той же розподiл, що
i випадкова величина X, називатимемо випадковою вибiркою з генеральної
сукупностi X i записувати (X1, X2, ..., Xn). Самi значення X1, X2, ..., Xn

називають також вибiрковими значеннями випадкової величини X.

Число об’єктiв (наглядiв) в генеральнiй або вибiрковiй сукупностi
називатимемо її об’ємом i позначатимемо вiдповiдно N i n.

Конкретнi значення вибiрки, одержанi в результатi наглядiв (випробувань),
називають реалiзацiєю вибiрки i позначають рядковими буквами x1, x2, ..., xn.

Приклад 1.1 Група з 15 студентiв вiдiбрана iз загального потоку для
тестування по теорiї вiрогiдностi. Кожний iз студентiв, що тестуються, може
набрати вiд 0 до 5 балiв включно. Скласти генеральну i вибiркову сукупностi.
Вказати реалiзацiї вибiрки.
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Розв’язок задачi. Хай Xi — кiлькiсть балiв, набраних i-м i = 1, 2..., 15
студентом. Тодi 0, 1, 2, 3, 4, 5 — всi можливi кiлькостi балiв, набраних одним
студентом, утворюють генеральну сукупнiсть.

Вибiркою буде X1, X2, ..., Xn — результат тестування 15 студентiв.
Реалiзацiями вибiрки можуть бути наступнi набори з 15 чисел:
(3, 5, 0, 1, 4, 2, 5, 1, 3, 5, 4, 4, 3, 5, 3), (2, 4, 0, 1, 0, 5, 3, 3, 5, 4, 2, 5, 5, 3, 0),
(4, 4, 5, 5, 3, 2, 1, 2, 4, 3, 3, 4, 0, 2, 5) i т.д.

Помiтимо, що вибiрку можна розглядати як якийсь емпiричний (статистичний)
аналог генеральної сукупностi. Єство вибiркового методу в математичнiй
статистицi полягає в тому, щоб по певнiй частинi генеральної сукупностi
(вибiрцi) можна судити про властивостi генеральної сукупностi в цiлому.

Для отримання якiсних характеристик генеральної сукупностi необхiдно,
щоб вибiрка була репрезентативною або представницькою, тобто повинна
достатньо повно представляти ознаки генеральної сукупностi, що вивчаються.

З вибору починаються всi статистичнi дослiдження. З теорiї вiрогiдностi
вiдомий вибiр куль з урни. Вiн може бути встановлений в основу визначення
вiдбору (вибору), вживаного в математичнiй статистицi. Замiсть куль
вибираються числа, що становлять кiнцеву генеральну сукупнiсть.

Ранiше наголошувалася найважливiша вимога до вибiрки: бути репрезентативною,
тобто вибiрка повинна представляти всi особливостi генеральної сукупностi.

Iншою вимогою є вимога однорiдностi вибiрки. Це означає, що складання
вибiрки повинне виконуватися в незмiнних умовах. Розрiзняють вибiрки малi
i великi, i вони вiдрiзняються методами обробки.

У статистичнiй практицi прийнято рахувати вибiрку з об’ємом > 30 великий.
Ця межа для n представляється умовною, оскiльки в рiзних задачах можуть
бути свої критерiї.

Будь-яку функцiю випадкової вибiрки в математичнiй статистицi називають
вибiрковою характеристикою. Розподiл цiєї випадкової величини називають
вибiрковим розподiлом.

Вибiрковий розподiл однозначно визначається сумiсним розподiлом випадкових
величин X1, X2, ..., Xn тобто розподiлом випадкової вибiрки. Статистичним
розподiлом вибiрки називають перелiк спостережуваних значень xi i
вiдповiдних їм частот ni або вiдносних частот ωi.

Пояснимо це поняття. Хай з генеральної сукупностi витягнута вибiрка,
причому значення x1 спостерiгалося n1 раз x2 - n2 раз ... xk - nk раз, тодi n1 +
n2 + ...+ nk = n — об’єм вибiрки. В цьому випадку спостережуванi значення
x1, x2, ..., xn iнодi називають варiантами, а числа наглядiв n1, n2, ..., nk,
називають частотами, їх вiдносини до об’єму вибiрки ω1 =

n1

n
, ω2 =

n2

n
, ...,
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ωk =
nk
n

— вiдносними частотами.

Вiдмiтимо, що сума вiдносних частот рiвна одиницi ω1 + ω2 + ...+ ωk = 1.

Приклад 1.2 Перейти вiд частот до вiдносних частот в наступному розподiлi
виботки з об’ємом n = 20
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Табл. 1.1

xi 2 6 12
ni 3 10 7

Розв’язок задачi. Введемо вiдноснi частоти

ω1 =
3

20
= 0.15; ω1 =

10

20
= 0.50; ω3 =

7

20
= 0.35. (1.1)

Отримаємо наступний розподiл виборки

Табл. 1.2

xi 2 6 12
ωi 0.15 0.50 0.35

Нехай N — об’єм генеральної сукупностi, Ni — число елементiв генеральної
сукупностi iз значення ознаки xi. Позначимо через K i k — число
елементiв вiдповiдно генеральною i вибiрковою сукупнiстями надiленими
даною властивiстю. Середнi арифметичнi розподiли ознакив генеральнiй i
вибiрковiй сукупностях називаються генеральною и вибiрковою середнiми
i позначаються xa i xâ вiдповiдно. Дисперсiю цих розподiлiв називають
генеральною i вибiрковою дисперсiями i позначаються σa2 i σâ2 вiдповiдно.

Вiдношення числа елементiв генеральної i вибiркової сукупнiстей, надiлених
певнми ознаками, до їх об’мiв називаються генеральною и вибiрковою
частинами i позначаються i ωa2 i ωâ2 вiдповiдно.

Указанi характеристики визначаються формулами, якi приведенi в Таблицi

Табл. 1.3
``````````````````
Характер.

Сукупностi Генеральна сукупнiсть Вибiрка

Середня Xa =

K∑
i=1

xiNi

N
X â =

k∑
i=1

xini

n

Дисперсiя σa
2 =

K∑
i=1

(xi −Xa)
2Ni

N
σâ

2 =

K∑
i=1

(xi −X â)
2ni

N

Доля ωa =
K

N
ωâ =

k

n
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1.3. Варiацiйнi i статистичнi ряди та їх графiчне зображення

Перш нiж перейти до аналiзу одержаних в результатi експерименту
статистичних даних, звичайно проводять їх попередню обробку, яка включає
впорядкування, угрупування i графiчне представлення статистичних даних.

Операцiя розташування статистичних даних по неубуванню називається їх
ранжируванням. Одержана таким чином послiдовнiсть чисел x(1), x(2), ..., x(n),
де x(1) ≤ x(2) ≤ ... ≤ x(n) є варiацiйний ряд вибiрки.

Означення 1.3 Варiацiйним рядом називається послiдовнiсть елементiв
вибiрки, розташованих в неубуваючому поряду. Однаковi елементи
повторюються. Запис варiацiйного ряду має такий вигляд: x(1), x(2), ..., x(n).

Елементи варiацiйного ряду називаються упорядковими статистиками.
Мiнiмальний i максимальний елементи вибiрки называются крайнiми або
екстремальними елементами варiацiйного ряду: xmin = x(1), xmax = x(n).

Приклад 1.3 В результатi п’яти повторних незалежних спостережень,
наприклад, вимiрювання тиску в газовому балонi, одержали наступнi
результати:

x1 = 10.4; x2 = 9.5; x3 = 10.7; x4 = 9.3; x5 = 10.1;

Для представленої вибiрки варiацiйний ряд має вигляд:

x(1) = 9.3; x(2) = 9.5; x(3) = 10.1; x(4) = 10.4; x(5) = 10.7;

Приклад 1.4 В результатi тестування група з 24 чоловiк набрала наступнi
бали:

4; 0; 3; 4; 1; 0; 3; 1; 0; 4; 0; 0; 3; 1; 0; 1; 1; 3; 2; 3; 1; 2; 1; 2.

Побудувати варiацiйний ряд.

Рох’язок задачi. Ранжируємо початковий ряд:

0; 0; 0; 0; 0; 0; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 2; 2; 2; 3; 3; 3; 3; 3; 4; 4; 4.

Одержали варiацiйний ряд.

Означення 1.4 Статистичним рядом вибiрки або просто статистичним
рядом називається послiдовнiсть рiзних елементiв вибiрки x1, x2, ..., xk,
розташованих в зростаючому порядку з вказiвкою частот n1, n2, ..., nk, з
якими цi елементи мiстяться у вибiрцi.

Статистичний ряд звичайно записують в видi таблицi.
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Табл. 1.4

xi x1 x2 ... xk
ni n1 n2 ... nk

Для варiацiйного ряду з попереднього прикладу статистичним рядом буде
таблиця:

Табл. 1.5

xi 0 1 2 3 4
ni 6 7 3 5 3

Розрiзняють дискретнi i iнтервальнi статистичнi ряди. Статистичний
ряд називається дискретним, якщо вiн представляет собою вибiрку
значень дискретної випадкової величини. Статистичний ряд називається
iнтервальним (неперервним), якщо вiн є вибiркою неперервної випадкової
величини.

Iнтервальний статистичний ряд є совокупность промiжкiв ∆1,∆2, ...,∆k i
вiдповiдних їм частот n1, n2, ..., nk. Пiд частотами тут розумiється сума чисел
спостережень, що потрапили в даний напiвiнтервал. Вважається, що каждый
промiжок (напiвiнтервал) мiстить свою лiву межу i лише останнiй промiжок
i свою праву межу. Якщо вибiркове значення (варiанта) знаходиться на межi,
то його приєднують до правого iнтервалу. При такiй угодi кожне вибiркове
значення мiститиметься в одному i лише одному промiжку ∆i.

У результатi iнтервальний статистичний ряд можна представити следуючою
таблицею.

Табл. 1.6

Iнтервал ∆i [x1, x2) [x2, x3) ... [xk, xk+1)

Частота ni n1 n2 ... nk

Iнодi у верхньому рядку таблицi указують не iнтервал, а його середину xc, а
в нижньому рядку замiсть частоти ni записують вiдносну частоту ωi =

ni
n
.

Дискретний статистичний ряд в деяких випадках представляется сукупнiстю
варiантiв (групованих спостережуваних значень) i не частот ni, а вiдносних
частот ωi. Вiдмiтимо також, що довжини hi = h iнтервалiв частiше
за все беруть однаковими. В цьому випадку iнтервальний статистичний
ряд називається статистичним наряду з рiвновiддаленими варiантами. Тодi
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довжина iнтервалу h буде рiвною: h = x2 − x1 = x3 − x2 = ... = xk+1 − xk.
Приклад 1.5 В результатi тестування група студентiв набрала наступнi
бали: 4; 2; 2; 0; 1; 3; 5; 2; 1; 5; 4; 4; 3; 0; 1. На основi представленої вибiрки
скласти: a) варiацiйний ряд; b) статистичний ряд.

Рох’язок задачi. a) Проведемо ранжирування спостережуваних значень: 0;
0; 1; 1; 1; 2; 2; 2; 3; 3; 4; 4; 4; 5; 5. Одержали варiацiйний ряд даної вибiрки.

b) Пiдрахуємо частоти ni i вiдноснi частоти ωi варiантiв x1 = 0, x2 = 1,
x3 = 2, x4 = 3, x5 = 4, x6 = 6. Вони будуть рiвними таким значенням: n1 = 2,

n2 = 3, n3 = 3, n4 = 2, n5 = 3, n6 = 2 i ω1 =
2

15
, ω2 =

3

15
, ω3 =

3

15
, ω4 =

2

15
,

ω5 =
3

15
, ω6 =

2

15
. У результатi одержимо наступний статистичний розподiл

вибiрки або так званий дискретний статистичний ряд:

Табл. 1.7

xi 0 1 3 3 4 5
ni 2 3 3 2 3 1

Табл. 1.8

xi 0 1 3 3 4 5

ωi
2

15

3

15

3

15

2

15

3

15

2

15

де
6∑
i=1

ni = 15,
6∑
i=1

ωi = 1 — умови нормування.

Для наочностi уявлення використовують графiчнi изображения статистичних
рядiв у виглядi полiгону, гiстограми i кумуляты.

Полiгон служить, як правило, для зображення дискретних статистических
рядiв. Полiгон можна будувати як для частот ni, так i для вiдносних частот
ωi.

Полiгон частот є ламаною, сполучаючою точки площини з координатами
(x1, n1), (x2, n2), ..., (xk, nk). Полiгiн вiдносних частот є ламаною, яка з’єднує
точки площини з координатами (x1, ω1), (x2, ω2), ..., (xk, ωk).

Для даних з таблицi 5.5 побудуємо полiгон частот (див. перший рис. 1.1). Для

побудови в даному прикладi полiгону вiдносних частот знайдемо ωi : ω1 =
6

24
,

ω2 =
7

24
, ω3 =

3

24
, ω4 =

5

24
, ω5 =

3

24
. Тодi полигiн вiдносних частот матиме

вигляд зображений на другому рис. 1.1. Для iнтервального (безперервного)
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Рис. 1.1 — Полигiни частот та вiдносних частот

статистичного ряду можна побудувати полiгон частот, узявши середини
iнтервалiв як значень x1, x2, ..., xk.

Iнтервальнi статистичнi ряди частiше изображают у виглядi гiстограми.

Гiстограми частот служать тiльки для представлення iнтервальних
статистичних результатiв i мають вигляд ступiнчатої структури, яка
складається з прямокутникiв з основою h для iнтервалiв, i висотами рiвними
вiдношенню

ni
n

що є щiльнiсть вiдносної частоти. Очевидно, що площа
гiстограми частот рiвна об’єму вибiрки, а площа гiстограми вiдносних частот
рiвна одиницi.

Гiстограми вiдносних частот є аналогом диференцiальної функцiї розподiлу
або щiльностi розподiлу p(x) випадкової величини.

Приклад 1.6 Для iнтервального статистичного ряду маємо:

Табл. 1.9

Iнтервали [150;156) [156;162) [162;168) [168;174) [174;180) [174;180]
Частоти 4 5 6 7 5 3

Треба побудувати гiстограму вiдносних частот.

Роз’язок задачi. Обчислимо об’єм вибiрки i вiдноснi частоти

n =
6∑
i=1

ni = 4 + 5 + 6 + 7 + 5 + 3 = 30;

ω1 =
4

30
= 0.13; ω2 =

4

30
= 0.17; ω3 =

6

30
= 0.20;

ω4 =
7

30
= 0.23; ω5 =

5

30
= 0.17; ω6 =

3

30
= 0.10.

Тут довжина iнтервалу h = 156 − 150 = 6. Далi обчислимо висоти hi
прямокутникiв схiдчастої фiгури по формулi hi =

ωi
h

:

h1 =
0.13

6
= 0.022; h2 =

0.17

6
= 0.028; h3 =

0.20

6
= 0.033;

h4 =
0.23

6
= 0.048; h5 =

0.17

6
= 0.028; h6 =

0.10

6
= 0.017;

Побудуємо гiстограму вiдносних частот (див. рис. 1.2): Сума площ
прямокутникiв рiвна одиницi:

h
ω1

h
+ h

ω2

h
+ ...+ h

ω6

h
= 1
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Рис. 1.2 — Гiстограма вiдносних частот

З’єднавши середини верхнiх пiдстав прямокутникiв вiдрiзками прямої,
одержимо полiгон вiдносних частот того ж розподiлу.

Як наголошувалося ранiше, гiстограма частот являється статистичним
аналогом щiльностi розподiлу iмовiрностi p(x) випадкової величини. Графiк
функцiї p(x) приведений на рис. 1.2.

Кумулятивна крива або кумулята — це крива накопичених частот або
накопичених вiдносних частот.

Якщо статистичний ряд дискретний, то кумулята є ламаною лiнiєю, вiдрiзки
якої сполучають точки з координатами xi, niнак або xi, ωiнак, i = 1, 2, ..., n.

Для iнтервального варiацiйного ряду така ламана починається з точки
абсциса якої дорiвнає началу першого iнтервалу, а ордината — накопленiй
частотi або вiдноснiй частотi, рiвнiй нулю. Iншi точки цiєї ламаної
вiдповiдають кiнцям iнтервалiв.

Накопиченою частотою ni
нак називають число варiантiв iз значенням,

менших xi. Накопичена частота визначається послiдовним пiдсумовуванням
частот, тобто niнак =

∑
k<i

= nk.

Аналогiчно визначається накопичена вiдносна частота ωiнак =
ni
нак

ni
.

Приклад 1.7 Для статистичного ряду, заданого таблицею, необхiдно
побудувати кумулятивну криву:
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Табл. 1.10

xi 1 2 3 4 5 6
ni 2 3 6 8 22 9

Роз’язок задачi. Задано дискретний статистичний ряд. Складемо таблицю,
що мiстить рядки накопичених частот niнак i накопичених вiдносних частот

ωi
нак, попередньо знайшовши вiдноснi частоти. Тут n =

6∑
i=1

ni = 50. Зведемо

все в таблицю

Табл. 1.11

xi 1 2 3 4 5 6
ni 2 3 6 8 22 9

ni
нак 2 5 11 19 41 50
ωi 0.04 0.06 0.12 0.16 0.44 0.18

ωi
нак 0.04 0.10 0.22 0.38 0.82 1.00

Будуємо кумулятивнi кривi накопичених частот i накопичених вiдносних
частот (див. рис. 1.3):

Як видно з малюнка кумулятивнi кривi niнак i ωiнак можуть вiдрiзнятися
мiж собою тiльки масштабом, тому достатньо будувати одну кумулятивну
криву.

1.4. Емпiрична функцiя розподiлу та її властивостi

Нехай є статистичний розподiл частот деякої ознаки X. Позначимо через
n загальну кiлькiсть спостережень, тобто об’єм вибiрки; nx — кiлькiсть
спостережень, при яких спостерiгались ознаки X менше x. Тодi вiдносна
частота (або частiсть) подiї X < x дорiвнює

nx
n
. Якщо x змiнюється, то

може змiнюватись вiдносна частота, тобто
nx
n

є функцiя вiд x. Ця функцiя
знаходиться емпiричним (дослiдним) шляхом, тому її називають емпiричною.

Означення 1.5 Емпiричною функцiєю розподiлу (або функцiєю розподiлу
вибiрки) називають функцiю F ∗(x), яка визначає для кожного значення x
частiсть подiї X < x.

Математично це означення має вигляд

F ∗(x) =
nx
n
,
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Рис. 1.3 — Кумулята накопичених частот та накопичених вiдносних частот

де nx — кiлькiсть варiант, якi менше вiд x, n — об’єм вибiрки.

Таким чином, щоб знайти, наприклад, F ∗(x3), треба кiлькiсть варiант, що
менше x3, подiлити на об’єм вибiрки, тобто

F ∗(x3) =
n1 + n2

n
.

Iнтегральну функцiю розподiлу F (x) генеральної сукупностi у математичнiй
статистицi називають теоретичною функцiєю розподiлу. Вона вiдрiзняється
вiд емпiричної функцiї розподiлу F ∗(x) тим, що визначає iмовiрнiсть подiї
X < x, а не частiсть цiєї подiї.

З теореми Бернуллi випливає, що частiсть

F ∗(x) =
nx
n

подiї X < x

прямує до iмовiрностi
F (x) = P (X < x)

цiєї подiї. Тому F (x) та F ∗(x) мало вiдрiзняються одна вiд одної.

Доцiльно використовувати F ∗(x) для наближеного представлення функцiї
розподiлу F (x) генеральної сукупностi.

Емпiрична функцiя розподiлу F ∗(x) має такi властивостi

1. 0 ≤ F ∗(x) ≤ 1;

2. F ∗(x) — зростаюча функцiя.
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3.

F ∗(x) =

0 при x ≤ x1;

1 при x > xm,

де x1 — найменша варiанта, xm — найбiльша варiанта.

Приклад 1.8 Знайти емпiричну функцiю розподiлу за статистичним
розподiлом вибiрки

Табл. 1.12

xi 2 6 10
ni 12 18 30

та побудувати її графiк.

Розв’язок задачi. Об’єм цiєї вибiрки буде n = 12 + 18 + 30 = 60. Найменша
варiанта дорiвнює 2, тому F ∗(x) = 0 для x ≤ 2 Найбiльша варiанта дорiвнює
10, тому F ∗(x) = 1 для x ≥ 10. Значення x ≤ 6, тобто X = (x1 = 2),

спостерiгалось 12 разiв, тому F ∗(x) =
12

60
= 0.2 при 2 < x ≥ 6.

Значення X < 10, тобто X = (x1 = 2) та X = (x2 = 6) спостерiгались

12+18=30 разiв, тому F ∗(x) =
30

60
= 0.5 при 6 < x ≤ 10. Тобто, простий

статистичний розподiл частоти, що заданий Таблицею 1.12, замiнюється
згрупованим розподiлом частоти (див. Таблицю 1.13).

Табл. 1.13

Варiанта xi Частота ni Варiанта xi Накоп.частота Fi
x ≤ 2 0 менше нiж 2 0

2 < x ≤ 6 12 менше нiж 6 12
6 < x ≤ 10 18 менше нiж 10 30

10 < x 30 бiльше нiж 10 60
Разом 60

Тут же побудований розподiл накопиченої частоти. Таким чином, одержали
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емпiричну функцiю розподiлу вигляду

F ∗(x) =



0 при x ≤ 2;

0.2 при x < 2 ≤ 6;

0.5 при 6 < 2 ≤ 10;

1 при x > 10,

Графiк цiєї функцiї зображено на рис. 1.4. Цей графiк можна розумiти як

Рис. 1.4 —

наближений графiк теоретичної функцiї розподiлу F (x).

Встановимо зв’язок мiж емпiричною функцiєю розподiлу F ∗(x) i функцiєю
накопичених частот Fi. Як слiдує з Таблицi 1.12 емпiрична функцiя
розподiлу F ∗(x) визначається як кусково-постiйна функцiя, рiвна значенню
накопиченої вiдносної частоти

F ∗(x) =
nx
n

=
Fx
n
,

на кожному класi iнтервалiв

Ji = (ximin, ximax), 1 = 1, 2, ..., k.

1.5. Питання для самоперевiрки

• Який об’єкт в математичнiй статистицi називається генеральною
сукупнiстю?

• Яким чином будується вибiркова сукупнiсть?
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• Що таке варiацiйним ряд?

• Що таке статистичний ряд вибiрки i чим вiн вiдрiзняється вiд
варiацiйного рядн?

• Як будується iнтервальний статистичний ряд?

• Якi графiчнi зображення статистичних рядiв використовуються
математичнiй статистицi?

• Що таке емпiрична функцiя розподiлу та якi її головнi властивостi?

• Який iснує зв’язок мiж емпiричною функцiєю розподiлу i функцiєю
накопичених частот?

2. Статистичнi оцiнки параметрiв розподiлу

2.1. Основнi вимоги до статистичних оцiнок

У багатьох випадках треба дослiдити кiлькiсну ознаку X генеральної
сукупностi, використовуючи результати вибiрки. Часто для цього достатньо
знати наближенi значення математичного сподiвання M(X), дисперсiю
D(X), середньоквадратичне вiдхилення σ(X), початковi або центральнi
моменти випадкової величини X.

Iнодi з деяких мiркувань вдається встановити закон розподiлу X. Тодi
треба вмiти оцiнювати параметри цього закону розподiлу. Наприклад,
вiдомо, що випадкова величина X розподiлена рiвномiрно; треба по даних
вибiрки наближено знайти вiдрiзок, в якому знаходяться значення випадкової
величини X.

Якщо X розподiлена у генеральнiй сукупностi за нормальним законом, то її
щiльнiсть iмовiрностей має вигляд

f(x) =
1

σ
√

2π
e−

(x−a)2

2σ2 .

Необхiдно оцiнити (знайти наближенi значення) параметра a, який дорiвнює
M(X), та σ, який дорiвнює σ(X). Цi параметри повнiстю визначають
нормальний розподiл X.

Якщо X розподiлена за законом Пуассона, то необхiдно оцiнювати лише один
параметр a, яким цей розподiл визначається.

Дослiдник має у своєму розпорядженнi лише данi вибiрки, одержанi в
результатi спостережень. Саме через цi данi i треба виразити потрiбний
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параметр випадкової величини X генеральної сукупностi.

Означення 2.1 Статистичною оцiнкою невiдомого параметра випадкової
величини X генеральної сукупностi (теоретичного розподiлу X) називають
функцiю вiд випадкових величин (результатiв вибiрки), що спостерiгаються.

Щоб статистичнi оцiнки давали найкращi наближення параметрiв, вони
повиннi задовольняти певним вимогам. Розглянемо цi вимоги.

Нехай θ∗ є статистична оцiнка невiдомого параметра θ теоретичного
розподiлу.

Припустимо, що за вибiркою об’єму n знайдена оцiнка θ∗1. При iнших вибiрках
того ж об’єму одержимо деякi iншi оцiнки θ∗2, θ

∗
3, ..., θ

∗
m. Саме оцiнку θ∗

можна розглядати як випадкову величину, а числа θ∗2, θ∗3, ..., θ∗m як її можливi
значення.

Якщо числа θ∗k(k = 1, 2, ...,m) будуть бiльшi значення θ, тодi оцiнка θ∗

дає наближене значення θ з надлишком. У цьому випадку математичне
сподiвання випадкової величини θ∗ буде бiльше θ, M(θ∗) > θ. Якщо ж θ∗

дає оцiнку θ з недостачею, тодi M(θ∗) < θ.

Таким чином, використання статистичної оцiнки, математичне сподiвання
якої не дорiвнює параметру θ, приводить до систематичних (одного знака)
похибок.

Вимога M(θ∗) = θ застерiгає вiд систематичних похибок.

Означення 2.2 Статистичну оцiнку θ∗ параметра θ називають незсунутою,
якщо M(θ∗) = θ. Оцiнку θ∗ називають зсунутою, якщо ця рiвнiсть не
виконується.

Вимога про незсунутiсть оцiнки θ∗ є недостатньою тому, що можливi значення
θ∗ можуть бути сильно розсiянi вiд свого середнього значення, дисперсiя
D(θ∗) може бути великою. Тодi знайдена за даними однiєї вибiрки оцiнка,
наприклад, θ∗k може набагато вiдрiзнятись вiд середнього значення θ∗, отже
i вiд параметра θ.

Якщо D(θ∗) буде малою, тодi можливiсть допустити велику помилку буде
виключена. Тому до статистичної оцiнки виникає вимога про її ефективнiсть.

Означення 2.3 Ефективною називають таку статистичну оцiнку θ∗ яка при
заданому об’єму n має найменшу можливу дисперсiю.

При розгляданнi вибiрки великого об’єму n → ∞ до статистичних оцiнок
пред’являють вимогу їх обгрунтованостi.

Означення 2.4 Обгрунтованою називають статистичну оцiнку, яка при n→
∞ прямує за iмовiрнiстю до оцiнюваного параметра.

Наприклад, якщо дисперсiя незсунутої оцiнки при n → ∞ прямує до нуля,
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то оцiнка буде i обгрунтованою.

2.2. Числовi характеристики вибiркової сукупностi

Вибiрковi характеристики

У доповнення до табличних та графiчних методiв представлення даних
наступним найважливiшим засобом обробки даних є обчислення їх числових
характеристик. Найважливiшi з них: середнє значення, дисперсiя, середнє
квадратичне вiдхилення (стандартне вiдхилення).

Цi характеристики можуть бути обчисленi за даними, що знаходяться у
вибiрцi або за даними, що входять у кiнцеву генеральну сукупнiсть.

Числовi характеристики, обчисленi по вибiрцi або тi, що використовуються
для опису даних вибiрки, називають статистиками.

Числовi характеристики, обчисленi по генеральнiй сукупностi або тi, що
використовуються для опису даних генеральної сукупностi, називають
параметрами.

По аналогiї з математичним сподiванням, дисперсiєю та середнiм квадратичним
вiдхиленням дискретної випадкової величини визначають вибiрковi характеристики,
замiнюючи при цьому iмовiрностi pi частостями вибiрки

ni
n
.

Але у статистицi застосовують ще iншi числовi характеристики.

Означення 2.5 Простою середньоарифметичною вибiрки називають суму
варiант вибiрки, подiлену на об’єм вибiрки. Її позначають

xa =
1

n

m∑
i=1

xi,

де xi, i = 1, 2, ...,m — варiанти вибiрки, n — об’єм вибiрки.

Означення 2.6 Вибiрковою середньою або зваженою середньоарифметичною
називають середню арифметичну варiант вибiрки з врахуванням їх частостей
i позначають

xB =
1

n

m∑
i=1

nixi, (2.1)

де n — об’єм вибiрки, m — число рiзних варiант, n1, n2, ..., nm — частоти
варiант (n = n1 + n2 + ...+ nm), xi — значення i-тої варiанти.

Вибiркова середня є аналогом математичного сподiвання i використовується
дуже часто. Вона може приймати рiзнi числовi значення при рiзних вибiрках
однакового об’єму.
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Тому можна розглядати розподiли (теоретичний та емпiричний) вибiркової
середньої та числовi характеристики цього розподiлу (цей розподiл називають
вибiрковим).

Основнi властивостi вибiркової середньої

1. При множеннi усiх варiант вибiрки на однаковий множник вибiркова
середня також множиться на цей множник

1

n

m∑
i=1

ni(cxi) =
c

n

m∑
i=1

nixi = cxB.

2. Якщо додати (вiдняти) до всiх варiант вибiрки однакове число, то
вибiркова середня зростає (зменшується) на це число

1

n

m∑
i=1

ni(xi + c) =
1

n

m∑
i=1

nixi +
c

n

m∑
i=1

ni = xB + c.

Цi властивостi можна поєднати в одну формулу, яку називають формулою
моментiв

µ =
k

n

m∑
i=1

ni
xi − c
k

(2.2)

i використовують у статистицi.

Означення 2.7 Якщо ввести умовну варiанту

ui =
xi − c
k

,

то формула моментiв (5.5) приймає простий вигляд

xB =
k

n

m∑
i=1

niui + c.

Означення 2.8 Степеневою середньою вибiрки називають таку середню,
яку знаходять за формулою

xC =
1

n

( m∑
i=1

nixi
α
) 1
α

. (2.3)

При α = 1 одержимо формулу (9.1), тобто вибiркову середню.
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При α = 2 одержимо середньоквадратичну вибiрки

x2 =

√√√√1

n

m∑
i=1

nixi
2.

При α = −1 одержуємо середню гармонiчну

x−1 =

√√√√√ n
m∑
i=1

ni
xi

.

Середню гармонiчну застосовують у тому випадку, коли шуканий показник
є величина, що обернена середньому значенню ознаки.

При α = 0 вираз (2.3) буде невизначеним. Застосовуючи логарифмування та
правило Лопiталя розкриття невизначеностi, одержимо середню геометричну

xg = (x1
n1 · x2

n2 · ... · xmnm·)
1
n

Ця середня обчислюється лише при умовi, що усi варiанти є додатнi xI > 0,
i = 1, 2, ...,m.

Середня геометрична застосовується у статистицi для визначення темпу
зростання при дослiдженнi змiн ознаки з часом.

Обрання тiєї чи iншої середньої для характеристики розподiлу пов’язано з
якiсним аналiзом цього розподiлу.

Крiм вказаних степеневих середнiх, у статистицi застосовуються ще
структурнi середнi, якi не залежать вiд значень варiант, що розташованi на
краях розподiлу, а пов’язанi з рядом частот.

До структурних середнiх вiдносять моду та медiану. Нагадаємо, що модою
називають значення варiанти, яка має найбiльшу частоту.

Означення 2.9 Вибiрковою дисперсiєю DB називають середню квадратiв
вiдхилення варiант вiд вибiркової середньої з врахуванням вiдповiдних
частостей

DB =
1

n

m∑
i=1

ni(xi − xB)2. (2.4)

Обчислення вибiркової дисперсiї спрощується, якщо її знаходити за
формулою

DB =
1

n

m∑
i=1

nixi
2 −

(1

n

m∑
i=1

nixi

)2

=
1

n

m∑
i=1

nixi
2 − (xB)2. (2.5)

Означення 2.10 Вибiрковим середньоквадратичним вiдхиленням (стандартом)
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називають квадратний корiнь iз вибiркової дисперсiї

σB =
√
DB. (2.6)

Вибiркова дисперсiя дає заниженi значення для дисперсiї D(X) генеральної
сукупностi, вона буде зсунутою оцiнкою D(X). Але математичне сподiвання
DB буде

M(DB) =
n− 1

n
D(X).

Тому вибiркову дисперсiю доцiльно виправити таким чином, щоб вона стала
незсунутою оцiнкою. Для цього достатньо DB помножити на дрiб

n

n− 1
.

Виправлену вибiркову дисперсiю позначають

S2 =
n

n− 1
DB =

1

n− 1

m∑
i=1

ni(xi − xB)2. (2.7)

Тодi виправленим середньоквадратичним вiдхиленням вибiрки буде S =√
S2.

Iз формул (2.4) та (2.7) випливає, що при досить великих n (об’єм вибiрки)
вибiркова дисперсiяDB та виправлена вибiркова дисперсiя S2 рiзняться дуже
мало. Тому в практичних задачах виправлену дисперсiю S2 та виправлене
середньоквадратичне вiдхилення вибiрки S використовують лише при об’ємi
вибiрки n < 30.

Приклад 2.1 Вибiркова сукупнiсть задана таблицею

Табл. 2.1

xi 1 2 3 4
ni 20 15 10 5

Знайти вибiрковi характеристики.

Розв’язок задачi. У даному випадку об’єм вибiрки дорiвнює

n = 20 + 15 + 10 + 5 = 50.

За формулою (9.1) знаходимо вибiркову середню

xB =
1

50
(1 · 20 + 2 · 15 + 3 · 10 + 4 · 5) =

100

50
= 2.

За формулою (2.4) знаходимо вибiркову дисперсiю

DB =
1

50
((1− 2)2 · 20 + (2− 2)2 · 15 + (3− 2)2 · 10 + (4− 2)2 · 5) =

50

50
= 1.
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За формулою (2.6) знаходимо вибiркове середньоквадратичне вiдхилення
(стандарт)

σB =
√

1 = 1.

Обчислення вибiркових характеристик методом добуткiв

Як правило, обчислення xB та DB за формулами (9.1) та (2.4) або (2.5)
проводиться з використанням комп’ютерної технiки. Часто розрахунки
можна спростити, використовуючи метод добуткiв, в основi якого лежать
рiвновiддаленi варiанти та наступна розрахункова таблиця

Табл. 2.2

1 2 3 4 5 6
xk nk uk nk · uk nk · uk2 nk · (uk + 1)2

Дамо необхiднi пояснення до цього методу

Алгоритм методу добуткiв

1. У перший стовпчик таблицi записують рiвновiддаленi варiанти xk
вибiрки, розмiщуючи їх у зростаючому порядку.

2. У другий стовпчик таблицi записують вiдповiднi частоти nk варiант.
Суму усiх елементiв цього стовпчика (об’єм вибiрки n) записують у
останню клiтинку цього стовпчика.

3. Третiй стовпчик мiстить умовнi варiанти uk вибiрки. Для знаходження
умовних варiант вибiрки треба:
— значення варiанти вибiрки з найбiльшою частотою C обрати за
умовний нуль. Це значення варiанти називається модою;
— знайти рiзницю h мiж будь-якими двома сусiднiми варiантами;
— обчислити умовнi варiанти вибiрки за формулою

uk =
xk − C
h

. (2.8)

Вiдмiтимо, що умовнi варiанти завжди будуть цiлими числами.

4. У четвертий стовпчик записують добутки частот та вiдповiдних умовних
варiант nk ·uk. Суму елементiв стовпчика записують в останню клiтинку
цього стовпчика.
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5. Знаходять добутки частот та квадратiв умовних варiант nk · uk2 i

записують їх у п’ятий стовпчик. Суму елементiв стовпчика
m∑
i=k

nkuk
2

записують в останню клiтинку цього стовпчика.

6. Знаходять добутки частот та квадратiв умовних варiант, збiльшених на
одиницю, nk(uk + 1)2 i записують їх у шостий контрольний стовпчик.

Суму елементiв стовпчика
m∑
i=k

nk(uk+1)2 записують в останню клiтинку

цього стовпчика.

7. Перевiряють обчислення так: сума елементiв шостого стовпчика повинна
задовольняти тотожнiсть

m∑
i=k

nk(uk + 1)2 =
m∑
i=k

nk · u2
k + 2

m∑
i=k

nk · uk + n. (2.9)

8. Обчислюють умовнi моменти за формулами

M1
∗ =

1

n

m∑
i=k

nk · uk; M2
∗ =

1

n

m∑
i=k

nk · uk2. (2.10)

9. Обчислюють вибiрковi середню та дисперсiю за формулами

xB = M1
∗ · h+ C; DB =

(
M2
∗ − (M1

∗)2
)
· h2. (2.11)

2.3. Статистичнi моменти розподiлу

Визначимо аналогiчно початковому та центральному моментам розподiлу iз
теорiї iмовiрностей деякi числовi характеристики вибiрки.

Означення 2.11 Моментом порядку k називають середнє значення k-го
степеня рiзницi xi − C.
При C = 0 одержимо початковий момент порядку k вибiрки

ν∗k =
1

n

m∑
i=1

(xi − xB)k.

Моменти порядку k та умовнi моменти M1
∗ та M2

∗ якi обчислюють за
формулами 2.10, часто використовують у статистицi.

У випадку згрупованої вибiрки припускається, що всяке значення варiанти,
що потрапило в даний клас iнтервалiв, дорiвнює середньому значенню
варiанти в цьому класi.
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1. Вибiркове середнє обчислюється по формулi

xB =
1

n

k∑
i=1

nix̃i (2.12)

де n — об’єм вибiрки, x̃ — середнє значення варiанти на класi, i ni —
частота i-того класу iнтервалiв, k — кiлькiсть класiв.

2. Для дисперсiї маємо формулу

DB =
1

n

k∑
i=1

ni(x̃i − xB)2 (2.13)

i формулу для обчислень

DB =
1

n

k∑
i=1

nix̃i
2 − (xB)2. (2.14)

Для виправленої дисперсiї маємо формулу

S2 =
1

n− 1

k∑
i=1

ni(x̃i − xB)2

i формулу для обчислень

S2 =
1

n− 1

k∑
i=1

nix̃i
2 − 1

n(n− 1)

( k∑
i=1

nix̃i

)2

або

S2 =
1

n− 1

k∑
i=1

nix̃i
2 − n

n− 1
(x̃B)2.

Приклад 2.2 Обчислити числовi характеристики вибiрки згрупованого
розподiлу частот середньомiсячної платнi спiвробiтникiв фiрми N (див.
Таблицю 2.3).

Табл. 2.3

Платня (класи iнтервалiв) Частота ni
280–290 1
290–300 10
300–310 14
310–320 14
320–330 25
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330–340 16
340–350 7
350–360 4
360–370 7
370–380 0
380–390 2
Разом: 100

Табл. 2.4

Платня (середнє в класi) x̃i Частота ni
285 1
295 10
305 14
315 14
325 25
335 16
345 7
355 4
365 7
375 0
385 2

Разом: 100

Перейдемо вiд Таблицi 2.3 до Таблицi 2.4, замiнивши класи iнтервалiв на
середнi значення варiант в класi. Користуючись даними з Таблицi 2.4, за
формулою (2.12) отримуємо

xB =
1

100
(285 · 1 + 295 · 10 + ...+ 385 · 2) = 325.6 грн.

Порiвнюючи отримане значення вибiркової середньої xB = 325.6 грн. iз
точним значенням xB = 324.3 грн. бачимо що вони вiдрiзняються незначним
чином. Помилка виникла за рахунок округлення всiх варiант у класi до
середнього значення. Проте, як показує практика, помилка, що вноситься
при цьому, незначна.

Далi, за формулами (2.13), (2.14) отримаємо

DB = 439.64 грн2.
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Для середньоквадратичного вiдхилення маємо

σB =
√

439.64 = 20.07 грн.

Згiдно iз запровадженої вище термiнологiї xB, DB, σB, S
2 є статистиками.

Як видно з формул (2.13) i (2.14) дисперсiя є мiрою розсiювання варiант
у вибiрцi навколо їхнього середнього значення. Пояснимо це на наступному
прикладi.

Приклад 2.3 Обстеженi по 65 випадкiв виплати страхових сум двома
страховими компанiями N i R за деякий перiод часу. За одиницю виплати
прийнята деяка стандартна сума. Виплата може приймати будь-якi значення
вiд 0 до 4. Знак «мiнус» перед числом означає, що виплату робить страхова
компанiя, а знак «плюс» — що компанiя отримує страховий внесок. Треба
пiдрахувати числовi характеристики цих вибiрок.

Розподiл частот виплат страхових сум обох компанiй наведено у Таблицях
2.5 та 2.6.

Табл. 2.5

Страховий внесок Частота
-4 1
-3 4
-2 9
-1 16
0 25
1 16
2 9
3 4
4 1

Разом: 65

Табл. 2.6

Страховий внесок Частота
-2 1
-1.5 5
-1 8
-0.5 17
0 23
0.5 17
1 8
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1.5 5
2 1

Разом: 65

Пiдрахуємо вибiркове середнє xB(N) i xB(R) для обох компанiй

xB(N) =
1

65
(−4 · 1− 3 · 4− 2 · 9− 1 · 16 + 0.25 + 1 · 16 + 2 · 9 + 3 · 4 + 4 · 1) = 0,

xB(R) =
1

65
(−4 · 1− 3 · 5− 2 · 8− 1 · 17 + 0.23 + 1 · 17 + 2 · 8 + 3 · 4 + 4 · 1) = 0.

Пiдрахуємо вибiрковi дисперсiї DB(N) i DB(R)

DB(N) =
1

65
(1 · 42 + 4 · 32 + 9 · 22 + 16 · 12) =

208

65
= 3.2,

DB(R) =
1

65
(1 · 42 + 5 · 32 + 4 · 8 + 1 · 17) =

55

65
= 0.85.

Полiгон частот обох розподiлiв зображень на рис.2.1. З рис. 2.1 видно, що чим
менша дисперсiя, тим у бiльш вузькому iнтервалi данi вибiрки групуються
навколо свого середнього значення (у нашому випадку xB = 0).

Рис. 2.1 — Полiгон частот розподiлiв для компанiй N та R

2.4. Питання для самоперевiрки

• Що називається статистичною оцiнкою невiдомого параметра випадкової
величини?
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• Яку статистичну оцiнке невiдомого параметра називають зсунутою?

• Яку статистичну оцiнке невiдомого параметра називають ефективною?

• Яку статистичну оцiнке невiдомого параметра називають обгрунтованою?

• Якi числовi характеристики, що використовуються для опису даних
вибiрки називають статистиками?

• Якi основнi властивостi вибiркової середньої

• Яким чином у математичнiй мтатистицi визначають моду та медiану?

• Що називається у математичнiй мтатистицi виправленим середньоквадратичним
вiдхиленням вибiрки?

• Який алгоритм обчислення вибiркових характеристик методом добуткiв?

• Яким чином обчислюється моментом k—го порядку?

• Який алгоритм обчислення числових характеристик вибiрки згрупованого
розподiлу частот?

3. Точковi та iнтервальнi оцiнки

3.1. Загальнi поняття

Означення 3.1 Точковими оцiнками параметрiв розподiлу генеральної
сукупностi називають такi оцiнки, якi визначаються одним числом.

Наприклад, вибiркова середня xB, вибiркова дисперсiя та вибiркове
середньоквадратичне σB — точковi оцiнки вiдповiдних числових характеристик
генеральної сукупностi.

Точковi оцiнки параметрiв розподiлу є випадковими величинами, їх можна
вважати первинними результатами обробки вибiрки тому, що невiдомо, з
якою точнiстю кожна з них оцiнює вiдповiдну числову характеристику
генеральної сукупностi.

Якщо об’єм вибiрки досить великий, то точковi оцiнки задовольняють
практичнi потреби точностi.

Якщо об’єм вибiрки малий, то точковi оцiнки можуть давати значнi
похибки, тому питання точностi оцiнок у цьому випадку дуже важливе i
використовують iнтервальнi оцiнки.

Означення 3.2 Iнтервальною називають оцiнку, яка визначається двома
числами — кiнцями iнтервалу.
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Iнтервальнi оцiнки дозволяють встановити точнiсть та надiйнiсть оцiнок.

Нехай знайдена за даними вибiрки статистична оцiнка θ∗ буде оцiнкою
невiдомого параметра θ.

Ясно, що θ∗ тим точнiше визначає θ чим менше абсолютна величина рiзницi
θ − θ∗.
Iншими словами, якщо δ > 0 i |θ − θ∗| < δ тодi меншому δ вiдповiдає бiльш
точна оцiнка. Тому число δ характеризує точнiсть оцiнки.

Але статистичнi методи не дозволяють категорично стверджувати, що оцiнка
θ∗ задовольняє нерiвнiсть |θ − θ∗| < δ.

Таке твердження можна зробити лише з iмовiрнiстю γ.

Означення 3.3 Надiйнiстю (довiрчою iмовiрнiстю) оцiнки параметра θ за θ∗

називають iмовiрнiсть
γ = P (|θ − θ∗| < δ), (3.1)

з якою виконується нерiвнiсть |θ − θ∗| < δ.

Найчастiше число γ задається наперед i, залежно вiд обставин, воно дорiвнює
0.95 або 0.99 або 0.999.

Формулу (3.1) можна записати у виглядi

P (θ∗ − δ < θ < θ∗ + δ) = γ. (3.2)

З цiєї рiвностi випливає, що iнтервал (θ∗ − δ, θ∗ + δ) мiстить невiдомий
параметр θ генеральної сукупностi.

Означення 3.4 Iнтервал (θ∗ − δ, θ∗ + δ) називають довiрчим, якщо вiн
покриває невiдомий параметр θ iз заданою надiйнiстю γ.

Кiнцi довiрчого iнтервалу є випадковими величинами.

3.2. Довiрчий iнтервал для оцiнки математичного сподiвання
нормального розподiлу

Нехай кiлькiсна ознака X генеральної сукупностi розподiлена за нормальним
законом, середньоквадратичне вiдхилення σ вiдомо. Треба знайти довiрчий
iнтервал, що покриває математичне сподiвання a генеральної сукупностi iз
заданою надiйнiстю γ.

Згiдно iз властивiстю нормально розподiленої випадкової величини X маємо

P (|θ − θ∗| < δ) = P (θ∗ − δ < θ < θ∗ + δ) =

Φ
(a+ δ − a

σ

)
− Φ

(a− δ − a
σ

)
= Φ

( δ
σ

)
− Φ

(
− δ

σ

)
.

(3.3)
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Оскiльки iнтегральна функцiя Лапласа Φ є непарна, то одержимо

P (|X − a| < δ) = 2Φ
( δ
σ

)
.

Але xB випадкова величина, M(xB) = a, σ(xB) =
σ√
n
, тому при замiнi X на

xB, σ на
σ√
n

одержимо

P (|X − a| < δ) = 2Φ
(δ · √n

σ

)
= 2Φ(t), (3.4)

де

t =
δ ·
√
n

σ
, δ =

t · σ√
n
.

Використовуючи формули (3.4) та (3.2), одержимо

P
(
xB −

t · σ√
n
< a < xB +

t · σ√
n

)
= 2Φ(t) = γ, (3.5)

тобто з надiйнiстю γ довiрчий iнтервал(
xB −

t · σ√
n
, xB +

t · σ√
n

)
покриває невiдомий параметр a. Точнiсть оцiнки буде

δ =
t · σ√
n
. (3.6)

Число t визначається iз рiвностi

2Φ(t) = γ, Φ(t) =
γ

2
(3.7)

з використанням таблицi значень iнтегральної функцiї Лапласа.

З формули (3.6) випливає, що при зростаннi об’єму вибiрки n число δ
зменшується, а це означає, що точнiсть оцiнки збiльшується. Коли надiйнiсть
γ збiльшується, функцiя Φ(t) зростає i згiдно з її властивiстю зростає t i, як
наслiдок, зростає δ. Отже, збiльшення надiйностi оцiнки зменшує її точнiсть.

Приклад 3.1 Випадкова величина розподiлена за нормальним законом з
параметром σ = 2. Зроблена вибiрка об’єму n = 25. З надiйнiстю γ = 0.95
знайти довiрчий iнтервал невiдомого параметра a цього розподiлу.

Розв’язок задачi. Iз рiвностi

Φ(t) =
γ

2
, γ = 0.475.
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З таблицi iнтегральної функцiї Лапласа Φ знайдемо число t = 1.96. Тодi за
формулою (3.6) точнiсть оцiнки буде

δ =
t · σ√
n

=
2 · 1.96√

25
= 0.784.

Отже, довiрчий iнтервал буде (xB − 0.784, xB + 0.784). Якщо xB = 2.8, то з
надiйнiстю 95% iнтервал (2.016,3.584) покриває параметр a = 2.8 з точнiстю
до 0.8.

Знаходження об’єму вибiрки. Нехай ознака X генеральної сукупностi
розподiлена за нормальним законом з параметром σ i треба знайти об’єм
вибiрки n, який iз заданою точнiстю δ та надiйнiстю γ дозволить знайти
оцiнку параметра a. Iз формули (3.6) одержуємо рiвнiсть

t =
δ
√
n

σ

з якої випливає
n =

(tσ
δ

)2

. (3.8)

Для надiйностi γ, використовуючи (3.7) та таблицю значень iнтегральної
функцiї Лапласа, знайдемо вiдповiдне число t. Тепер t, δ та σ вiдомi, тому за
формулою (3.8) можна знайти потрiбний об’єм вибiрки.

Приклад 3.2 Випадкова величина розподiлена за нормальним законом з
параметром σ. Знайти мiнiмальний об’єм n вибiрки, щоб з надiйнiстю γ та
точнiстю δ виконувалась рiвнiсть xB = a, якщо σ = 0.5, γ = 0.95, δ = 0.1.

Розв’язок задачi. Для γ = 0.95, згiдно з формулою (3.7) маємо

Φ(t) = 0.475, t = 1.96.

Використовуючи формулу (3.8), знайдене t та заданi σ, δ одержуємо

n =
(1.96 · 0.5

0.2

)2

= 9.82 = 96.04.

Отже, мiнiмальний об’єм вибiрки n = 96.

Якщо невiдоме середньоквадратичне вiдхилення σ ознаки X генеральної
сукупностi, то використовують розподiл Стьюдента, можна також в
формулах (3.4)–(3.5), (3.8) замiсть σ використати σB.

3.3. Питання для самоперевiрки

• Якi оцiнками називається точковими оцiнками параметрiв розподiлу
генеральної сукупностi?
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• Якi точковi оцiнки називають iнтервальними?

• Як визначається надiйнiсть оцiнки невiдомого параметра?

• Який алгоритм визначення довiрчого iнтервалу?

• Який алгоритм знаходження об’єму вибiрки, якщо генеральна
сукупность розподiлена за нормальним законом з вiдомим стандартним
вiдхиленням?

4. Обробка вибiрки методом найменших квадратiв

4.1. Основнi поняття

Припустимо, що нам вiдома функцiональна залежнiсть мiж випадковими
величинами Y та X вигляду

Y = f(X, a1, a2, ..., am)

з невiдомими параметрами a1, a2, ..., am.

Наприклад, можна розглядати залежнiсть мiж собiвартiстю продукцiї
(ознака Y ) та об’ємом продукцiї (ознака X) деякої кiлькостi однотипних
пiдприємств.

Звичайно при зростаннi об’єму продукцiї X собiвартiсть Y повинна спадати.
Але ця залежнiсть не є однозначною. Внаслiдок рiзних причин при випуску
однакового об’єму продукцiї собiвартiсть її на рiзних пiдприємствах буде
неоднаковою.

Нехай внаслiдок n незалежних випробувань одержанi варiанти ознак Y та
X, якi оформленi у статистичнiй таблицi вигляду

Табл. 4.1

Випробування 1 2 ... k ... n
X x1 x2 ... xk ... xn
Y y1 y2 ... yk ... yn

Для знаходження оцiнок параметрiв функцiональної залежностi a1, a2, ..., am
за даними вибiрки застосуємо метод найменших квадратiв. Цей метод
базується на тому, що найiмовiрнiшi значення параметрiв a1, a2, ..., am повиннi
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давати мiнiмум функцiї

S =
n∑
k=1

(
yk − f(xk, a1, a2, ..., am)

)2

. (4.1)

Якщо функцiя f(xk, a1, a2, ..., am) має неперервнi частиннi похiднi вiдносно
невiдомих параметрiв a1, a2, ..., am то необхiдною умовою iснування мiнiмуму
функцiї S буде система m рiвнянь з m невiдомими

∂S

∂ak
= 0, k = 1, 2, ...,m.

Знаходження функцiональної залежностi мiж випадковими величинами
X та Y з використанням даних випробувань (або вибiрки) називають
вирiвнюванням емпiричних даних вздовж кривої yk = f(xk, a1, a2, ..., am).

Нижче розглянемо детальнiше оцiнки параметрiв лiнiйної та параболiчної
функцiональної залежностей, якi використовуються найчастiше.

4.2. Оцiнка параметрiв лiнiйної функцiї

Нехай мiж випадковими величинами X та Y iснує лiнiйна функцiональна
залежнiсть

Y = aX + b, (4.2)

параметри a та b якої невiдомi. Згiдно з формулою (4.2) маємо

S =
n∑
k=1

(yk − (axk + b))2. (4.3)

Ця функцiя S неперервно диференцiйовна, тому згiдно з необхiдними
умовами iснування мiнiмуму S повиннi виконуватись рiвностi

∂S

∂a
= 0,

∂S

∂b
= 0.

У нашому випадку цi рiвностi мають вигляд
n∑
k=1

(yk − (axk + b))xk = 0;

n∑
k=1

(yk − (axk + b)) = 0;
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або 
a

n∑
k=1

xk
2 + b

n∑
k=1

xk =
n∑
k=1

xkyk;

a
n∑
k=1

xk + bn =
n∑
k=1

yk.

Виписана система є неоднорiдною лiнiйною системою двох рiвнянь вiдносно
двох невiдомих a та b. За правилом Крамера можна знайти єдиний розв’язок
цiєї системи у виглядi

a =

( n∑
k=1

xk

)
·
( n∑
k=1

yk

)
− n

n∑
k=1

xkyk

( n∑
k=1

xk

)2

− n
n∑
k=1

x2
k

; (4.4)

b =

( n∑
k=1

xk

)
·
( n∑
k=1

xkyk

)
−
( n∑
k=1

xk
2
)
·
( n∑
k=1

yk

)
( n∑
k=1

xk

)2

− n
n∑
k=1

x2
k

; (4.5)

Якщо кiлькiсть значень xk та yk велика, то обчислення параметрiв a та b
за формулами (4.4), (4.5) ускладнюється. Для спрощення обчислень початок
розрахункiв величин xk переносять у середнє значення усiх xk, тобто у точку

xa =
1

n

n∑
k=1

xk.

Тодi пiсля деяких промiжних викладок одержують

a =

n∑
k=1

(xk − xa)yk

n∑
k=1

(xk − xa)2

; b =
1

n

n∑
k=1

yk − axa. (4.6)

Формули (4.6) дозволяють визначити параметри a та b лiнiйної функцiональної
залежностi (4.2) шляхом обчислення простiшим, нiж за формулами (4.4),
(4.5).



118

4.3. Оцiнка параметрiв параболiчної функцiональної залежностi

Нехай мiж випадковими величинами X та Y iснує функцiональна залежнiсть
вигляду

Y = aX2 + bX + c. (4.7)

Методом найменших квадратiв на основi даних випробувань знайдемо
значення невiдомих параметрiв a, b, c. Тепер формула (4.1) буде мати вигляд

S =
n∑
k=1

(yk − (axk
2 + bxk + c))2. (4.8)

Необхiднi умови iснування мiнiмуму функцiї S є рiвностi нулю частиних
похiдних першого порядку

∂S

∂a
= −2

n∑
k=1

(yk − ax2 − bxk − c)xk2 = 0;

∂S

∂b
= −2

n∑
k=1

(yk − ax2 − bxk − c)xk = 0;

∂S

∂c
= −2

n∑
k=1

(yk − ax2 − bxk − c) = 0.

Цю систему можна записати у виглядi

a

n∑
k=1

xk
4 + b

n∑
k=1

xk
3 + c

n∑
k=1

xk
2 =

n∑
k=1

xk
2yk;

a
n∑
k=1

xk
3 + b

n∑
k=1

xk
2 + c

n∑
k=1

xk =
n∑
k=1

xkyk;

a
n∑
k=1

xk
2 + b

n∑
k=1

xk + cn =
n∑
k=1

yk.

(4.9)

Система (4.9) є неоднорiдною лiнiйною системою трьох рiвнянь з невiдомими
a, b, c. Розв’язок цiєї системи можна знайти рiзними методами (матричним, за
правилом Крамера, методом Гаусса-Жордана), а його вигляд буде громiздкий
при досить великiй кiлькостi випробувань n.

Система (4.9) та її розв’язок значно спрощуються, коли значення xk
рiвновiддаленi (x2 − x1 = x3 − x2 = ... = xn − xn−1) та виконується умова

n∑
k=1

xk = 0,
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яку можна одержати за допомогою нового аргументу

zk = xk − xa, xa =
1

n

n∑
k=1

xk.

Припустимо, що вказанi умови виконуються, тодi замiсть системи (4.9)
одержимо систему 

a
n∑
k=1

xk
4 + c

n∑
k=1

xk
2 =

n∑
k=1

xk
2yk;

b
n∑
k=1

xk
2 =

n∑
k=1

xkyk;

a
n∑
k=1

xk
2 + cn =

n∑
k=1

yk.

Розв’язок цiєї системи можна знайти за формулами

a =

n

n∑
k=1

xk
2yk −

( n∑
k=1

xk
2
)( n∑

k=1

yk

)
n

n∑
k=1

xk
4 −

( n∑
k=1

xk
2
)2

;

b =

n
n∑
k=1

xkyk

n∑
k=1

xk
2

;

c =

( n∑
k=1

xk
4
)( n∑

k=1

yk

)
−
( n∑
k=1

xk
2
)( n∑

k=1

xk
2yk

)
n

n∑
k=1

xk
4 −

n∑
k=1

xk
2.

Приклад 4.1 Застосовуючи метод найменших квадратiв, скласти рiвняння
параболи (4.7), яка проходить найближче до точок

xi –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4
yi 6 3 1 0.3 –0.1 –0.2 0 0.2 1

Табл. 4.2 — Параметри задачi
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Розв’язок задачi. У даному випадку значення xi рiвновiддаленi

n = 9;
n∑
k=1

xk = −4− 3− 2− 1 + 0 + 1 + 2 + 3 + 4 = 0

i виконуються умови, якi дозволяють знаходити параметри a, b, c за
спрощеними формулами. Тому, пiдставивши значення xi та yi з таблицi у
цi формули, одержимо

a =
9 · 144.81− 60 · 11.2

9 · 708− 3600
=

1303− 672

6312− 3600
=

631.29

2712
= 0.20003;

b =
−24− 9− 2− 0.3− 0.2 + 0.6 + 4

60

−30.9

60
= −0.515;

c =
708 · 11.2− 60 · 144.81

2712
=
−759

2712
= −0.27987.

тому що
9∑

k=1

xk
2yk = 144.81;

9∑
k=1

xk
4 = 708;

9∑
k=1

xk
2 = 60;

9∑
k=1

yk = 11.2;
9∑

k=1

xkyk = −30.9.

Таким чином, рiвнянням шуканої параболи буде

Y = 0.20003 ·X2 − 0.515 ·X − 0.27987.

4.4. Питання для самоперевiрки

• Як визначають статистичнi оцiнки числових характеристик та умови їх
незсунутостi, ефективностi, обґрунтованостi?

• Вказати числовi характеристики вибiрки та формули, за якими їх
обчислюють.

• Якi властивостi має вибiркова середня?

• Як визначають степеневу середню вибiрки, середню квадратичну,
середню гармонiчну та середню геометричну вибiрки?

• Що називають вибiрковим середньо-квадратичним вiдхиленням?

• В яких випадках використовують виправлену вибiркову дисперсiю i як
вона пов’язана iз вибiрковою дисперсiєю?

• В яких випадках обчислюють характеристики вибiрки методом
добуткiв? Який порядок дiй при використаннi цього методу?
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• Якi статистичнi оцiнки називають точковими, iнтервальними? В яких
випадках використовують iнтервальнi оцiнки та що вони дозволяють
встановити?

• Який порядок дiй знаходження довiрчого iнтервалу для оцiнки
математичного сподiвання нормального розподiлу при вiдомому та
невiдомому ?

• Як знаходять об’єм вибiрки, який iз заданими точнiстю та надiйнiстю
дозволить знайти оцiнку математичного сподiвання нормально розподiленої
випадкової величини?

• Маємо криву y = f(x, a1, a2, ..., am). Що називають вирiвнюванням
емпiричних даних вздовж цiєї кривої?

• Яка суть методу найменших квадратiв знаходження невiдомих
параметрiв функцiональної залежностi випадкових величин?
Якi дiї та в якiй послiдовностi треба виконати при застосуваннi цього
методу?

5. Статистична перевiрка гiпотез

5.1. Статистичнi гiпотези та їх рiзновиди

Часто необхiдно знати закон розподiлу генеральної сукупностi. Якщо закон
розподiлу невiдомий, але є мiркування для припущення його певного вигляду
A, наприклад, розподiл рiвномiрний, показниковий або нормальний, тодi
висувають гiпотезу:

Генеральна сукупнiсть розподiлена за законом A.

У цiй гiпотезi йде мова про вигляд невiдомого розподiлу.

Iнодi закон розподiлу генеральної сукупностi вiдомий, але його параметри
(числовi характеристики) невiдомi. Якщо є мiркування припустити, що
невiдомий параметр θ дорiвнює певному значенню θ0 то висувають гiпотезу:
θ = θ0. Ця гiпотеза вказує на припущену величину параметра вiдомого
розподiлу.

Можливi також iншi гiпотези: про рiвнiсть параметрiв двох рiзних розподiлiв,
про незалежнiсть вибiрок, про те, що у листопадi 2031 року буде кiнець свiту,
та багато iнших.

Означення 5.1 Статистичними називають гiпотези про вигляд розподiлу
генеральної сукупностi або про параметри вiдомих розподiлiв.

Наприклад, статистичними будуть гiпотези:
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• генеральна сукупнiсть розподiлена за нормальним законом;

• дисперсiї двох сукупностей, розподiлених за законом Пуассона, рiвнi мiж
собою.

Вiдомо, що на творчi можливостi людей впливають не тiльки гени та умови
життя, але й космос. Розглянемо гiпотези:

• значна частина народжених у першому пiврiччi має краще розвинену
лiву частину мозку, яка здiйснює логiчне мислення;

• значна частина людей, народжених у другому пiврiччi, має краще
розвинену праву частину мозку, яка здiйснює образне мислення.

Цi гiпотези не статистичнi, бо в них не йде мова нi про вигляд, нi
про параметри розподiлу. Але для вказаної ситуацiї можна сформулювати
декiлька статистичних гiпотез.

Разом з припущеною гiпотезою завжди можна розглядати протилежну
їй гiпотезу. Якщо припущена гiпотеза була вiдхилена, тодi має мiсце
протилежна гiпотеза. Отже, цi гiпотези доцiльно вiдрiзняти.

Означення 5.2 Основною (нульовою) називають припущену гiпотезу i
позначають H0.

Означення 5.3 Альтернативною (конкурентною) називають гiпотезу, що
суперечить основнiй гiпотезi, її позначають H1.

Наприклад, якщо H0 : M(X) = 6, то H1 : M(X) /∈ 6.

Гiпотези можуть мiстити тiльки одне або бiльше одного припущення.

Означення 5.4 Гiпотезу звуть простою, якщо вона мiстить лише одне
припущення.

Наприклад, якщо λ — параметр показникового розподiлу, то гiпотеза H0 :
λ = 5 буде проста.

Означення 5.5 Гiпотезу називають складною, якщо вона складається iз
скiнченої або нескiнченої кiлькостi простих гiпотез.

Наприклад, гiпотеза H0 : математичне сподiвання нормального розподiлу
дорiвнює 2 — складна гiпотеза тому, що середнє квадратичне вiдхилення σ
невiдоме i може приймати будь-яке значення.

Гiпотеза H : показниковий розподiл має параметр λ > 2 складається iз
нескiнченої множини гiпотез Hk : λ = ck, де ck > 2, k = 1, 2, ....
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5.2. Похибки перевiрки гiпотез

Статистична гiпотеза, яка висунута, може бути правильною або неправильною,
тому виникає необхiднiсть її перевiрки.

Перевiрка гiпотези здiйснюється за даними вибiрки, тобто статистичними
методами. Тому перевiрку гiпотези за даними вибiрки називають статистичною.

При перевiрцi статистичної гiпотези за даними випадкової вибiрки можна
зробити хибний висновок. При цьому можуть бути похибки першого та
другого роду.

Означення 5.6 Якщо за висновком буде вiдкинута правильна гiпотеза, то
кажуть, що це похибка першого роду.

Означення 5.7 Якщо за висновком буде прийнята неправильна гiпотеза, то
кажуть, що це похибка другого роду.

Вiдмiтимо, що наслiдки цих похибок можуть бути рiзними. Наприклад, якщо
вiдкинути правильну гiпотезу «продовжити будiвництво авiазаводу», то ця
похибка першого роду буде сприяти матерiальним витратам.

Якщо прийняти неправильну гiпотезу «продовжити будiвництво, не
враховуючи можливостi обвалу об’єкту будiвлi», то внаслiдок цiєї похибки
другого роду можуть загинути люди.

Означення 5.8 Iмовiрнiсть здiйснити похибку першого роду позначають a
i називають рiвнем значущостi.

Найчастiше рiвень значущостi приймають рiвним 0.05 або 0.01. Якщо
прийнято рiвень значущостi рiвним 0.05, то це означає, що в п’яти випадках
iз 100 ми ризикуємо одержати похибку першого роду (вiдкинути правильну
гiпотезу).

При контролi якостi продукцiї iмовiрнiсть признати нестандартними
стандартнi вироби називають ризиком виробника, а iмовiрнiсть признати
придатними бракованi вироби називають ризиком споживача.

5.3. Критерiї узгодження для перевiрки гiпотез

Статистичний критерiй перевiрки основної гiпотези

Перевiрку статистичної гiпотези можна здiйснити лише з використанням
даних вибiрки. Для цього слiд обрати, деяку випадкову статистичну
характеристику (вибiркову функцiю), точний або наближений розподiл якої
вiдомий, i за допомогою цiєї характеристики перевiрити основну гiпотезу.

Означення 5.9 Статистичним критерiєм узгодження перевiрки гiпотези
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(або просто критерiєм) називають випадкову величину К, розподiл якої
(точний або наближений) вiдомий i яка застосовується для перевiрки основної
гiпотези.

В цьому означеннi не враховується вид розподiлу статистичної характеристики.
Якщо статистична характеристика розподiлена нормально, то критерiй
позначають не лiтерою K, а лiтерами U або Z. Якщо статистична
характеристика розподiлена за законом Фiшера - Снедекора, то її позначають
F.

У випадку розподiлу статистичної характеристики за законом Стьюдента її
позначають T, а у випадку закону ”χ-квадрат” — χ2..

Наприклад, для перевiрки гiпотез про рiвнiсть дисперсiї двох нормальних
генеральних сукупностей за статистичну характеристику K вибирають
вiдношення виправлених вибiркових дисперсiй

F =
S1

2

S2
2
.

В рiзних дослiдах дисперсiя буде приймати рiзнi, наперед невiдомi значення,
тому ця величина випадкова. Вона розподiлена за законом Фiшера -
Снедекора.

Означення 5.10 Спостереженим значенням критерiю узгодження називають
значення вiдповiдного критерiю, обчислене за даними вибiрки.

Наприклад, якщо за даними вибiрок iз двох нормальних генеральних
сукупностей знайдено виправленi вибiрковi дисперсiї S1

2 = 18 та S2
2 = 6,

тодi спостереженим значенням критерiю узгодження буде

Fexp =
18

3
= 3.

Iснує багато критерiїв узгодження. Наприклад, найбiльш точний (асимптотично)
критерiй Неймана - Пiрсона використовує нерiвностi або вiдношення функцiй
правдоподiбностi.

Критична область

Пiсля обрання певного критерiю узгодження, множину усiх його можливих
значень подiляють на двi пiдмножини, що не перетинаються: одна з них
мiстить значення критерiю, при яких основна гiпотеза вiдхиляється, а друга
- при яких вона приймається.

Означення 5.11 Критичною областю називають сукупнiсть значень
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критерiю, при яких основна гiпотеза вiдхиляється.

Означення 5.12 Областю прийняття гiпотези (областю допустимих
значень) називають множину значень критерiю, при яких гiпотезу
приймають.

Критерiй узгодження K - одновимiрна випадкова величина, усi її можливi
значення належать деякому iнтервалу. Тому критична область та область
прийняття гiпотези також будуть iнтервалами, а це означає, що iснують
точки, якi цi iнтервали вiдокремлюють.

Означення 5.13 Критичними точками (межами) критерiю K називають
точки kkp, якi вiдокремлюють критичну область вiд областi прийняття
гiпотези.

Розрiзняють однобiчну (правобiчну та лiвобiчну) та двобiчну критичнi
областi.

Означення 5.14 Правобiчною називають критичну область, що визначається
нерiвнiстю K > kkp.

Означення 5.15 Лiвобiчною називають критичну область, що визначається
нерiвнiстю K < kkp.

Знаходження критичних областей

Щоб знайти однобiчну критичну область, треба знайти критичну точку kkp.
Для цього задають достатньо малу iмовiрнiсть - рiвень значущостi α, а потiм
шукають критичну точку з врахуванням вимоги

P (K > kkp) = α

у випадку правобiчної критичної областi або

P (K < kkp) = α

у випадку лiвобiчної критичної областi.

У випадку двобiчної критичної областi повинно виконуватись тотожнiсть

P (K < kkp) + P (K > kkp) = α

Для кожного критерiю узгодження є вiдповiднi таблицi, якi дозволяють
знайти таку точку kkp яка задовольняє потрiбну умову.

При знаходженнi критичної областi доцiльно враховувати потужнiсть
критерiю.

Означення 5.16 Потужнiстю критерiю називають iмовiрнiсть належностi
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критерiю критичнiй областi при умовi, що правильна альтернативна гiпотеза.

Iншими словами, потужнiсть критерiю є iмовiрнiсть того, що основна гiпотеза
буде вiдхилена, якщо альтернативна гiпотеза правильна.

Якщо рiвень значущостi α вже обрано, то критичну область доцiльно
будувати так, щоб потужнiсть критерiю була максимальною. Виконання цiєї
вимоги забезпечує мiнiмальну iмовiрнiсть похибки другого роду.

Єдиний спосiб одночасного зменшення iмовiрностей похибок першого та
другого роду це є збiльшення об’єму вибiрки.

Порядок дiй при перевiрцi статистичних гiпотез

Для перевiрки правильностi основної статистичної гiпотези H0 необхiдно:

1. визначити гiпотезу H1, альтернативну до гiпотези H0;

2. обрати статистичну характеристику перевiрки;

3. визначити допустиму iмовiрнiсть похибки першого роду, тобто рiвень
значущостi α;

4. знайти за вiдповiдною таблицею критичну область (критичну точку) для
обраної статистичної характеристики.

До критичної областi належать такi значення статистичної характеристики,
при яких гiпотеза H0 вiдхиляється на користь альтернативної гiпотези H1.
Пiдкреслимо, що мiж рiвнем значущостi α та критичною областю iснує такий
зв’язок: якщо гiпотеза H0 правильна, то з iмовiрнiстю значення вибiркової
функцiї будуть належати критичнiй областi.

Так, при перевiрцi гiпотези про рiвнiсть дисперсiй двох нормальних
сукупностей при альтернативнiй

H1 : D(X) > D(Y )

треба знайти спостережене значення критерiя Фiшера-Снедекора, тобто

Fexp =
S1

2

S2
2
,

а потiм з таблицi критичних точок цього розподiлу по заданому рiвню
значущостi α та степенях вiльностi k1 = n1 − 1 та k2 = n2 − 1 знайти
Fkp(α; k1, k2).

Якщо Fexp < Fkp то гiпотеза H0 приймається. Якщо Fexp > Fkp то H0

вiдхиляють.
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5.4. Деякi критерiї перевiрки статистичних гiпотез

Перевiрка гiпотези про рiвнiсть математичних сподiвань нормальних
генеральних сукупностей

Нехай двi нормально розподiленi генеральнi сукупностi мають рiвнi дисперсiї,
а математичнi сподiвання можуть бути рiзними.

Iз сукупностей зробили вибiрку об’єму n1 та n2 i знайшли вибiрковi середнi
x1 та x2, а також виправленi дисперсiї S1 та S2 вiдповiдно.

Потрiбно перевiрити гiпотезу H0 : рiзниця математичних сподiвань цих
сукупностей дорiвнює числу c0

H0 : a1 − a2 = c0

Альтернативна гiпотеза буде

H1 : a1 − a2 6= c0.

Для перевiрки гiпотези в якостi статистичної характеристики (вибiркової
функцiї) вiзьмемо функцiю

νexp =
x1 − x2 − c0√

n1 · S1
2 + n2 · S2

2

n1 + n2 − 2
·
( 1

n1
+

1

n2

) , (5.1)

яка розподiлена за законом Стьюдента з степенями вiльностi, що дорiвнюють
n1 + n2 − 2.

Для заданого рiвня значущостi α можна знайти критичну область для
статистичної характеристики ν з врахуванням альтернативної гiпотези H1.

Приклад 5.1 Пiдприємство виготовляє однаковi деталi двома способами.
Першим способом виготовлено 10 деталей, витрати сировини були такими
1.4, 1.6, 1.2, 1.5, 1.4, 1.6, 1.5, 1.8, 1.1, 1.4. Другим способом виготовлено 6
деталей, витрати сировини були такими 1.8, 1.7, 1.9, 1.3, 1.6, 1.5.

Припускаючи, що дисперсiя витрат сировини однакова, при рiвнi значущостi
α = 0.02 перевiрити гiпотезу

H0 : a1 − a2 = 0

при альтернативнiй гiпотезi

H1 : a1 − a2 6= 0.

Розв’язок задачi. Треба перевiрити гiпотезу про рiвнiсть математичних
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сподiвань двох нормальних генеральних сукупностей. Згiдно з гiпотезою H1

критична область буде двобiчною i визначається умовою

P
(
ν > να

2

)
= P

(
ν < −να

2

)
,

де статистична характеристика ν визначена формулою (5.1).

Степiнь вiльностi дорiвнює

n1 + n2 − 2 = 10 + 6− 2 = 14.

З таблицi критичних значень να
2
для 14 степеней вiльностi одержимо(
να

2

)
kp

= 2.6.

За даними вибiрки можна знайти

x1 = 1.45; S1
2 = 0.04; x2 = 1.63; S4

2 = 0.05.

Тепер за формулою (5.1) одержимо

νexp =
1.45− 1.63√

10 · 0.04 + 6 · 0.05

10 + 6− 2
·
( 1

10
+

1

6

) =
−0.18

0.115
= −1.58.

Отже, νexp не належить до критичної областi, тому гiпотеза H0 може бути
прийнята.

Критерiй дисперсiйного аналiзу

Нехай є N нормально розподiлених генеральних сукупностей з рiвними
дисперсiями та, можливо, з рiзними математичними сподiваннями.

Iз кожної сукупностi робимо вибiрку об’єму

{ni}, i = 1, 2, ..., N,

тодi
N∑
i=1

ni = n — об’єм усiєї вибiрки.

Позначимо j варiанту випадкової величини X з i-тої сукупностi xij. Тодi
середня арифметична вибiрки iз i-тої сукупностi буде

xi =
1

ni

ni∑
j=1

xij, (5.2)
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а середня усiєї вибiрки буде

x =
1

n

N∑
i=1

xini. (5.3)

При рiвнi значущостi α треба перевiрити основну гiпотезу про рiвнiсть
математичних сподiвань розглядаємих сукупностей

H0 : a1 = a2 = ... = aN .

При рiвностi дисперсiй статистична характеристика буде мати розподiл
Фiшера з N − 1 та n − N степенiв вiльностi. Тому в якостi статистичної
характеристики для перевiрки цiєї гiпотези вiзьмемо функцiю

F =

1

N − 1

N∑
i=1

(xi − x)2ni

1

n−N

N∑
i=1

ni∑
j=1

(xij − x)2

. (5.4)

Критичну область у цьому випадку знаходять з урахуванням умови

P (F > fa) = a,

де fa — критичне (i табульоване) значення розподiлу Фiшера.

Приклад 5.2 Є данi про вартiсть (в тис. гривень) проданих трьох видiв
виробiв певним магазином в окремi днi тижня

Табл. 5.1 — Продажа трьох видiв виробiв

вiвторок середа четвер п’ятниця субота
10.2 10.8 10.7 13.0 12.0
11.5 9.8 11.5 13.2 11.5
12.0 12.1 12.0 11.5 11.8

Припускаючи нормальний закон розподiлу одержаної суми кожного дня та
рiвнiсть дисперсiй, перевiрити гiпотезу H0 : a1 = a2 = a3 = a4 = a5 при рiвнi
значущостi α = 0.05.

Розв’язок задачi. Умови прикладу дозволяють застосувати до розв’язання
задачi критерiй дисперсiйного аналiзу.

У цьому випадку маємо

N = 5; ni = 3, i = 1, 2, ..., 5; n = 15.
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За формулами (2) та (3) знаходимо

x1 = 11.2, x2 = 10.8, x3 = 11.4, x4 = 12.6, x5 = 11.8, x = 11.6.

Зробимо обчислення сум, що входять до формули (5.4)

5∑
i=1

(xi − x)2ni = 0.48 + 1.92 + 0.12 + 3 + 0.12 = 5.64, (5.5)

5∑
i=1

3∑
j=1

(xij − x)2 = 1.92 + 0.01 + 0.16 + 1 + 3.24 + 0.25 + 0.81+

0.01 + 0.16 + 1.96 + 2.56 + 0.01 + 0.15 + 0.01 + 0.04 = 12.34.

(5.6)

Тепер за формулою (5.4) знайдемо значення статистичної характеристики

F =

1

4
· 5.64

1

10
· 12.34

= 1.14.

Iз таблицi критичних значень розподiлу Фiшера iз степенями вiльностi N −
1 = 5− 1 = 4 та n−N = 15− 5 = 10 i рiвнем значущостi α = 0.05 знаходимо

Fkp = f0.05 = 3.48.

Одержали, що Fexp = 1.14 < Fkp = 3.48, тому гiпотеза H0 може бути
прийнята.

Критерiй узгодження Пiрсона (χ2)

Критерiй узгодження Пiрсона (χ-квадрат) ефективно використовують для
перевiрки гiпотези про розподiл генеральної сукупностi, тобто що розподiл
випадкової величини має певний функцiональний вираз.

Обмежимось застосуванням цього критерiю для перевiрки гiпотези про
нормальний розподiл генеральної сукупностi.

Нехай вибiрка має такий розподiл об’єму n

Табл. 5.2 — Нормальний розподiл генеральної сукупностi

Варiанти xk x1 x2 ... xm
Частоти nk n1 n2 ... nm

або
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Табл. 5.3 — Нормальний розподiл iнтервалiв

Iнтервали xk (x1, x2) (x2, x3) ... (xm, xm+1)

Частоти nk n1 n2 ... nm

Потрiбно з рiвнем значущостi α перевiрити основну гiпотезу H0 : генеральна
сукупнiсть розподiлена нормально.

Критерiєм перевiрки цiєї гiпотези беруть випадкову величину χ2, яка у рiзних
випробуваннях приймає рiзнi, наперед невiдомi значення.

Критичне значення цiєї випадкової величини залежить вiд рiвня значущостi
α та степенiв вiльностi її розподiлу k

χ2
kp = χ2(α, k.)

Цi критичнi значення табульованi для рiзних α та k.

Для розподiлу генеральної сукупностi за нормальним законом степiнь
вiльностi буде

k = m− 3, (5.7)

де m — кiлькiсть варiант вибiрки або часткових iнтервалiв варiант.

Правило Пiрсона. Щоб при заданому рiвнi значущостi α перевiрити основну
гiпотезу H0 : генеральна сукупнiсть розподiлена нормально, треба

1. обчислити теоретичнi частоти n′k для варiант вибiрки;

2. обчислити спостережене значення критерiя χ2 за формулою

χ2
exp =

m∑
k=1

nk − n
′

k

n
′

k

(5.8)

3. знайти степiнь вiльностi χ2 за формулою (5.7);

4. знайти з таблицi критичну точку χ2
kp яка вiдповiдає заданому рiвню

значущостi α та степенi вiльностi k;

5. порiвняти χ2
exp та χ2

kp зробити висновок

— якщо χ2
exp < χ2

kp, то гiпотезу H0 треба прийняти;

— якщо χ2
exp > χ2

kp то гiпотезу треба вiдхилити.

Приклад 5.3 При рiвнi значущостi α = 0.05 перевiрити гiпотезу про
нормальний розподiл генеральної сукупностi, якщо вiдомi емпiричнi та
теоретичнi частоти
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Табл. 5.4 — Емпiричнi та теоретичнi частоти

nk 6 13 38 74 106 85 30 14
n
′

k 3 14 42 82 99 76 37 13

Розв’язок задачi.У даному випадку теоретичнi частоти n′k заданi, кiлькiсть
варiант вибiрки m = 8. Тому за формулою (5.7) знаходимо k = 8− 3 = 5.

З таблицi критичних точок розподiлу χ2(α, k) α = 0.05 та k = 5 знаходимо
χ2

kp = 11.1.

Для обчислення χ2
exp за формулою (5.8) використаємо розрахункову таблицю

Табл. 5.5 — розрахункову таблиця для обчислення χ2
exp

nk n
′

k nk − n
′

k (nk − n
′

k)
2 (nk − n

′

k)
2

n
′

k

6 3 3 9 3
13 14 -1 1 0.07
38 42 -4 16 0.38
74 82 -8 64 0.78
106 99 7 49 0.49
85 76 9 81 1.07
30 37 -7 49 1.32
14 13 1 1 0.08

В результатi отримаємо χ2
exp = 7.19. Таким чином, χ2

exp = 7.19 <
χ2

kp тому за правилом Пiрсона гiпотезу H0 слiд прийняти. Отже, данi
вибiрки узгоджуються з гiпотезою H0, тому що розбiжнiсть емпiричних та
теоретичних частот незначна.

Знаходження теоретичних частот нормального розподiлу

Згiдно з класичним означенням iмовiрностi

pk =
n
′

k

n
, n

′

k = pk · n, k = 1, 2, ...,m.

Отже, для знаходження теоретичних частот n′k треба знайти iмовiрнiсть

pk = P (X = xk) або pk = P (xk < X < xk+1)

вiдповiдно.

Iмовiрнiсть pk = P (X = xk) можна знайти, використовуючи локальну
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функцiю Лапласа ϕ(x) та данi вибiрки за формулою

pk = P (X = xk) =
h

σB
ϕ(uk),

де
h = xk+1 − xk; uk =

xk − xB
σB

; ϕ(u) =
1

2π
e−

u2

2 ,

варiанти xk рiвновiддаленi.

Iмовiрнiсть pk = P (xk < X < xk+1) можна знайти, використовуючи
iнтегральну функцiю Лапласа Ф(х) за формулою

pk = P (xk < X < xk+1) = Φ
(xk+1 − xB

σB

)
− Φ

(xk − xB
σB

)
.

5.5. Питання для самоперевiрки

• Якi гiпотези називають статистичними, основною та альтернативною,
простою та складною?

• Що таке похибки першого та другого роду перевiрки статистичної
гiпотези?

• Який смисл рiвня значущостi α?

• Що називають статистичним критерiєм, критичною областю та
критичною точкою перевiрки гiпотези?

• Як перевiряють гiпотезу про рiвнiсть дисперсiй двох нормальних
сукупностей?

• Який смисл потужностi критерiя перевiрки гiпотези?

• Вказати порядок дiй при перевiрцi гiпотез.

• Як здiйснюють перевiрку гiпотези про рiвнiсть математичних сподiвань?

• За яким критерiєм здiйснюють перевiрку гiпотези про рiвнiсть
математичних сподiвань N нормально розподiлених сукупностей?

• Коли застосовують критерiй узгодження Персона (χ-квадрат)?

• Як формулюють правило Пiрсона?

• Як знаходять теоретичнi частоти нормального розподiлу для перевiрки
гiпотези за правилом Пiрсона?
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6. Задачi математичної статистики i їх розв’язок з
використанням мови програмування Python

6.1. Функцiї математичної статистики у мовi програмування
Python

Для розв’яку задач математичної статистики з використанням мови
програмування Python [7] необхiдно пiдкючити модуль stats. Для цього,
обмежившись роботою в режимi калькулятора, потрiбно виконати таку
iнструкцiю

>>> from scipy import stats

Модуль stats надає функцiї для обчислення математичної статистики
числових (зi значенням Real) даних.

Модуль не є конкурентом стороннiх бiблiотек, таких як NumPy, SciPy, або
пропрiєтарним повнофункцiональним статистичним пакетам, призначеним
для професiйних статистикiв, таких як Minitab, SAS i Matlab. Вiн
орiєнтований на рiвень графiчних i наукових калькуляторiв.

Якщо явно не вказано iнше, цi функцiї пiдтримують типи даних int, float, Dec-
imal (числа с фiксованою точнiстю) i Fraction (рацiональнi числа (звичайнi
дроби)). Поведiнка з iншими типами (у числовiй вежi чи нi) наразi не
пiдтримується. Колекцiї зi змiшаними типами також не визначенi i залежать
вiд реалiзацiї. Якщо вашi вхiднi данi складаються зi змiшаних типiв, ви
можете використовувати map() для забезпечення узгодженого результату,
наприклад: map(float, input_data).

Цей модуль надає функцiї для обчислення математичної статистики числових
(зi значенням Real) даних.

Середнi та вимiрювання центрального розташування. Цi функцiї
обчислюють середнє або типове значення для генеральної сукупностi або
вибiрки.

• mean() values Середнє арифметичне (’середнє’) даних.

• fmean() values Швидке арифметичне з плаваючою точкою.

• geometric_mean() values Середнє геометричне даних.

• harmonic_mean() values Гармонiйне середнє даних.

• median() values Медiана (середнє значення) даних.

• median_low() values Низька медiана даних.

• median_high() values Висока медiана даних.
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• median_grouped() values Медiана або 50-а процентиль згрупованих
даних.

• mode() values Одиночний режим (найпоширенiше значення) дискретних
або номiнальних даних.

• multimode() values Список режимiв (найпоширенiших значень) дискретних
або номiнальних даних.

• quantiles() values Подiл даних на iнтервали з рiвною ймовiрнiстю.

Цi функцiї обчислюють мiру того, наскiльки генеральна сукупнiсть або
вибiрка схильнi вiдхилятися вiд типових або середнiх значень.

• pstdev() values Популяцiйне стандартне вiдхилення даних.

• pvariance() values Популяцiйна дисперсiя даних.

• stdev() values Стандартне вiдхилення вибiрки даних.

• variance() values Вибiркова дисперсiя даних.

6.2. Властивостi функцiй математичної статистики у мовi
програмування Python

Примiтка. Функцiї не вимагають вiдсортованих даних. Однак для зручностi
читання в бiльшостi прикладiв показано вiдсортованi послiдовностi.

statistics.mean(data) values Повертає вибiркове середнє арифметичне data,
яке може бути послiдовним або iтерованим.

Середнє арифметичне - це сума даних, подiлена на кiлькiсть точок даних.
Його зазвичай називають ”середнiм”, хоча це лише одне з безлiчi рiзних
математичних середнiх. Це показник центрального розташування даних.

Якщо data порожнiй, буде викликано StatisticsError.

Деякi приклади використання функцiй математичної статистики в
режимi калькулятора:

>>> mean([1, 2, 3, 4, 4, 4])
2.8

>>> mean([-1.0, 2.5, 3.25, 5.75])
2.625

>>> from decimal import Decimal as D
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>>> mean([D("0.5"), D("0.75"), D("0.625"), D("0.375")])
Decimal("0.5625")

Примiтка. Середнє значення сильно залежить вiд викидiв i не є надiйною
оцiнкою для центрального мiсця розташування: середнє значення не
обов’язково є типовим прикладом точок даних. Для надiйнiших заходiв при
центральному розташуваннi (див. median() i mode()).

Середнє значення вибiрки дає об’єктивну оцiнку iстинного середнього
значення сукупностi, тож у разi взяття середнього значення за всiма
можливими вибiрками mean(sample) сходиться до iстинного середнього
значення всiєї сукупностi. Якщо data представляє всю генеральну сукупнiсть,
а не вибiрку, то mean(data) еквiвалентний обчисленню iстинного середнього
значення генеральної сукупностi ...

statistics.fmean(data) values Перетворює data в числа з плаваючою комою
i обчислює середнє арифметичне. Працює швидше, нiж функцiя mean(), i
завжди повертає float. data може бути послiдовнiстю або iтерованим об’єктом.
Якщо вхiдна множина даних порожня, виникає StatisticsError.

>>> fmean([3.5, 4.0, 5.25])
4.25

statistics.geometric_mean(data) values Перетворює data в числа з
плаваючою комою i обчислює середнє геометричне.

Середнє геометричне вказує центральну тенденцiю або типове значення data
з використанням добутку значень (на вiдмiну вiд середнього арифметичного,
яке використовує їхню суму).

Викликає StatisticsError, якщо вхiдна множина даних порожня, якщо вона
мiстить нуль або вiд’ємне значення. data може бути послiдовним або
повторюваним.

Нiяких особливих зусиль для досягнення точних результатiв не докладається.
(Однак це може змiнитися в майбутньому.)

>>> round(geometric_mean([54, 24, 36]), 1)
36.0

statistics.harmonic_mean(data) values Повертає гармонiйне середнє data,
послiдовнiсть або iтерований об’єкт дiйсних чисел.

Гармонiйне середнє, iнодi зване середнiм субсуперечливим, є зворотною
величиною арифметичного mean() зворотних величин даних. Наприклад,
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гармонiйне середнє трьох значень a, b i c буде еквiвалентним

3
1

a
+

1

b
+

1

c

.

Якщо одне зi значень дорiвнює нулю, результат буде нульовим.

Гармонiйне середнє - це тип середнього, мiра центрального розташування
даних. Це часто доречно при усередненнi показникiв або спiввiдношень,
наприклад швидкостей.

Припустимо, автомобiль їде 10 км зi швидкiстю 40 км/год, а потiм ще 10 км
зi швидкiстю 60 км/год. Яка середня швидкiсть?

>>> harmonic_mean([40, 60])
48.0

Припустимо, iнвестор купує акцiї кожної з трьох компанiй рiвної вартостi з
коефiцiєнтами P/E (цiна/прибуток) 2.5, 3 i 10. Який середнiй коефiцiєнт P/E
для портфеля iнвестора?

>>> harmonic_mean([2.5, 3, 10]) # Для рiвного iнвестицiйного портфеля.
3.6

StatisticsError виникає, якщо data порожнiй або будь-який елемент менший
за нуль.

Поточний алгоритм має раннiй вихiд, коли вiн зустрiчає нуль на входi. Це
означає, що наступнi вхiднi данi не перевiряються на достовiрнiсть. (Ця
поведiнка може змiнитися в майбутньому.)

statistics.median(data) values Повертає медiанне значення (середнє
значення) числових даних, використовуючи загальний метод "середнього
двох середнiх". Якщо data порожнiй, викликається StatisticsError. data може
бути послiдовним або iтерованим.

Медiана є надiйним показником центрального мiсця розташування i меншою
мiрою залежить вiд наявностi викидiв. Якщо кiлькiсть точок даних непарна,
повертається середня точка даних:

>>> median([1, 3, 5])
3

Коли кiлькiсть точок даних парна, медiана iнтерполюється шляхом взяття
середнього з двох середнiх значень:

>>> median([1, 3, 5, 7])
4.0
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Це пiдходить для випадкiв, коли вашi данi дискретнi, i ви не заперечуєте, що
медiана може не бути фактичною точкою даних.

Якщо данi є порядковими (пiдтримують операцiї сортування), але не
числовими (не пiдтримує додавання), розгляньте можливiсть використання
замiсть них median_low() або median_high().

statistics.median_low(data) values Повертає низьку медiану числових
даних. Якщо data порожнiй, викликається StatisticsError. data може бути
послiдовним або iтерованим.

Низька медiана завжди входить у множину даних. Якщо кiлькiсть
точок даних непарна, повертається середнє значення. Коли вона парна,
повертається менше з двох середнiх значень.

>>> median_low([1, 3, 5])
3

>>> median_low([1, 3, 5, 7])
3

Використовуйте низьку медiану, коли вашi данi дискретнi i ви вiддаєте
перевагу, щоб медiана була фактичною точкою даних, а не iнтерпольованою.

statistics.median_high(data) values Повертає високе середнє значення
даних. Якщо data порожнi, викликається StatisticsError. data може бути
послiдовним або iтерованим.

Висока медiана завжди входить у множину даних. Якщо кiлькiсть
точок даних непарна, повертається середнє значення. Коли вона парна,
повертається бiльше з двох середнiх значень.

>>> median_high([1, 3, 5])
3

>>> median_high([1, 3, 5, 7])
5

Використовуйте високу медiану, коли вашi данi дискретнi i вам потрiбно, щоб
медiана була фактичною точкою даних, а не iнтерпольованою.

statistics.median_grouped(data, interval=1) values Повертає медiанне
значення згрупованих безперервних даних, розраховане як 50-й процентиль,
з використанням iнтерполяцiї. Якщо data порожнiй, викликається Statistic-
sError. data може бути послiдовним або iтерованим.

>>> median_grouped([52, 52, 53, 54])
52.5
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У наступному прикладi данi округленi, так що кожне значення являє собою
середню точку класiв даних, наприклад 1 - це середня точка класу 0.5-
1.5, 2 - середня точка 1.5-2.5, 3 - середня точка 2.5-3.5 тощо. За наведених
даних середнє значення потрапляє десь у клас 3.5-4.5, i для його оцiнки
використовується iнтерполяцiя:

>>> median_grouped([1, 2, 2, 3, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 5])
3.7

Необов’язковий аргумент interval представляє iнтервал класу i за замовчуванням
дорiвнює 1. При змiнi iнтервалу класу природним чином змiнюється
iнтерполяцiя:

>>> median_grouped([1, 3, 3, 5, 5, 7], interval=1)
3.25

>>> median_grouped([1, 3, 3, 5, 7], interval=2)
3.5

Функцiя не перевiряє, чи рознесенi точки даних як мiнiмум на interval.

Деталi реалiзацiї CPython: За деяких обставин median_grouped() може
перетворювати точки даних на плаваючi. Ця поведiнка, ймовiрно, змiниться
в майбутньому.

statistics.mode(data) values Повертає єдину найпоширенiшу точку даних
з дискретного або номiнального data. Режим (якщо вiн iснує) є найбiльш
типовим значенням i слугує мiрою центрального розташування.

Якщо є кiлька режимiв з однаковою частотою, повертає перший iз виявлених
у data. Якщо замiсть цього потрiбно найменший або найбiльший з них,
використовувати min(multimode(data)) або max(multimode(data)). Якщо
вхiдне data порожнє, викликається StatisticsError.

mode приймає дискретнi данi i повертає одне значення. Це стандартне
поводження з режимом, якому зазвичай вчать у школах:

>>> mode([1, 1, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 4])
3

Цей режим унiкальний тим, що це єдина статистика в цьому пакетi, яка також
застосовується до номiнальних (нечислових) даних:

>>> mode(["red "blue "blue "red "green "red "red "red"])
’red’

Змiнено у версiї 3.8: Тепер обробляє мультимодальнi набори даних,
повертаючи перший виявлений режим. Ранiше вiн видавав StatisticsError,
коли виявлялося бiльше одного режиму.
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statistics.multimode(data) values Повертає список значень, якi найчастiше
зустрiчаються, в тому порядку, в якому вони вперше були виявленi в da-
ta. Поверне бiльше одного результату, якщо є кiлька режимiв, або порожнiй
список, якщо data порожнiй:

multimode ( ’ aabbbbbbccddddddeef f f fgg ’ )
[ ’ b ’ , ’d ’ , ’ f ’ ]

>>> multimode ( ’ ’ )
[ { } ]

statistics.pstdev(data, mu=None) values Повертає стандартне вiдхилення
генеральної сукупностi (квадратний корiнь iз дисперсiї генеральної
сукупностi). Див. аргументи та iншi подробицi в pvariance().

>>> pstdev([1.5, 2.5, 2.5, 2.5, 2.75, 3.25, 4.75])
0.986893273527251

statistics.pvariance(data, mu=None) values Повертає дисперсiю генеральної
сукупностi data, непорожню послiдовнiсть або iтерацiю дiйсних чисел.
Дисперсiя, або другий момент вiдносно середнього, є мiрою мiнливостi
(розкиду або дисперсiї) даних. Великий розкид вказує на те, що данi
рознесенi; невелика дисперсiя вказує на те, що вона згрупована близько до
середнього значення.

Якщо вказано необов’язковий другий аргумент mu, зазвичай це середнє
значення data. Його також можна використовувати для обчислення другого
моменту навколо точки, яка не є середнiм значенням. Якщо вiн вiдсутнiй або
None (за замовчуванням), автоматично розраховується середнє арифметичне.

Використовуйте цю функцiю, щоб обчислити дисперсiю для всiєї генеральної
сукупностi. Для оцiнки дисперсiї за вибiркою зазвичай краще використовувати
функцiю variance().

Викликає StatisticsError, якщо data порожнiй.

Приклади:

>>> data = [0.0, 0.25, 0.25, 1.25, 1.5, 1.75, 2.75, 3.25]
>>> pvariance(data)
1.25

Якщо ви вже обчислили середнє значення ваших даних, ви можете передати
його як необов’язковий другий аргумент mu, щоб уникнути перерахунку:

>>> mu = mean(data)
>>> pvariance(data, mu)
1.25



141

Пiдтримуються десятковi розряди та дроби:

>>> from decimal import Decimal as D
>>> pvariance([D("27.5"), D("30.25"), D("30.25"), D("34.5"), D("41.75")])
Decimal(’24.815’))

>>> from fractions import Fraction as F
>>> pvariance([F(1, 4), F(5, 4), F(1, 2)])
Fraction(13, 72)

Примiтка. При виклику для всiєї генеральної сукупностi це дає дисперсiю
сукупностi. Коли замiсть цього викликається вибiрка, це змiщена дисперсiя
вибiрки s?, також вiдома як дисперсiя з N ступенями свободи.

Якщо ви якимось чином знаєте справжнє середнє значення генеральної
сукупностi ?, ви можете використовувати цю функцiю для обчислення
дисперсiї вибiрки, задавши вiдоме середнє значення генеральної сукупностi
як другий аргумент. Якщо точки даних являють собою випадкову вибiрку
генеральної сукупностi, результатом буде об’єктивна оцiнка дисперсiї
генеральної сукупностi.

statistics.stdev(data, xbar=None)) values Повертає стандартне вiдхилення
вибiрки (квадратний корiнь iз дисперсiї вибiрки). Див. аргументи та iншi
подробицi в variance().

>>> stdev([1.5, 2.5, 2.5, 2.5, 2.75, 3.25, 4.75])
1.0810874155219827

statistics.variance(data, xbar=None)) values Повертає приблизну дисперсiю
data, iтерацiю щонайменше двох дiйсних чисел. Дисперсiя, або другий момент
вiдносно середнього, є мiрою мiнливостi (розкиду або дисперсiї) даних.
Великий розкид вказує на те, що данi рознесенi; невелика дисперсiя вказує
на те, що вона згрупована близько до середнього значення.

Якщо вказано необов’язковий другий аргумент xbar, вiн має бути середнiм
значенням data. Якщо вiн вiдсутнiй або None (за замовчуванням), середнє
значення розраховується автоматично.

Використовуйте цю функцiю, якщо вашi данi є вибiркою з генеральної
сукупностi. Щоб розрахувати дисперсiю для всiєї генеральної сукупностi,
див. pvariance().

Пiдвищує StatisticsError, якщо у data менше двох значень.

Приклади:

>>> data = [2.75, 1.75, 1.25, 0.25, 0.5, 1.25, 3.5]
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>>> variance(data)
1.3720238095238095

Якщо ви вже обчислили середнє значення ваших даних, ви можете передати
його як необов’язковий другий аргумент xbar, щоб уникнути перерахунку:

>>> m = mean(data)
>>> variance(data, m)
1.3720238095238095

Функцiя не намагається перевiрити, що ви пройшли фактичне середнє
значення як xbar. Використання довiльних значень для xbar може призвести
до недiйсних або неможливих результатiв.

Пiдтримуються десятковi та дробовi значення:

>>> from decimal import Decimal as D
>>> variance([D("27.5"), D("30.25"), D("30.25"), D("34.5"), D("41.75")])
Decimal(’31.01875’)

>>> from fractions import Fraction as F
>>> variance([F(1, 6), F(1, 2), F(5, 3)])
Fraction(67, 108)

Примiтка. Це вибiркова дисперсiя s2 з поправкою Бесселя, також вiдома
як дисперсiя з N − 1 ступенями вiльностi. За умови, що точки даних є
репрезентативними (наприклад, незалежними й однаково розподiленими),
результатом має бути об’єктивна оцiнка iстинної дисперсiї сукупностi.

Якщо ви якимось чином знаєте фактичне середнє значення генеральної
сукупностi ?, ви повиннi передати його у функцiю pvariance() як параметр
µ, щоб отримати дисперсiю вибiрки.

statistics.quantiles(data, *, n=4, method=’exclusive’)) values Роздiлити
data на безперервнi iнтервали n з рiвною ймовiрнiстю. Повертає список n− 1
точок вiдсiкання, що роздiляють iнтервали.

Встановити n на 4 для квартилiв (за замовчуванням). Встановити для n
значення 10 для децилей. Встановити для n значення 100 для процентилiв,
що дає 99 точок вiдсiкання, якi роздiляють data на 100 груп рiвного розмiру.
Пiдвищує StatisticsError, якщо n не менше 1.

data може бути будь-яким iтеративним, що мiстить зразки даних. Для
отримання значущих результатiв кiлькiсть точок даних у data має бути
бiльшою, нiж n. Викликає StatisticsError, якщо немає хоча б двох точок
даних.

Точки розрiзу лiнiйно iнтерполюються з двох найближчих точок даних.
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Наприклад, якщо точка вiдсiкання потрапляє на одну третину вiдстанi мiж
двома значеннями вибiрки, 100 i 112, точка вiдсiкання обчислюватиметься як
104.

method для обчислення квантилiв може змiнюватись залежно вiд того,
чи включає data найнижчi та найвищi можливi значення з генеральної
сукупностi, чи виключає їх.

За замовчуванням method є "exclusive"i використовується для даних, взятих
iз сукупностi, яка може мати бiльше екстремальних значень, нiж у вибiрках.
Частка популяцiї, що потрапляє нижче i− th з m вiдсортованих точок даних,

обчислюється як
i

m+ 1
. Враховуючи дев’ять значень вибiрки, метод сортує

їх i призначає такi процентилi: 10%, 20%, 30%, 40%, 50%, 60%, 70%, 80%, 90%.

Встановлення method на "inclusive"використовується для опису даних про
сукупнiсть або для вибiрок, якi, як вiдомо, включають найбiльш екстремальнi
значення вiд сукупностi. Мiнiмальне значення в data розглядається як 0-
й процентиль, а максимальне значення розглядається як 100-й процентиль.
Частка популяцiї, що потрапляє нижче i− th з m вiдсортованих точок даних,

обчислюється як
i− 1

m− 1
. Враховуючи 11 значень вибiрки, метод сортує їх i

призначає такi процентилi: 0%, 10%, 20%, 30%, 40%, 50%, 60%, 70%, 80%,
90%, 100%.

# Децильнi точки для емпiрично обраних даних

>>> data = [
105, 129, 87, 86, 111, 111, 89, 81, 108, 92, 110,
100, 75, 105, 103, 109, 76, 119, 99, 91, 103, 129,
106, 101, 84, 111, 74, 87, 86, 103, 103, 106, 86,
111, 75, 87, 102, 121, 111, 88, 89, 101, 106, 95,
103, 107, 101, 81, 109, 104]

>>> [round(q,1) for q in quantiles(data, n=10)]
[81.0, 86.2, 89.0, 99.4, 102.5, 103.6, 106.0, 109.8, 111.0]

Винятки. Визначено єдиний виняток:
exception statistics.StatisticsError values Пiдклас ValueError для виняткiв,
пов’язаних зi статистикою.

NormalDist - це iнструмент для створення нормальних розподiлiв випадкової
змiнної. Це клас, який розглядає середнє значення i стандартне вiдхилення
вимiрювань даних як єдине цiле.

Нормальнi розподiли виникають iз центральної граничної теореми i мають
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широкий спектр застосування в статистицi.

• class statistics.NormalDist(µ = 0.0, σ = 1.0) values Повертає новий об’єкт
NormalDist, де mu представляє середнє арифметичне, а σ представляє
стандартне вiдхилення. Якщо σ негативна, викликає StatisticsError.

• mean values Властивiсть тiльки для читання для середнього арифметичного
нормального розподiлу.

• median values Властивiсть тiльки для читання для медiани нормального
розподiлу.

• mode values Властивiсть тiльки для читання для режиму нормального
розподiлу.

• stdev values Властивiсть тiльки для читання для стандартного
вiдхилення нормального розподiлу.

• variance values Властивiсть тiльки для читання для дисперсiї
нормального розподiлу. Дорiвнює квадрату стандартного вiдхилення.

• classmethod from_samples(data) values Створює екземпляр нормального
розподiлу з параметрами mu i σ, обчисленими з data з використанням
fmean() i stdev(). data може бути будь-яким iтерованим i має складатися
зi значень, якi можна перетворити на тип float. Якщо data не
мiстить принаймнi двох елементiв, викликається StatisticsError, тому
що потрiбна принаймнi одна точка для оцiнки центрального значення
i принаймнi двi точки для оцiнки дисперсiї.

• samples(n, *, seed=None) values Створює випадковi вибiрки n для
заданого середнього i стандартного вiдхилення. Повертає list зi значень
float.

Якщо задано seed, створює новий екземпляр базового генератора випадкових
чисел. Корисно для створення вiдтворюваних результатiв навiть у
багатопотоковому контекстi.

• pdf(x) values Використовуючи функцiю щiльностi ймовiрностi (pdf),
обчислює вiдносну ймовiрнiсть того, що випадкова величина X буде
близька до заданого значення x. Математично це межа вiдношення
P (x <= X < x+ dx)

dx
, оскiльки dx наближається до нуля. Вiдносну

ймовiрнiсть обчислюють як iмовiрнiсть того, що вибiрка перебуває у
вузькому дiапазонi, подiлену на ширину дiапазону (звiдси й слово
"густина"). Оскiльки ймовiрнiсть вiдноситься до iнших точок, її
значення може бути бiльшим за "1.0".
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• cdf(x) values Використовуючи кумулятивну функцiю розподiлу (cdf),
обчислює ймовiрнiсть того, що випадкова величина X буде меншою або
дорiвнюватиме x. Математично це написано P (X <= x).

• inv_cdf(p) values Обчислює зворотну кумулятивну функцiю розподiлу,
також вiдому як квантильна функцiя або вiдсотковi точки. Математично
це написано x : P (X <= x) = p. Знаходить значення x випадкової
величини X, таке, що ймовiрнiсть того, що змiнна буде меншою або
дорiвнюватиме цьому значенню, дорiвнює заданiй ймовiрностi p.

• overlap(other) values Вимiрює вiдповiднiсть мiж двома нормальними
розподiлами ймовiрностей. Повертає значення вiд 0.0 до 1.0, отримуючи
область перекриття для двох функцiй щiльностi ймовiрностi.

• quantiles(n=4) values Роздiляє нормальний розподiл на n безперервних
iнтервалiв з рiвною ймовiрнiстю. Повертає список (n− 1) точок розрiзу,
що роздiляють iнтервали.

Встановити n на 4 для квартилiв (за замовчуванням). Встановити для n
значення 10 для децилiв. Встановити для n значення 100 для процентилiв,
що дає 99 точок вiдсiкання, якi подiляють нормальний розподiл на 100 груп
рiвного розмiру.

Екземпляри NormalDist пiдтримують додавання, вiднiмання, множення i
дiлення на константу. Цi операцiї використовуються для переведення i
масштабування. Наприклад:

>>> temperature_february = NormalDist(5, 2.5) # Цельсiй
>>> temperature_february*(9/5)+32 # Фаренгейт
NormalDist(mu=41.0, sigma=4.5)

Дiлення константи на екземпляр NormalDist не пiдтримується, тому що
результат не буде нормально розподiлений.

Оскiльки нормальнi розподiли виникають унаслiдок адитивних ефектiв
незалежних змiнних, скласти i вiдняти двi незалежнi нормально розподiленi
випадковi величини можна представити як екземпляри NormalDist.
Наприклад:

>>> birth_weights = NormalDist.from_samples([2.5, 3.1, 2.1, 2.4, 2.7, 3.5])
>>> drug_effects = NormalDist(0.4, 0.15)
>>> combined = birth_weights + drug_effects
>>> round(combined.mean, 1)
3.1

>>> round(combined.stdev, 1)
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0.5

NormalDist Приклади та рецепти NormalDist легко розв’язує класичнi
ймовiрнiснi задачi.

Наприклад, з огляду на iсторичнi данi для iспитiв SAT, якi свiдчать, що
бали зазвичай розподiляються iз середнiм значенням 1060 i стандартним
вiдхиленням 195, пiсля округлення до найближчого цiлого числа визначте
вiдсоток учнiв iз результатами тестiв вiд 1100 до 1200:

>>> sat = NormalDist(1060, 195)
>>> fraction = sat.cdf(1200 + 0.5) - sat.cdf(1100 - 0.5)
>>> round(fraction * 100.0, 1)
18.4

Знайти квартилi та децилi для результатiв SAT:

>>> l i s t (map( round , sa t . quan t i l e s ( ) ) )
[ 928 , 1060 , 1192 ]
>>> l i s t (map( round , sa t . quan t i l e s (n=10)))
[ 810 , 896 , 958 , 1011 , 1060 , 1109 , 1162 , 1224 , 1310 ]

Щоб оцiнити розподiл для моделi, яку нелегко вирiшити аналiтично,
NormalDist може згенерувати вхiднi вибiрки для Симуляцiї Монте-Карло:

>>> def model (x , y , z ) : r e turn (3∗x+7∗x∗y−5∗y )/(11∗ z )
>>> n = 100 000
>>> X = NormalDist (10 , 2 . 5 ) . samples (n , seed =3652260728)
>>> Y = NormalDist (15 , 1 . 7 5 ) . samples (n , seed =4582495471)
>>> Z = NormalDist (50 , 1 . 2 5 ) . samples (n , seed =6582483453)
>>> quan t i l e s (map(model , X, Y, Z) )
[1 .4591308524824727 , 1 .8035946855390597 , 2 .175091447274739 ]

Нормальнi розподiли можна використовувати для апроксимацiї Бiномiального
розподiлу, коли розмiр вибiрки великий i коли ймовiрнiсть успiшного
випробування близька до 50%.

Наприклад, конференцiя вiдкритого вихiдного коду налiчує 750 учасникiв
i двi зали мiсткiстю 500 осiб. Є розмова про Python i ще одна про Ruby.
На попереднiх конференцiях 65% учасникiв волiли слухати виступи Python.
Якщо припустити, що вподобання людей не змiнилися, яка ймовiрнiсть того,
що кiмната Python залишиться в межах своєї мiсткостi?

>>> n = 750 # Розмiр зразка
>>> p = 0.65 # Перевага Python
>>> q = 1.0 - p # Перевага Ruby
>>> k = 500 # Мiсткiсть кiмнати
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>>> # Апроксимацiя з використанням кумулятивного нормального
розподiлу
>>> from math import sqrt
>>> round(NormalDist(mu=n*p, sigma=sqrt(n*p*q)).cdf(k + 0.5), 4)
0.8402

>>> # Розв’язання з використанням кумулятивного бiномiального
розподiлу
>>> from math import comb, fsum
>>> round(fsum(comb(n, r) * p**r * q**(n-r) for r in range(k+1)),4)
0.8402

>>> # Апроксимацiя з використанням симуляцiї
>>> from random import seed, choices
>>> seed(8675309)
>>> def trial(): return choices((’Python’, ’Ruby’), (p, q), k=n).count(’Python’)
>>> mean(trial() <= k for i in range(10 000))
0.8398

Нормальнi розподiли зазвичай виникають у задачах машинного навчання.

У Вiкiпедiї є гарний приклад наївного байєсiвського класифiкатора. Завдання
полягає в тому, щоб передбачити стать людини на основi вимiрювань
нормально розподiлених характеристик, включно зi зростом, вагою i
розмiром стопи.

Нам дано безлiч тренувальних даних iз вимiрюваннями для восьми осiб.
Передбачається, що вимiрювання мають нормальний розподiл, тому ми
пiдсумовуємо данi з NormalDist:

>>> height_male = NormalDist.from_samples([6, 5.92, 5.58, 5.92])
>>> height_female = NormalDist.from_samples([5, 5.5, 5.42, 5.75])
>>> вага_чоловiка = NormalDist.from_samples([180, 190, 170, 165])
>>> вага_жiнки = NormalDist.from_samples([100, 150, 130, 150])
>>> size_foot_male = NormalDist.from_samples([12, 11, 12, 10])
>>> foot_size_female = NormalDist.from_samples([6, 8, 7, 9])

Потiм ми зустрiчаємо нову людину, розмiри рис якої вiдомi, але стать
невiдома:

>>> ht = 6.0 # зрiст
>>> wt = 130 # вага
>>> fs = 8 # розмiр ноги
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Починаючи з 50% апрiорної ймовiрностi чоловiкiв або жiнок, ми обчислюємо
апостерiорне значення як попереднiй час як добуток iмовiрностей для вимiрiв
ознак з урахуванням статi:

>>> prior_male = 0.5
>>> prior_female = 0.5
>>> posterior_male = (prior_male*height_male.pdf(ht)* weight_male.pdf(wt*foot_size_male.pdf(fs))
>>> posterior_female = (prior_female*height_female.pdf(ht)*weight_female.pdf(wt)*
foot_size_female.pdf(fs))
Остаточне передбачення вiдноситься до найбiльшої задньої частини. Це
вiдомо як апостерiорний максимум або MAP:

>>> ’male’ if posterior_male > posterior_female else ’female’
’female’

6.3. Способи запису та зчитування великого обсягу даних у файл
у середовищi Python

Ми будемо обговорювати технологiю розв’язання основних задач математичної
статистики в середовищi мови програмування Python спочатку без
використання спецiалiзованого модуля stats на прикладi реальних даних, якi
за сучасними поняттями належать до галузi науки про великi данi (BigData).

Як приклади джерел виникнення великих даних наводяться данi, що
безперервно надходять з вимiрювальних пристроїв, подiї вiд радiочастотних
iдентифiкаторiв, потоки повiдомлень iз соцiальних мереж, метеорологiчнi
данi, данi дистанцiйного зондування Землi, потоки даних про мiсцезнаходження
абонентiв мереж мобiльного зв’язку, пристроїв аудiо- та вiдеореєстрацiї.

Для освоєння технологiї аналiзу великих даних насамперед необхiдно
розглянути способи запису i зчитування в середовищi Python великого обсягу
даних у текстовi файли csv формату. csv (comma-separated value) - це формат
текстового представлення табличних даних (наприклад, це можуть бути данi
з таблицi або данi з БД). У стандартнiй бiблiотецi Python є модуль csv, який
дає змогу працювати з файлами в csv форматi.

У цьому форматi кожен рядок файлу - це рядок таблицi. Незважаючи на
назву формату, роздiльником може бути не тiльки кома.

Приклад коду для запису даних data у форматi списку спискiв у csv-файл

import csv

data = [ [ ’ hostname ’ , ’ vendor ’ , ’model ’ , ’ l o ca t i on ’ ] ,
[ ’ sw1 ’ , ’ Cisco ’ , ’ 3750 ’ , ’ London , Best s t r ’ ] ,
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[ ’ sw2 ’ , ’ Cisco ’ , ’ 3850 ’ , ’ Лiверпуль , Better s t r ’ ] ,
[ ’ sw3 ’ , ’ Cisco ’ , ’ 3650 ’ , ’ Лiверпуль , Better s t r ’ ] ,
[ ’ sw4 ’ , ’ Cisco ’ , ’ 3650 ’ , ’ London , Best s t r ’ ] ]

f i l e_c s v=r ’E: \Edu_box\PythonBox\ pythonProject \data . csv ’ ;
with open ( f i l e_csv , mode=’w’ ) as f :

w r i t e r = csv . wr i t e r ( f , d e l im i t e r = ’ , ’ , l i n e t e rm ina t o r =’\r ’ )
f o r row in data :

w r i t e r . writerow ( row )
f . c l o s e ( )

де delimiter: вказує роздiльник, який роздiляє значення даних у CSV-файлi,
а dtype: вказує тип даних для списку NumPy. Використовуючи None, ми
дозволяємо одночасно iмпортувати кiлька типiв даних у список.

У результатi виконання цього коду Python створить data.csv файлу з таким
наповненням

hostname , vendor , model , l o c a t i o n
sw1 , Cisco , 3750 , "London , Best s t r "
sw2 , Cisco , 3850 , " Liverpoo l , Better s t r "
sw3 , Cisco , 3650 , "Лiверпуль , кращий s t r "
sw4 , Cisco , 3650 , "London , Best s t r "

Видно, що рядки в останньому стовпчику взятi в лапки, а iншi значення -
нi. Лапки вказують на те, що кому, яка мiститься в лапках, модуль csv не
повинен сприймати як роздiльник.

Код, представлений нижче, завантажує данi з файлу data.csv у змiнну dataset
у виглядi списку спискiв

import csv

f i l e_c s v=r ’E: \Edu_box\PythonBox\ pythonProject \data . csv ’ ;
with open ( f i l e_csv , mode=’r ’ ) as f :

s a l a r y = l i s t ( csv . r eader ( f ) )
p r i n t ( s a l a r y )
f . c l o s e ( )

Iнструкцiя print(dataset) поверне данi у вихiдному виглядi виглядi.

Найчастiше заголовки стовпцiв зручнiше отримати окремим об’єктом. Це
можна зробити таким чином

import csv

f i l e_c s v=r ’E: \Edu_box\PythonBox\ pythonProject \data . csv ’ ;
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with open ( f i l e_csv , mode=’r ’ ) as f :
r eader = csv . r eader ( f )
headers = next ( reader )
p r i n t ( ’ Headers : ’ , headers )
f o r row in reader :

p r i n t ( row )
f . c l o s e ( )

6.4. Основнi задачi математичної статистики в середовищi Python

Ми будемо обговорювати технологiю розв’язання основних задач математичної
статистики в середовищi мови програмування Python [7], на прикладi
реальних даних, узятих iз платформи Kaggle (https://www.kaggle.com/
datasets) iз датасету ds_salary (Зарплати в галузi науки про данi у 2023
роцi).

Код, представлений нижче, завантажує датасет ds_salary.csv у змiнну salary
у виглядi списку спискiв. Далi ми будемо розглядати завдання математичної
статистики на прикладi цiєї змiнної

import csv

f i l e_c s v=r ’E: \Edu_box\PythonBox\ pythonProject \ ds_salary . csv ’
with open ( f i l e_csv , mode=’r ’ ) as f :

s a l a r y = l i s t ( csv . r eader ( f ) )
f . c l o s e ( )

Набiр даних про заробiтну плату в галузi обробки та аналiзу даних мiстить
11 стовпцiв, кожен з яких має такий змiст

• 01 work_year: Рiк, коли було виплачено зарплату.

• 02 experience_level: Рiвень досвiду роботи протягом року

• 03 employment_type: Тип зайнятостi для цiєї ролi

• 04 job_title: Ця роль працювала протягом року.

• 05 salary: загальна виплачена сума брутто-заробiтної плати.

• 06 salary_currency: Валюта виплачуваної заробiтної плати у виглядi коду
валюти ISO 4217.

• 07 salaryinusd: Зарплата в доларах США

https://www.kaggle.com/datasets
https://www.kaggle.com/datasets
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• 08 employee_residence: Основна країна проживання працiвника протягом
робочого року у виглядi коду країни ISO 3166.

• 09 remote_ratio: Загальний обсяг роботи, виконаної вiддалено

• 10 company_location: Країна головного офiсу або фiлiї роботодавця

• 11 company_size: Середня кiлькiсть людей, якi працювали в компанiї
протягом року.

Коли в нас є набiр спостережень, корисно звести ознаки наявних даних в
одне визначення. Цим займається описова статистика. Як випливає з назви,
описова статистика описує конкретну властивiсть даних, якi вона узагальнює.
Таку статистику можна роздiлити на двi категорiї

• мiри центральної тенденцiї

• мiри розкиду

Ключовi поняття

• описова статистика використовується для систематизацiї та кiлькiсного
опису даних;

• середнє значення вказує на типове значення в нашому наборi даних. Воно
не робастне;

• медiана є центральним значенням у рядi даних. Вона робастна;

• мода values значення, яке з’являється найчастiше;

• розмах values це рiзниця мiж максимальним i мiнiмальним значеннями
в наборi даних;

• стандартне вiдхилення i дисперсiя є середньою вiдстанню вiд середнього
арифметичного значення.

Заходи центральної тенденцiї

Заходи центральної тенденцiї — показники, що являють собою вiдповiдь
на запитання: "На що схожа середина даних?". Слово "середина"звучить
неточно, оскiльки iснує безлiч визначень для її опису. Далi ми обговоримо,
як кожна нова мiра змiнює наше визначення "середини".
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Середнє значення в наборi даних

Ця характеристика описує середнє значення в наборi даних. Обчислити її
досить просто: складiть усi значення i роздiлiть отриману суму на кiлькiсть
значень.

У випадку iз середнiм значенням "серединою"датасету буде середнє
арифметичне його значень. Середнє значення вiдображає типовий показник
у наборi даних. Якщо ми випадково виберемо один iз показникiв, то,
найiмовiрнiше, отримаємо значення, близьке до середнього.

Обчислити середнє значення на Python просто. Давайте з’ясуємо, чому
дорiвнює середня заробiтна плата (долари США) в нашому датасетi:

import csv

f i l e_c s v=r ’E: \Edu_box\PythonBox\ pythonProject \ ds_salary . csv ’
# Витягуємо датасет ds_salary . csv у змiнну sa l a r y
with open ( f i l e_csv , mode=’r ’ ) as f :

s a l a r y = l i s t ( csv . r eader ( f ) )
# Витягуємо зарплати з датасету
x_values = [ i n t (X[ 6 ] ) f o r X in s a l a r y i f X [ 6 ] . i s d i g i t ( ) ]
sum_x_values = sum( x_values ) # Складаємо в с i зарплати
num_x_values = len ( x_values ) # Шукаємо к iльк iсть зарплат
# Рахуємо середнє значення
avg_x_values = round ( sum_x_values/num_x_values )
p r i n t ( avg_x_values )
f . c l o s e ( )

Це середнє значення говорить нам, що "типова"зарплат у датасетi дорiвнює
приблизно 137570. Вiдповiдно, бiльшiсть зарплат мають досить високий
рейтинг, якщо припустити, що оцiнюють за шкалою вiд 5132 до 450000.

Є рiзнi типи середнього значення, але тут викорстана є найпоширенiша
форма. Воно називається середнiм арифметичним, оскiльки значення, якi
нас цiкавлять, складаються.

Медiана в наборi даних

Наступна мiра центральної тенденцiї, про яку пiде мова, — медiана. Медiана,
як i середнє значення, потрiбна для визначення типового значення в наборi
даних, але при цьому не потребує обчислень.

Щоб знайти медiану, данi потрiбно розташувати в порядку зростання.
Медiаною буде значення, яке збiгається iз серединою набору даних.
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Якщо кiлькiсть значень парна, то береться середнє двох значень, якi
"оточують"середину.

Спробуємо знайти медiану зарплат

import csv

f i l e_c s v=r ’E: \Edu_box\PythonBox\ pythonProject \ ds_salary . csv ’
# Витягуємо датасет ds\ s a l a r y . csv у змiнну s a l a r y
with open ( f i l e_csv , mode=’r ’ ) as f :

s a l a r y = l i s t ( csv . r eader ( f ) )
# Витягуємо зарплати з датасету
x_values = [ i n t (X[ 6 ] ) f o r X in s a l a r y i f X [ 6 ] . i s d i g i t ( ) ]
num_salary = len ( x_values ) /# Знаходимо їхню кiльк iсть
/# Сортуємо в порядку зростання
sorted_x_values = so r t ed ( x_values )
/# Шукаємо iндекс середнього елемента
middle = ( num_salary / 2) + 0 .5
p r i n t ( sorted_x_values [ middle ] ) /# Знаходимо медiану
f . c l o s e ( )

Медiанна зарплати становить 135000. Це передбачає, що щонайменше у
половини спiвробiтникiв зарплата в датасетi дорiвнює або нижча за 135000. З
огляду на те, що i медiана, i середнє значення вiдображають типове значення,
можна припустити, що вони повиннi бути приблизно однаковi:

import csv

f i l e_c s v=r ’E: \Edu_box\PythonBox\ pythonProject \ ds_salary . csv ’
# Витягуємо датасет ds_salary . csv у змiнну sa l a r y
with open ( f i l e_csv , mode=’r ’ ) as f :

s a l a r y = l i s t ( csv . r eader ( f ) )
# Витягуємо зарплати з датасету
x_values = [ i n t (X[ 6 ] ) f o r X in s a l a r y i f X [ 6 ] . i s d i g i t ( ) ]
p r i n t (sum( x_values )/ l en ( x_values ) ) /# 137570
f . c l o s e ( )

Середня зарплата в 137570 вища за медiанну 135000. Рiзниця мiж медiаною
i середнiм значенням iснує через робастнiсть (викидостiйкiсть).

Проблема викидiв

Середнє значення можна знайти, склавши всi значення i роздiливши суму
на їхню кiлькiсть, тодi як медiану шукають простою перестановкою значень.
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Якщо в даних є викиди значень, якi набагато вищi або нижчi за iншi, то
це може негативно вплинути на середнє значення. Таким чином, середнє
значення не робастне, а медiана - навпаки, вибросостiйка.

Максимальна i мiнiмальна зарплата в наших даних:

import csv

f i l e_c s v=r ’E: \Edu_box\PythonBox\ pythonProject \ ds_salary . csv ’
# Витягуємо датасет ds_salary . csv у змiнну sa l a r y
with open ( f i l e_csv , mode=’r ’ ) as f :

s a l a r y = l i s t ( csv . r eader ( f ) )
# Витягуємо зарплати з датасету
x_values = [ i n t (X[ 6 ] ) f o r X in s a l a r y i f X [ 6 ] . i s d i g i t ( ) ]
min_values = min ( x_values )
max_values = max( x_values )
p r i n t (min_values , max_values ) # 5132 , 450000
f . c l o s e ( )

Тепер ми знаємо, що в даних є викиди. Викиди можуть вiдображати цiкавi
подiї або помилки в нашому наборi даних, тому важливо вмiти визначати
їхню наявнiсть. Порiвняння медiани i моди є один зi способiв визначити
наявнiсть викидiв, хоча вiзуалiзацiя зазвичай дає змогу зробити це швидше.

Мода в наборi даних

Це остання мiра центральної тенденцiї, про яку пiде мова. Мода визначається
як значення, яке найчастiше зустрiчається в наборi даних. Мода не так
очевидно вiдповiдає поняттю "середини"як середнє значення або медiана,
але ця вiдповiднiсть абсолютно обґрунтована: якщо значення з’являється в
даних неодноразово, воно наблизить середнє значення до моди. Що частiше
з’являється значення, то сильнiше воно впливає на середнє. Таким чином,
мода показує найбiльш значущий фактор, що формує середнє значення.

Моду можна обчислити порахувавши кiлькiсть повторень рiзних зарплат i
вибравши найчастiшу:

import csv

f i l e_c s v=r ’E: \Edu_box\PythonBox\ pythonProject \ ds_salary . csv ’
# Витягуємо датасет ds_salary . csv у змiнну sa l a r y
with open ( f i l e_csv , mode=’r ’ ) as f :

s a l a r y = l i s t ( csv . r eader ( f ) )
# Витягуємо зарплати з датасету
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x_values = [ i n t (X[ 6 ] ) f o r X in s a l a r y i f X [ 6 ] . i s d i g i t ( ) ]
# Створюємо порожнiй словник , у якому будемо
# рахувати к iльк iсть появ зарплат
values_counts = {}
f o r m in x_values :

i f m not in values_counts :
values_counts [m] = 1

e l s e :
values_counts [m] += 1

# Проходимося по словнику i шукаємо
# максимальну кiльк iсть повторень
maxp = 0
mode_values = None
f o r k , v in values_counts . i tems ( ) :

i f maxp < v :
maxp = v
mode_values = k

pr in t (mode_values , maxp) # 100000 99
f . c l o s e ( )

Мода вiдносно близька до медiани, тому можна впевнено сказати, що i мода,
i медiана вiдображають середнi значення зарплат.

Центральної тенденцiї кориснi для опису середнього значення даних. Проте
вони не показують, наскiльки великий розкид присутнiй у даних. Тут на
допомогу приходять мiри розкиду даних.

Мiри розкиду даних

Мiри розкиду вiдповiдають на запитання: "Як сильно варiюються данi?". У
свiтi iснує не так багато речей, якi залишаються в одному i тому ж станi при
кожному спостереженнi. Ця мiнливiсть робить свiт нечiтким i невизначеним,
тому корисно мати показники, якi можуть узагальнити цю "нечiткiсть".

Розмах у наборi даних

Наша перша мiра розкиду буде розмах. З усiх вимiрiв, якi ми розглянемо
далi, його обчислити найпростiше. Для цього потрiбно просто вiдняти вiд
найбiльшого значення в наборi даних найменше.

Ми знайшли максимальну i мiнiмальну зарплату, коли шукали медiану, тож
зараз можемо використовувати цi значення:
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import csv

f i l e_c s v=r ’E: \Edu_box\PythonBox\ pythonProject \ ds_salary . csv ’
# Витягуємо датасет ds_salary . csv у змiнну sa l a r y
with open ( f i l e_csv , mode=’r ’ ) as f :

s a l a r y = l i s t ( csv . r eader ( f ) )
# Витягуємо зарплати з датасету
x_values = [ i n t (X[ 6 ] ) f o r X in s a l a r y i f X [ 6 ] . i s d i g i t ( ) ]
min_values = min ( x_values )
max_values = max( x_values )
values_range = max_values − min_values
p r i n t ( values_range ) # 444868
f . c l o s e ( )

Отже, розмах дорiвнює 444868, але що це означає? Коли ми розглядаємо
результати рiзних вимiрювань, дуже важливо робити це в контекстi наших
даних. Наша медiанна зарплата була 135000, а розмах дорiвнює 444868. Тут
розмах на багато бiльший за медiану, що вказує на сильний розкид даних.
Можливо, якби у нас був ще один зарплатний датасет, ми могли б порiвняти
розмахи, щоб зрозумiти, як вони вiдрiзняються. В iншому разi сам по собi
розмах не надто корисний.

Ми радше хотiли б дiзнатися, як сильно данi вiдрiзняються вiд типового
значення. Тут нам допоможуть стандартне вiдхилення i дисперсiя випадкової
величини.

Стандартне вiдхилення в наборi даних

Стандартне вiдхилення теж є мiрою розкиду даних. Воно допомагає
дiзнатися, як сильно данi вiдрiзняються вiд типового значення. Iншими
словами, воно говорить про те, як сильно данi вiдрiзняються вiд середнього
арифметичного. Вiдношення до середнього арифметичного добре видно пiд
час розрахунку вiдхилення:

σ =

√√√√√√
n∑
i=1

(xi − x)2

n− 1

Розглянемо конструкцiю рiвняння. Як ви пам’ятаєте, середнє арифметичне
розраховується шляхом додавання всiх значень i дiлення на їхню кiлькiсть.
Рiвняння стандартного вiдхилення схоже, але використовується, щоб знайти,
на скiльки в середньому значення вiдхиляються вiд типового, i включає
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додаткову операцiю з добуванням кореня.

Ми хочемо порахувати стандартне вiдхилення, щоб бiльш повно описати
зарплати та їхнi оцiнки, тому напишемо свою функцiю. Пошук кумулятивної
суми вручну мав би доволi громiздкий вигляд, але цикли for у Python все
спрощують. Ми пишемо свою функцiю, щоб показати, що на Python легко
займатися такою статистикою.

import csv

f i l e_c s v=r ’E: \Edu_box\PythonBox\ pythonProject \ ds_salary . csv ’
# Витягуємо датасет ds_salary . csv у змiнну sa l a r y
with open ( f i l e_csv , mode=’r ’ ) as f :

s a l a r y = l i s t ( csv . r eader ( f ) )
# Витягуємо зарплати з датасету
x_values = [ i n t (X[ 6 ] ) f o r X in s a l a r y i f X [ 6 ] . i s d i g i t ( ) ]
# Розрахунок стандартного вiдхилення
de f stdev (nums ) :

d i f f s = 0
avg = sum(nums)/ l en (nums)
f o r n in nums :

d i f f s += (n − avg )∗∗ (2 )
re turn ( d i f f s /( l en (nums)−1))∗∗(0 .5)

p r i n t ( round ( stdev ( x_values ) ) ) # 63056
f . c l o s e ( )

Такi результати цiлком очiкуванi. Зарплати варiюються вiд 5132 до 450000,
тому можна припустити, що стандартне вiдхилення буде суттєвим. Таке
значне вiдхилення в зарплатах пояснюється через викиди. Чим бiльше
стандартне вiдхилення, тим бiльше розсiянi данi навколо середнього
значення, i навпаки.

Середнє значення i стандартне вiдхилення використовується для побудови
гiстограми та графiка нормального розподiлу зарплат (див.рис. 6.1) Далi
наведено код для побудови графiчного вiдображення вiдносного розподiлу
зарплат у залузi BigData у 2023 роцi.

import numpy as np
import matp lo t l i b . pyplot as p l t
import csv

f i l e_c s v=r ’E: \Edu_box\PythonBox\ pythonProject \ ds_salary . csv ’
with open ( f i l e_csv , mode=’r ’ ) as f :

s a l a r y = l i s t ( csv . r eader ( f ) )
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Рис. 6.1 — Гiстограма та графiк нормального розподiлу зарплат

x_values = [ i n t (X[ 6 ] ) f o r X in s a l a r y i f X [ 6 ] . i s d i g i t ( ) ]

sum_x_values = sum( x_values )
num_x_values = len ( x_values )
avg_x_values = round ( sum_x_values/num_x_values )

x =sor t ed ( [X/avg_x_values f o r X in x_values ] )

x_sum = sum(x )
x_num = len (x )
x_avg = x_sum/x_num

def stdev (nums ) :
d i f f s = 0
avg = sum(nums)/ l en (nums)
f o r n in nums :

d i f f s += (n−avg )∗∗ (2 )
re turn ( d i f f s /( l en (nums)−1))∗∗(0 .5)

x_sgm = stdev (x )

de f f ( x ) :
a = 1/(x_sgm∗np . sq r t (2∗np . p i ) )
b = np . exp(−(x−x_avg)∗∗2/(2∗x_sgm∗∗2))
re turn a∗b
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z = np . l i n s p a c e (0 , 3 , 50)
count , bins , ignored = p l t . h i s t (x , z , edgeco l o r=’red ’ )

s c a l e = count .max( )/ f (x_avg)
s c a l e = s c a l e ∗0 .8

p l t . p l o t ( bins , f ( b ins )∗ s ca l e , l i n ew id th=3, c o l o r =’r ’ )

p l t . y l ab e l ( ’ Функцiя розподiлу ’ )
p l t . x l ab e l ( ’ Зарплата ’ )
p l t . t i t l e ( ’Нормальний розподiл зарплат ’ , f o n t s i z e= 14)

p l t . show ( )

Для того щоб знайти значення функцiї щiльностi розподiлу ймовiрностi
(висоту стовбчика гiстогами) в тому чи iншому iнтервалi (корзинi) можна
скористатися таким кодом

hist_values , bin_edges , _ = p l t . h i s t ( data , b ins =50) ,

де bins — кiлькiсть стовбчикiв у гiстограмi. Повернутi значення зберiгаються
в масивах hist_values, bin_edges та _ (iгнорований параметр). Потiм ми
зможемо використовувати iндекс iнтервалу, який нас цiкавить, щоб отримати
вiдповiдне значення висоти стовпчика з масиву hist_values.

Значення bin_edges представляють межi iнтервалiв гiстограми, а значення
hist_values мiстять висоту кожного стовпчика. Якщо вам також потрiбно
отримати межi iнтервалiв для певного стовпця, ви можете використовувати
bin_edges для цього.

Звернемо увагу на той факт, що розмiрнiсть масиву bin_edges на одинуцю
бiльша за розмiрнiсть масиву hist_values.

Iз Рис. 6.1 можна зробити висновок, що розподiл зарплат є несиметричним, а
тому використання нормального розподiлу тут є не зовсiм вдалим рiшенням.
Бiльш вдалим буде використання несиметричних розподiлiв (див. далi).

Дисперсiя в наборi даних

Часто стандартне вiдхилення i дисперсiю пов’язують мiж собою i роблять це
не без причини. Ось вираз дисперсiї

D = σ2 =

n∑
i=1

(xi − x)2

n− 1
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Дисперсiя i стандартне вiдхилення майже одне й те саме. Дисперсiя це
просто квадрат стандартного вiдхилення. Бiльше того, обидвi величини
вiдображають одну й ту саму рiч — мiру розкиду, хоча варто зазначити,
що одиницi вимiру рiзнi. Хоч би в яких одиницях вимiрювалися данi, одиницi
вимiру вiдхилення будуть такими самими, а в дисперсiї їх буде пiднесено до
квадрата.

Виникає запитання: "Навiщо зводити вiдхилення у квадрат? Хiба не можна
позбутися негативних доданкiв за допомогою модуля?". Позбавлення вiд
вiд’ємних значень - це хороша причина для пiднесення до квадрата, але
не єдина. Як i на середнє значення, на дисперсiю i стандартне вiдхилення
впливають викиди. Дуже часто нас цiкавлять викиди, тому пiднесення до
квадрата дає змогу видiлити цю особливiсть.

Найчастiше пiд час статистичного аналiзу нам знадобляться тiльки середнє
значення i стандартне вiдхилення, однак дисперсiя, як i ранiше, важлива в
iнших академiчних галузях. Мiри центральної тенденцiї та розкиду дають
нам змогу систематизувати данi та витягти з них знання для їх аналiзу.

7. Нормальний розподiл

Нормальний закон розподiлу трапляється в природi досить часто, тому для
нього розроблено окремi ефективнi методи моделювання.

Випадкова величина X має нормальний розподiл, якщо ймовiрнiсть P того,
що X прийме значенння iз дiапазону вiд −∞ до x визначається iнтегралом
Лапласа

F = P (X < x) =
1

σ
√

2π

x∫
−∞

e
−

(t− x)2

2σ2 dt. (7.1)

Як видно, нормальний розподiл має два параметри: математичне сподiвання
x i середньоквадратичне вiдхилення σ величини x вiд цього математичного
сподiвання x.

Очевидно, що ймовiрнiсть того, що випадкова величинаX попадає в iнтервал
a ≤ X ≤ b визначається iнтегралом P (a ≤ X ≤ b) = F (b)− F (a).

Формула щiльностi розподiлу ймовiрностi значень випадкової величини x за
нормальним законом має вигляд

f =
1

σ
√

2π
exp

(
− (x− x)2

2σ2

)
. (7.2)

Дослiдити властивостi нормального розподiлу випадкової величини x можна
за допомогою програмного коду написаного на мовi програмування Python.
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Використаємо можливостi мови програмування Python для герерацiї
нормального розподiлу деякої випадкової величини norm_values та запису
його до файлу norm.csv.

import numpy as np
import csv

# Середнє значення та стандартне вiдхилення
mu, sigma = 2 . 5 , 0 . 1
# Генерацiя нормально розподiлених випадкових величин
norm_values = np . random . normal (mu, sigma , 1000)

f i l e_c s v=r ’E: \Edu_box\PythonBox\ pythonProject \norm . csv ’
with open ( f i l e_csv , mode=’w’ ) as f :

c s vwr i t e r = csv . wr i t e r ( f , d e l im i t e r = ’ , ’ ,
l i n e t e rm ina t o r =’\r ’ )

c s vwr i t e r . wr i terows (map( lambda x : [ x ] , norm_values ) )
f . c l o s e ( )

Далi будемо вважати, що у файлi norm.csv зосередженi данi про деякий
випадковий процес i нам потрiбно побудувати його гiстограму та щiльнiсть
нормального розподiлу (див.рис. (7.1)). Для цього використаємо такий код

import numpy as np
import matp lo t l i b . pyplot as p l t
import csv

f i l e_c s v=r ’E: \Edu_box\PythonBox\ pythonProject \norm . csv ’
with open ( f i l e_csv , ’ r ’ ) as f :

c sv r eade r = csv . r eader ( f , d e l im i t e r = ’ , ’ )
t h i s_ l i s t = [ ]
f o r row in c sv reade r :

t h i s_ l i s t . append ( f l o a t ( row [ 0 ] ) )

h i st_values , bin_edges , _ = p l t . h i s t ( t h i s_ l i s t , 30 ,
dens i ty=True , edgeco l o r=’red ’ )
# bins це l i s t даних , якi вiдновiдають
# висот i стовбчикiв у г i стограмi
t h i s_ l i s t = np . array ( t h i s_ l i s t )
mu, sigma = t h i s_ l i s t .mean ( ) , t h i s_ l i s t . s td ( )

p l t . p l o t ( bin_edges , 1/( sigma∗np . sq r t (2∗np . p i ) )∗
np . exp(−(bin_edges−mu)∗∗2/(2∗ sigma ∗∗2) ) , l i n ew id th=2, c o l o r =’r ’ )



162

p l t . y l ab e l ( ’ Функцiя розподiлу ’ )
p l t . x l ab e l ( ’ Випадкова величина $norm\_values$ ’ )
p l t . t i t l e ( ’Нормальний розподiл випадкової величини ’ , f o n t s i z e= 14)
p l t . l egend ( [ ’mu = 2 . 5 , sigma = 0 . 1 ’ ] )
p l t . show ( )
f . c l o s e ( )

Рис. 7.1 — Приклад нормального розподiлу випадкової величини x

Змiнюючи у програмному кодi параметри нормального розподiлу mu

та sigma для випадкової величини x можна буде детально розглянути
властивостi нормального розподiлу.

8. Логарифмiчно нормальний розподiл i розподiл
Вейбулла—Гнеденко

Логарифмiчно нормальний (логнормальний) розподiл трапляється пiд час
опису довговiчностi виробiв у режимi зносу — старiння, мiсячної зарплати,
розподiлу доходiв, банкiвських вкладiв, посiвних площ пiд рiзнi культури
тощо. т.п.

Розподiл Вейбулла-Гнеденко - це узагальнення експоненцiального розподiлу
на випадок нестацiонарної iнтенсивностi подiй. Використовується в теорiї
надiйностi, моделюваннi процесiв у технiцi, у прогнозуваннi погоди, в описi
процесу подрiбнення тощо.
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Для практичного використання логнормального розподiлу i розподiлу
Вейбулла—Гнеденко доцiльно використовувати спецiалiзованi модулi (див.
далi) мови програмування Python.

8.1. Логнормальний розподiл

Логнормальний розподiл має успiшне застосування в теорiї надiйностi
для описування: напрацювання на вiдмову складних технiчних систем
(наприклад, електронної технiки, засобiв авонiки, транспортних систем та
iнших виробiв); процесiв вiдновлення; вiдмов, якi виникають у результатi
зношування; напрацювання при швидкому вигораннi "ненадiйних"елементiв;
вiдмов, якi викликанi втомленiстю матерiалiв.

Визначення. Випадкова величина T (T > 0) має логарифмiчно
нормальний (логнормальний) розподiл, якщо її натуральний логарифм ln(T )
пiдпорядкований нормальному закону:

F = P (ln(T ) < ln(t)) =


0 if t < 0;

1

σ
√

2π

ln(t)∫
0

exp
(
− (x− µ)2

2σ2

)
dx if t ≥ 0.

,

де µ i σ – параметри, якi оцiнюються за статистичними даними. У даному
випадку µ — математичне сподiвання логарифму випадкової величини; σ –
середнє квадратичне вiдхилення логарифму випадкової величини.

Функцiю розподiлу F = F (t) та iмовiрнiсть P = P (t) безвiдмовної роботи
об’єкту можна визначити через значення квантиля

U =
ln(t)− µ

σ

таким чином

F =
1

2
+ Φ

( ln(t)− µ
σ

)
, P =

1

2
− Φ

( ln(t)− µ
σ

)
,

де Φ = Φ(t) — iнтеграл Лапласа.

Функцiя щiльнiстi розподiлу ймовiрностей логнормального розподiлу f =
f(x) має вигляд (за правилом диференцiювання iнтеграла, що залежить вiд
параметра)

f =

 0 if t < 0;
1

σ
√

2πt
exp

(
− (ln(t)− µ)2

2σ2

)
if t ≥ 0.

Параметри µ та σ — логнормального закону пов’язанi з математичним
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сподiванням M та дисперсiєю D випадкової величини T такими виразами:

M = exp
(
µ+

σ2

2

)
, D =

(
exp(σ2)− 1

)
exp(2µ+ σ2)

Величина M у середнє напрацювання до вiдмови, середнiй ресурс, середнiй
термiн служби, середнiй час вiдновлення тощо.

Для позитивних випадкових величин логнормальний розподiл може
приймати рiзноманiтнi форми, якi можна отримати варiацiєю прарметрiв µ
та σ.

Логарифмiчно-нормальний розподiл має такi властивостi

• логнормальний розподiл має одну моду, якщо t = exp(µ˘σ) та медiану,
якщо t = exp(µ). Розподiл має позитивну асиметрiю;

• iнтенсивнiсть вiдмов логнормального розподiлу має немонотонний
характер зi зменшенням у кiнцi розподiлу.

У модулi scipy є бiблiотека scipy.stats здатна генерувати розподiли випадкових
величин того чи iншого походження, зокрема lognorm. Використаємо її
для герерацiї логнормального розподiлу деякої випадкової величини log-
norm_values та запису його до файлу lognorm.csv.

import numpy as np
from sc ipy . s t a t s import lognorm
import csv

#make t h i s example r ep roduc ib l e
np . random . seed (1 )
#generate log−normal d i s t r i b u t e d
#random va r i ab l e with 1000 va lue s

i n i t = 10
sigma = 0.25
mu = 0.75
#mu = np . exp (mu)

lognorm_values = lognorm . rvs ( sigma , s c a l e=mu,
l o c=i n i t , s i z e =1000 , random_state=None )

f i l e_c s v=r ’E: \Edu_box\PythonBox\ pythonProject \ lognorm . csv ’
with open ( f i l e_csv , mode=’w’ ) as f :

c s vwr i t e r = csv . wr i t e r ( f , d e l im i t e r = ’ , ’ ,
l i n e t e rm ina t o r =’\r ’ )
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c s vwr i t e r . wr i terows (map( lambda x : [ x ] , lognorm_values ) )
f . c l o s e ( )

У функцiї lognorm.rvs() sigma — стандартне вiдхилення, а значення mu —
середнє значення логнормального розподiлу, який згенерується.

Далi будемо вважати, що у файлi lognorm.csv зосередженi данi про деякий
випадковий процес i нам потрiбно побудувати його гiстограму та графiк
щiлностi логнормального розподiлу (див.рис. (8.1)). Для цього використаємо
такий код

import numpy as np
import matp lo t l i b . pyplot as p l t
import csv

i n i t = 10
sigma = 0.25
mu = 0.75
#mu = np . exp (mu)

f i l e_c s v=r ’E: \Edu_box\PythonBox\ pythonProject \ lognorm . csv ’
with open ( f i l e_csv , ’ r ’ ) as f :

c sv r eade r = csv . r eader ( f , d e l im i t e r = ’ , ’ )
t h i s_ l i s t = [ ]
f o r row in c sv reade r :

t h i s_ l i s t . append ( f l o a t ( row [ 0 ] ) )

count , bins , ignored = p l t . h i s t ( t h i s_ l i s t , dens i ty= True ,
edgeco l o r=’black ’ , b ins=50)

de f fn_pdf ( x ) :
r e turn lognorm . pdf (x , sigma , s c a l e=mu, l o c=i n i t )

p l t . p l o t ( bins , fn_pdf ( b ins ) , l i n ew id th=2, c o l o r =’r ’ )
p l t . y l ab e l ( ’ Функцiя розподiлу ’ )
p l t . x l ab e l ( ’ Випадкова величина $lognorm\_values$ ’ )
p l t . t i t l e ( ’Нормальний розподiл \
випадкової величини ’ , f o n t s i z e= 14)
p l t . l egend ( [ ’ i n i t = 10 , mu = 0 . 2 , sigma = 0 . 2 5 ’ ] )
f . c l o s e ( )
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Рис. 8.1 — Приклад логнормального розподiлу випадкової величини x

8.2. Розподiл Вейбулла—Гнеденко

В iнженернiй практицi розподiл Вейбулла—Гнеденко займає одне з
центральних мiсць при дослiдженнях характеристик надiйностi складних
технiчних систем i машин. Вiн є найбiльш загальним розподiлом безвiдмовної
роботи елементiв, тривалостi роботи машини до граничного стану, для опису
розподiлiв термiнiв служби машин i характеристик втомленостi металiв, якi
призводять до вiдмови.

Розподiл Вейбулла—Гнеденко може бути трипараметричним або двопараметричним.

Розглянемо далi трипараметричний розподiл. Iнтегральна та диференцiальна
функцiї цього розподiлу визначаються такими залежностями

F =

{
0 if t < 0;

1− exp
(
−
(t− µ

σ

)α)
if t ≥ 0.

,

f =

{
0 if t < 0;
α

σ

(t− µ
σ

)α−1

exp
(
−
(t− µ

σ

)α)
if t ≥ 0.

де σ — параметр масштабу, який характеризує ступiнь розтягнення кривої
розподiлу вздовж осi t i пов’язаний iз середнiм значенням випадкової
величини; α — параметр форми; µ > 0 — параметр змiщення, який є
мiнiмально можливим значенням випадкової величини .

Для цього розподiлу, доповнення iнтегральної функцiї (iмовiрнiсть безвiдмовної
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роботи) має вигляд

P (t) = exp
(
−
(t− µ

σ

)α)
,

Iнтенсивнiсть подiй визначається через диференцiальну функцiю, доповнення
до iнтегральної функцiї має вигляд

λ =
f(t)

P (t)
=

α

σ

(t− µ
σ

)α−1

exp
(
−
(t− µ

σ

)α)
exp

(
−
(t− µ

σ

)α) =
α

σ

(t− µ
σ

)α−1

Математичне сподiвання для трипараметричного розподiлу Вейбула визначається
iнтегралом

Tavg =

∞∫
0

P (t)dt =

∞∫
0

exp
(
−
(t− µ

σ

)α)
dt

Розрахунок цього iнтегралу дає можливiсть записати такий вираз

Tavg = σΓ
(

1 +
1

α

)
+ µ,

де Γ =

∞∫
0

xt−1e−xdx — гама-функцiя.

Розподiл Вейбула займає промiжне положення мiж нормальним i
експоненцiальним розподiлами.

Розподiл Вейбулла широко використовується в аналiзi великих даних рiзного
походження завдяки своїй унiверсальностi. Залежно вiд значень параметрiв,
розподiл Вейбулла може бути використаний для моделювання як в теорiї
надiйностi технiчних систем так i рiзноманiтної життєвої поведiнки.

Рiзнi значення параметрiв розподiлу можуть мати помiтний вплив на
поведiнку розподiлу. Насправдi, деякi значення параметра форми призводять
до того, що рiвняння розподiлу зводяться до рiвнянь iнших розподiлiв.

Побудуємо гiстограму та графiк щiлностi розподiлу Вейбулла (див.рис. (8.2)).
Для цього використаємо такий код

import numpy as np
import matp lo t l i b . pyplot as p l t
from sc ipy . s t a t s import weibull_min

mu = 2 ; sigma = 1 ; b = 5 .

wb_values = weibull_min . rvs (b , l o c=mu,
s c a l e=sigma , s i z e =1000)
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Рис. 8.2 — Приклад розподiлу Вейбулла—Гнеденко випадкової величини x

count , bins , ignored = p l t . h i s t (wb_values , dens i ty= True ,
edgeco l o r=’black ’ , b ins=50)

de f weib (x ,mu, a , b ) :
r e turn (b/a )∗ ( ( x−mu)/ a )∗∗(b−1)∗np . exp (−((x−mu)/ a )∗∗b)

s c a l e = count .max( )/ weib ( bins ,mu, sigma , b ) .max( )
p l t . p l o t ( bins , weib ( bins ,mu, sigma , b)∗ s ca l e ,
l i n ew id th=2, c o l o r =’r ’ )

p l t . y l ab e l ( ’ Функцiя розподiлу ’ )
p l t . x l ab e l ( ’ Випадкова величина $wb\_values$ ’ )
p l t . t i t l e ( ’Нормальний розподiл випадкової величини ’ ,
f o n t s i z e= 14)
p l t . l egend ( [ ’mu = 2 ; sigma = 1 ; b = 5 . ’ ] )
p l t . show ( )

Завдання. Побудувати графiки функцiй P (t), f(t), λ(t) для наброру знань
параметрiв µ = 1, σ = 1, α = (1, 2, 3, 0.5).

Експоненцiальний закон розподiлу

Експоненцiальний закон розподiлу є окремим випадком закону розподiлу
Вейбулла при параметрi α = 1. Вiн часто вживається в теорiї масового
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обслуговування, теорiї надiйностi та в iнших галузях науки.

Експоненцiальний розподiл визначається одним параметром λ =
1

Tavg
iнтенсивнiстю подiй (вiдмов, вiдновлення працездатностi та iн.), де Tavg = t
— середнє значення (математичне сподiвання) випадкової величини t.

Iнтенсивнiстю подiй називається середня кiлькiсть подiй, що з’явилися в
одиницю часу. При λ = const час появи подiй має експоненцiальний розподiл.
Час появи раптових вiдмов має також експоненцiальний розподiл.

Експоненцiальний закон розподiлу визначений в областi додатних дiйсних
чисел ≥ 0. Аналiтичнi вирази iнтегральної та щiльностi функцiї
експоненцiального розподiлу мають вигляд

F = 1− e−λt, f = λe−λt,

де λ =
1

Tavg
=

1

t
=

1

σ
— параметр, обернено пропорцiйний середньому

значенню та стандарту вiдхиленню.

Характерною особливiстю експоненцiального розподiлу є рiвнiсть середнього
значення та стандартого вiдхилення, а також незмiннi значення коефiцiєнта

варiацiї v =
σ

t
= 1 та коефiцiєнта асиметрiї A =

1

σ3

∞∫
0

(t− t)3f(t)dt = 2.

Побудуємо гiстограму та графiк щiлностi експоненцiального розподiлу
(див.рис. (8.3)). Для цього використаємо такий код

import numpy as np
from sc ipy . s t a t s import expon
import matp lo t l i b . pyplot as p l t

mu = 40 # mean
#generate exponent i a l d i s t r i b u t i o n with sample s i z e 10000
exp_values = expon . rvs ( s c a l e=mu, s i z e =10000)

#c r ea t e p l o t o f exponent i a l d i s t r i b u t i o n
count , bins , ignored = p l t . h i s t ( exp_values , dens i ty= True ,
edgeco l o r=’black ’ , b ins=50)

de f fexp (x ,mu) :
r e turn (1/mu)∗np . exp(−x/mu)

s c a l e = count .max( )/ fexp ( bins ,mu) .max( )
p l t . p l o t ( bins , fexp ( bins ,mu)∗ s ca l e , l i n ew id th=3, c o l o r =’r ’ )
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p l t . y l ab e l ( ’ Функцiя розподiлу ’ )
p l t . x l ab e l ( ’ Випадкова величина $exp_values$ ’ )
p l t . t i t l e ( ’ Експоненцiальний розподiл випадкової величини ’ ,
f o n t s i z e= 14)
p l t . l egend ( [ ’mu = 40 ’ ] )
p l t . show ( )

Рис. 8.3 — Приклад експоненцiального розподiлу випадкової величини exp_values

8.3. Функцiї щiлностi ймовiрностi для емпiричного набору
випадкових величин

Пiдбiр функцiї щiлностi ймовiрностi для емпiричного набору випадкових
величин охоплює кiлька методiв i пiдходiв. Ось деякi з них:

• Аналiтичний пiдхiд: У деяких випадках можна використовувати
знання про систему або процес, що породжує випадковi величини,
щоб аналiтично вивести або припустити форму функцiї щiльностi
ймовiрностi. Наприклад, якщо вiдомо, що випадковi величини розподiленi
нормально або експоненцiально, можна використовувати вiдповiднi
аналiтичнi функцiї щiльностi ймовiрностi.

• Використання вiдомих розподiлiв: У деяких випадках можна
використовувати вiдомi розподiли, якi найкращим чином вiдповiдають
набору випадкових величин. Наприклад, якщо данi схожi на нормальний
розподiл, можна використовувати нормальну функцiю щiльностi
ймовiрностi для моделювання даних.
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• Використання методу найменших квадратiв: Цей метод може
використовуватися для апроксимацiї функцiї щiльностi ймовiрностi за
допомогою комбiнацiї базових функцiй (наприклад, полiномiв). Можна
мiнiмiзувати суму квадратiв рiзницi мiж значеннями функцiї щiлностi
ймовiрностi та фактичними спостережуваними значеннями.

• Непараметричнi методи: Замiсть використання заздалегiдь визначеної
функцiї щiлностi ймовiрностi можна використовувати непараметричнi
методи, такi як ядерна оцiнка щiлностi або згладжування даних. Цi
методи дають змогу гнучко моделювати данi без необхiдностi припущень
про конкретну форму функцiї щiльностi ймовiрностi.

• Використання емпiричної функцiї розподiлу: У деяких випадках
можна скористатися емпiричною функцiєю розподiлу, яка будується на
основi спостережуваних даних. Потiм можна чисельно диференцiювати
емпiричну функцiю розподiлу для отримання наближеної функцiї
щiльностi ймовiрностi.

Важливо зазначити, що вибiр пiдходу i методу залежить вiд характеру даних
i доступної iнформацiї про систему або процес. У деяких випадках може
знадобитися експериментальне дослiдження й тестування рiзних функцiй
щiлностi ймовiрностi для досягнення найкращої вiдповiдностi даним.

8.4. Використання тесту Колмогорова-Смiрнова для визначення
функцiї щiльностi ймовiрностi

Тест Колмогорова-Смiрнова є статистичним тестом, який використовується
для перевiрки гiпотези про те, що двi вибiрки (або розподiлу) були отриманi
з однiєї i тiєї ж генеральної сукупностi. Вiн може використовуватися для
перевiрки вiдповiдностi емпiричної функцiї розподiлу (ЕФР) спостережуваної
вибiрки з теоретичною функцiєю розподiлу або для порiвняння двох
емпiричних функцiй розподiлу.

Суть тесту Колмогорова-Смiрнова полягає в порiвняннi максимального
вiдхилення мiж емпiричною функцiєю розподiлу спостережуваної вибiрки та
теоретичною функцiєю розподiлу. Якщо вiдмiннiсть мiж ними досить мала,
то немає пiдстав вiдхилити нульову гiпотезу про те, що вибiрки було отримано
з однiєї й тiєї самої генеральної сукупностi або вони мають один i той самий
розподiл.

Результатом тесту Колмогорова-Смiрнова є значення статистики Колмогорова
(D-статистика) i вiдповiдне йому p-значення. Якщо p-значення менше за
обраний рiвень значущостi, зазвичай 0.05, то нульова гiпотеза вiдкидається
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на користь альтернативної гiпотези про вiдмiнностi мiж вибiрками або
розподiлами.

Тест Колмогорова-Смiрнова широко застосовують у рiзних галузях
статистики та аналiзу даних для порiвняння вибiрок, оцiнювання
вiдповiдностi даних теоретичним моделям або перевiрки гiпотез щодо
розподiлiв даних.

Приклад №1 використання тесту Колмогорова-Смiрнова для визначення
функцiї щiльностi ймовiрностi деякого набору випадкових величин на Python:
import numpy as np
from sc ipy . s t a t s import k s t e s t
"""Згенеруємо випадковi величини з вiдомого розподiлу
для порiвняння known_distr ibution =
np . random . normal ( l o c =0, s c a l e =1, s i z e =1000)"""
# Згенеруємо набiр випадкових величин для аналiзу
data = np . random . normal ( l o c =0, s c a l e =1, s i z e =500)
#data = np . random . exponent i a l ( s c a l e =1, s i z e =500)
"""Виконаємо тест Колмогорова−Смiрнова
для порiвняння з вiдомим розподiлом"""
k s_s t a t i s t i c , p_value = k s t e s t ( data , ’norm ’ , a rgs =(0 , 1 ) )
# Виведемо результати тесту
p r i n t ("Статистика теста Колмогорова−Смiрнова : " ,

k s_ s t a t i s t i c )
p r i n t ("P−значение : " , p_value )
#Оцiнимо результати тесту i зробимо висновки
alpha = 0.05 # Рiвень значущостi
i f p_value > alpha :

p r i n t ("Немає пiдстав вiдкинути г iпотезу "+
"про в iдпов iдн i сть даних вiдомому розподiлу . " )

e l s e :
p r i n t (" Гiпотеза про в iдпов iдн i сть даних "+

"вiдомому розподiлу вiдкидається . " )

У цьому прикладi ми згенерували випадковi величини з вiдомого
нормального розподiлу (known_distribution) i випадковi величини для
аналiзу (data). Потiм ми використовували функцiю kstest з модуля scipy.stats
для виконання тесту Колмогорова-Смiрнова.

Тут i далi параметр ks_statistic у тестi Колмогорова-Смiрнова (отриманi
значення ks_statistic називають статистикою тесту) являє собою максимальну
рiзницю мiж емпiричною функцiєю розподiлу (ECDF) двох вибiрок, якi
порiвнюються, а величина p_value - вiдповiдне p-значення, яке порiвнюється
з рiвнем значущостi alpha.
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Коли ми виконуємо тест Колмогорова-Смiрнова, ми порiвнюємо двi
вибiрки даних та їхнi розподiли. Емпiрична функцiя розподiлу (ECDF)
використовується для оцiнки їхнiх розподiлiв. ECDF являє собою функцiю,
яка показує частку значень вибiрки, що меншi або дорiвнюють даному
значенню.

KS-статистика є максимальною рiзницею мiж значеннями ECDF двох
вибiрок. Вона вимiрює найбiльше вiдхилення мiж двома розподiлами i
слугує мiрою схожостi або вiдмiнностi мiж ними. Чим бiльше значення KS-
статистики, тим бiльша вiдмiннiсть мiж розподiлами двох вибiрок.

Пiд час виконання тесту Колмогорова-Смiрнова ми порiвнюємо значення KS-
статистики з критичним значенням для певного рiвня значущостi. Якщо KS-
статистика перевищує критичне значення, то гiпотеза про рiвнiсть розподiлiв
вiдкидається.

Таким чином, значення ks_statistic дає нам змогу оцiнити максимальне
вiдхилення мiж розподiлами двох вибiрок i ухвалити рiшення про рiвнiсть
або вiдмiннiсть цих розподiлiв.

Виводимо результати тесту i робимо висновки на основi рiвня значущостi
alpha. Якщо p-значення бiльше рiвня значущостi, то немає пiдстав вiдкидати
гiпотезу про вiдповiднiсть даних вiдомому розподiлу. В iншому разi, гiпотезу
про вiдповiднiсть даних вiдкидають.

Звернiть увагу, що в прикладi використано нормальний розподiл як вiдомий
розподiл (’norm’), але ви можете адаптувати код для використання iнших
розподiлiв, залежно вiд ваших потреб.

Приклад №2 використання тесту Колмогорова-Смiрнова для визначення
функцiї щiльностi ймовiрностi деякого набору випадкових величин на Python:

import numpy as np
from sc ipy . s t a t s import k s t e s t
"""Згенеруємо випадковi величини
з вiдомого розподiлу для порiвняння known_distr ibution =
np . random . exponent i a l ( s c a l e =1, s i z e =1000)"""
# Згенеруємо набiр випадкових величин для аналiзу
data = np . random . exponent i a l ( s c a l e =1, s i z e =500)
#data = np . random . normal ( l o c =0, s c a l e =1, s i z e =500)
"""Виконаємо двопараметричний тест Колмогорова−Смiрнова
для порiвняння з вiдомим розподiлом"""
k s_s t a t i s t i c , p_value = k s t e s t ( data , ’ expon ’ , a rgs =(0 , 1 ) )
# Виведемо результати тесту
p r i n t ("Статистика теста Колмогорова−Смiрнова : " ,

k s_ s t a t i s t i c )
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pr i n t ("P−значение : " , p_value )
# Оцiнимо результати тесту i зробимо висновки
alpha = 0.05 # Рiвень значущостi
i f p_value > alpha :

p r i n t ("Немає пiдстав вiдкинути г iпотезу "+
"про в iдпов iдн i сть даних вiдомому розподiлу . " )

e l s e :
p r i n t (" Гiпотеза про в iдпов iдн i сть даних "+

"вiдомому розподiлу вiдкидається . " )

У цьому прикладi ми згенерували випадковi величини з вiдомого
експоненцiального розподiлу (known_distribution) i випадковi величини для
аналiзу (data). Потiм ми використовували функцiю kstest з модуля scipy.stats
для виконання тесту Колмогорова-Смiрнова.

Параметри args=(0, 1) передають у функцiю kstest для вказiвки параметрiв
вiдомого розподiлу (у цьому випадку експоненцiального розподiлу).

Отриманi значення ks_statistic являють собою статистику тесту, а p_value
- вiдповiдне p-значення. Потiм ми виводимо результати тесту i робимо
висновки на основi рiвня значущостi alpha. Якщо p-значення бiльше рiвня
значущостi, то немає пiдстав вiдкидати гiпотезу про вiдповiднiсть даних
вiдомому розподiлу. В iншому разi, гiпотезу про вiдповiднiсть даних
вiдкидають.

Звернiть увагу, що в прикладi використано експоненцiальний розподiл як
вiдомий розподiл (’expon’), але ви можете адаптувати код для використання
iнших розподiлiв, залежно вiд ваших потреб.

Приклад №3 використання тесту Колмогорова-Смiрнова для визначення
функцiї щiльностi ймовiрностi деякого набору випадкових величин з
розподiлом Вейбулла—Гнеденко на Python:

from sc ipy . s t a t s import weibull_min
from sc ipy . s t a t s import k s t e s t
""" Згенеруємо набiр випадкових величин для аналiзу з
б iбл iотеки weibull_min """

mu = 2 ; sigma = 1 ; b = 5 .
data = weibull_min . rvs (b , l o c=mu, \
s c a l e=sigma , s i z e =1000)
#data = np . random . exponent i a l ( s c a l e =1, s i z e =500)
"""Виконаємо тест Колмогорова−Смiрнова
для порiвняння з вiдомим розподiлом"""
k s_s t a t i s t i c , p_value = k s t e s t ( data , weibull_min . rvs (5 , l o c =2, \
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s c a l e =1, s i z e =5000))
# Виведемо результати тесту
p r i n t ("Статистика теста Колмогорова−Смiрнова : " ,

k s_ s t a t i s t i c )
p r i n t ("P−значение : " , p_value )
#Оцiнимо результати тесту i зробимо висновки
alpha = 0.05 # Рiвень значущостi
i f p_value > alpha :

p r i n t ("Немає пiдстав вiдкинути г iпотезу "+
"про в iдпов iдн i сть даних вiдомому розподiлу . " )

e l s e :
p r i n t (" Гiпотеза про в iдпов iдн i сть даних "+

"вiдомому розподiлу вiдкидається . " )

Приклад №4 використання функцiї ks_2samp з бiблiотеки scipy.stats для
порiвняння двох наборiв випадкових величин на Python:
import numpy as np
from sc ipy . s t a t s import ks_2samp
# Згенеруємо два набори випадкових величин для порiвняння
data1 = np . random . normal ( l o c =0, s c a l e =1, s i z e =1000)
data2 = np . random . normal ( l o c =0.5 , s c a l e =1, s i z e =800)
"""Виконаємо двовибiрковий тест Колмогорова−Смiрнова
для порiвняння двох наборiв даних"""
k s_s t a t i s t i c , p_value = ks_2samp( data1 , data2 )
# Виведемо результати тесту
p r i n t ("Статистика теста Колмогорова−Смiрнова : " ,

k s_ s t a t i s t i c )
p r i n t ("P−значение : " , p_value )
# Оцiнимо результати тесту i зробимо висновки
alpha = 0.05 # Рiвень значущостi
i f p_value > alpha :

p r i n t ("Немає пiдстав вiдкинути "+
" г iпотезу про р iвн i сть розподiл iв . " )

e l s e :
p r i n t (" Гiпотеза про р iвн i сть "+

"розподiл iв вiдкидається . " )

У цьому прикладi ми згенерували два набори випадкових величин da-
ta1 i data2 з нормального розподiлу з рiзними параметрами. Потiм ми
використовували функцiю ks_2samp з модуля scipy.stats для виконання
двовибiркового тесту Колмогорова-Смiрнова.

Функцiя ks_2samp повертає значення ks_statistic, що представляють собою
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статистику тесту, i p_value, вiдповiдне p-значення. Потiм ми виводимо
результати тесту i робимо висновки на основi рiвня значущостi alpha. Якщо
p-значення бiльше рiвня значущостi, то немає пiдстав вiдкидати гiпотезу
про рiвнiсть розподiлiв. В iншому разi, гiпотезу про рiвнiсть розподiлiв
вiдкидають.

Звернiть увагу, що в прикладi використано нормальний розподiл для
генерацiї даних, але ви можете адаптувати код для використання iнших
розподiлiв i рiзних наборiв даних, залежно вiд ваших потреб.

8.5. Питання для самоперевiрки

9. Метод Монте-Карло у наукових обчисленнях з
використанням мови програмування Python

Уявiмо, що ми провели N експериментiв i результат кожного експерименту
випадкове число. У цих N експериментах деяка подiя трапляється M разiв.
Оцiнка ймовiрностi тодi M/N i вона стає бiльш точною при прагненнi
числа експериментiв N до нескiнченностi (зауважте, що дрiб при цьому не
обертається на нуль, оскiльки i число M також прагне до нескiнченностi).

Математичний метод, що полягає у використаннi великої кiлькостi
генерованих випадкових чисел, отримав назву метод Монте-Карло. Цей метод
виявився надзвичайно корисним у науцi та промисловостi, там, де випадкову
поведiнку не можна не враховувати, або, наприклад, там, де не мається на
увазi наявнiсть випадкових чисел - у випадках складного iнтегрування.

9.1. Звичайний алгоритм iнтегрування Монте-Карло

Одним iз найбiльш раннiх застосувань генерованих випадкових чисел було
обчислення iнтегралiв.

Припустимо, потрiбно обчислити певний iнтеграл

I =

∫ b

a

f(x)dx (9.1)

Розглянемо випадкову величину u, рiвномiрно розподiлену на вiдрiзку
iнтегрування [a, b]. Тодi f(u) також буде випадковою величиною, причому
її математичне очiкування виражається як

M(f(u)) =

∫ b

a

f(x)ϕ(x)dx
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де ϕ(x) –— щiльнiсть розподiлу випадкової величини u. А оскiльки u
рiвномiрно розподiлена на [a, b], то

ϕ(u) =
1

b− a
Таким чином, шуканий iнтеграл виражається як∫ b

a

f(x)dx = (b− a)M(f(u))

але математичне очiкування випадкової величини f(u) можна легко оцiнити,
змоделювавши цю випадкову величину i вважаючи вибiркове середнє.

Отже, вибираємо N точок, рiвномiрно розподiлених на [a, b], для кожної точки
u обчислюємо f(u). Потiм знаходимо вибiркове середнє:

f(u) =
1

N

N∑
i=1

f(ui)

Часто у методi Монте-Карло використовує випадкову величину y, рiвномiрно
розподiлену на вiдрiзку [0, 1]. У разi вибiркове середнє трохи змiниться.
Необхiдно перетворити випадкову величину y те щоб вона мала рiвномiрне
розподiл на вiдрiзку [a, b]. Тодi формула вище набуде наступного вигляду:

f(y) =
1

N

N∑
i=1

f(a+ (b− a)yi)

У результатi отримуємо оцiнку iнтегралу:∫ b

a

f(x)dx =
(b− a)

N

N∑
i=1

f(ui)

Точнiсть оцiнки залежить вiд кiлькостi точок. Чим бiльша кiлькiсть N, тим
точнiше значення iнтеграла. Цей метод зазвичай називається iнтегрування
за Монте-Карло. Ми можемо представити вираз (9.1) у виглядi невеликої
програми

import random as random_number

de f fn_MCint ( f , a , b , n ) :
s = 0
f o r i in range (n ) :

x = random_number . uniform (a , b)
s += f (x )

I = ( f l o a t (b−a )/n)∗ s
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r e turn I

Зазвичай, достатня точнiсть методу задається бiльшим числом n, тому
векторизована версiя буде зручнiшою:

from numpy import ∗

de f fn_MCint_vec ( f , a , b , n ) :
x = random . uniform (a , b , n )
s = sum( f ( x ) )
I = ( f l o a t (b−a )/n)∗ s
re turn I

Розглянемо iнтегрування методом Монте-Карло на прикладi простої лiнiйної
функцiї f = 2x+ 3, межi iнтегрування - вiд 1 до 2. Було б цiкаво подивитися,
як метод справляється з розв’язанням задачi для рiзних n. Оцiнку зробимо
наступним трохи змiненим fn_MCint методом:

de f fn_MCint2 ( f , a , b , n ) :
s = 0

I = ze ro s (n)
f o r k in range (1 , n+1):

x = random_number . uniform (a , b)
s += f (x )
I [ k−1] = ( f l o a t (b−a )/k)∗ s

re turn I

Зауважимо, що k змiнюється вiд 1 до n, тодi як iндекси i як i ранiше йдуть вiд
0 до n− 1. Оскiльки n може бути дуже великим, масив I може переповнити
пам’ять. Тому слiд записувати лише кожне N — те значення апроксимацiї.
Це можливо за допомогою вiдомої нам функцiї визначення залишку

f o r k in range (1 , n+1):
. . .
i f k % N == 0 :

# s t o r e

Отже, щоразу, коли k дiлиться на N без залишку, ми записуємо значення (у
нашому випадку кожне соте). Вiдповiдна функцiя представлена нижче.

de f fn_MCint3 ( f , a , b , n ,N=100):
’ ’ ’ Зберiгає кожне N наближення iнтеграла
у масив I i записуємо вiдповiдне значення k ’ ’ ’
s = 0
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I_values = [ ]
k_values = [ ]
f o r k in range (1 , n+1):

x = random_number . uniform (a , b)
s += f (x )
i f k % N == 0 :

I = ( f l o a t (b−a )/k)∗ s
I_values . append ( I )
k_values . append (k )

re turn k_values , I_values

Тепер у нас є iнструмент для того, щоб подивитися, як змiнюється помилка в
iнтегруваннi методом Монте-Карло зi зростанням n. Закiнчена програма має
такий вигляд

import random as random_number
import matp lo t l i b . pyplot as p l t
from numpy import array

de f fn_MCint3 ( f , a , b , n ,N=100):
’ ’ ’ Зберiгає кожне N наближення iнтеграла
у масив I i записуємо вiдповiдне значення k ’ ’ ’
s = 0

I_values = [ ]
k_values = [ ]
f o r k in range (1 , n+1):

x = random_number . uniform (a , b)
s += f (x )
i f k % N == 0 :

I = ( f l o a t (b−a )/k)∗ s
I_values . append ( I )
k_values . append (k )

re turn k_values , I_values

de f f 1 ( x ) :
r e turn 2 + 3∗x

k , I = fn_MCint3 ( f1 , 1 , 2 , 1000000 ,N=10000)
e r r o r = 6 .5 − array ( I )

p l t . t i t l e ( ’ Iнтегрування Монте−Карло ’ )



180

p l t . x l ab e l ( ’ n ’ )
p l t . y l ab e l ( ’ e r ro r ’ )
p l t . p l o t (k , e r r o r )
p l t . show ( )

Результат роботи програми (може дещо вiдрiзнятися через випадковiсть)
подано на Рис. 9.1.

Рис. 9.1 —

9.2. Iнтегрування через обчислення площi пiд кривою

Уявiмо, у нас є деяка складна фiгура G, площу якої ми хочемо
обчислити. Цю фiгуру ми можемо укласти в прямокутник B, який
визначається координатами [X1, X2] × [Y 1, Y 2]. Далi в цей прямокутник
ми "кидаємо"випадковi числа iз заданого масиву [X, Y ] i рахуємо скiльки
точок потрапило всередину контуру фiгури G. Далi, знаючи вiдношення
числа точок, що "впали"в контур G до загального числа "кинутих"точок, i
помноживши це вiдношення на площу простої фiгури B, ми отримуємо площу
складної фiгури G.

Таким же чином ми могли б знаходити iнтеграл вiд функцiї, оскiльки вiн i
визначає площу пiд нею. Уявiмо, ми знаємо, як виглядає функцiя, область
iнтегрування лежить у межi вiд a до b, а максимум функцiї в зазначеному
iнтервалi дорiвнює m. Тодi аналогiчно, попередньому розгляду, iнтеграл буде
виражений через число "викинутих"точок N i число тих, що впали "пiд

функцiю"M як
M

N
m(b− a).

Векторизований розв’язок може в найпростiшому випадку має такий вигляд



from numpy import random

def fn_MCint_area_vec ( f , a , b ,m,N) :
x = random . uniform (a , b ,N)
y = random . uniform (0 ,m,N)
M = y [ y < f (x ) ] . s i z e # у квадратних дужках умова ,

# s i z e рахує число елементiв , що їй задовольняють
area = M/ f l o a t (N)∗m∗(b−a )
re turn area

Рiшення можна написати i через стандартний random у звичайному виглядi
за допомогою циклу, але швидкiсть його буде iстотно меншою.
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