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Передмова
Студенти фiзико-математичного факультету вивчають курс комплексного

аналiзу протягом п’ятого i шостого семестрiв. Значна увага придiляється ви-
вченню основних понять комплексного аналiзу i розвитку навичок з розв’язува-
ння типових задач. Цьому повинна сприяти активна самостiйна робота студен-
тiв, яка є основою успiшного оволодiння курсом комплексного аналiзу. Однiєю
з форм активiзацiї самостiйної роботи студентiв є виконання типових iндивi-
дуальних розрахункових завдань. В даний збiрник входить 30 варiантiв таких
завдань, що дозволяє кожному студенту запропонувати iндивiдуальне завдан-
ня, яке мiстить 25 задач. Крiм того, в посiбнику наведенi основнi теоретичнi
вiдомостi з кожної теми, а також розв’язки типових задач.

Система типових розрахункових завдань не виключає традицiйних дома-
шнiх завдань, а навпаки (що важливо) доповняє домашнi завдання.

Типовi розрахунковi завдання виконуються частинами, по мiрi вивчення
теоретичного курсу комплексного аналiзу i опрацювання його на практичних
заняттях, i подаються на перевiрку викладачу у вказанi ним строки. Невiр-
но розв’язанi приклади повертаються студенту на доопрацювання з вказiвкою
характеру помилки.

Автори даного посiбника будуть вдячнi за критичнi зауваження, якi спри-
ятимуть його покращенню.
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Теоретичнi вiдомостi

1. Комплекснi числа та дiї над ними
Комплексним числом називається впорядкована пара z = z(x, y) двох дiй-

сних чисел x та y. Комплексне число (x, 0) ототожнюється з дiйсним числом
x.

На множинi C комплексних чисел, тобто на множинi впорядкованих пар,
вводяться алгебраїчнi операцiї згiдно правил

λz = (λx, λy), λ ∈ R,
z1 + z2 = (x1 + x2, y1 + y2),

z1 · z2 = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1).

Два елементи z1 = (x1, y1), z2 = (x2, y2) ∈ C вважаємо рiвними тодi i лише
тодi, коли x1 = x2, y1 = y2.

Число (0, 1) називається уявною одиницею i позначається (0, 1) = i, оскiльки
це число має властивiсть i2 = (0, 1) · (0, 1) = −1. Будь-яке комплексне число
z = (x.y) можна представити у виглядi

z = (x, y) = (x, 0) + (y, 0)(0, 1) = x+ y(0, 1) = x+ iy. (1)

Запис (1) називають алгебраїчною формою запису комплексного числа. При
цьому число x називається дiйсною, число y – уявною частиною комплексного
числа z i позначаються x = Re z, y = Im z.

Довiльному комплексному числу z = (x, y) = x + iy ставиться у вiдповiд-
нiсть точка площини R2 з абсцисою x та ординатою y i навпаки: кожнiй точцi
площини вiдовiдає комплексне число. Тому площину xOy будемо називати ком-
плексною площиною i позначатимемо C.

Якщо z = x+iy, то число x−iy називається спряженим з ним i позначається
z.

Арифметичнi дiї над комплексними числами z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2

виконуються за такими формулами:
1) z1 ± z2 = (x1 ± x2) + i(y1 ± y2);
2) z1 · z2 = (x1x2 − y1y2)− i(x1y2 + x2y1);

3)
z1

z2
=
z1 · z2

z2 · z2
=
x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2

+ i
y1x2 − x1y2

x2
2 + y2

2

, z2 6= 0.

Додавання (вiднiмання) комплексних чисел виконується за правилом дода-
вання (вiднiмання) векторiв. Довжина вектора, що вiдповiдає числу z, нази-
вається модулем цього числа i позначається через |z|, тобто |z| =

√
x2 + y2 =√

z · z, а кут мiж цим вектором i додатнiм напрямом дiйсної осi Ox називається
аргументом числа z i позначається Arg z. Для z = 0 поняття аргументу не має
смислу.

Аргумент будь-якого комплексного числа z ∈ C \ {0} визначається з точнi-
стю до 2kπ, k ∈ Z. Серед всiх значень Arg z, z 6= 0, значення, що задовольняють
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нерiвнiсть −π < ϕ ≤ π, називається головним значенням i позначається arg z,
тому Arg z = arg z + 2kπ, k ∈ Z.

arg z =



arctg
y

x
, x > 0;

π + arctg
y

x
, x < 0, y ≥ 0;

−π + arctg
y

x
, x < 0, y < 0;

π

2
, x = 0, y > 0;

−π
2
, x = 0, y < 0.

Кожне комплексне число z ∈ C \ {0} можна записати у виглядi

z = |z|(cos arg z + sin arg z)

Така форма запису називається тригонометричною формою.
Два комплексних числа рiвнi, якщо рiвнi їх модулi, а аргументи вiдрiзняю-

ться на число кратне 2π.

• Тригонометрична (пока-
зникова) форма компле-
ксного числа z = x+ iy

z = ρ(cosϕ+ i sinϕ) (z = ρeiϕ)

• Формули Ейлера eiϕ = cosϕ+ i sinϕ,

eiπ − 1 = 0

• Модуль комплексного чи-
сла

|z| =
√
x2 + y2, |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|

• Аргумент комплексного
числа

ϕ = Arg z = arg z + 2kπ, k ∈ Z, arg z ∈ (−π, π]

• Добуток комплексних чи-
сел

z1z2 = ρ1ρ2(cos(ϕ1 + ϕ2) + sin(ϕ1 + ϕ2)) =

= ρ1ρ2e
i(ϕ1+ϕ2)

• Спряжене до комплексно-
го числа

z = ρ(cos(−ϕ) + sin(−ϕ)) = ρe−iϕ,

z1 ± z2 = z1 + z2,

z1 · z2 = z1 · z2,
(
z1
z2

)
=
(
z1
z2

)
, z2 6= 0.
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• Частка комплексних чи-
сел

z1

z2
=
ρ1

ρ2
(cos(ϕ1 − ϕ2) + sin(ϕ1 − ϕ2)) =

=
ρ1

ρ2
ei(ϕ1−ϕ2)

• Натуральний степiнь ком-
плексного числа

zn = ρn(cos(nϕ) + i sin(nϕ)) = ρneinϕ, n ∈ N

• Формула Муавра (cos(ϕ) + i sin(ϕ))n = (cos(nϕ) + i sin(nϕ))

• Корiнь з комплексного чи-
сла

ω = n
√
z =

= n
√
ρ
(

cos
(
ϕ+2πk
n

)
+ i sin

(
ϕ+2πk
n

))
=

= n
√
ρei

ϕ+2πk
n , k = 0, 1, . . . , n− 1.

Всi значення n
√
z розташованi у вершинах

правильного n - кутника.

2. Основнi елементарнi функцiї комплексного змiнного

• Показникова функцiя ez = 1 + z
1! + z2

2! + . . .+ zn

n! + . . . =

= ex(cos y + i sin y)

Властивостi ez1+z2 = ez1 · ez2 , ez=2πki = ez,

|ez| = ex, Arg z = y + 2kπ

• Тригонометричнi функцiї cos z =
eiz + e−iz

2
, sin z =

eiz − e−iz

2i
,

tg z =
sin z

cos z
, ctg z =

cos z

sin z

Властивостi sin(z + 2kπ) = sin z, cos(z + 2kπ) = cos z,

sin kπ = 0, cos(kπ + π
2 ) = 0, k ∈ Z.

Для тригонометричних функцiй залишаються
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справедливими всi вiдомi формули тригонометрiї.

• Гiперболiчнi функцiї ch z =
ez + e−z

2
, sh z =

ez − e−z

2
,

th z =
sh z

ch z
, cth z =

ch z

sh z

Властивостi sh(z + 2kπi) = sh z, ch(z + 2kπi) = ch z,

th(z + kπi) = th z, cth(z + kπi) = cth z

• Зв’язок мiж тригономе-
тричними та гiперболiчни-
ми функцiями

sin z = −i sh iz, sh z = −i sin iz,

cos z = ch iz, ch z = cos iz,

tg z = −i tg iz, th z = −i th iz,

ctg z = i ctg iz, cth z = i cth iz

• Логарифмiчна функцiя Ln z = ln |z|+ i(arg z + 2πk), k ∈ Z

Властивостi Lnz = ln z + 2kπi, Lnz1 · z2 = Lnz1 + Lnz2,

Ln z1z2 = Lnz1 − Lnz2

• Головне значення логари-
фма

При k = 0 : Lnz = ln z = ln |z|+ i arg z

Оберненi тригонометричнi
функцiї

• Арксинус Arcsin z = −iLn(iz +
√

1− z2)

• Арккосинус Arccos z = −iLn(z +
√
z2 − 1)

• Арктангенс Arctg z = − i
2
Ln

1 + iz

1− iz

• Арккотангенс Arcctg z = − i
2
Ln
z + i

z − i

• Степенева функцiя w = za = eaLn z, a = α+ iβ

• Показникова функцiя w = az = ezLn a, a 6= 0
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3. Кривi в комплекснiй площинi
Рiвнянн виду z = z(t) = x(t) + iy(t) визначають на комплекснiй площинi

криву, параметричне рiвняння якої має вигляд

x = x(t), y = y(t).

4. Границя послiдовностi комплексних чисел
Нехай дано послiдовнiсть {zn}∞n=1 комплексних чисел, якiй вiдповiдає двi

послiдовностi дiйсних чисел {xn}∞n=1 i {yn}∞n=1, де zn = xn + i yn, n = 1, 2, . . . .
Послiдовнiсть {zn}∞n=1 збiгається до числа a = α+ iβ

lim
n→∞

xn = α, lim
n→∞

yn = β.

5. Диференцiювання функцiй комплексного змiнного. Умови Кошi-
Рiмана

Нехай функцiя w = f(z) визначена в деякiй областi D комплексного змiн-
ного z. Нехай точки z i z + ∆z належать областi D. Позначимо ∆w = f(z +
∆z)− f(z), ∆z = ∆x+ i∆y.

Функцiя w = f(z) називається диференцiйованою в точцi z ∈ D, якщо вiд-
ношення ∆w

∆z має скiнченну границю при ∆z → 0. Ця границя називається
похiдною функцiї f(z) в данiй точцi z:

f ′(z) = lim
∆z→0

∆w

∆z
.

Якщо z = x+ iy, w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y), то в кожнiй точцi диференцi-
йовностi функцiї f(z) виконуються спiввiдношення

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x
,

якi називають умовами Кошi-Рiмана-Ейлера-Даламбера.
Функцiя w = f(z) називається аналiтичною в данiй точцi z ∈ D, якщо

вона диференцiйовна як в самiй точцi, так i в деякому її околi. Функцiя f(z)
називається аналiтичною в областi D, якщо вона диференцiйовна в кожнiй
точцi цiєї областi. Для довiльної аналiтичної функцiї f(z) маємо

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=
∂v

∂y
− i∂u

∂y
=
∂u

∂x
− i∂u

∂y
=
∂v

∂y
+ i

∂v

∂x
.

Користуючись умовами Кошi-Рiмана, можна вiдновити аналiтичну фун-
кцiю w = f(z), якщо вiдома її дiйсна частина u = u(x, y) або уявна частина
v = v(x, y) i, крiм того, задано значення f(z0) функцiї в деякiй точцi z0.

6. Iнтегрування функцiй комплексного змiнного
Нехай однозначна функцiя w = f(z) визначена i неперервна в областi D, а

Γ кусково-гладка крива, що лежить в D, z = x + iy, f(z) = u + iv, де функцiї
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u = u(x, y), v = v(x, y) – дiйснi фiнкцiї змiнних x та y. Обчислення iнтеграла
вiд функцiї f(z) зводиться до обчислення звичайних криволiнiйних iнтегралiв,
а саме, ∫

Γ

f(z) dz =

∫
Γ

u dx− v dy + i

∫
Γ

v dx+ u dy.

Якщо крива Γ задана параметричними рiвняннями
{
x = x(t)
y = y(t)

або z =

z(t) = x(t) + iy(t), α ≤ t ≤ β, то∫
Γ

f(z) dz =

∫ β

α

f(z(t))z′(t) dt.

Якщо w = f(z) – аналiтична функцiя в однозв’язнiй областi D, що мiстить
точки z0 i z1, то має мiсце формула Ньютона-Лейбнiца∫ z1

z0

f(z) dz = Φ(z1)− Φ(z0) = Φ(z)|z1z0 ,

де Φ(z) – деяка первiсна для функцiї f(z) в областi D, тобто Φ′(z) = f(z),∀z ∈
D.

Якщо функцiя w = f(z) є аналiтичною в областi D, обмеженiй кусково-
гладким замкнутим контуром Γ, i на самому контурi, то (теорема Кошi)∮

Γ

f(z) dz = 0,

а для ∀z ∈ D (iнтегральна формула Кошi)

f(z) =
1

2πi

∮
Γ

f(ζ)

ζ − z
dz.

7. Ряди Лорана
Функцiя f(z), однозначна i аналiтична в кiльцi r < |z − z0| < R, розкладає-

ться в цьому кiльцi в ряд Лорана

f(z) =

∞∑
k=−∞

ck(z − z0)k,

де коефiцiєнти cn знаходяться за формулами

cn =
1

2πi

∮
Γ

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dz, n = 0,±1,±2, . . . .

Тут Γ – довiльне коло з центром в точцi z0, що лежить в серединi даного
кiльця.
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Ряди
−1∑

k=−∞

ck(z − z0)k i
∞∑
k=0

ck(z − z0)k

називаються вiдповiдно головною частиною ряду Лорана i правильною части-
ною ряду Лорана.

8. Iзольованi особливi точки однозначної аналiтичної функцiї
Точка z0 називається нулем аналiтичної функцiї f(z) порядку n, якщо ви-

конуються умови

f(z0) = 0, f ′(z0) = 0, . . . , f (n−1) = 0, f (n) 6= 0.

Якщо n = 1, то точка z0 називається простим нулем.
Точка z0 називається iзольованою особливою точкою функцiї f(z), якщо

функцiя f(z) не є однозначною в точцi z0, але f(z) є аналiтичною в точцi z0 в
деякому проколотому околi точки z0.

Iзольована особлива точка z0 функцiї f(z) називається усувною особливою
точкою, якщо iснує скiнченна границя lim

z→z0
f(z). Iзольована особлива точка z0

функцiї f(z) називається полюсом, якщо iснує границя lim
z→z0

f(z) =∞.
Iзольована особлива точка z0 функцiї f(z) називається суттєво (iстотно)

особливою точкою, якщо не iснує границя lim
z→z0

f(z).

Тип iзольованої особливої точки z0 функцiї f(z) можна визначити за роз-
кладом функцiї i ряд Лорана в проколотому околi точки z0.

Iзольована особлива точка z0 є усувною тодi i лише тодi, коли ряд Лорана
функцiї f(z) в проколотому околi точки z0 не мiстить головної частини роз-
кладу.

Iзольована особлива точка z0 є полюсом тодi i лише тодi, коли головна ча-
стина ряду Лорана мiстить скiнченне число членiв з вiд’ємними степенями рi-
зницi (z − z0), тобто f(z) =

∑∞
k=−n ck(z − z0)k, c−n 6= 0. В цьому випадку z0

називається полюсом порядку n функцiї w = f(z).
Iзольована особлива точка z0 є iстотно особливою тодi i лише тодi, коли го-

ловна частина ряду Лорана функцiї f(z) в проколотому околi точки z0 мiстить
нескiнченну кiлькiсть членiв.

Класифiкацiя iзольованих особливих точок

Тип осоли-
вої точки z0

Вид ряду Лорана Границя функцiї

Усувна осо-
блива точка

f(z) = c0+c1(z−z0)+c2(z−z0)2+c3(z−z0)3+
. . . – правильна частина, головна частина
вiдсутня

lim
z→z0

f(z) = c0
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Полюс m-го
порядку

f(z) = c−m
(z−z0)m + c−m+1

(z−z0)m−1 +· · ·+ c−1

(z−z0) +c0+

c1(z− z0) + . . . – m членiв головної частини
i правильна частина

lim
z→z0

f(z) =∞

Iстотно осо-
блива точка
(суттєва)

f(z) = · · · + c−1

(z−z0) + c0 + c1(z − z0) + . . . –
нескiнчеено багато членiв головної частини
i правильна частина

@ lim
z→z0

f(z)

9. Лишки
Нехай z0 – iзольована особлива точка функцiї w = f(z). Величина

res
z=z0

f(z) =
1

2πi

∮
γ

f(z) dz

називається лишком функцiї f(z) в точцi z0. Замкнутий контур iнтегрування
γ лежить в областi аналiтичностi функцiї f(z) i не мiстить всерединi iнших
особливих точок функцiї f(z). Лишок функцiї рiвний коефiцiєнту при мiнус
першому степенi в лорановому розкладi f(z) в околi z = z0:

res
z=z0

f(z) = c−1.

Лишок в усувнiй особливiй точцi рiвний нулю.
Якщо точка z0 є полюс n-го порядку функцiї f(z), то

res
z=z0

f(z) =
1

(n− 1)!
lim
z→z0

dn−1

dzn−1
(f(z)(z − z0)n) ,

при n = 1
res
z=z0

f(z) = lim
z→z0

(f(z)(z − z0)n).

Якщо функцiя w = f(z) в околi точки z0 зображається у виглядi дробу

f(z) =
ϕ(z)

ψ(z)
, де ϕ(z), ψ(z) – аналiтичнi в точцi z0 функцiї та ϕ(z0) 6= 0, ψ(z0) =

0, ψ′(z) 6= 0, то res
z=z0

f(z) =
ϕ(z0)

ψ′(z0)
.

Для обчислення значення лишку функцiї в її iстотно особливiй точцi потрi-
бно користуватись означенням лишку, або розкладом функцiї в ряд Лорана в
околi такої точки.

Основна теорема Кошi про лишки. Якщо функцiя w = f(z) є аналiти-
чною на межi Γ областi D i скрiзь всерединi областi, за виключенням скiнчен-
ного числа особливих точок z1, z2, . . . , zn, то∮

Γ

f(z) dz = 2πi

n∑
k=1

res
z=zk

f(z). (2)
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10. Обчислення невласних iнтегралiв вiдрацiональних функцiй

Нехай R(x) =
Pk(x)

Ql(x)
– рацiональна функцiя, де Pk(x) i Ql(x) – многочлени

степенiв k i l, вiдповiдно. Якщо R(x) неперервна на всiй дiйснiй осi i l ≥ k + 2,
то ∫ ∞

−∞
R(x) dx = 2πi

∑
ν:Imzν>0

res
z=zν

R(z),

де сума лишкiв функцiї R(z) береться у всiх полюсах zν розмiщених у верхнiй
пiвплощинi.

11. Обчислення невласних iнтегралiв спецiального виду

Нехай R(x) – рацiональна функцiя, R(x) =
Pk(x)

Ql(x)
, де Pk(x) i Ql(x) – мно-

гочлени степенiв k i l, вiдповiдно. Якщо R(x) неперервна на всiй дiйснiй осi i
l ≥ k + 1, то∫ ∞

−∞
R(x) cosλx dx = Re

(
2πi

∑
ν:Imzν>0

res
z=zν

R(z)eiλz

)
, λ > 0,

∫ ∞
−∞

R(x) sinλx dx = Im

(
2πi

∑
ν:Imzν>0

res
z=zν

R(z)eiλz

)
, λ > 0,

де сума лишкiв функцiї R(z)eiλz береться за всiма полюсами zν , розмiщеними
у верхнiй пiвплощинi Imz > 0.

12. Обчислення визначених iнтегралiв спецiального виду
Нехай R(u, v) рацiональна функцiя вiд u = cos t i v = sin t, неперервна

всерединi промiжка iнтегрування. Покладемо z = eit, тодi

cos t =
1

2

(
z +

1

z

)
, sin t =

1

2i

(
z − 1

z

)
, dt =

dz

iz

i ∫ 2π

0

R(cos t, sin t) dt =

∮
|z|=1

F (z) dz. (3)

Контурний iнтеграл в правiй частинi (3) обчислюється за формулою (2),
де сума лишкiв функцiї F (z) береться по всiх особливих точках, що лежать в
областi |z| < 1.

13. Перетворення Лапласа
Оригiналом називається функцiя f(t) дiйсного аргумента t, яка задовольняє

умови:
1) f(t) – iнтегровна на довiльному скiнченному iнтервалi осi t;
2) f(t) = 0, ∀t < 0;
3) f(t) зростає не швидше показникової функцiї, тобто iснують такi M i S, що
|f(t)| ≤MeSt, ∀t.
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Зображенням функцiї f(t) називається функцiя F (p) комплексного змiнного
p = S + iτ , що визначається рiвнiстю

F (p) =

∫ ∞
0

e−ptf(t) dt (перетворення Лапласа).

Те, що F (p) є зображенням f(t) символiчно записують так f(t) + F (p).
Функцiя F (p) визначена в пiвплощинi Re p = S > S0 i є в цiй пiвплощинi

аналiтичною функцiєю.

Властивостi перетворення Лапласа

1. Лiнiйнiсть C1f1(t) + C2f2(t)→ C1F1(p) + C2F2(p)

2. Подiбнiсть f(αt)→ 1

α
F
( p
α

)
, α > 0

3. Диференцiювання оригiналу f ′(t)→ pF (p)− f(0)

f ′′(t)→ p2F (p)− pf(0)− f ′(0)

. . .

f (n)(t)→ pnF (p)− pn−1f(0)− . . .− f (n−1)(0)

4. Диференцiювання зображен-
ня

F ′(p)→ −tf(t)

F ′′(p)→ t2f(t)

. . .

F (n)(p)→ (−t)nf(t)

5. Iнтегрування оригiналу
∫ t

0
f(τ) dτ → F (p)

p

6. Iнтегрування зображення
∫∞
p
F (p) dp→ f(t)

t

7. Запiзнення оригiналу f(t− a)η(t− a)→ e−paF (p)

8. Змiщення зображення F (p− α)→ eαtf(t)

9. Згортка-добуток зображень f1(t) ∗ f2(t)→ F1(p) · F2(p)

13



∫ t
0
f1(τ)f2(t− τ) dτ → F1(p) · F2(p)

10. Iнтеграл Дюамеля pF (p)G(p)→
∫ t

0
f ′(τ)g(t− τ) dτ + f(0)g(t)

14. Формули вiдповiдностi

Таблиця зображень основних функцiй

f(t) F (p)

1(t) = η(t)
1

p

eαt
1

p− α

tn
n!

pn+1

sinβt
β

p2 + β2

cosβt
p

p2 + β2

shβt
β

p2 − β2

chβt
p

p2 − β2

sin(t− τ)η(t− τ), τ > 0
e−τp

p2 + 1

cos(t− τ)η(t− τ), τ > 0
pe−τp

p2 + 1
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Зразок розв’язання варiанту типової
розрахункової роботи

Завдання 1. Звести до тригонометричної форми комплексне число

z = 1 + cos
π

9
+ i sin

π

9
.

Розв’язання. Знайдемо модуль z за формулою
|z| =

√
(1 + cos π9 )2 + sin2 π

9 =
√

1 + 2 cos π9 + 1 =
√

2(1 + cos π9 ) =

=
√

4 cos2 π
18 = 2 cos π

18 .
Оскiльки число z знаходиться у I чвертi (1 + cos π9 > 0, sin π

9 > 0), то його
аргумент знаходиться за формулою

arg z = arctg

(
sin π

9

1 + cos π9

)
= arctg (tg π

18 ) = π
18 .

Вiдповiдь: z = 2 cos π
18 (cos π

18 + i sin π
18 ).

Завдання 2. Подати в алгебраїчнiй формi комплексне число(
−
√

3 + i√
2− i

√
2

)20

.

Розв’язання. Запишемо число i−
√

3 = z1 в тригонометричнiй формi. Його
модуль дорiвнює |z1| =

√
3 + 1 = 2.

Його аргумент знаходимо з системи{
cosϕ1 = −

√
3

2
sinϕ1 = 1

2 ,

тобто ϕ1 = arg z1 = 5π
6 . Таким чином, z1 = i−

√
3 = 2(cos 5π

6 + i sin 5π
6 ).

Модуль числа
√

2− i
√

2 = z2 дорiвнює |z2| =
√

2 + 2 = 2.
Його аргумент знаходиться з системи{

cosϕ2 =
√

2
2

sinϕ2 = −
√

2
2 ,

тобто ϕ2 = arg z2 = −π4 . Таким чином, z2 = 2(cos (π4 ) + i sin (−π4 )).
Виконаємо дiлення комплексних чисел в тригонометричнiй формi
z1
z2

= 2
2

(
cos ( 5π

6 − (−π4 )) + i sin ( 5π
6 − (−π4 ))

)
= cos (5π

6 + π
4 ) + i sin ( 5π

6 + π
4 ) =

= cos 13π
12 + i sin 13π

12 .
Степiнь цього числа знаходимо за формулою Муавра:(
z1
z2

)20

= 120(cos 13·20π
12 + i sin 13·20π

12 ) = cos 65π
3 + i sin 65π

3 = cos (21π + 2π
3 ) +

+ i sin (21π + 2π
3 ) = − cos 2π

3 − i sin 2π
3 = 1

2 −
i
√

3
2 .

Вiдповiдь:
(
−
√

3+i√
2−i
√

2

)20

= 1
2 −

i
√

3
2 .

15



Завдання 3. Знайти всi значення кореня та побудувати їх

3
√
−27i.

Розв’язання. Запишемо число z = −27i в тригонометричнiй формi

−27i = 27(cos (−π2 ) + i sin (−π2 )).

Корiнь третього степеня з даного числа має три рiзних значення, якi зна-
ходяться за формулами

ω0 = 3
√

27(cos (−π6 ) + i sin (−π6 )),

ω1 = 3
√

27(cos (−π6 + 2π
3 ) + i sin (−π6 + 2π

3 )),

ω2 = 3
√

27(cos (−π6 + 4π
3 ) + i sin (−π6 + 4π

3 )).

Вiдповiдь: ω0 = 3(cos (−π6 ) + i sin (−π6 )),

ω1 = 3(cos π2 + i sin π
2 ),

ω2 = 3(cos 7π
6 + i sin 7π

6 ).

x

y

−3 30

3

−3

L
ω1

ω2 ω0

Завдання 4. Зобразити множину точок

{z ∈ C | |Re z| ≤ 1, |Im z| < 2}.
Розв’язання. Якщо z = x + iy, то Re z = x, Im z = y. Розв’язуючи систему

нерiвностей{
|x| ≤ 1
|y| < 2,

одержимо множину точок{
−1 ≤ x ≤ 1
−2 < y < 2,

яка є перетином двох смуг, тобто прямокутник.
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Вiдповiдь:

x

y

−1 10

2

−2

Зауваження. Сторони прямокутника x = 1, x = −1 належать нашiй множинi,
сторони y = 2, y = −2 − не належать.

Завдання 5. Визначити вид кривої

z = t2 − 2t+ 3 + i(t2 − 2t+ 1).

Розв’язання. Запишемо криву в параметричному виглядi{
x = t2 − 2t+ 3
y = t2 − 2t+ 1.

Вiднявши вiд першої рiвностi другу, одержимо рiвняння прямої
x− y = 2.

Оскiльки y = (t− 1)2 ≥ 0, то для ∀ t ∈ R маємо промiнь y = x− 2, y ≥ 0.
Вiдповiдь:

x

y

2 40

2

Завдання 6. Побудувати лiнiю, що задана спiввiдношенням

|z + 2i| = |z − 2i|

Розв’язання. Якщо z = x + iy, то |z + 2i| =
√
x2 + (y + 2)2, |z − 2i| =√

x2 + (y − 2)2.
Пiдставимо це в рiвнiсть, пiднесемо до квадрату, одержимо

x2 + y2 + 4y + 4 = x2 + y2 − 4y + 4,

y = 0.
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Вiдповiдь: вiсь Ox.

x

y

0

A

B

Зауваження. Шукана лiнiя є серединний перпендикуляр до вiдрiзка з кiнцями
у точках 2i та −2i, або у точках A(0; 2) та B(0;−2).

Завдання 7. Знайти всi значення функцiй
а) sinπi.
Розв’язання. Пiдставимо в формулу Ейлера

sin z =
1

2i
(eiz − e−iz)

замiсть z число πi. Одержимо

sinπi =
1

2i
(e−π − eπ) =

i

2i2
(e−π − eπ) = − i

2
(e−π − eπ) =

i

2
(eπ − e−π).

Вiдповiдь: sinπi = i shπ.
б) ln i; Ln i.
Розв’язання. Скористаємось формулою

ln z = ln |z|+ i arg z.
Одержимо

ln i = ln |i|+ i arg i = ln 1 + i · π
2

=
πi

2
.

Оскiльки Ln z = ln z + 2πki, k = 0, ±1, ±2, ..., то Ln i =
πi

2
+ 2πki, k ∈ Z.

Вiдповiдь: ln i =
1

2
πi, Ln i =

1

2
πi+ 2πki, k ∈ Z.

в) Arcsin i.
Розв’язання. Скористаємось формулою

Arcsin z = −iLn (iz ±
√

1− z2).
Одержимо

Arcsin i = −iLn (i2 ±
√

1− i2) = −iLn (−1±
√

2).
Таким чином, маємо двi множини чисел[

−iLn (−1−
√

2) = −i(ln (1 +
√

2) + πi+ 2πki), k ∈ Z,
−iLn (−1 +

√
2) = −i(ln (

√
2− 1) + 0 · i+ 2πki), k ∈ Z.

Вiдповiдь: числова множина
{−i ln (1 +

√
2) + π + 2πk; −i ln (

√
2− 1) + 2πk}, k ∈ Z.

г) ch
(

1 + i · π
4

)
.

Розв’язання. З формули ch z = cos iz випливає, що
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ch
(

1 + i · π
4

)
= cos

(
i+ i2 · π

4

)
= cos

(
i− π

4

)
= cos i cos

π

4
+ sin i sin

π

4
=

=

√
2

2
(cos i+ sin i).

Оскiльки cos z = ch iz, sin z = −i sh iz, то cos i = ch i2 = ch (−1) = ch 1, sin i =
−i sh (−1) = i sh 1.

Вiдповiдь: ch

(
1 +

πi

4

)
=

√
2

2
(ch 1 + i sh 1).

Завдання 8. Перевiрити, чи є функцiя аналiтичною, якщо так, знайти її
похiдну

f(z) = zz̄.

Розв’язання. Якщо z = x+ iy, то z̄ = x− iy, таким чином f(z) = x2 + y2.
Дана функцiя f(z) має дiйсну частину u = x2 + y2 та уявну частину v ≡ 0.
Перевiримо виконання першої з умов Кошi-Рiмана, а саме

∂u

∂x
=
∂v

∂y
.

Одержимо
∂u

∂x
= 2x,

∂v

∂y
= 0, x = 0.

Перевiримо виконання другої умови Кошi-Рiмана:
∂v

∂x
= −∂u

∂y
; 0 = −2y, y = 0.

Таким чином, функцiя диференцiйовна тiльки в точцi (0; 0).
Вiдповiдь: функцiя не є аналiтичною в жоднiй точцi комплексної площини.

Завдання 9. Вiдновити аналiтичну функцiю, якщо Re f(z) = 2 sinx ch y −
x, f(0) = 0.

Розв’язання. Перевiримо, що задана функцiя є гармонiйною. Позначимо че-
рез u = 2 sinx ch y − x. Тодi

∂u

∂x
= 2 cosx ch y − 1,

∂2u

∂x2
= −2 sinx ch y,

∂u

∂y
= 2 sinx sh y,

∂2u

∂y2
= 2 sinx ch y.

Оскiльки
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
≡ 0, то функцiя u(x; y) дiйсно є гармонiйною.

З умов Кошi-Рiмана одержимо, що
∂v

∂y
=
∂u

∂x
= 2 cosx ch y − 1,

∂v

∂x
= −∂u

∂y
= −2 sinx sh y.

Невiдому функцiю v(x; y) знайдемо за допомогою криволiнiйного iнтеграла
другого роду
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v(x; y) =

(x;y)∫
(0;0)

∂v

∂x
dx+

∂v

∂y
dy+C =

(x;y)∫
(0;0)

(2 cosx ch y− 1) dy− 2 sinx sh y dx+C.

Оскiльки iнтеграл не залежить вiд шляху iнтегрування, проiнтегруємо по ла-
манiй ABC, де A(0; 0), B(x; 0), C(x; y):

v(x; y) = −
x∫

0

2 sinx sh 0dx+

y∫
0

(2 cosx ch y−1)dy+C = −0+(2 cosx sh y−y)|y0+

+C = 2 cosx sh y − y + C.
Таким чином,

f(z) = u+ iv = 2 sinx ch y − x+ i(2 cosx sh y − y + C).
Пiдставимо в цю рiвнiсть x = 0, y = 0, f(z) = 0 : 0 = 0−0+i(0−0+C)⇒ C = 0.

Вiдповiдь: f(z) = 2 sinx ch y − x+ i(2 cosx sh y − y) = 2 sin z − z.

Завдання 10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут повороту в точцi z0 при
вiдображеннi комплексної площини, яке задається функцiєю

f(z) = ez, z0 = −1− πi

4
.

Розв’язання. Знайдемо похiдну функцiї в заданiй точцi
f ′(z) = ez, f ′(z0) = e−1−πi4 = e−1(cos (−π4 ) + i sin (−π4 )).

Як вiдомо, коефiцiєнт розтягу
r = |f ′(z0)| = e−1,

а кут повороту
θ = arg f ′(z0) = −π4 .
Вiдповiдь: r = e−1, θ = −π4 .

Завдання 11. Обчислити iнтеграл∫
L

e|z|
2

z dz, де L : y = x, 0→ 1 + i.

Розв’язання. Шлях iнтегрування L − це вiдрiзок OA:

x

y

10

1 A

1-й спосiб. Оскiльки |z|2 = x2 + y2, dz = dx+ idy, одержимо
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∫
L

e|z|
2

z dz =

∫
L

ex
2+y2(x+ iy)(dx+ idy).

Пiдставимо в iнтеграл y = x, dy = dx, одержимо∫
L

e|z|
2

z dz =

1∫
0

e2x2

x(1 + i)(1 + i)dx = (1 + i)2 · 1

4

1∫
0

e2x2

d(2x2) =

=
1

4
(1 + i)2 · e2x2 |10 =

1

4
(1 + i)2(e2 − 1) =

1

4
(1 + 2i− 1)(e2 − 1).

2-й спосiб. Якщо крива L задана параметрично z = x(t) + iy(t), α ≤ t ≤ β,

то
∫
L

f(z) dz =
β∫
α

f(z(t))z′(t) dt. Отже, L : z = t + it, x = t, y = t, 0 ≤ t ≤

1, z′(t) = 1 + i та |z| =
√
t2 + t2 ⇒ |z|2 = 2t2, тому∫

L

e|z|
2

z dz =

1∫
0

e2t2(t + it)(1 + i) dt = (1 + i)2

1∫
0

e2t2t dt =
(1 + i)2

4
e2t2

∣∣1
0 =

=
1

4
(1 + i)2(e2 − 1) =

i

2
(e2 − 1).

Вiдповiдь:
i

2
(e2 − 1).

Завдання 12. Обчислити iнтеграл∮
L

e|z|
2

z dz

по контуру L, який складається з верхнього пiвкола |z| = a та вiдрiзка дiйсної
осi з обходом контуру проти годинникової стрiлки.

Розв’язання. Нехай L = L1 ∪ L2, де L1 − пiвколо, а L2 − вiдрiзок дiйсної
осi.

x

y

0

a

−a a

L1

L2

На кривiй L1 :

{
x = a cos t
y = a sin t,

⇒
{
dx = −a sin t dt
dy = a cos t dt.

Тодi∫
L1

e|z|
2

z dz =

π∫
0

ea
2(cos2 t+sin2 t)(a cos t+ ai sin t)(−a sin t+ ai cos t) dt =

= ea
2

π∫
0

(− cos t sin t+ i cos2 t− i sin2 t+ i2 sin t cos t)a2 dt = a2ea
2

π∫
0

(−2 sin t cos t+

21



+i cos 2t)dt = a2ea
2

2

π∫
0

cos t d(cos t) + i

π∫
0

cos 2t dt

 = a2ea
2

(cos2 t+
i

2
sin 2t) |π0 =

= 0.
На кривiй L2 : y = 0, таким чином∫
L2

f(z) dz =

1∫
−1

ex
2

x dx =
1

2

1∫
−1

ex
2

d(x2) =
1

2
ex

2

|1−1 = 0,∫
L

f(z) dz =

∫
L1

f(z) dz +

∫
L2

f(z) dz = 0 + 0 = 0.

Вiдповiдь: 0.

Завдання 13. Обчислити iнтеграл
∮
L

|z|z dz, де контур L задано графiчно

x

y

−2 0

2L

Розв’язання. Якщо z = x+ iy, то |z| =
√
x2 + y2, dz = dx+ idy.

Розiб’ємо контур L на три частини: L1 − це вiдрiзок OA, де O(0; 0), A(0; 2);
L2 − це чверть кола |z| = 2, що знаходиться в II чвертi; L3 − це вiдрiзок BO,
де B(−2; 0). Тодi∫

L1

|z|z dz = i2
2∫

0

√
y2 · y dy = −1

3
y3|20 = −8

3
.

∫
L2

|z|z dz =

π∫
π/2

2(2 cos t+ 2i sin t)(−2 sin t+ 2i cos t) dt,

тому що коло можна задати параметрично{
x = 2 cos t
y = 2 sin t,

тодi
{
dx = −2 sin t dt
dy = 2 cos t dt.

Таким чином,∫
L2

|z|zdz =

π∫
π/2

8(− cos t sin t+i cos2 t−i sin2 t+i2 sin t cos t)dt = −16

π∫
π/2

cos t sin tdt+

+ i

π∫
π/2

cos 2t dt = 16

π∫
π/2

cos t d(cos t) +
i

2
sin 2t|ππ/2 = 8 cos2 t|ππ/2 + 0 = 8.
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∫
L3

|z|z dz =

0∫
−2

√
x2 · x dx = −x

3

3
|0−2 = −8

3
.

Оскiльки
∫
L

f(z) dz =

∫
L1

f(z) dz +

∫
L2

f(z) dz +

∫
L3

f(z) dz, то

∮
L

|z|z dz = −8

3
+ 8− 8

3
=

8

3
.

Вiдповiдь:
8

3
.

Завдання 15. Обчислити iнтеграл

i∫
0

z cos z dz.

Розв’язання. Перевiримо, що функцiя ω = z cos z є аналiтичною.
Знайдемо Re f(z), Im f(z):

ω = (x + iy)

(
1

2
eiz +

1

2
e−iz

)
=

1

2
(x + iy)(e−y cosx + ie−y sinx + ey cosx −

−iey sinx) = (x + iy)

(
cosx

ey + e−y

2
− i sinx

ey − e−y

2

)
= (x + iy)(cosx ch y −

−i sinx sh y) = x cosx ch y − ix sinx sh y + iy cosx ch y + y sinx sh y.
Якщо ω = u+ iv, то маємо{

u = x cosx ch y + y sinx sh y = Re f(z)
v = y cosx ch y − x sinx sh y = Im f(z).

Оскiльки цi функцiї є диференцiйовними, перевiримо виконання умов Кошi-
Рiмана

∂u

∂x
= cosx ch y + y cosx sh y − x sinx ch y,

∂v

∂y
= cosx ch y + y cosx sh y − x sinx ch y,

∂u

∂y
= x cosx sh y + sinx sh y + y sinx ch y,

∂v

∂x
= −y sinx ch y − sinx sh y − x cosx sh y.

Як бачимо, ∂u
∂x = ∂v

∂y ,
∂u
∂y = − ∂v

∂x на всiй комплекснiй площинi, отже наша
функцiя є аналiтичною на всiй комплекснiй площинi. Таким чином,

i∫
0

z cos z dz = F (i)− F (0),

де F (z) є первiсною функцiї z cos z. Знайдемо первiсну методом iнтегрування
частинами
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∫
z cos z dz =

∫
z d(sin z) = z sin z −

∫
sin z dz = z sin z + cos z = F (z).

Отже,
i∫

0

z cos z dz = i sin i+ cos i− 0− cos 0 = i · i sh 1 + ch 1− 1 = ch 1− sh 1− 1 =

=
1

2
(e+ e−1)− 1

2
(e− e−1)− 1 = e−1 − 1,

оскiльки sin i = i sh 1, cos i = ch 1.
Вiдповiдь: e−1 − 1.

Завдання 16. Обчислити iнтеграл∫
L

z|z| dz, де L : {|z| = 1, Re z ≥ 0}.

Розв’язання. Якщо z = x+ iy, то |z| =
√
x2 + y2, dz = dx+ idy.

Розiб’ємо L на двi частини: L1 − це пiвколо |z| = 1, яке лежить у верхнiй
пiвплощинi, L2 − це вiдрiзок AB, де A(−1; 0), B(1; 0).

x

y

−1 10

1 L1

L2

Додатнiм вважається обхiд проти годинникової стрiлки. Таким чином,∫
L1

z|z| dz =

π∫
0

(cos t+ i sin t)(− sin t+ i cos t) dt,

тому що коло можна задати параметрично{
x = cos t
y = sin t,

тодi
{
dx = − sin t dt
dy = cos t dt.

Отже,∫
L1

z|z| dz =

π∫
0

(− cos t sin t+ i cos2 t− i sin2 t+ i2 sin t cos t) dt =

= −2

π∫
0

sin t d(sin t) + i

π∫
0

cos 2t dt = 0.

∫
L2

z|z| dz =

1∫
−1

x
√
x2 dx =

1∫
−1

x|x| dx = 0, оскiльки функцiя x|x| є непарною.
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∫
L

f(z) dz =

∫
L1

f(z) dz +

∫
L2

f(z) dz = 0 + 0 = 0.

Вiдповiдь: 0.

Завдання 17. Знайти радiус збiжностi ряду

∞∑
n=0

(
z

1− i

)n
.

Розв’язання. Коефiцiєнти цього степеневого ряду мають вигляд an =
1

(1− i)n
.

За теоремою Кошi-Адамара R =
(

lim
n→∞

n
√
|an|

)−1

, якщо ця границя iснує.

Отже, R = lim
n→∞

n
√
|1− i|n = |1− i| =

√
1 + 1 =

√
2.

Вiдповiдь: R =
√

2.

Завдання 18(1). Знайти всi лоранiвськi розвинення функцiї

f(z) =
15z + 450

225z + 15z2 − 2z3
, z0 = 0.

Розв’язання. Представимо функцiю у виглядi

f(z) =
15z + 450

−z(2z2 − 15z − 225)
=

15z + 450

−z(z − 15)(2z + 15)
=
A

z
+

B

z − 15
+

C

2z + 15
.

Зведемо останню суму до спiльного знаменника, прирiвняємо чисельники:
−(15z + 450) ≡ A(z − 15)(2z + 15) +Bz(2z + 15) + Cz(z − 15).

Пiдставимо в лiву та праву частини значення z = 0, z = 15, z = − 15
2 , одержимо

три рiвностi
−450 = −225A,
−(225 + 450) = 15 · 45B,

−(−225

2
+ 450) =

15

2
· 45

2
C.

Таким чином,
A = 2, B = −1, C = −2.

Пiдставимо цi значення в функцiю

f(z) =
2

z
− 1

z − 15
− 2

2z + 15
.

1) Нехай 0 < |z| < 15

2
, тодi

f(z) =
2

z
+

1

15
· 1

1− z
15

− 2

15
· 1

1 + 2z
15

=
2

z
+

1

15

∞∑
n=0

( z
15

)n
− 2

15

∞∑
n=0

(−1)n
(

2z

15

)n
=

=
2

z
+
∞∑
n=0

(
1

15n+1
− (−1)n

(
2

15

)n+1
)
zn.

2) Нехай
15

2
< |z| < 15, тодi
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f(z) =
2

z
+

1

15
· 1

1− z
15

− 1

z
· 1

1 + 15
2z

=
2

z
+
∞∑
n=0

zn

15n+1
− 1

z

∞∑
n=0

(−1)n
(

15

2z

)n
=

=
∞∑
n=0

zn

15n+1
+

1

z
−
∞∑
n=0

(−1)n
(

15

2

)n
1

zn+1
.

3) Нехай |z| > 15, тодi

f(z) =
2

z
− 1

z
· 1

1− 15
z

− 1

z
· 1

1 + 15
2z

=
2

z
− 1

z

∞∑
n=0

(
15

z

)n
− 1

z

∞∑
n=0

(−1)n
(

15

2z

)n
=

= −
∞∑
n=1

(
15n + (−1)n

(
15

2

)n)
1

zn+1
.

Зауваження. Ми декiлька разiв скористалися формулою

1

1− z
=

∞∑
n=0

zn, якщо |z| < 1.

Скористаємося нею i при розв’язаннi наступного завдання.
Завдання 18(2). Знайти всi лоранiвськi розвинення функцiї

f(z) =
2z

z2 − 4
, z0 = 3− 2i.

Розв’язання. Запишемо функцiю у виглядi суми

f(z) =
A

z − 2
+

B

z + 2
.

Приведемо праву частину до спiльного знаменника i прирiвняємо чисельники
2z ≡ A(z + 2) +B(z − 2).

Пiдставимо у лiву та праву частини
z = 2 : 4 = 4A,
z = −2 : −4 = −4B.

Отже, A = 1, B = 1. Таким чином,

f(z) =
1

z − 2
+

1

z + 2
.

Розглянемо два кола з чентром у точцi z0 = 3 − 2i, якi проходять через
точки z1 = 2 та z2 = −2. Вони утворюють три областi: 1) |z − 3 + 2i| <

√
5; 2)√

5 < |z − 3 + 2i| <
√

29; 3) |z − 3 + 2i| >
√

29.

x

y

2 30

z0
−2

−2
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Розглянемо кожну область окремо.
1) Нехай |z − 3 + 2i| <

√
5, тодi

f(z) =
1

(z − 3 + 2i) + (1− 2i)
+

1

(z − 3 + 2i) + (5− 2i)
=

=
1

1− 2i
· 1

1 + (z − 3 + 2i)/(1− 2i)
+

1

5− 2i
· 1

1 + (z − 3 + 2i)/(5− 2i)
=

=
1

1− 2i

∞∑
n=0

(−1)n
(
z − 3 + 2i

1− 2i

)n
+

1

5− 2i

∞∑
n=0

(−1)n
(
z − 3 + 2i

5− 2i

)n
=

=
∞∑
n=0

(−1)n((1− 2i)−n−1 + (5− 2i)−n−1)(z − 3 + 2i)n.

2) Нехай
√

5 < |z − 3 + 2i| <
√

29, тодi

f(z) =
1

z − 3 + 2i
· 1

1 + (1− 2i)/(z − 3 + 2i)
+
∞∑
n=0

(−1)n
(z − 3 + 2i)n

(5− 2i)n+1
=

=
∞∑
n=0

(−1)n
(1− 2i)n

(z − 3 + 2i)n+1
+
∞∑
n=0

(−1)n
(z − 3 + 2i)n

(5− 2i)n+1
.

3) Нехай |z − 3 + 2i| >
√

29, тодi

f(z) =
∞∑
n=0

(−1)n
(1− 2i)n

(z − 3 + 2i)n+1
+

1

z − 3 + 2i
· 1

1 + (5− 2i)/(z − 3 + 2i)
=

=
∞∑
n=0

(−1)n
(1− 2i)n

(z − 3 + 2i)n+1
+

1

z − 3 + 2i

∞∑
n=0

(−1)n
(

5− 2i

z − 3 + 2i

)n
=

=
∞∑
n=0

(−1)n((1− 2i)n + (5− 2i)n)(z − 3 + 2i)−n−1.

Завдання 18(3). Розвинути в ряд функцiю f(z) = z sin
πz

z − a
в околi точки

z0 = a.
Розв’язання. Скористаємося формулою

sin z = z − z3

3!
+ ...+ (−1)n

z2n+1

(2n+ 1)!
+ ..., z ∈ C.

Тодi

sin
πz

z − a
= sin

πz − πa+ πa

z − a
= sin (π +

πa

z − a
) = − sin

πa

z − a
=

= −
∞∑
n=0

(−1)n
(πa)2n+1

(z − a)2n+1(2n+ 1)!
.

Запишемо f(z) у виглядi
f(z) = (z − a+ a) sin

πz

z − a
= (z − a) sin

πz

z − a
+ a sin

πz

z − a
=

=
∞∑
n=0

(−1)n+1 (πa)2n+1

(2n+ 1)!
(z − a)−2n +

∞∑
n=0

(−1)n+1π
2n+1a2n+2

(2n+ 1)!
(z − a)−2n−1.

Завдання 19(1). Визначити тип особливих точок функцiї f(z) = e
1
z sin 1

z .

Розв’язання. Якщо розвинути в ряд Лорана кожний з множникiв

e
1
z = 1 +

1

z
+

1

2z2
+ ...+

1

znn!
+ ...,
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sin
1

z
=

1

z
− 1

3!z3
+ ...+ (−1)n

1

(2n+ 1)!z2n+1
+ ...,

перемножити цi ряди, то одержимо ряд Лорана функцiї f(z), який буде мiстити
нескiнченну кiлькiсть членiв з вiд’ємними степенями z. Отже, точка z = 0 є
iстотно особливою iзольованою точкою функцiї f(z). В iнших точках f(z) є
аналiтичною.
Вiдповiдь: z = 0 − iстотно особлива точка.

Завдання 19(2). Визначити тип особливої точки z0 = 0 функцiї

f(z) =
ez

3 − 1

ez − 1− z
.

Розв’язання. Розвинемо в ряд Маклорена чисельник та знаменник

f(z) =
(1 + z3 + 1

2z
6 + ...)− 1

(1 + z + 1
2z

2 + 1
6z

3 + ...)− 1− z
=

z3 + 1
2z

6 + ...
1
2z

2 + 1
6z

3 + ...
=
z(1 + 1

2z
3 + ...)

1
2 + 1

6z + ...
.

Як бачимо, lim
z→0

f(z) = 0.
Вiдповiдь: z0 = 0 є усувною iзольованою особливою точкою.

Завдання 19(3). Визначити тип особливих точок функцiї f(z) =
sinπz

z4 − 1
e

1
z .

Розв’язання. Функцiя не iснує в точцi z1 = 0 та в точках, якi є розв’язками
рiвняння z4 = 1. Знайдемо усi значення 4

√
1 за формулою

ωk = 4
√

1(cos
2πk

4
+ i sin

2πk

4
), k = 0, 1, 2, 3.

Одержимо точки z2 = 1, z3 = i, z4 = −1, z5 = −i.
Якщо розвинути в ряд Лорана функцiї sinπz;

1

z4 − 1
; e

1
z i перемножити цi

ряди, вийде ряд Лорана нашої функцiї, отже точка z1 = 0 є iстотно особливою.
Оскiльки

lim
z→±i

f(z) = lim
z→±i

± sinπi · e
1
±i

(z2 − 1)(z + i)(z − i)
= lim
z→±i

±i shπ · e∓i

(z2 − 1)(z + i)(z − i)
=∞;

lim
z→±i

f (z) (z ∓ i) = ∓ shπ

4
e∓i 6=∞,

отже точки z = ±i є простими полюсами функцiї f (z).

lim
z→1

f (z) = lim
z→1

− sinπ (z − 1)

(z − 1) (z + 1) (z2 + 1)
e1/z = lim

z→1

−π (z − 1)

(z − 1) (z + 1) (z2 + 1)
e1/z =

= −π
4
e,

lim
z→−1

f (z) = lim
z→−1

− sinπ (z + 1)

(z − 1) (z + 1) (z2 + 1)
e1/z = lim

z→−1

−π (z + 1)

(z − 1) (z + 1) (z2 + 1)
e1/z =

=
π

4
e−1,

отже точки z = ±1 є усувними точками функцiї f (z).
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Вiдповiдь: z = 0 – iстотно особлива точка, z = ±i – простi полюси, z = ±1
– усувнi особливi точки.

Завдання 20. За допомогою лишкiв обчислити iнтеграли.

1)

∮
|z|= 1

2

dz

z (z2 + 1)
.

Розв’язання. Знайдемо коренi рiвняння

z
(
z2 + 1

)
= 0⇒ z1 = 0, z2 = i, z3 = −i.

Цi точки є особливими точками функцiї, а саме простими полюсами

f (z) =
1

z (z2 + 1)
.

Тiльки точка z1 = 0 знаходиться всерединi кола |z| = 1
2

x

y

1
2

0
z1

r
ri = z2

r−i = z3

За теоремою Кошi про лишки:∮
|z|= 1

2

f (z) dz = 2πi res
z1=0

f (z) .

Оскiльки lim
z→0

f (z) · z = 1 , то точка z = 0 є простим полюсом функцiї f (z).
Тому ∮

|z|= 1
2

f (z) dz = 2πi lim
z→0

f (z) · z = 2πi.

Вiдповiдь: 2πi.

2)

∮
|z−1|=2

(
z2 + 1

)
dz

(z2 + 4) sin z
3

.
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Розв’язання. Знайдемо коренi рiвняння(
z2 + 4

)
sin

z

3
= 0⇒ z = ±2i; z = 3πk, k ∈ Z.

Цi точки є iзольованими особливими точками функцiї

f (z) =
z2 + 1

(z2 + 4) sin z
3

.

Всередину кола |z − 1| = 2

x

y

1

0 r r
3π

r
−3π

r2i

r−2i

попадає лише одна з них, а саме точка z = 0. Таким чином,∮
|z−1|=2

f (z) dz = 2πi res
z=0

f (z) .

Оскiльки

lim
z→0

f (z) =∞, lim
z→0

f (z) · z = lim
z→0

z

4 sin z
3

=
3

4
,

то z = 0 є простим полюсом. Отже,∮
|z−1|=2

f (z) dz = 2πi lim
z→0

f (z) · z = 2πi · 3

4
=

3

2
πi.

Вiдповiдь:
3

2
πi.

3)

∮
|z|=1

z2e1/z2 − 1

z
dz

Розв’язання. Функцiя

f (z) =
z2e1/z2 − 1

z
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має одну особливу iзольовану точку z = 0. Розвинемо її в ряд Лорана. Оскiльки

e1/z2 = 1 +
1

z2
+

1

2z4
+ ...,

то
z2e1/z2 − 1 = −1 + z2 + 1 +

1

2z2
+ ... .

Тодi

f (z) =
1

z

(
z2 +

1

2z2
+ ...

)
= z +

1

2z3
+ ... .

Як бачимо, ряд Лорана функцiї f (z) мiстить безлiч членiв з вiд’ємними степе-
нями z. Отже, точка z = 0 є iстотно особливою точкою функцiї f (z). Незалежно
вiд цього

res
z=0

f (z) = c−1 = 0.

Таким чином, ∮
|z|=1

f (z) dz = 2πi res
z=0

f (z) = 0,

оскiльки точка z = 0 лежить всерединi кола |z| = 1.
Вiдповiдь: 0.

4)

∮
|z|=0,5

e2z − cos 9z

z shπiz
dz.

Розв’язання. Розв’яжемо рiвняння

z shπiz = 0, zi sinπz = 0⇒ z = 0, z = k, kεZ.

Усi цi точки є iзольованими особливими точками функцiї

f (z) =
e2z − cos 9z

z shπiz
.

Серед них тiльки точка z = 0 лежить всерединi кола |z| = 0, 5. Отже,∮
|z|=0,5

f (z) dz = 2πi res
z=0

f (z) .

Визначимо тип особливої точки z = 0. Для цього розвинемо в ряд Тейлора
по степенях z чисельник та знаменник

f (z) =

(
1 + 2z + 2z2 + ...

)
−
(
1− 1

2 · 81z2 + ...
)

z
(
πiz + 1

6 · π3i3z3 + ...
) =
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=
2 +

(
2 + 81

2

)
z + ...

z
(
πi− 1

6 · π3iz2 + ...
).

Як бачимо,
lim
z→0

f (z) =∞,

lim
z→0

f (z) · z = lim
z→0

2 +
(
2 + 81

2

)
z + ...

πi− 1
6π

3iz2 + ...
=

2

πi
,

Отже, точка z = 0 є простим полюсом функцiї f (z), тому∮
|z|=0,5

f (z) dz = 2πi lim
z→0

f (z) z = 2πi
2

πi
= 4.

Вiдповiдь: 4.

5)

2π∫
0

dt

4
√

2 sin t+ 6
.

Розв’язання. Зробимо замiну z = eit, тодi

sin t =
z2 − 1

2iz
, dt =

dz

iz
.

Одержимо

2π∫
0

dt

4
√

2 sin t+ 6
=

∮
|z|=1

2izdz

iz
(
4
√

2 (z2 − 1) + 12iz
) =

∮
|z|=1

2dz

4
√

2z2 + 12iz − 4
√

2
.

Розв’яжемо рiвняння

4
√

2z2 + 12iz − 4
√

2 = 0.

Його коренi

z1 = −i
√

2, z2 = − i√
2
.

Серед них тiльки точка z2 = − i√
2
попадає всередину кола |z| = 1. Отже,∮

|z|=1

2dz

4
√

2z2 + 12iz − 4
√

2
= 2πi res

z=− i√
2

f (z) ,

де f (z) =
2

4
√

2z2 + 12iz − 4
√

2
. Визначимо тип особливої точки z = − i√

2
.

Оскiльки
lim

z→− i√
2

f (z) =∞,
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lim
z→− i√

2

f (z)

(
z +

i√
2

)
= lim
z→− i√

2

2
(
z + i√

2

)
4
√

2
(
z + i

√
2
) (
z + i√

2

) =

= lim
z→− i√

2

1

2
√

2
(
z + i

√
2
) =

1

2
√

2
(√

2− 1√
2

)
i

=
1

2i
,

то точка z = − i√
2
є простим полюсом функцiї f (z). Тому∮

|z|=1

f (z) dz = 2πi res
z=− i√

2

f (z) =

= 2πi lim
z→− i√

2

f (z)

(
z +

i√
2

)
= 2πi

1

2i
= π.

Вiдповiдь: π.

6)

2π∫
0

dt(√
5 +
√

2 cos t
)2 .

Розв’язання. Зробимо замiну z = eit, тодi

cos t =
z2 + 1

2z
, dt =

dz

iz
.

Маємо
2π∫
0

dt(√
5 +
√

2 cos t
)2 =

∮
|z|=1

(2z)
2
dz

iz
(
2
√

5z +
√

2z2 +
√

2
)2 =

=

∮
|z|=1

4zdz

i
(
2
√

5z +
√

2z2 +
√

2
)2 .

Розв’яжемо рiвняння
√

2z2 + 2
√

5z +
√

2 = 0.

Коренi рiвняння

z1 =

√
5−
√

3√
2

, z2 =

√
5 +
√

3√
2

.

Точки z1 та z2 є особливими iзольованими точками функцiї

f (z) =
4z

i
(√

2z2 + 2
√

5z +
√

2
)2 .
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Серед них тiльки точка z1 лежить всереденi кола |z| = 1. Отже,∮
|z|=1

f (z) dz = 2πi res
z=z1

f (z) .

Оскiльки число z1 є коренем знаменника функцiї f (z) кратностi 2 i не є коренем
чисельника, то точка z = z1 є полюсом порядка 2 функцiї f (z). Знаходимо:

res
z=z1

f (z) = lim
z→z1

(
f (z) (z − z1)

2
)′

= lim
z→z1

(
4z

i
√

2 (z − z2)
2

)′
=

=
1

i
√

2
lim
z→z1

4 (z − z2)
2 − 8z (z − z2)

(z − z2)
4 =

1

i
√

2
lim
z→z1

4z − 4z2 − 8z

(z − z2)
3 =

=
1

i
√

2

−4 (z1 + z2)

(z1 − z2)
3 = − 4

i
√

2

√
10(

−
√

6
)3 =

√
30

9i
.

Таким чином, ∮
|z|=1

f (z) dz = 2πi

√
30

9i
.

Вiдповiдь:
1

9
· 2π
√

30.

7)

∞∫
−∞

dx

(x2 + 1)
2

(x2 + 16)
.

Розв’язання. Обчислимо цей iнтеграл за формулою
∞∫
−∞

dx

(x2 + 1)
2

(x2 + 16)
= 2πi

(
res
z=i

f (z) + res
z=4i

f (z)
)
,

де f (z) =
1

(z2 + 1)
2

(z2 + 16)
.

Оскiльки точка z = 4i є простим полюсом функцiї f (z), то

res
z=4i

f (z) = lim
z→4i

f (z) (z − 4i) = lim
z→4i

z − 4i

(z2 + 1)
2

(z − 4i) (z + 4i)
=

=
1

(−16 + 1)
2

8i
=

1

152 · 8i
.

Оскiльки точка z = i є полюсом порядку 2 функцiї f (z), то

res
z=i

f (z) = lim
z→i

(
f (z) (z − i)2

)′
= lim
z→i

(
1

(z + i)
2

(z2 + 16)

)′
=
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= lim
z→i

−2 (z + i)
(
z2 + 16

)
− 2z (z + i)

2

(z + i)
4

(z2 + 16)
2 = lim

z→i

−2z2 − 32− 2z2 − 2iz

(z + i)
3

(z2 + 16)
2 =

=
−4i2 − 32− 2i2

(2i)
3

(−1 + 16)
2 =

−26

−8i152 =
26

152 · 8i
.

Таким чином,

∞∫
−∞

dx

(x2 + 1)
2

(x2 + 16)
= 2πi

(
1

152 · 8i
+

26

152 · 8i

)
=

=
27πi

1524i
=

3π

25 · 4
.

Вiдповiдь: 0, 03π.

8)

∞∫
−∞

cos 3x− cos 2x

(x2 + 1)
2 dx.

Розв’язання. Запишемо iнтеграл як рiзницю iнтегралiв

∞∫
−∞

cos 3x− cos 2x

(x2 + 1)
2 dx =

∞∫
−∞

cos 3x

(x2 + 1)
2 dx−

∞∫
−∞

cos 2x

(x2 + 1)
2 dx

кожний з яких обчислимо за формулами

I1 =

∞∫
−∞

cos 3x

(x2 + 1)
2 dx = Re

[
2πi res

z=i

(
f (z) · e3iz

)]
,

I2 =

∞∫
−∞

cos 2x

(x2 + 1)
2 dx = Re

[
2πi res

z=i

(
f (z) · e2iz

)]
,

де f (z) =
1

(z2 + 1)
2 .

Оскiльки функцiї f (z) · e3iz та f (z) · e2iz мають полюс порядка 2 в точцi
z = i, то

res
z=i

(
f (z) e3iz

)
= lim
z→i

(
e3iz

(z2 + 1)
2 (z − i)2

)′
= lim
z→i

(
e3iz

(z + i)
2

)′
=

= lim
z→i

3ie3iz (z + i)
2 − 2 (z + i) e3iz

(z + i)
4 =
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= lim
z→i

(
3iz + 3i2 − 2

)
e3iz

(z + i)
3 =

3i2 + 3i2 − 2

(2i)
3 e3i2 =

−8

−8i
e−3 =

e−3

i
.

res
z=i

(
f (z) e2iz

)
= lim
z→i

(
e2iz

(z + i)
2

)′
= lim
z→i

2ie2iz (z + i)
2 − 2 (z + i) e2iz

(z + i)
4 =

= lim
z→i

(
2iz + 2i2 − 2

)
e2iz

(z + i)
3 =

−2− 2− 2

(2i)
3 e2i2 =

−6

−8i
e−2 =

3e−2

4i
.

Таким чином,

I1 = Re

(
2πi

e−3

i

)
=

2π

e3
,

I2 = Re

(
2πi

3

4i
e−2

)
=

3π

2e2
.

Отже,

I1 − I2 =
2π

e3
− 3π

2e2

Вiдповiдь:
π

2e3
(4− 3e) .

9)

∮
|z+2i|=3

 π

eπz/2 + 1
+

6 ch
πiz

2− 2i

(z − 2 + 2i)
2

(z − 4− 2i)

 dz.

Розв’язання. Запишемо iнтеграл як суму iнтегралiв

∮
|z+2i|=3

 π

eπz/2 + 1
+

6 ch
πiz

2− 2i

(z − 2 + 2i)
2

(z − 4− 2i)

 dz =

=

∮
|z+2i|=3

πdz

eπz/2 + 1
+

∮
|z+2i|=3

6 ch
πiz

2− 2i

(z − 2 + 2i)
2

(z − 4− 2i)
dz =

= I1 + I2.

Щоб обчислити iнтеграл I1, знайдемо iзольованi особливi точки функцiї

f1 (z) =
π

eπz/2 + 1
.

Для цього розв’яжемо рiвняння

eπz/2 + 1 = 0.
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eπz/2 = −1,

πz

2
= Ln (−1) = ln 1 + i (π + 2πk) = i (π + 2πk) , k ∈ Z.

z = 2i+ 4ki, k ∈ Z.

Серед цих точок тiльки точка z = −2i лежить всерединi кола |z + 2i| = 3

x

y

1

0

ri
r

2i

r−2i rz1

Ця точка є простим полюсом функцiї f1 (z), тому що

lim
z→−2i

f1 (z) =∞,

lim
z→−2i

f1 (z) (z + 2i) = lim
z→−2i

z + 2i

e−πieπ(z+2i)/2 + 1
=

= − lim
z→−2i

z + 2i(
1 +

π (z + 2i)

2
+
π2 (z + 2i)

2

8
+ ...

)
− 1

=

= − lim
z→−2i

1

π

2
+
π2

8
(z + 2i) + ...

= − 2

π
.

Таким чином,

res
z=−2i

f1 (z) = − 2

π
,

I1 = 2πi res
z=−2i

f1 (z) = 2πi ·
(
− 2

π

)
= −4i.

Щоб обчислити iнтеграл I2, знайдемо iзольованi особливi точки функцiї

f2 (z) =
6 ch

πiz

2− 2i

(z − 2 + 2i)
2

(z − 4− 2i)
.
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Розв’яжемо рiвняння

(z − 2 + 2i)
2

(z − 4− 2i) = 0.

Одержимо двi точки
z1 = 2− 2i, z2 = 4 + 2i.

Тiльки одна з них, а саме точка z1, лежить всерединi кола |z+ 2i| = 3 (див. ма-
люнок). Оскiльки чисельник функцiї f2 (z) є функцiєю аналiтичною, то iнших
iзольованих особливих точок функцiя f2 (z) не має. Отже,

I2 = 2πi res
z=2−2i

f2 (z) .

Оскiльки
lim

z→2−2i
f2 (z) = lim

z→2−2i
f2 (z) (z − 2 + 2i) =∞,

lim
z→2−2i

f2 (z) (z − 2 + 2i)
2

=
6 ch

πi (2− 2i)

2− 2i
2− 2i− 4− 2i

=
6 chπi

−2− 4i
,

то точка z1 = 2− 2i є полюсом порядку n = 2. Тому

res
z=2−2i

f2 (z) = lim
z→2−2i

(
f2 (z) (z − 2 + 2i)

2
)′

=

= lim
z→2−2i

6

(
πi

2− 2i
sh

πiz

2− 2i
(z − 4− 2i)− ch

πiz

2− 2i

)
(z − 4− 2i)

2 =

=

6

(
πi

2− 2i
shπi (−2− 4i)− chπi

)
(z − 4− 2i)

2 =

=
−6 cosπ

4 + 16i− 16
=

6

16i− 12
=
−3

6− 8i
=
−3 (6 + 8i)

36 + 64
= −0, 18 + 0, 24i.

Таким чином,

I2 = 2πi (−0, 18 + 0, 24i) = −π (0, 48 + 0, 36i)

Нагадаємо, що наш iнтеграл дорiвнює сумi I1 + I2.
Вiдповiдь:−4i− π (0, 48 + 0, 36i).

Завдання 21. Знайти вiдображення функцiєю w = f (z) областi D, заданої
в комплекснiй площинi z, на область D1 в комплекснiй площинi w та дати
геометричну iнтерпретацiю, якщо

f (z) =
z + 1

z − 1
, D : y ≥ x+ 1.
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Розв’язання. Спочатку знайдемо образ прямої y = x+ 1. Для цього прiдста-
вимо в функцiю z = x+ i (x+ 1), одержимо

w = 1 +
2

z − 1
= 1 +

2

(x− 1) + i (x+ 1)
=

= 1 +
2 (x− 1− i (x+ 1))

(x− 1)
2

+ (x+ 1)
2 = 1 +

(x− 1)− i (x+ 1)

x2 + 1
.

Якщо w = u+ iv, то

u− 1 + iv =
x− 1

x2 + 1
− i x+ 1

x2 + 1
,

або маємо рiвняння кривої в параметричнiй формi
u = 1 +

x− 1

x2 + 1
,

v = − x+ 1

x2 + 1
.

Для знаходження канонiчного рiвняння цiєї лiнiї виключимо з системи x. Оскiль-
ки 

x2 + 1 =
x− 1

u− 1
,

x2 + 1 = −x+ 1

v
,

то
x− 1

u− 1
= −x+ 1

v
,

звiдки

x =
v − u+ 1

v + u− 1
.

Пiдставимо x в друге рiвняння системи, одержимо

v

((
v − u+ 1

v + u− 1

)2

+ 1

)
= −

(
v − u+ 1

v + u− 1
+ 1

)
,

v
(

(v − u+ 1)
2

+ (v + u− 1)
2
)

= −2v (v + u− 1) .

Оскiльки v 6= 0, то

(v − u+ 1)
2

+ (v + u− 1)
2

= −2 (v + u− 1)

u2 + v2 − u+ v = 0(
u− 1

2

)2

+

(
v +

1

2

)2

=
1

2
.
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Це рiвняння кола з центром в точцi
(

1
2 ;− 1

2

)
i радiусом 1√

2
. Щоб з’ясувати, в

яку область переходить область D

x

y

0

1

-1

z

y=
x+

1

D

перевiримо, куди переходить точка z = 0 при вiдображеннi w = f (z). Маємо
f (0) = −1. Ця точка не лежить всерединi одержаного кола, отже область D
переходить в круг.

Вiдповiдь:D1 – замкнений круг(
u− 1

2

)2

+

(
v +

1

2

)2

≤ 1

2
.

Геометрична iнтерпретацiя

w

u

v

1
2

1
2

-

0

D1

Завдання 22. Знайти зображення оригiналу:

1)f (t) = t2 cos 4t.
Розв’язання. Оскiльки

cos 4t→ p

p2 + 16
,
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то за властивiстю диференцiювання зображення

t2 cos 4t→
(

p

p2 + 16

)′′
=

=

(
p2 + 16− 2p2

(p2 + 16)
2

)′
=

(
16− p2

(p2 + 16)
2

)′
=

=
−2p

(
p2 + 16

)2 − 4p
(
p2 + 16

) (
16− p2

)
(p2 + 16)

4 =

=
−2p

(
p2 + 16 + 2

(
16− p2

))
(p2 + 16)

3

Вiдповiдь: F (p) =
2p
(
p2 − 48

)
(p2 + 16)

3 .

2)f (t) =
e−t − t− 1

t
.

Розв’язання. Оскiльки

e−t − t− 1→ 1

p+ 1
− 1

p2
− 1

p
,

то за властивiстю iнтегрування зображення

e−t − t− 1

t
→

∞∫
p

(
1

q + 1
− 1

q2
− 1

q

)
dq.

Оскiльки iнтеграл не залежить вiд шляху iнтегрування, iнтегруватимемо вздовж
лiнiї y = y0, x0 ≤ x < +∞, де x0 = Re p, y0 = Im p, x = Re q, y = Im q.

Таким чином,

F (p) = lim
b→+∞

(
ln |x+ 1 + iy0| − ln |x+ iy0|+

1

x+ iy0

)∣∣∣∣b
x0

=

= lim
b→∞

(
ln

∣∣∣∣b+ 1 + iy0

b+ iy0

∣∣∣∣+
1

b+ iy0

)
−

− ln

∣∣∣∣x0 + 1 + iy0

x0 + iy0

∣∣∣∣− 1

x0 + iy0
= ln

p

p+ 1
− 1

p
.

Вiдповiдь:F (p) = ln
p

p+ 1
− 1

p
.
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3)

t

f(t)

2a 3a 4a 5a0 a

2
3

Розв’язання. Запишемо f (t) у виглядi

f (t) = 2 (η (t− a)− η (t− 2a)) + 3 (η (t− 3a)− η (t− 4a)) .

Оскiльки
η (t)→ 1

p
,

то за теоремою запiзнення маємо

F (p) = 2

(
e−ap

1

p
− e−2ap 1

p

)
+

+3

(
e−3ap 1

p
− e−4ap 1

p

)
.

Вiдповiдь: F (p) =
1

p

(
2e−ap − 2e−2ap + 3e−3ap − 3e−4ap

)
.

Завдання 23. Знайти оригiнал за даним зображенням

F (p) =
2p+ 3

p3 + 4p2 + 5p
.

Розв’язання. Запишемо дану функцiю у виглядi суми

F (p) =
A

p
+

Bp+ C

p2 + 4p+ 5

Щоб знайти константи A,B,C приведемо до спiльного знаменника та прирiв-
няємо чисельники. Одержимо тотожнiсть

2p+ 3 ≡ A
(
p2 + 4p+ 5

)
+ (Bp+ C) p,

2p+ 3 ≡ (A+B) p2 + (4A+ C) p+ 5A.

Прирiвняємо коефiцiенти при однакових степенях p
p2 : A+B = 0,
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p1 : 4A+ C = 0,

p0 : 5A = 3.

Звiдки одержимо, що

A = 0, 6; B = −0, 6; C = −0, 4.

Таким чином,

F (p) =
0, 6

p
− 0, 6p+ 0, 4

p2 + 4p+ 5
=

= 0, 2 ·

(
3

p
− 3p+ 2

(p+ 2)
2

+ 12

)
= 0, 2 ·

(
3

p
− 3p+ 6− 4

(p+ 2)
2

+ 12

)
=

= 0, 2

(
3 · 1

p
− 3 · p+ 2

(p+ 2)
2

+ 12
+ 4 · 1

(p+ 2)
2

+ 12

)
Далi скористаємось властивiстю лiнiйностi та таблицею оригиналiв та їх зобра-
жень.

Вiдповiдь: f (t) = 0, 2
(
3− 3e−2t cos t+ 4e−2t sin t

)
.

Завдання 24. Розв’язати задачу Кошi
1)x′′ + 2x′ + x = η (t) + 2η (t− 2) , якщо x (0) = x′ (0) = 0.
Розв’язання. Застосуємо перетворення Лапласа до лiвої та правої частин

рiвняння. Одержимо операторне рiвняння

p2X (p) + 2pX (p) +X (p) =
1

p
+

2

p
e−2p,

де X (p) – зображення невiдомої функцiї-оригiнала x (t). Звiдси

X (p) =
1 + 2e−2p

p (p2 + 2p+ 1)
=

(
1

p
− 1

p+ 1
− 1

(p+ 1)
2

)(
1 + 2e−2p

)
.

При знаходженнi оригiналу x (t), застосуємо теорему запiзнення.
Вiдповiдь: x (t) = (1− e−t − te−t) η (t) + 2

(
1− e−(t−2) − te−(t−2)

)
η (t− 2).

2) y′′ + 4y′ + 4y =
e−2t

(1 + 2t)
2 , y (0) = y′ (0) = 0.

Розв’язання. Розглянемо iншу задачу Кошi

y′′1 + 4y′1 + 4y1 = 1, y1 (0) = y′1 (0) = 0,

та розв’яжемо її операцiйним методом. Складемо операторне рiвняння

p2Y1 (p) + 4pY1 (p) + 4Y1 (p) =
1

p
,
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де Y1 (p) – зображення функцiї-оригiналу y1 (t). Маємо

Y1 (p) =
1

p (p+ 2)
2 .

За теоремою диференцiювання оригiналу

y′1 (t)→ pY1 (p) =
1

(p+ 2)
2 ,

тому за таблицею маємо
y′1 (t) = te−2t.

Тодi за формулою Дюамеля

y (t) =

t∫
0

y′1 (t− τ) f (τ) dτ =

=

t∫
0

(t− τ) e−2(t−τ) e−2τ

(1 + 2τ)
2 dτ = e−2t

t∫
0

t− τ
(2τ + 1)

2 dτ =

= e−2t

(
t+

1

2

) t∫
0

dτ

(2τ + 1)
2 − e

−2t 1

2

t∫
0

dτ

2τ + 1
=

=
1

4
e−2t (2t+ 1)

t∫
0

d (2τ + 1)

(2τ + 1)
2 −

1

4
e−2t

t∫
0

d (2τ + 1)

2τ + 1
=

=
1

4
e−2t (2t+ 1)

(
1− 1

2t+ 1

)
− 1

4
e−2t ln (2t+ 1) .

Вiдповiдь: y (t) =
t

2
e−2t − 1

4
e−2t ln (2t+ 1) .

3) y′′ − 3y′ + 2y = 2et cos t2 , y (0) = 1, y′ (0) = 0.
Розв’язання. Застосуємо перетворення Лапласа до лiвої та правої частин

рiвняння. Припустимо, що
y (t)→ Y (p) ,

тодi
y′ (t)→ pY (p)− 1,

y′′ (t)→ p2Y (p)− p,

та за таблицею

2et cos
t

2
→

2 (p− 1)

(p− 1)
2

+
1

4

=
8p− 8

4p2 + 5− 8p
.
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Одержимо операторне рiвняння

p2Y − p− 3pY + 3 + 2Y =
8p− 8

4p2 − 8p+ 5
,

Y
(
p2 − 3p+ 2

)
= p− 3 +

8p− 8

4p2 − 8p+ 5
,

Y (p) =
4p3 − 20p2 + 37p− 23

(p− 1) (p− 2) (4p2 + 5− 8p)
.

Запишемо Y (p) у виглядi суми

Y (p) =
A

p− 1
+

B

p− 2
+

Cp+D

4p2 − 8p+ 5
.

Тодi
4p3 − 20p2 + 37p− 23 ≡ A (p− 2)

(
4p2 − 8p+ 5

)
+

+B (p− 1)
(
4p2 + 5− 8p

)
+ (Cp+D) (p− 1) (p− 2) .

Пiдставимо в лiву та праву частини значення

p = 1 : −2 = −A,

p = 2 : 3 = 5B,

p = 0 : −23 = −10A− 5B + 2D,

p = −1 : −84 = −51A− 34B − 6C + 6D.

Отже,
A = 2; B = 0, 6;

2D = −23 + 20 + 3; D = 0;

6C = 84− 102− 20, 4; C = −6, 4.

Таким чином,

Y (p) =
2

p− 1
+

0, 6

p− 2
+

−6, 4p

4 (p− 1)
2

+ 1
=

=
2

p− 1
+

0, 6

p− 2
− 1, 6

p− 1

(p− 1)
2

+
1

4

− 1, 6 · 2

1

2

(p− 1)
2

+
1

4

.

Оригiнал цiєї функцiї знаходимо за таблицею

Вiдповiдь: y (t) = 2et + 0, 6e2t − 1, 6et cos
t

2
− 3, 2et sin

t

2
.

4)

{
x′ = −2x+ y

y′ = 3x
, x (0) = 0, y (0) = 1.
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Розв’язання. Застосуємо до лiвих та правих частин рiвнянь перетворення
Лапласа. Одержимо систему операторних рiвнянь{

pX (p) = −2X (p) + Y (p) ,

pY (p)− 1 = 3X (p) ,

де X (p) та Y (p) – зображення невiдомих функцiй-оригiналiв x (t) та y (t).
X (p) =

1

3
(pY (p)− 1) ,

p

3
(pY (p)− 1) =

−2

3
(pY (p)− 1) + Y (p) ,

p2Y − p = −2pY + 2 + 3Y,

Y (p) =
p+ 2

p2 + 2p− 3
=

p+ 2

(p− 1) (p+ 3)
.

Ця функцiя має два простих полюси p1 = 1, p2 = −3. Таким чином, оригiнал
цiєї функцiї знаходимо за формулою

y (t) = res
p=1

(
Y (p) ept

)
+ res
p=−3

(
Y (p) ept

)
=

= lim
p→1

p+ 2

p+ 3
ept + lim

p→−3

p+ 2

p− 1
ept =

3

4
et +

1

4
e−3t.

Пiдставимо значення Y (p) в першу рiвнiсть останньої системи, одержимо

X (p) =
1

3

(
p2 + 2p

p2 + 2p− 3
− 1

)
=

1

(p− 1) (p+ 3)
.

Оригiнал цiєї функцiї знайдемо за аналогiчною формулою

x (t) = res
p=1

(
X (p) ept

)
+ res
p=−3

(
X (p) ept

)
=

= lim
p→1

(
1

p+ 3
ept
)

+ lim
p→−3

(
1

p− 1
ept
)

=

=
1

4
et − 1

4
e−3t.

Вiдповiдь:


x (t) =

1

4

(
et − e−3t

)
y (t) =

1

4

(
3et + e−3t

)
.

Завдання 25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

x∫
0

ch (x− t) y (t) dt = chx− cosx.
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Розв’язання. Застосуємо до лiвої та правої частини рiвняння перетворення
Лапласа. Оскiльки

chx→ p

p2 − 1
,

cosx→ p

p2 + 1
,

то за теоремою про згортку

x∫
0

ch (x− t) y (t) dt→ p

p2 − 1
Y (p) ,

де Y (p) – зображення невiдомої функцiї-оригiналу. Отже,

p

p2 − 1
Y (p) =

p

p2 − 1
− p

p2 + 1
,

звiдси

Y (p) =
2

p2 + 1
.

Оригiнал цiєї функцiї знаходимо за таблицею.
Вiдповiдь: y (x) = 2 sin t.
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Варiанти завдань
типової розрахункової роботи
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Варiант 1
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

1 + cos
π

8
+ i sin

π

8

)20

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(
i
√

3− 1

i−
√

3

)8

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

4
√

16i.

4. Зобразити множину точок

{z ∈ C : |z − 1| ≤ 1, |z + 1| > 2}.

5. Визначити вид кривої

z = 3 sec t+ i 2 tg t.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношенням

|z + i| > |z − i|.

7. Знайти всi значення функцiй
1) cos 2i; 2) ln (−2) , Ln (−2) ;

3) Arcsin 3; 4) sin
(π

4
+ 2i

)
.

8. Перевiрити, чи є функцiя f (z)
аналiтичною, якщо так, знайти її
похiдну

f (z) =
(
x2 − y2

)
+ 2xyi.

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f (z), якщо
1)Re f (z) = ex cos y;

2)Re f (z) = x2 − y2 + x, f (0) = 0.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0 при вiдображеннi

комплексної площини, яке задається
функцiєю

f (z) =
z + 1

z − 1
, z0 = 2i.

11. Обчислити
∫
L

zRe z dz,

1)L : y = x, 0→ 1 + i;
2)L : y = x2, 0→ 1 + i;
3)L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1+ i,
z3 = 1.
12. Обчислити

∮
C

zRe z dz по контуру

C, який складається з верхнього
пiвкола |z| = a та вiдрiзка дiйсної осi,
з обходом контура проти
годинникової стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

Im
(
z2 + z̄2

)
dz, де

крива L задана графiчно:

x

y

30

3

−3

L

14. Обчислити
∮
|z|=2

cos z

z2 (z − i)
dz за

допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
2+i∫
0

z2dz.

16. Обчислити
∫
L

z−2dz,

L : y = x2, 0→ 1 + i.

17. Знайти радiус збiжностi ряду
∞∑
n=0

(z
4

)n
.
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Варiант 1
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f (z) =
z − 2

2z3 + z2 − z
, z0 = 0;

2) f (z) =
z + 1

z (z − 1)
, z0 = 1 + 2i;

3) f (z) = z cos
1

z − 2
, z0 = 2.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1) f (z) =
1

1− sin z
;

2) f (z) =
e9z − 1

sin z − z − z3

6

, z0 = 0;

3) f (z) =
e

1
z

sin 1
z

.

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
|z|=1

ezdz

z2 (z2 − 9)
; 2)

∮
|z|= 1

2

dz

z (z2 + 1)
;

3)

∮
|z|=1

cos z2 − 1

z3
dz;

4)

∮
|z|=0,2

3πz − sin 3πz

z2 − sh2 π2z
dz;

5)

2π∫
0

dt

2 +
√

3 sin t
;

6)

2π∫
0

dt(
1 +

√
10
11 cos t

)2 ;

7)

∞∫
−∞

x2 − x+ 2

x4 + 10x2 + 9
dx;

8)

∞∫
0

x sin 3x

(x2 + 4)
2 dx;

9)

∮
|z+i|=3

(
4 sin πz

z−2i

(z − 2 + i)
2

(z − 4 + i)
+

+
πi

e
πz
2 + i

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f (z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z на область D1

в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω =
1

z
, D :

{
x2 + y2 < 2y

y > x
.

22. Знайти зображення оригiналу
1)f (t) = t2 sin 2t;

2)f (t) =
e−2t cos t

t
;

3)

t

f(t)

2a 3a0 a

−1

1

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
4p+ 5

(p− 2) (p2 + 4p+ 5)
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′ + 2y = η (t) + η (t− 3) , y (0) = 1;

2) y′′ − y = th t, y (0) = y′ (0) = 0;

3) y′′ + y = 6e−t, y (0) = 3, y′ (0) = 1;

4)

{
x′ = x+ 3y + 2,

y′ = x− y + 1,

x (0) = −1, y (0) = 2.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y (x) = sinx+

x∫
0

(x− t) y (t) dt.
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Варiант 2
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

− cos
π

7
+ i sin

π

7

)21

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(
2 + 2i

i−
√

3

)14

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

4

√
1 + i

√
3.

4. Зобразити множину точок
{z ∈ C | |z + i| ≥ 1, |z| < 2}.

5. Визначити вид кривої

z = 2 sec t− i 3 tg t.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношеннями

1 ≤ |z + 1| ≤ 2;
π

2
< arg z < π.

7. Знайти всi значення функцiї
1) cos 3i; 2) ln i; Ln i;

3) Arcsin 3i; 4) cos
(π

6
+ 2i

)
.

8. Перевiрити, чи є функцiя f(z)
аналiтичною, якщо так, знайти її
похiдну

f(z) = (x2 + y2)− 2xyi.

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f(z), якщо
1) Im f(z) = e−ysinx;

2) Re f(z) = x3 − 3xy + 1, f(0) = 1.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi

комплексної площини, яке задається
функцiєю

f(z) =
2z + 3

z + 4
, z0 = 1.

11. Обчислити iнтеграл
∫
L

z̄Re z dz,

1) L : y = x, 0→ 1 + i;
2) L : y = x2, 0→ 1 + i;
3) L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1 + i,
z3 = 1.

12. Обчислити iнтеграл
∮
C

z̄Re z dz по

контуру C, який складається з
верхнього пiвкола |z| = a та вiдрiзка
дiйсної осi, з обходом контуру проти
годинникової стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

(z̄ + Imz̄) dz, де

крива L задана графiчно:

x

y

40

4 L

14. Обчислити
∮

|z−zc|=R

sin z

z + i
dz,

{
R = 3, zc = 1;
R = 1, zc = i

за допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
1+π

2 i∫
0

ez dz.

16. Обчислити
∫
L

(z + 1)ez dz,

L : {|z| = 1, Re z ≥ 0}.
17. Знайти радiус збiжностi ряду

∞∑
n=1

(2iz)n.
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Варiант 2
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f(z) =
z − 4

z4 + z3 − 2z2
, z0 = 0;

2) f(z) =
z + 1

z(z − 1)
, z0 = 2− 3i;

3) f(z) = sin
z

z − 1
, z0 = 1.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1) f(z) =
z2

cos z − 1
;

2) f(z) = z3e
7
z2 , z = 0;

3) f(z) =
1

cos z
.

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
|z|=2

sin z

(z + 1)3
dz;

2)

∮
|z−1−i|= 5

4

2

z2(z − 1)
dz;

3)

∮
|z|= 1

2

2− z2 + 3z3

4z3
dz;

4)

∮
|z|=1

cos 3z − 1 + 9z2

2

z4 sh 9
4z

dz;

5)

2π∫
0

dt

4 +
√

15 sin t
;

6)

2π∫
0

dt

(
√

5 + cos t)2
;

7)

+∞∫
−∞

x− 1

(x2 + 4)2
dx;

8)

+∞∫
−∞

(x− 1) sinx

(x2 + 9)2
dx;

9)

∮
|z+6|=2

(
ze

1
z+6 +

2 cos πz5
(z + 5)2(z + 3)

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f(z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω =
2z + 1

z + 2
; D :

{
|z| < 1;
y > 0.

22. Знайти зображення оригiналу
1) f(t) = (t− 1) sin 2t;

2) f(t) = 3 cos( 1
2 t− 7);

3)

t

f(t)

2a 3a

0

a

−1

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
p

(p+ 1)(p2 + p+ 1)
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′ + 4y = 2(η(t) + η(t− 1)),
y(0) = 0;

2) y′′ − y′ =
1

1 + et
, y(0) = y′(0) = 0;

3) y′′ − y′ = t2, y(0) = 0, y′(0) = 1;

4)

{
x′ = −x+ 3y + 1,
y′ = x+ y,
x(0) = 1, y(0) = 2.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y(x) = x−
x∫

0

ex−ty(t)dt.
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Варiант 3
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

1− cos
π

5
+ i sin

π

5

)35

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(
2 + 2

√
3i

1− i

)16

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

4
√

1 + i.

4. Зобразити множину точок

{z ∈ C | |z − i| ≤ 2, Re z > 1}.

5. Визначити вид кривої

z = − sec t− i 3 tg t.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношенням

|z + 2i| = |z|.

7. Знайти всi значення функцiї
1) sin iy, y ∈ R; 2) ln (2 + 3i);

3) Arccos 2i; 4) Ln 6.

8. Перевiрити, чи є функцiя f(z)
аналiтичною, якщо так, знайти її
похiдну

f(z) = e−y cosx+ ie−y sinx.

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f(z), якщо
1) Re f(z) = 3x+ 2y + 1;

2) Im f(z) = ex(y cos y + x sin y),
f(0) = 0.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi
комплексної площини, яке задається
функцiєю

f(z) =
z

z + 2i
, z0 = −i.

11. Обчислити iнтеграл∫
L

Re (z2 + 1)dz, де

1) L : y = x, 0→ 1 + i;
2) L : y = x2, 0→ 1 + i;
3) L : ламанаz1z2z3, z1 = 0, z2 = 1+ i,
z3 = 1.

12. Обчислити iнтеграл∮
C

Re (z2 + 1)dz по контуру C, який

складається з верхнього пiвкола
|z| = a та вiдрiзка дiйсної осi, з
обходом контуру проти годинникової
стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

Im(z2 + i)dz, де

крива L задана графiчно:

x

y

−6

0

−6
L

14. Обчислити
∮

|z−zc|=R

dz

z2 + 9
,

 R = 2, zc = 2i;
R = 2, zc = −2i;
R = 2, zc = 0

за допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
πi∫
0

sin zdz.

16. Обчислити
∫
L

Im z3dz,

L : {y = x, 0→ 2 + 2i}.
17. Знайти радiус збiжностi ряду

∞∑
n=0

nzn

2in
.
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Варiант 3
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f(z) =
3z − 18

2z3 + 3z2 − 9z
, z0 = 0;

2) f(z) =
z + 1

z(z − 1)
, z0 = −3− 2i;

3) f(z) = ze
z
z−5 , z0 = 5.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1) f(z) =
1− sin z

cos z
;

2) f(z) =
sin 8z − 6z

cos z − 1 + z2

2

, z = 0;

3) f(z) = tg2 z.

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
|z|= 1

2

z2 sin
1

z
dz;

2)

∮
|z−i|= 3

2

dz

z(z2 + 4)
; 3)

∮
|z|=3

e
1
z + 1

z
dz;

4)

∮
|z|= 1

2

sh 2πz − 2πz

z2 sin2 π2z
3

dz;

5)

2π∫
0

dt

5 + 2
√

6 sin t
;

6)

2π∫
0

dt(
1 +

√
6
7 cos t

)2 ;

7)

+∞∫
−∞

dx

(x4 + 1)2
;

8)

+∞∫
−∞

cos 2x

(x2 + 1)2
dx;

9)

∮
|z−i|=3

(
π

e
πz
2 − i

−

−
2 sh πiz

4+2i

(z − 2− i)2(z − 4− i)

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f(z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω = e2z; D :

{
0 < y < π

2 ;
x > 0.

22. Знайти зображення оригiналу
1) f(t) = t2 sin 3t;

2) f(t) = sin (4t+ 5);
3)

t

f(t)

1 2 3 4 50

1
2

−2

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
2p

(p2 + 4p+ 8)2
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) 2y′ + y = η(t)− η(t− 2), y(0) = 2;

2) y′′ − 2y′ + y =
et

1 + t2
,

y(0) = y′(0) = 0;

3) y′′ + y′ = t2 + 2t, y(0) = 0, y′(0) =
−2;

4)

{
x′ = x+ 4y,
y′ = 2x− y + 9,
x(0) = 1, y(0) = 0.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння
x∫

0

ch (x− t)y(t)dt = x.
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Варiант 4
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

− cos
π

9
+ i sin

π

9

)30

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(
4 + 4i

1− i
√

3

)6

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

4
√
−i.

4. Зобразити множину точок

{z ∈ C | |z + 1| ≥ 1, |z + i| < 1}.

5. Визначити вид кривої

z = 4 tg t− i 3 sec t.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношенням

|z + 2| > |z|.

7. Знайти всi значення функцiї
1) ch iy, y ∈ R; 2) Ln (1 + i);

3) Arcsin 2i; 4) sh

(
2 +

πi

4

)
.

8. Перевiрити, чи є функцiя f(z)
аналiтичною, якщо так, знайти її
похiдну

f(z) = ex cos y + iex sin y.

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f(z), якщо
1) Im f(z) = 2x− y + 4;

2) Re f(z) = x2 − y2 − 2y, f(0) = 0.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi
комплексної площини, яке задається
функцiєю

f(z) = e−3z, z0 =
πi

3
.

11. Обчислити iнтеграл∫
L

Re (z3 + 1) dz, де

1) L : y = x, 0→ 1 + i;
2) L : y = x2, 0→ 1 + i;
3) L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1 + i,
z3 = 1.

12. Обчислити iнтеграл∮
C

Re (z3 + 1) dz по контуру C, який

складається з верхнього пiвкола
|z| = a та вiдрiзка дiйсної осi, з
обходом контуру проти годинникової
стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

z2Im z dz, де крива L

задана графiчно:

x

y

−5 5

0

−5 L

14. Обчислити
∮

|z−zc|=R

sin z

(z − i)2
dz,

{
R = 3, zc = 0;
R = 1

2 , zc = 0
за допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
1+i∫
2−i

z dz.

16. Обчислити
∫
L

(z2 + 7z + 1) dz,

L : {y = x, 1→ 1− i}.
17. Знайти радiус збiжностi ряду

∞∑
n=0

cos (in)zn.
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Варiант 4
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f(z) =
2z − 16

z4 + 2z3 − 8z2
, z0 = 0;

2) f(z) =
z + 1

z(z − 1)
, z0 = −2 + i;

3) f(z) = sin
2z − z
z + 2

, z0 = −2.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1) f(z) =
z − π
sin2 z

;

2) f(z) =
cos 7z − 1

sh z − z − z3

6

;

3) f(z) = z tg z e
1
z .

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
|z|= 1

3

(z + 1)e
1
z dz;

2)

∮
|z|=1

2 sin z

z(z + 2i)
dz; 3)

∮
|z|=2

sin z3

1− cos z
dz;

4)

∮
|z|=2

sh 3z − 1 + 9z2

2

z4 sin 9z
8

dz;

5)

2π∫
0

dt

6 +
√

35 sin t
;

6)

2π∫
0

dt

(2
√

3 +
√

11 cos t)2
;

7)

+∞∫
−∞

dx

(x2 + 4)2(x2 + 16)
;

8)

+∞∫
−∞

x2 cosx

(x2 + 1)2
dx;

9)

∮
|z+2|=2

(
z ch

1

z + 2
−

−
2 sin πz

2

(z + 1)2(z − 1)

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f(z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω = z2, D :

{
|z| > 1

2 ;
Re z > 0.

22. Знайти зображення оригiналу
1) f(t) = t(e−t + ch t);

2) f(t) = 7 sin (6 + 1
8 t);

3)

t

f(t)

2a 3a0

1

−1

−2

a

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
1

p(p2 + 1)2
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′′ + y = η(t)− 2η(t− 1) + η(t− 2),
y(0) = y′(0) = 0;

2) y′′ − 2y′ + 2y = 2et cos t,
y(0) = y′(0) = 0;

3) y′′ − y = cos 3t, y(0) = y′(0) = 1;

4)

{
x′ = x+ 2y + 1;
y′ = 4x− y, ,

x(0) = 0, y(0) = 1.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y(x) = cosx+

x∫
0

(x− t)y(t) dt.
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Варiант 5
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

1 + cos
π

10
− i sin

π

10

)55

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(
−
√

3− i√
2− i

√
2

)15

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

3
√
−i.

4. Зобразити множину точок

{z ∈ C | |z + 1| < 1, |z − i| ≤ 1}.

5. Визначити вид кривої

z = 3 tg t+ i 4 sec t.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношенням

3 ≤ |z + 2i| < 4.

7. Знайти всi значення функцiї
1) tg 2i; 2) ii;

3) Arctg i; 4) ch

(
2 +

πi

2

)
.

8. Перевiрити, чи є функцiя f(z)
аналiтичною, якщо так, знайти її
похiдну

f(z) = (x3 − 3xy2) + i(3x2 − y3).

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f(z), якщо
1) Re f(z) = ey cosx;

2) Re f(z) =
e2x + 1

ex
, f(0) = 2.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi
комплексної площини, яке задається
функцiєю

f(z) = cos 2z, z0 = 2i.

11. Обчислити iнтеграл
∫
L

z2z̄ dz

1) L : y = x, 0→ 1 + i;
2) L : y = x2, 0→ 1 + i;
3) L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1 + i,
z3 = 1.

12. Обчислити iнтеграл
∮
C

z2z̄ dz по

контуру C, який складається з
верхнього пiвкола |z| = a та вiдрiзка
дiйсної осi, з обходом контуру проти
годинникової стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

(Re z3 − 10i) dz, де

крива L задана графiчно:

x

y

−2 20

2 L

14. Обчислити
∮

|z+1|=2

ez

(z + 2)4
dz за

допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
−2+πi

2∫
0

e−z dz.

16. Обчислити
∫
L

|z| dz,

L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 =
−1 + i, z3 = 1 + i.

17. Знайти радiус збiжностi ряду
∞∑
n=1

zn

Ln (in)
.

18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f(z) =
5z − 50

2z3 + 5z2 − 25z
, z0 = 0;
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Варiант 5

2) f(z) =
z − 1

z(z + 1)
, z0 = 1 + 3i;

3) f(z) = cos
3z

z − i
, z0 = i.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1) f(z) =
1

cos z − 1
z

;

2) f(z) =
sh 6z − 6z

ch z − 1− z2

2

;

3) f(z) =
ez − 1

z3(z + 1)3
.

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
C

cos z2
z2 − 4

dz, C :
x2

9
+
y2

4
= 1;

2)

∮
|z−3|= 1

2

ez dz

sin z
;

3)

∮
|z|= 1

3

1− 2z + 3z2 + 4z3

2z2
dz;

4)

∮
|z|= 1

2

e2z − 1− 2z

z sh2 4iz
dz;

5)

2π∫
0

dt

7 + 4
√

3 sin t
;

6)

2π∫
0

dt

(3
√

2 + 2
√

3 cos t)2
;

7)

+∞∫
−∞

dx

(x2 − x+ 1)2
;

8)

+∞∫
−∞

(x+ 1) cosx

x4 + 5x2 + 6
dx;

9)

∮
|z−2i|=2

(
2 cos πz

2+2i

(z − 2− 2i)2(z − 4− 2i)
+

+
πi

e
πz
2 + 1

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f(z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω =
1

2

(
z +

1

z

)
, D :

{
|z| = 1;
Im z > 0.

22. Знайти зображення оригiналу

1) f(t) =
t∫

0

err4 dr;

2) f(t) = 5
9 (sin 9

13 t− 11);
3)

t

f(t)

2a 3a0 a

1

−1

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
p+ 3

p3 + 2p2 + 3p
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′ + 3y = 2η(t)− η(t− 1), y(0) = 3;

2) y′′ − y = th2t, y(0) = y′(0) = 0;

3) y′′+y′+y = 7e2t, y(0) = 1, y′(0) = 4;

4)

{
x′ = 2x+ 5y,
y′ = x− 2y + 2,
x(0) = 1, y(0) = 1.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y(x) = e2x +

x∫
0

et−xy(t) dt.
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Варiант 6
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

sin
π

18
+ i cos

π

18

)33

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(
1− i√
2 + i

√
2

)5

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

4
√

2.

4. Зобразити множину точок

{z ∈ C | |z + i| ≤ 2, |z − i| > 2}.

5. Визначити вид кривої

z = −4 tg t− i 2 sec t.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношенням

|1 + z| = |z + i|.

7. Знайти всi значення функцiї
1) ctg (1− i); 2) ii+1;

3) Arctg 2i; 4) Ln (1 + i).

8. Перевiрити, чи є функцiя f(z)
аналiтичною, якщо так, знайти її
похiдну

f(z) = x(x2 + y2) + iy(x2 + y2).

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f(z), якщо
1) Im f(z) = e−x cos y;

2) Re f(z) =
x

x2 + y2
, f(1) = 1 + i.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi
комплексної площини, яке задається
функцiєю

f(z) = sin 3z, z0 = i.

11. Обчислити iнтеграл
∫
L

z̄2 dz

1) L : y = x, 0→ 1 + i;
2) L : y = x2, 0→ 1 + i;
3) L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1 + i,
z3 = 1.

12. Обчислити iнтеграл
∮
C

z̄2 dz по

контуру C, який складається з
верхнього пiвкола |z| = a та вiдрiзка
дiйсної осi, з обходом контуру проти
годинникової стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

(2z̄ + Re z) dz, де

крива L задана графiчно:

x

y

−1 10

1 L

14. Обчислити
∮

|z−zc|=R

ez

z(1− z)2
dz,

{
R > 2, zc = 2;
R = 2, zc = −1

за допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
πi∫
0

cos z dz.

16. Обчислити
∫
L

(12z5 + 4z3 + 1) dz,

L : y = x, 1→ i.

17. Знайти радiус збiжностi ряду

∞∑
n=0

ein
2
(z

2

)n
.
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Варiант 6
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f(z) =
3z − 36

z4 + 3z3 − 18z2
, z0 = 0;

2) f(z) =
z − 1

z(z + 1)
, z0 = 2− i;

3) f(z) = sin
5z

z − 2i
, z0 = 2i.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1) f(z) = z2 sin
1

z
;

2) f(z) =
ch 5z − 1

ez − 1− z
, z = 0;

3) f(z) =
z2 + 1

(z − i)2(z2 + 4)
.

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
|z−i|=3

ez
2 − 1

z3 − iz2
dz;

2)

∮
|z− 3

2 |=2

z(sin z + 2)

sin z
dz;

3)

∮
|z|=2

1− cos z2

z2
dz;

4)

∮
|z|= 2

5

e4z − cos 7z

z sh 2πz
dz;

5)

2π∫
0

dt

5− 4 sin t
; 6)

2π∫
0

dt

(4 + cos t)2
;

7)

+∞∫
−∞

dx

(x2 + 4)(x2 + 9)2
;

8)

+∞∫
−∞

x sin x
2 dx

(x2 + 1)(x2 + 9)
;

9)

∮
|z+3|=2

(
z sh

i

z + 3
−

4shπiz4
(z + 2)2z

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f(z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω = z3, D :

{
x2 + y2 ≤ 1;

0 < arg z < π
6 .

22. Знайти зображення оригiналу
1) f(t) = e−t cos 2t;

2) f(t) = 5 sin (2t+ 12);
3)

t

f(t)

2a 3a0 a

1

−1

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
p

(p+ 1)(p2 + 4p+ 5)
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′′ + y = η(t) + η(t− 2),
y(0) = 1, y′(0) = 0;

2) y′′ − y =
1

cht
, y(0) = y′(0) = 0;

3) y′′ + y′ − 2y = −2(t+ 1),
y(0) = y′(0) = 1;

4)

{
x′ = −2x+ 5y + 1,
y′ = x+ 2y + 1,
x(0) = 0, y(0) = 2.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

x∫
0

sin (x− t)y(t) dt = x3(x− 1).
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Варiант 7
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

1− cos
π

13
− i sin

π

13

)65

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(
1− i

√
3

i− 1

)5

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

5
√

4.

4. Зобразити множину точок

{z ∈ C | |z−1−i| ≤ 1, Im z > 1,Re z ≥ 1}

5. Визначити вид кривої

z = 3 cosec t+ i 3 ctg t.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношенням

|z − 1 + i| ≤ 2.

7. Знайти всi значення функцiї
1) sin (1 + 2i); 2) 2i;

3) Arcsin i; 4) sin
(π

3
+ i
)
.

8. Перевiрити, чи є функцiя f(z)
аналiтичною, якщо так, знайти її
похiдну

f(z) = (x2 − y2 − 2x) + i2y(x− 1).

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f(z), якщо
1) Re f(z) = shx cos y;

2) Im f(z) = e−y sinx+ y, f(0) = 1.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi

комплексної площини, яке задається
функцiєю

f(z) = 2z2 + 5, z0 =
√

3− i.

11. Обчислити iнтеграл
∫
L

(iRe z)2 dz,

1) L : y = x, 0→ 1 + i;
2) L : y = x2, 0→ 1 + i;
3) L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1 + i,
z3 = 1.

12. Обчислити iнтеграл
∮
C

(iRe z)2 dz

по контуру C, який складається з
верхнього пiвкола |z| = a та вiдрiзка
дiйсної осi, з обходом контуру проти
годинникової стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

|z̄| dz, де крива L

задана графiчно:

x

y

−2 0

2

−2

L

14. Обчислити∮
|z−zc|=R

dz

(z + 1)3(z − 1)
,

{
R = 2, zc = 2;
R = 2, zc = −2

за допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
3+i∫
1+i

(z + 1) dz.

16. Обчислити
∫
L

z̄2 dz,

L : y = x, 0→ 1 + i.

17. Знайти радiус збiжностi ряду
∞∑
n=0

(1 + n)!
( z
in

)n
.
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Варiант 7
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f(z) =
7z − 98

2z3 + 7z2 − 49z
, z0 = 0;

2) f(z) =
z − 1

z(z + 1)
, z0 = −1 + 2i;

3) f(z) = sin
3z − i
3z + i

, z0 = − i
3 .

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1) f(z) = (z − 1) cos
1

(z − 1)2
;

2) f(z) = z sin
6

z2
, z = 0;

3) f(z) =
(z + π) sin π

2 z

z sin2 z
.

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
|z|=3

dz

z5 + z3
; 2)

∮
|z−1|=3

z ez

sin z
dz;

3)

∮
|z|=1

3z4 − 2z3 + 5

z4
dz;

4)

∮
|z|= 1

5

e8z ch 4z

z sin 4πz
dz;

5)

2π∫
0

dt

7 + 4
√

3 sin t
; 6)

2π∫
0

dt

(4 + 3 cos t)2
;

7)

+∞∫
−∞

dx

x4 + 10x2 + 9
;

8)

+∞∫
−∞

(x2 + 3) cos 2x

x4 + 3x2 + 2
dx;

9)

∮
|z+5i|=2

( πi

e
πz
2 + i

+

+
8 ch πiz

1−5i

(z − 1 + 5i)2(z − 3 + 5i)

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f(z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω =
z − 1

2z − 6
, D : |z − 1| < 2.

22. Знайти зображення оригiналу
1) f(t) = et sin2 t;

2) f(t) = ch (8t− 3);
3)

t

f(t)

2a 3a0 a

1

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
6

p3 − 8
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′′ + 2y′ + 2y = η(t)− η(t− 2),
y(0) = y′(0) = 0;

2) y′′ − y′ =
et

1 + et
, y(0) = y′(0) = 0;

3) y′′ − 9y = sin t− cos t,
y(0) = −3, y′(0) = 2;

4)

{
x′ = 3x+ y;
y′ = −5x− 3y + 2,
x(0) = 2, y(0) = 0.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y(x) = ex +

x∫
0

y(t) dt.
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Варiант 8
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

sin
π

5
− i cos

π

5

)55

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(
i
√

2−
√

2√
3 + i

)6

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

3
√
−1 + i.

4. Зобразити множину точок
{z ∈ C | |z − 1 + i| ≥ 1, Re z < 1,

Im z ≤ −1}.
5. Визначити вид кривої

z = 4 cosec t− i 2 ctg t.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношенням

|z| > 2 + Im z.

7. Знайти всi значення функцiї
1) sh iy, y ∈ R; 2) e−2+πi

3 ;

3) Arcsin (2− i); 4) cos
(π

4
+ i
)
.

8. Перевiрити, чи є функцiя f(z)
аналiтичною, якщо так, знайти її
похiдну

f(z) = (x2 − y2 + 2x) + i(4xy + 2y).

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f(z), якщо
1) Im f(z) = − shx sin y;

2) Im f(z) = ex cos y, f(0) = 1 + i.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi
комплексної площини, яке задається
функцiєю

f(z) = 2z3 + 4, z0 = i− 1.

11. Обчислити iнтеграл
∫
L

(Re z+

+Im z) dz, де
1) L : y = x, 0→ 1 + i;

2) L : y = x2, 0→ 1 + i;
3) L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1 + i,
z3 = 1.

12. Обчислити iнтеграл
∮
C

(Re z+

+Im z) dz по контуру C, який
складається з верхнього пiвкола
|z| = a та вiдрiзка дiйсної осi, з
обходом контуру проти годинникової
стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

Re z2 dz, де крива L

задана графiчно:

x

y

−2 0

2

−2

L

14. Обчислити
∮

|z−zc|=R

z2

(z − 2i)2
dz,

{
R = 3, zc = 0;
R = 1, zc = 0

за допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
1+i∫
0

z3 dz.

16. Обчислити
∫
L

z3ez
4

dz, де L :

ламана z1z2z3, z1 = i, z2 = 1, z3 = 0.

17. Знайти радiус збiжностi ряду
∞∑
n=0

3inzn.
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Варiант 8
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f(z) =
4z − 64

z4 + 4z3 − 32z2
, z0 = 0;

2) f(z) =
z − 1

z(z + 1)
, z0 = −2− 3i;

3) f(z) = z cos
3z

z − i
, z0 = 1.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1) f(z) = tg2 2z;

2) f(z) =
ez − 1

sin z − z + z3

6

, z = 0;

3) f(z) = tg
1

z
.

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
|z|=5

z dz

1− cos z
; 2)

∮
|z− 3

2 |=2

2z|z − 1|
sin z

dz;

3)

∮
|z|=3

1− sin 1
z

z
dz;

4)

∮
|z|= 1

10

ch z − cos 3z

z2 sin 5πz
dz;

5)

2π∫
0

dt

8− 3
√

7 sin t
;

6)

2π∫
0

dt

(
√

5 +
√

3 cos t)2
;

7)

+∞∫
−∞

dx

(x2 + 9)(x2 + 4)2
;

8)

+∞∫
−∞

(x3 − 2) cos x2
(x2 + 1)2

dx;

9)

∮
|z+2|=2

(
z cos

1

z + 4
+

+
2 sin πz

6

(z + 3)2(z + 1)

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f(z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω = eiz, D :

{
0 < x < π;
y > 0.

22. Знайти зображення оригiналу
1) f(t) = t sin 2t sh 3t;

2) f(t) = ch ( 6
8 t+ 22);

3)

t

f(t)

2a 3a0 a

1
2

1

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
4

p3 + 8
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′′ + 3y′ = η(t− 1),
y(0) = 4, y′(0) = 0;

2) y′′−2y′+y =
et

t+ 1
, y(0) = y′(0) = 0;

3) y′′+ 2y′ = 2 + et, y(0) = 1, y′(0) = 2;

4)

{
x′ = −3x− 4y + 1,
y′ = 2x+ 3y,
x(0) = 0, y(0) = 2.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y(x) = 1 +
1

2

x∫
0

sin 2(x− t)y(t) dt.
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Варiант 9
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

sin
π

12
+ i+ i cos

π

12

)52

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(
i− 1

i+
√

3

)12

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

4
√
−16i.

4. Зобразити множину точок
{z ∈ C | |z − 2− i| ≤ 2, Re z ≥ 3,

Im z < 1}.
5. Визначити вид кривої

z = ctg t− i 2 cosec t.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношенням

|z + i| = |z − i|.

7. Знайти всi значення функцiї
1) tg (2− i);
2) ln (4i− 3), Ln (4i− 3);

3) Arcsin (i− 1)4; 4) Ln (
√

3 + i).

8. Перевiрити, чи є функцiя f(z)
аналiтичною, якщо так, знайти її
похiдну

f(z) = (4xy − y)− i(2x2 − x− 2y2).

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f(z), якщо
1) Re f(z) = cosx ch y;

2) Im f(z) = − y

(x+ 1)2 + y2
, f(0) = 1.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi
комплексної площини, яке задається
функцiєю

f(z) =
z + 2

z − i
, z0 = −i.

11. Обчислити iнтеграл
∫
L

|z|2 dz

1) L : y = x, 0→ 1 + i;
2) L : y = x2, 0→ 1 + i;
3) L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1 + i,
z3 = 1.

12. Обчислити iнтеграл
∮
C

|z|2 dz по

контуру C, який складається з
верхнього пiвкола |z| = a та вiдрiзка
дiйсної осi, з обходом контуру проти
годинникової стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

z̄

z
dz, де крива L

задана графiчно:

x

y

−1 0

1

−1

L

14. Обчислити
∮

|z−zc|=R

dz

z(z2 − 1)
,

 R < 2, zc = 2;
R > 2, zc = −2;
R < 2, zc = 0

за допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
1+πi∫

0

e2z dz.

16. Обчислити
∫

z1z2z3

Re
z̄

z
dz, де

z1z2 : {|z| = 1, Im z ≥ 0}, z2z3 : y =
x, 1→ 2.

17. Знайти радiус збiжностi ряду
∞∑
n=1

cos2 (in)zn.
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Варiант 9
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f(z) =
9z − 162

2z3 + 9z2 − 81z
, z0 = 0;

2) f(z) =
z + 3

z2 − 1
, z0 = 2 + i;

3) f(z) = z sin
z

z − 1
, z0 = 1.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1) f(z) =
1

z3(z2 + 4)2
;

2) f(z) =
sin z2 − z2

cos z − 1 + z2

2

, z = 0;

3) f(z) = ctg
1

z
.

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
|z|=3

ez

z4(z2 − 1)
dz;

2)

∮
|z− 1

4 |=
1
3

z(z + 1)2

sin 2πz
dz;

3)

∮
|z|= 1

2

e2z2 − 1

z3
dz;

4)

∮
|z|=1

sh 3z − sin 3z

z3 sh 2z
dz;

5)

2π∫
0

dt

9− 4
√

5 sin t
; 6)

2π∫
0

dt

(
√

7 + 2 cos t)2
;

7)

+∞∫
−∞

x2 dx

(x3 + 3)2
;

8)

+∞∫
−∞

(x2 − x) sinx

x4 + 9x2 + 20
dx;

9)

∮
|z−7i|=2

(
2 sin πiz

2+14i

(z − 1− 7i)2(z − 3− 7i)
+

+
π

e
πz
2 + i

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f(z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω =
1

z
, D :

{
x2 + y2 < x;
y > 1

2x.

22. Знайти зображення оригiналу
1) f(t) = t cos t ch 2t;

2) f(t) = sh (6 + 7t);
3)

t

f(t)

2a0 a

1

−1

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
1

p5 + p3
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′ + 3y = η(t)− 2η(t− 1) + 2η(t− 2),
y(0) = 0;

2) y′′ + y′ =
e2t

3 + et
, y(0) = y′(0) = 0;

3) 2y′′ − y′ = sin 3t, y(0) = 2, y′(0) = 1;

4)

{
x′ = −2x+ 6y + 1,
y′ = 2x+ 2,
x(0) = 0, y(0) = 1.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y(x) = cosx+

x∫
0

y(t) dt.
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Варiант 10
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

sin
π

8
+ i− i cos

π

8

)48

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(√
2− i

√
2

1 + i

)12

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

4
√
−2 + i.

4. Зобразити множину точок
{z ∈ C | |z − 1− i| ≥ 1, 0 ≤ Re z < 2,

0 < Im z < 2}.
5. Визначити вид кривої

z = − ctg t+ i 3 cosec t.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношенням

|z| > |z + 1|.

7. Знайти всi значення функцiї
1) ctg (1 + i); 2) 3i;

3) Arccos (i− 1); 4) sh

(
1 +

πi

2

)
.

8. Перевiрити, чи є функцiя f(z)
аналiтичною, якщо так, знайти її
похiдну

f(z) = (3x2y + 2x) + i(4xy2 + 2y).

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f(z), якщо
1) Im f(z) = sinx sh y;

2) Im f(z) = y − y

x2 + y2
, f(1) = 2.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi
комплексної площини, яке задається
функцiєю

f(z) = e−5z, z0 =
πi

10
.

11. Обчислити iнтеграл∫
L

Re (z̄3 + i) dz,

1) L : y = x, 0→ 1 + i;
2) L : y = x2, 0→ 1 + i;
3) L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1 + i,
z3 = 1.

12. Обчислити iнтеграл∮
C

Re (z̄3 + i) dz по контуру C, який

складається з верхнього пiвкола
|z| = a та вiдрiзка дiйсної осi, з
обходом контуру проти годинникової
стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

z Im z2 dz, де крива

L задана графiчно:

x

y

−1 0

1

−1

L

14. Обчислити∮
|z−zc|=R

2z − 1− i
(z − 1)(z − i)

dz,

{
R = 2, zc = 0;
R = 1, zc = i

за допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
πi
2∫
0

sin 2z dz.

16. Обчислити
∫

z1z2z3

(z2 + cos z) dz,

z1z2z3−ламана, z1 = 0, z2 = 1, z3 = i.

17. Знайти радiус збiжностi ряду
∞∑
n=1

1

n
e
πi
n zn.
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Варiант 10
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f(z) =
5z − 100

z4 + 5z3 − 50z2
, z0 = 0;

2) f(z) =
z + 3

z2 − 1
, z0 = 3− i;

3) f(z) = (z − 3) cosπ
z − 3

z
, z0 = 0.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1) f(z) = z2e
1
z ;

2) f(z) =
cos z2 − 1

sh z − z − z3

6

, z = 0;

3) f(z) =
1

ez + 1
.

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
|z|= 2

3

(
sin

1

z2
+ ez

2

cos z

)
dz;

2)

∮
|z− 1

2 |=1

iz(z − i)
sinπz

dz;

3)

∮
|z|= 1

3

3− 2z + 4z4

z3
dz;

4)

∮
|z|=0,05

e4z − 1− sin 4z

z3 sh 16πz
dz;

5)

2π∫
0

dt

4−
√

7 sin t
; 6)

2π∫
0

dt

(4 +
√

7 cos t)2
;

7)

+∞∫
−∞

dx

(x2 + 2)(x2 + 3)2
;

8)

+∞∫
−∞

x cosx

x2 − 2x+ 2
dx;

9)

∮
|z+5|=2

(
z sin

i

z + 5
−

−
4 ch πiz

4

(z + 4)2(z + 2)

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f(z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω =
z + 1

z − 2
, D : |z − 1| < 2.

22. Знайти зображення оригiналу

1) f(t) =
e−t sin 3t

t
;

2) f(t) = 3 sh (16 + 7t);
3)

t

f(t)

2a0 a

1

−1

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
p+ 4

p2 + 4p+ 5
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′ − y = −2η(t) + 2η(t− 2)+

+ 1
2η(t− 3)− 1

2η(t− 5), y(0) = 0;

2) y′′ − 2y′ =
et

ch t
, y(0) = y′(0) = 0;

3) y′′+ 2y′ = sin
t

2
, y(0) = 2, y′(0) = 4;

4)

{
x′ = 2x+ 3y + 1;
y′ = 4x− 2y,
x(0) = −1, y(0) = 6.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння
x∫

0

ex−ty(t) dt = x2.
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Варiант 11
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

cos
π

12
− i sin

π

12

)62

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(
i−
√

3√
3 + i

)10

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

3
√
i− 1.

4. Зобразити множину точок
{z ∈ C | |z + i| < 2, 0 < Re z ≤ 1}.

5. Визначити вид кривої

z = 3 ch 2t+ i 2 sh 2t.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношенням

−Re z + |z| ≤ 0.

7. Знайти всi значення функцiї
1) sh (i− 2); 2) (i+ 1)i;

3) Arctg (1 + i); 4) ch (1− πi).
8. Перевiрити, чи є функцiя f(z)
аналiтичною, якщо так, знайти її
похiдну

f(z) = (x2 − y2 − y) + i(2xy + x).

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f(z), якщо
1) Re f(z) = 2−x cos (y ln 2);

2) Re f(z) = e−y cosx, f(0) = 1.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi

комплексної площини, яке задається
функцiєю

f(z) = sh z, z0 = 2 +
πi

2
.

11. Обчислити iнтеграл
∫
L

(z̄+Re z) dz,

1) L : y = x, 0→ 1 + i;
2) L : y = x2, 0→ 1 + i;
3) L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1 + i,
z3 = 1.

12. Обчислити iнтеграл
∮
C

(z̄ + Re z) dz

по контуру C, який складається з
верхнього пiвкола |z| = a та вiдрiзка
дiйсної осi, з обходом контуру проти
годинникової стрiлки.

13. Обчислити
∮
L

Im
z̄

z
dz, де крива L

задана графiчно:

x

y

−1 0

1L

14. Обчислити
∮

|z−zc|=R

dz

(z2+)
,

{
R = 2, zc = 2i;
R = 2, zc = 0

за допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
2+i∫
2

(z − i) dz.

16. Обчислити
∫
L

z̄

z
dz,

L− границя областi {1 < |z| < 2,
Re z > 0}.
17. Знайти радiус збiжностi ряду

∞∑
n=1

ein

ni
zn.
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Варiант 11
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f(z) =
11z − 242

2z3 + 11z2 − 121z
, z0 = 0;

2) f(z) =
z + 3

z2 − 1
, z0 = −2 + 3i;

3) f(z) = z2 sinπ
z + 1

z
, z0 = 0.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї
1) f(z) = z2e

1
z ;

2) f(z) =
e5z − 1

ch z − 1− z2

2

, z = 0;

3) f(z) = ctg πz.

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
|z|=4

zne
1
3z dz; 2)

∮
|z−3|=1

sin 3z + 2

z2(z − π)
dz;

3)

∮
|z|=2

z − sin z

2z4
dz;

4)

∮
|z|=1

6z − sin 6z

z2 sh2 2z
dz;

5)

2π∫
0

dt

3−
√

5 sin t
;

6)

2π∫
0

dt

(3 +
√

5 cos t)2
;

7)

+∞∫
−∞

dx

(x2 + 9)(x2 + 1)2
;

8)

+∞∫
−∞

x sin 2x− sinx

(x2 + 4)2
dx;

9)

∮
|z−3i|=2

(
πi

e
πz
2 + i

+

+
8 cos πz

1+3i

(z − 1− 3i)2(z − 3− 3i)

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f(z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω = z2, D :

 y ≤ x;
0 ≤ x ≤ 1;
0 ≤ y ≤ 1.

22. Знайти зображення оригiналу

1) f(t) =
sh2 2t

t
;

2) f(t) = cos (2t− 5);
3)

t

f(t)

2a 3a 4a0 a

1

−1

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
p

(p2 + 1)(p2 + 4)
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′ − y = η(t) + 2η(t− π

2 ), y(0) = 0;

2) y′′ − y =
1

1 + ch t
, y(0) = y′(0) = 0;

3) y′′ + y = sh t, y(0) = 2, y′(0) = 1;

4)

{
x′ = x+ 2y,
y′ = 2x+ y + 1,
x(0) = 0, y(0) = 5.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y(x) = ex − 2

x∫
0

cos (x− t)y(t) dt.
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Варiант 12
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

sin
π

11
− i− i cos

π

11

)55

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(
1− i√
3 + i

)6

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

7
√

3 + 2i.

4. Зобразити множину точок{
z ∈ C | |z − i| ≤ 1, 0 < arg z <

π

4

}
.

5. Визначити вид кривої

z = 2 ch 3t− i 3 sh 3t.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношенням

π

4
≤ arg (z + 1− i) ≤ 3π

4
.

7. Знайти всi значення функцiї
1) cos (3 + 4i); 2) ln (−1), Ln (−1);

3) Arctg (1− i); 4) Ln (1 +
√

3i).

8. Перевiрити, чи є функцiя f(z)
аналiтичною, якщо так, знайти її
похiдну

f(z) = (4x sin y+cosx)+i(cosx−4 cos y).

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f(z), якщо
1) Im f(z) = x2 − 6xy − y2;

2) Re f(z) = y − 2xy, f(0) = 0.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi

комплексної площини, яке задається
функцiєю

f(z) = ch 2z, z0 = 3 +
πi

4
.

11. Обчислити iнтеграл∫
L

(z + Re (z + 1)) dz,

1) L : y = x, 0→ 1 + i;
2) L : y = x2, 0→ 1 + i;
3) L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1 + i,
z3 = 1.

12. Обчислити iнтеграл∮
C

(z + Re (z + 1)) dz по контуру C,

який складається з верхнього пiвкола
|z| = a та вiдрiзка дiйсної осi, з
обходом контуру проти годинникової
стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

(z − Re z) dz, де

крива L задана графiчно:

x

y

−2 0

2L

14. Обчислити
∮

|z−a|=a

zez

(z − a)2
dz за

допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
πi
2∫
0

cos 2z dz.

16. Обчислити
∫

z1z2z3

(ch z + cos iz) dz,

z1z2z3 − ламана, z1 = 0, z2 = −1,
z3 = i.

17. Знайти радiус збiжностi ряду
∞∑
n=0

sin (in2)zn.
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Варiант 12
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f(z) =
6z − 144

z4 + 6z3 − 72z2
, z0 = 0;

2) f(z) =
z + 3

z2 − 1
, z0 = −2− 2i;

3) f(z) = z cos
z

z + 2i
, z0 = −2i.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1) f(z) =
1

cos z − 1 + z2

2

;

2) f(z) =
sin 4z − 4z

ez − 1− z
, z = 0;

3) f(z) =
sinπz

(z − 1)3
.

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
|z|=4

z + 1

z2 + 2z + 3
dz;

2)

∮
|z− 1

2 |=1

ez + 1

z(z − 1)
dz;

3)

∮
|z|=1

z3 − 2z2 + 1

2z4
dz;

4)

∮
|z|=2

cos 4z − 1 + 8z2

z4 sh 4z
3

dz;

5)

2π∫
0

dt

3− 2
√

2 sin t
;

6)

2π∫
0

dt

(3 + 2
√

2 sin t)2
;

7)

+∞∫
−∞

x2 + 1

(x2 + x+ 1)2
dx;

8)

+∞∫
−∞

cos 5x

(x2 + 1)2(x2 + 4)
dx;

9)

∮
|z−1|=2

(
ze

2
z−1 +

+
2 cos πz2

(z − 2)2(z − 4)

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f(z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω = ln z, D : y > 0.

22. Знайти зображення оригiналу

1) f(t) =
sin t sin 3t

t
;

2) f(t) = sh (4t− 16);
3)

t

f(t)

2a 3a 4a0 a

1

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
p+ 5

(p+ 1)(p2 − 2p+ 5)
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′′ − 2y′ + y = tη(t)− (t− 1)η(t− 1),
y(0) = y′(0) = 0;

2) y′′ + y′ =
1

1 + et
, y(0) = y′(0) = 0;

3) y′′ + 4y′ + 29y = e−2t,
y(0) = 0, y′(0) = 1;

4)

{
x′ = 2x− 2y;
y′ = −4x,
x(0) = 3, y(0) = 1.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння
x∫

0

cos (x− t)y(t) dt = sinx.
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Варiант 13
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

− sin
π

17
+ i cos

π

17

)85

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(√
2 + i

√
2

1− i

)10

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

4

√
2− 2

√
3i.

4. Зобразити множину точок
{z ∈ C | |z − i| ≤ 2, 0 < Im z < 2}.

5. Визначити вид кривої

z = 5 sh 4t+ i 4 ch 4t.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношенням

1 ≤ |z + 2 + i| ≤ 2.

7. Знайти всi значення функцiї
1) ch (−i); 2) e2+πi;

3) Arcsin (i2 + i− 1); 4) Ln (−1 + i).

8. Перевiрити, чи є функцiя f(z)
аналiтичною, якщо так, знайти її
похiдну

f(z) = sinx ch y + i cosx sh y.

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f(z), якщо
1) Re f(z) = −x2 + 4xy + y2;

2) Im f(z) = x2 − y2 + 2x+ 1, f(0) = i.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi

комплексної площини, яке задається
функцiєю

f(z) = sh (2z), z0 = 1 +
πi

2
.

11. Обчислити iнтеграл∫
L

Re (z2 + z̄2) dz,

1) L : y = x, 0→ 1 + i;
2) L : y = x2, 0→ 1 + i;
3) L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1 + i,
z3 = 1.

12. Обчислити iнтеграл∮
C

Re (z2 + z̄2) dz по контуру C, який

складається з верхнього пiвкола
|z| = a та вiдрiзка дiйсної осi, з
обходом контуру проти годинникової
стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

|z|z dz, де крива L

задана графiчно:

x

y

−3 0

3
L

14. Обчислити
∮

|z+i|=3

sin z

(z + 1)3
dz, за

допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
3(1+i)∫

0

(z2 − z) dz.

16. Обчислити
∫
L

|z|z̄ dz,

L : {|z| = 4, Re z ≥ 0}.
17. Знайти радiус збiжностi ряду

∞∑
n=0

sin (in)zn.
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Варiант 13
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f(z) =
13z − 338

2z3 + 12z2 − 169z
, z0 = 0;

2) f(z) =
z

z2 + 1
, z0 = 2 + i;

3) f(z) = cos
z2 − 4z

(z − 2)2
, z0 = 2.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1) f(z) =
1

e−z + z − 1
;

2) f(z) = z4 sin
5

z2
, z = 0;

3) f(z) =
1

sin z2
.

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
|z|=4

dz

(z − 1)2(z2 + 1)
;

2)

∮
|z|=1

ezi + 2

sin 3zi
dz;

3)

∮
|z|= 1

3

4z5 − 3z3 + 1

z6
dz;

4)

∮
|z|=6

shπz − πz
z2 sin2 πz

6

dz;

5)

2π∫
0

dt

4− 2
√

3 sin t
;

6)

2π∫
0

dt

(2
√

2 +
√

7 cos t)2
;

7)

+∞∫
−∞

x2 + 1

(x2 + 4x+ 13)2
dx;

8)

+∞∫
−∞

x3 sinx

x4 + 5x2 + 4
dx;

9)

∮
|z+i|=2

(
2 sin πz

2−2i

(z − 1 + i)2(z − 3 + i)
−

− 3πi

e
πz
2 + i

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f(z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω = 4 + 2iz; D : |z − i| < 1.

22. Знайти зображення оригiналу

1) f(t) =
sh 3t

t
;

2) f(t) = − cos(2 + 12t);
3)

t

f(t)

2a 3a0 a

1

−1

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
1

p3 + p2 + p
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′ + 2y = 2η(t)− η(t− 1)− η(t− 2),
y(0) = 0;

2) y′′ − 4y′ + 4y =
2e2t

ch2 2t
,

y(0) = y′(0) = 0;

3) y′′−3y′+2y = et, y(0) = 1, y′(0) = 0;

4)

{
x′ = −x− 2y + 1;
y′ = − 3

2x+ y,
x(0) = 1, y(0) = 0.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y(x) = shx−
x∫

0

ch (x− t)y(t) dt.
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Варiант 14
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

sin
π

5
− i+ i cos

π

5

)65

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi( √
3− i

1 + i
√

3

)10

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

2
√

2i.

4. Зобразити множину точок{
z ∈ C | |z + i| > 1, −π

4
≤ arg z < 0

}
.

5. Визначити вид кривої

z = −4 sh 5t− i 5 ch 5t.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношенням

π

3
< arg (z − i) ≤ π

2
.

7. Знайти всi значення функцiї
1) cos (2i+ 1);

2) ln (i2 − 1), Ln (i2 − 1);

3) Arccos (5i); 4) cos
(π

4
− 2i

)
.

8. Перевiрити, чи є функцiя f(z)
аналiтичною, якщо так, знайти її
похiдну

f(z) = sin (x− iy).

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f(z), якщо
1) Im f(z) = 2x3 − 6xy2;

2) Re f(z) = x2 − y2 − 2x+ 1, f(0) = 1.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi
комплексної площини, яке задається
функцiєю

f(z) = e5z, z0 =
πi

10
.

11. Обчислити iнтеграл
∫
L

z̄2Re z dz,

1) L : y = x, 0→ 1 + i;
2) L : y = x2, 0→ 1 + i;
3) L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1 + i,
z3 = 1.
12. Обчислити iнтеграл

∮
C

z̄2Re z dz по

контуру C, який складається з
верхнього пiвкола |z| = a та вiдрiзка
дiйсної осi, з обходом контуру проти
годинникової стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

|z|Im z2 dz, де крива

L задана графiчно:

x

y

−4 0

4L

14. Обчислити
∮

|z−zc|=R

dz

z2 + 1
,

{
R = 2, zc = 0;
R = 2, zc = −2i

за допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
i∫

1

1

z
dz.

16. Обчислити
∫
L

(ch z + z) dz,

L : {|z| = 1, Im z ≤ 0}.
17. Знайти радiус збiжностi ряду

∞∑
n=1

ein

n2
zn.
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Варiант 14
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f(z) =
7z − 196

z4 + 7z3 − 98z2
, z0 = 0;

2) f(z) =
z

z2 + 1
, z0 = 1− 2i;

3) f(z) = sin
z + i

z − i
, z0 = i.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1) f(z) =
2z + 3

(z + 1)3(z2 − 3z + 2)2
;

2) f(z) =
cos 3z − 1

sin z − z + z3

6

, z = 0;

3) f(z) =
sin 3z − 3 sin z

z(sin z − z)
.

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
|z|= 3

2

ez

z(1− z)3
dz;

2)

∮
|z−2|=3

cos2 z + 1

z2 − π2
dz;

3)

∮
|z|=1

e2z − z
z2

dz;

4)

∮
|z|=1

ch 4z − 8z2 − 1

z4 sin 8z
3

dz;

5)

2π∫
0

dt

5−
√

21 sin t
;

6)

2π∫
0

dt

(
√

6 + cos t)2
;

7)

+∞∫
−∞

x2

(x2 + 5)2
dx;

8)

+∞∫
−∞

(x+ 1) sin 2x

x2 + 2x+ 2
dx;

9)

∮
|z−2|=2

(
z ch

3

z − 2
+

+
2 cos πz3

(z − 3)2(z − 5)

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f(z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω =
2

z − 1
; D : 1 < |z| < 2.

22. Знайти зображення оригiналу

1) f(t) =
cos 2t− cos 4t

t
;

2) f(t) = 7
9 ch (8t+ 3);

3)

t

f(t)

2a0 a

b

−b

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
3p+ 2

(p+ 1)(p2 + 4p+ 5)
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′+ y = 2η(t− 2)− η(t− 1), y(0) = 0;

2) y′′ − 4y =
1

ch3 2t
, y(0) = y′(0) = 0;

3) 2y′′ + 3y′ + y = 3et,
y(0) = 0, y′(0) = 1;

4)

{
x′ = 3x+ 5y + 2,
y′ = 3x+ y + 1,
x(0) = 0, y(0) = 2.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

shx =

x∫
0

ch (x− t)y(t) dt.
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Варiант 15
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

sin
π

7
+ i cos

π

7

)56

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi( √
3− i√

2 + i
√

2

)10

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

5

√
4− 4

√
3i.

4. Зобразити множину точок{
z ∈ C | |z − 1− i| < 1, | arg z| ≤ π

4

}
.

5. Визначити вид кривої

z =
2

ch 2t
+ i 4 th 2t.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношенням

|z − i|+ |z + i| = 4.

7. Знайти всi значення функцiї
1) sin2 i; 2) ln (1 + i)2;

3) Arccos (2 + 2i); 4) sin
(π

2
− 5i

)
.

8. Перевiрити, чи є функцiя f(z)
аналiтичною, якщо так, знайти її
похiдну

f(z) = −2 cosx ch y − i 2 sh y sinx.

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f(z), якщо
1) Re f(z) = x3 + x2y − 3xy2 − y3;

2) Im f(z) = 3x2y − y3 − y, f(0) = 0.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi
комплексної площини, яке задається
функцiєю

f(z) = e−2z, z0 = 1 +
πi

2
.

11. Обчислити iнтеграл
∫
L

(z̄+ 1− i)dz,

1) L : y = x, 0→ 1 + i;
2) L : y = x2, 0→ 1 + i;
3) L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1 + i,
z3 = 1.

12. Обчислити iнтеграл
∮
C

(z̄+ 1− i) dz

по контуру C, який складається з
верхнього пiвкола |z| = a та вiдрiзка
дiйсної осi, з обходом контуру проти
годинникової стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

z̄2 dz, де крива L

задана графiчно:

x

y

10

1 L

14. Обчислити
∮
|z|=2

ez

z2 − 1
dz,

за допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
πi∫
0

sh z dz.

16. Обчислити
∫
L

|z|Re z2 dz,

L : {|z| = R, Im z ≥ 0}.
17. Знайти радiус збiжностi ряду

∞∑
n=0

(n+ 1)einzn.
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Варiант 15
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f(z) =
15z − 450

2z3 + 15z2 − 225z
, z0 = 0;

2) f(z) =
z

z2 + 1
, z0 = −3 + i;

3) f(z) = sin
z

z − 3
, z0 = 3.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1) f(z) =
sin z − 3 cos2 z

z(z2 + 9)2
;

2) f(z) =
sh 2z − 2z

cos z − 1 + z2

2

, z = 0;

3) f(z) =
1

ez − 1
− 1

z
.

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
|z|=2

dz

z5 + z3
; 2)

∮
|z−1|= 3

2

ln (z + 2)

sin z
dz;

3)

∮
|z|=1

cos iz − 1

z3
dz;

4)

∮
|z|=0,9

e3z − 1− 3z

sh2 πz
dz;

5)

2π∫
0

dt

6− 4
√

2 sin t
;

6)

2π∫
0

dt

(
√

6 +
√

5 cos t)2
;

7)

+∞∫
−∞

dx

(x2 + 1)2(x2 + 4)
;

8)

+∞∫
−∞

x sinx

(x2 + 1)2
dx;

9)

∮
|z+7i|=2

(
πi

e
πz
2 − i

−

−
8 ch πiz

1−7i

(z − 1 + 7i)2(z − 3 + 7i)

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f(z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω = ez; D : −π < y < 0.

22. Знайти зображення оригiналу

1) f(t) =
1− cos t

t
et;

2) f(t) = sh (4t− 16);
3)

t

f(t)

2a 3a0 a

1

−1

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
1

p(p3 + 1)
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′′ − 3y′ + 2y = η(t− 2)− η(t− 3),
y(0) = y′(0) = 0;

2) y′′ − y =
1

ch2 t
, y(0) = y′(0) = 0;

3) y′′ − 2y′ − 3y = 2t, y(0) = y′(0) = 1;

4)

{
x′ = 3x+ 2y;
y′ = 5

2x− y + 2,
x(0) = 0, y(0) = 1.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y(x) = ex +

x∫
0

ex−ty(t) dt.
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Варiант 16
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

1 + sin
π

8
+ i cos

π

8

)52

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(√
3− i
i+ 1

)16

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

3
√

5.

4. Зобразити множину точок{
z ∈ C | |z| < 2, −π

4
≤ arg (z − 1) ≤ π

4

}
.

5. Визначити вид кривої

z =
4

ch 4t
+ i 2 th 4t.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношенням

Im
(

1

z

)
< −1

2
.

7. Знайти всi значення функцiї
1) cos (1− i); 2) Ln (3i+ 4)2;

3) Arctg (1− 2i); 4) sh

(
3 +

πi

6

)
.

8. Перевiрити, чи є функцiя f(z)
аналiтичною, якщо так, знайти її
похiдну

f(z) = cos (x− iy).

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f(z), якщо
1) Im f(z) = x3 − 3xy2 + 2y;

2) Im f(z) = 2xy + y, f(0) = 0.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi

комплексної площини, яке задається
функцiєю

f(z) = z3 + 2z, z0 = 1 + 2i.

11. Обчислити iнтеграл
∫
L

z Im z dz,

1) L : y = x, 0→ 1 + i;
2) L : y = x2, 0→ 1 + i;
3) L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1 + i,
z3 = i.

12. Обчислити iнтеграл
∮
C

z Im z dz по

контуру C, який складається з
верхнього пiвкола |z| = a та вiдрiзка
дiйсної осi, з обходом контуру проти
годинникової стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

(z2 + z) dz, де крива

L задана графiчно:

x

y

30

3 L

14. Обчислити
∮
|z|=4

sin z

z2 − π2
dz

за допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
−1+i∫
1+i

(2z + 1) dz.

16. Обчислити
∫
L

(3z2 + 2z) dz,

L : {y = x2, 0→ 1 + i}.
17. Знайти радiус збiжностi ряду

∞∑
n=0

einzn

3n
.

18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f(z) =
8z − 256

z4 + 8z3 − 128z2
, z0 = 0;
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Варiант 16
2) f(z) =

z

z2 + 1
, z0 = −3− 2i;

3) f(z) = ze
1
z−2 , z0 = 2.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1) f(z) =
1

z
e
z+1
z ;

2) f(z) =
ch 2z − 1

sh z − z − z3

6

, z = 0;

3) f(z) =
ez − 1

sinπz
.

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
|z+1|=1

dz

1 + z4
;

2)

∮
|z−6|=1

sin3 z + 2

z2 − 4π2
dz;

3)

∮
|z|=1

cos iz − 1

z3
dz;

4)

∮
|z|=0,5

e6z − cos 8z

z sh 4z
dz;

5)

2π∫
0

dt

8− 2
√

15 sin t
;

6)

2π∫
0

dt

(
√

7 +
√

5 cos t)2
;

7)

+∞∫
−∞

x2 + 5

x4 + 5x2 + 6
dx;

8)

+∞∫
0

cos 2x

(x2 + 1
4 )2

dx;

9)

∮
|z−3|=2

(
z sh

1

z − 3
−

−
4 sin πz

8

(z − 2)2(z − 6)

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f(z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω = z2; D :

{
|z| < 2;
0 < arg z < π

2 .

22. Знайти зображення оригiналу

1) f(t) =
et sin2 2t

t
;

2) f(t) = ch (6t+ 3);
3)

t

f(t)

2a 3a0 a

b

2b

−b
−2b

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
1

p3(p2 − 4)
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′′ + 4y′ + 4y = 2(η(t)− η(t− 1)),
y(0) = 1, y′(0) = 0;

2) y′′ + y′ =
et

1 + et
, y(0) = y′(0) = 0;

3) y′′ + 4y = sin 2t, y(0) = 0, y′(0) = 1;

4)

{
x′ = 2y + 1;
y′ = 2x+ 3,
x(0) = −1, y(0) = 0.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y(x) = sinx+ 2

x∫
0

ex−ty(t) dt.
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Варiант 17
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

− sin
π

10
+ i cos

π

10

)65

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(
−
√

3 + i

1− i

)15

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

3
√
−9.

4. Зобразити множину точок{
z ∈ C| |z| ≤ 1, arg (z + i) >

π

4

}
.

5. Визначити вид кривої

z = th 5t+
5i

ch 5t
.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношеннями

Im
z − 1 + i

z − 3i
= 0.

7. Знайти всi значення функцiй

1) sin (3i+ 4) ; 2) 2(i+1)10 ;

3) Arctg
(
i4 − i

)
; 4) ch

(
1 +

πi

3

)
.

8. Перевiрити, чи є функцiя f (z)
аналiтичною, якщо так — знайти її
похiдну
f(z) = cos(3x+ y) ch(3y − x)+

+i sin(3x+ y) sh(3y − x).

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f (z), якщо

1) Re f (z) = 6x2y − 2y3;

2) Im f (z) = 3x2y − y3, f (0) = 1.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi
комплексної площини, яке задається
функцiєю

f (z) =
z + 1

z
, z0 = 1 + i.

11. Обчислити iнтеграл
∫
L

z̄ Im z dz,

1)L : y = x, 0→ 1 + i;

2)L : y = x2, 0→ 1 + i;

3)L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1+i,
z3 = i.

12. Обчислити iнтеграл
∮
C

z̄ Im z dz по

контуру C, який складається з
верхнього пiвкола |z| = a та вiдрiзка
дiйсної осi, з обходом контура проти
годинникової стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

z

z̄
dz, де крива L

задана графiчно:

x

y

30

3 L

14. Обчислити
∮

|z+1|=1

dz

(1 + z) (z − 1)
2

за допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
−1+ 3

2πi∫
0

e−2zdz.

16. Обчислити
∫
L

zRe z2dz,

L : {|z| = R, Im z ≥ 0}.
17. Знайти радiус збiжностi ряду

∞∑
n=0

cos
(
in2
)
zn.
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Варiант 17
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f (z) =
z + 2

z + z2 − 2z3
, z0 = 0;

2) f (z) =
z + 2

(z − 1) (z + 3)
, z0 = −2 + 2i;

3) f (z) = e
z
z−3 , z0 = 3.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1) f (z) =
1 + cosπz

(3z2 + z − 2)
2 ;

2) f (z) =
ez

3

ch z − 1− z2

2

, z0 = 0;

3) f (z) = thz.

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
L

dz

1 + z4
, L : x2 + y2 = 2x;

2)

∮
|z+1|= 1

2

tg z + 2

4z2 + πz
dz;

3)

∮
|z|=1

e2z − ch 5z

z sin 2iz
dz;

4)

∮
|z|= 1

3

1− 2z4 + 3z5

z4
dz;

5)

2π∫
0

dt√
3 sin t− 2

; 6)

2π∫
0

dt(√
2 + cos t

)2 ;

7)

∞∫
−∞

dx

(1 + x2)
3 ; 8)

∞∫
0

cosxdx

(x2 + 1)
3 ;

9)

∮
|z+3|=2

(
4 sh πiz

2−6i

(z − 1− 3i)
2

(z − 3 + 3i)
−

− π

e
πz
2 − i

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f (z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω =
1

z
, D :

{
|z − i| > 1

Im z > 0
.

22. Знайти зображення оригiналу
1)f (t) = t sin 2t;

2)f (t) =
ch t

t
e−2t;

3)

t

f(t)

2a0 a

1

−2

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
p

(p2 + 1) (p2 − 2)
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′′ − 7y′ + 10y = η (t− 1)− η (t− 2) ,
y (0) = y′ (0) = 0;

2) y′′ + 2y′ + y =
e−t

(t+ 1)
2 ,

y (0) = y′ (0) = 0;

3) 2y′′ + 5y′ = 29 cos t,
y (0) = −1, y′ (0) = 0;

4)

{
x′ = 2x+ 8y + 1;

y′ = 3x+ 4y,

x (0) = 1, y (0) = 0.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y (x) = 1 +
1

6

x∫
0

(x− t)3
y (t) dt.
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Варiант 18
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

1− sin
π

11
+ i sin

π

11

)77

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(
1 + cos

π

3
+ i sin

π

3

)8

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

4
√
−1 + i

√
3.

4. Зобразити множину точок
{z ∈ C| 1 ≤ |z − i| < 2, Re z ≤ 0,

Im z > 1} .
5. Визначити вид кривої

z =
1

sh t
− i cth t.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношеннями

|z − 1|2 + |z + 1|2 = 5.

7. Знайти всi значення функцiй
1) sh (2 + i) ; 2) (1− i)i ;

3) Arcsin (5i− 3) ; 4) Ln (−1− i) .
8. Перевiрити, чи є функцiя f (z)
аналiтичною, якщо так — знайти її
похiдну

f (z) = chx ch y − i shx sh y.

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f (z), якщо
1) Im f (z) = y3 − 3x2y + 6xy2 − 2x3;

2) Re f (z) = ey (x cos y − y sin y) ,
f(0) = 0.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi

комплексної площини, яке задається
функцiєю

f (z) =
z − 1

z
, z0 = 1− i.

11. Обчислити iнтеграл∫
L

Im
(
z2 + 1

)
dz,

1)L : y = x, 0→ 1 + i;

2)L : y = x2, 0→ 1 + i;

3)L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1+i,
z3 = i.

12. Обчислити iнтеграл∮
C

Im
(
z2 + 1

)
dz по контуру C, який

складається з верхнього пiвкола
|z| = a та вiдрiзка дiйсної осi, з
обходом контура проти годинникової
стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

(
Im z2 + i

)
dz, де

крива L задана графiчно:

x

y

30

3 L

14. Обчислити
∮

|z−i|=1

cos z

(z − i)3 dz за

допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
1∫
0

sin iz dz.

16. Обчислити
∫

ABC

(
z2 + 1

)
dz,

ABC : ламана zA = 0, zB =
−1 + i, zC = i.

17. Знайти радiус збiжностi ряду
∞∑
n=1

( z
in

)n
.
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Варiант 18
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiй

1) f (z) =
z + 4

2z2 + z3 − z4
, z0 = 0;

2) f (z) =
z

z2 + 1
, z0 = −3− 2i;

3) f (z) = sin
2z

z − 4
, z0 = 4.

19. Визначити тип особливих точок
функцiй

1) f (z) =
1

z + z2 − 2 ch z
;

2) f (z) = ze
4
z3 , z0 = 0;

3) f (z) =
sin z

z3 (1− cos z)
.

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
|z|=
√

2

sinπz

z2 − z
dz;

2)

∮
|z+ 3

2 |=1

cos3 z + 3

2z2 + πz
dz;

3)

∮
|z|=3

z3 + cos z

z3
dz;

4)

∮
|z|=0,3

ch 3z − cos 4iz

z2 sin 5z
dz;

5)

2π∫
0

dt√
15 sin t− 4

; 6)

2π∫
0

dt(√
5 + 2 cos t

)2 ;

7)

∞∫
−∞

x2 + 3

(x2 + 10x+ 29)
2 dx;

8)

∞∫
0

cosx dx

(x2 + 16) (x2 + 9)
;

9)

∮
|z−4|=2

(
z cos

1

z − 4
+

+
10 ch πiz

5

(z − 5)
2

(z − 7)

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f (z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω =
1− z
1 + z

,D :

{
|z| < 1

Im z > 0
.

22. Знайти зображення оригiналу
1)f (t) = t sin 2t;

2)f (t) =
cos 2t− cos 3t

t
;

3)

t

f(t)

2a 3a0 a

1

−1

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
1

p3 − 1
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) 4y′ + 2y = η (t)− η (t− 1) , y (0) = 2;

2) 2y′′ − y′ =
et

(1 + e
t
2 )2

,

y (0) = y′ (0) = 0;

3) y′′ + y′ + y = t2 + t,
y (0) = 1, y′ (0) = −3;

4)

{
x′ = 2x+ 2y + 2;

y′ = 4y + 1,

x (0) = 0, y (0) = 1.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y (x) = x+

x∫
0

sin (x− t) y (t) dt.
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Варiант 19
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

sin
π

8
− i cos

π

8

)32

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(
1− cos

π

3
− i sin

π

3

)40

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

4

√
2
√

3 + 2i.

4. Зобразити множину точок
{z ∈ C| 1 ≤ |z − i| < 2, Re z ≤ 0,

Im z > 1} .
5. Визначити вид кривої

z = 2eit +
1

2eit
.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношеннями

Im z2 > 2.

7. Знайти всi значення функцiй
1) tg(1− i); 2) i2i−1;

3) Arccos(−i); 4) sin
(π

6
− 3i

)
.

8. Перевiрити, чи є функцiя f(z)
аналiтичною, якщо так — знайти її
похiдну

f(z) = shx cos y + i sin y chx.

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f(z), якщо
1) Re f(z) = 3x2y − y3 + 4x;

2) Im f(z) = 2xy + 2x, f(0) = 0.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi

комплексної площини, яке задається
функцiєю

f(z) =
1

z
, z0 = i.

11. Обчислити iнтеграл∫
L

Im(z3 + 1)dz,

1)L : y = x, 0→ 1 + i;
2)L : y = x2, 0→ 1 + i;
3)L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1+i,
z3 = i.

12. Обчислити iнтеграл
∮
C

Im(z3 + 1)dz

по контуру C, який складається з
верхнього пiвкола |z| = a та вiдрiзка
дiйсної осi, з обходом контура проти
годинникової стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

|z|z̄ dz, де крива L

задана графiчно:

x

y
3

0

−3 L

14. Обчислити
∮

|z+2i|=2

dz

(z2 + 1)
2 за

допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
6i∫
0

(z3 − z2 − 1)dz.

16. Обчислити
∫
AB

e|z|
2

dz,

AB : вiдрiзок прямої zA = 1 + i,
zB = 0.

17. Знайти радiус збiжностi ряду
∞∑
n=0

(in+ 1)zn.
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Варiант 19
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1)f(z) =
3z + 18

9z + 3z2 − 2z3
, z0 = 0;

2)f(z) =
z + 2

(z − 1)(z + 3)
, z0 = −3− i;

3)f(z) = sin
z2 − 4z

(z − 2)
2 , z0 = 2.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1)f(z) =
1− cos z

z2
;

2)f(z) =
sin z3 − z3

ez − 1− z
, z0 = 0;

3)f(z) =
e

1
z

(ez − 1) (1− z)3 .

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
L

dz

(z − 1)
2

(z + 2)
, L : x

2
3 +y

2
3 = 3

2
3 ;

2)

∮
|z+i|=2

sin2 z − 3

z2 + 2πz
dz;

3)

∮
|z|=1/2

z2 − 3z3 + 5z

z4
dz;

4)

∮
|z|=2

sh 3z − sin 3z

z3 sh z − iz
dz;

5)

2π∫
0

dt

2
√

6 sin t− 5
; 6)

2π∫
0

dt

(3 + cos t)
2 ;

7)

∞∫
−∞

dx

(x2 + 1)
2

(x2 + 5)
2 ;

8)

∞∫
−∞

x sinxdx

x2 − 2x+ 10
;

9)

∮
|z−5i|=2

(
πi

eπz/2 − i
+

+
2 cos πz

1+5i

(z − 1− 5i)
2

(z − 3− 5i)

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f(z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω = z, D :

{
|z| ≥ 2
π
8 ≤ arg z ≤ π

4

.

22. Знайти зображення оригiналу
1)f(t) = t(e−t + ch t);

2)f(t) =
1− cos t

t
;

3)

t

f(t)

2a 3a0 a

1

−1

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
e−p/2

(p2 + 1)(p2 + 2)
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′ + 2y = 2η(t)− η(t− 1), y(0) = 3;

2) y′′ − y =
1

ch3 t
, y(0) = y′(0) = 0;

3) y′′ + 4y = 8 sin 2t,
y(0) = 3, y′(0) = −1;

4)

{
x′ = x+ y,

y′ = 4x+ y + 1,

x(0) = 1, y(0) = 0.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y(x) = x−
x∫

0

(x− t)y(t)dt.
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Варiант 20
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

1 + sin
π

9
− i cos

π

9

)30

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(
sin

π

4
+ i
(

1− cos
π

4

))40

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

5
√
−1− i.

4. Зобразити множину точок{
z ∈ C| |z| < 2, Re z ≥ 1, arg z <

π

4

}
.

5. Визначити вид кривої

z = 3eit − 1

2
e−ti.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношеннями

Re
z − i
z − 1

= 0.

7. Знайти всi значення функцiй
1) tg2(2i); 2) iln i;

3) Arctg(−i); 4) cos
(π

3
+ 3i

)
.

8. Перевiрити, чи є функцiя f(z)
аналiтичною, якщо так — знайти її
похiдну

f(z) = ex
2+y2 cos 2xy − iex

2+y2 sin 2xy.

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f(z), якщо
1) Re f(z) = 1− ex sin y, f(0) = 1 + i;

2) Im f(z) = x2 − y2 + 3y.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi

комплексної площини, яке задається
функцiєю

f(z) =
z + i

z − i
, z0 = 1.

11. Обчислити iнтеграл
∫
L

zz̄2dz,

1)L : y = x, 0→ 1 + i;
2)L : y = x2, 0→ 1 + i;
3)L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1+ i,
z3 = i.

12. Обчислити iнтеграл
∮
C

zz̄2dz по

контуру C, який складається з
верхнього пiвкола |z| = a та вiдрiзка
дiйсної осi, з обходом контура проти
годинникової стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

zz̄dz, де крива L

задана графiчно:

x

y
3

0

−3 L

14. Обчислити

1)

∮
|z−1|=R

ez

z (1− z)3 dz, R <
1

2
;

2)

∮
|z|=R

ez

z (1− z)3 dz, R <
1

2
.

15. Обчислити
π∫
0

cos iz dz.

16. Обчислити
∫
L

z|z| dz,

L : {|z| = 1, Im z ≥ 0} .
17. Знайти радiус збiжностi ряду

∞∑
n=1

( z
2i

)n
.
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Варiант 20
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f(z) =
2z + 16

8z2 + 2z3 − z4
, z0 = 0;

2) f(z) =
z + 2

(z − 1)(z + 3)
, z0 = −2 + i;

3) f(z) = e
4z−2z2

(z−i)2 , z0 = 1.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1)f(z) = e
1
z+2 ;

2)f(z) =
cos z3 − 1

sin z − z + z3

6

, z0 = 0;

3)f(z) =
1

z2
+ sin

1

z2
.

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
|z|=2

1

z − 1
sin

1

z
dz;

2)

∮
|z|=1/4

ln(e+ z)

z sin
(
z + π

4

)dz;
3)

∮
|z|=2

z − sin z

z4
dz;

4)

∮
|z|=0,5

e5z − 1− sin 5z

z2 sh 5z
dz;

5)

2π∫
0

dt√
35 sin t− 6

;

6)

2π∫
0

dt(√
7 +
√

2 cos t
)2 ;

7)

∞∫
−∞

dx

x4 + 7x2 + 12
;

8)

∞∫
−∞

x cosx

x2 − 2x+ 10
dx;

9)

∮
|z−5|=2

(
z sin

i

z − 5
+

+
2 sh

(
πiz
12

)
(z − 6)

2
(z − 8)

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f(z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω = 8z − 1, D : x2 + y2 > 4.

22. Знайти зображення оригiналу
1)f(t) = (t2 − t) cos t;

2)f(t) =
1− ch t

t
e−t;

3)

t

f(t)

2a 3a0 a

1

−1

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
5

(p− 1)(p2 + 4p+ 5)
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′′ + 2y′ = η(t− 2), y(0) = 1, y′(0) =
0;

2) y′′ − y =
e2t

(1 + et)
2 , y(0) = y′(0) = 0;

3) y′′ − y′ − 6y = 2, y(0) = 1, y′(0) = 0;

4)

{
x′ = x− 2y + 1,

y′ = −3x,

x(0) = 0, y(0) = 1.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y(x) = 1 + x+

x∫
0

sin(x− t)y(t)dt.
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Варiант 21
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

sin
π

14
+ i cos

π

14

)49

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(
1 + cos

π

4
+ i sin

π

4

)8

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

6

√
1 + i

√
3.

4. Зобразити множину точок
{z ∈ C| |z| > 1, −1 < Im z ≤ 1,

0 < Re z ≤ 2} .
5. Визначити вид кривої

z = −2eit +
1

eit
.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношеннями

Im
z − i
z − 1

= 0.

7. Знайти всi значення функцiй
1) sin i; 2) (ln i)i;

3) Arctg(−i); 4) Ln(1− i).
8. Перевiрити, чи є функцiя f(z)
аналiтичною, якщо так — знайти її
похiдну

f(z) = ex
2−y2 cos 2xy + iex

2−y2 sin 2xy.

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f(z), якщо
1) Re f(z) = x2 − y2 + 5x;

2) Im f(z) =
e2x − 1

ex
sin y, f(0) = 2.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi
комплексної площини, яке задається
функцiєю

f(z) = sin z, z0 =
π

2
+ i.

11. Обчислити iнтеграл
∫
L

z̄3 dz,

1)L : y = x, 0→ 1 + i;
2)L : y = x2, 0→ 1 + i;
3)L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1+ i,
z3 = i.

12. Обчислити iнтеграл
∮
C

z̄3 dz по

контуру C, який складається з
верхнього пiвкола |z| = a та вiдрiзка
дiйсної осi, з обходом контура проти
годинникової стрiлки.

13. Обчислити
∮
L

Re
z̄

z
dz, де крива L

задана графiчно:

x

y
3

0

−3 L

14. Обчислити
∮

|z−i|=1

z2

(z − i)3 dz за

допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
1+i∫
1

(1 + i)z dz.

16. Обчислити
∫
L

(2z + 1) dz,

L : y = x3, 0→ 1 + i.

17. Знайти радiус збiжностi ряду
∞∑
n=0

cos(in2)zn.
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Варiант 21
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f(z) =
5z + 20

25z + 5z2 − 2z3
, z0 = 0;

2) f(z) =
z − 1

(z + 1)(z − 3)
, z0 = −1− 2i;

3) f(z) = ze
π
z−a , z0 = a.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1) f(z) = cos
1

z
;

2) f(z) =
sin z3 − z3

ez − 1− z
, z0 = 0;

3) f(z) =
z2

(z2 − 4)
2

cos 1
z−2

.

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
|z|=2

tg z dz;

2)

∮
|z|=π

2

z2 + z + 3

(π + z) sin z
dz;

3)

∮
|z|=3

cos z2 − 1

z4
dz;

4)

∮
|z|=2

sin 3z − 3z

z2 sh2 iz
dz;

5)

2π∫
0

dt

4
√

3 sin t− 7
;

6)

2π∫
0

dt(√
13 + 2

√
3 cos t

)2 ;

7)

∞∫
−∞

x2 + 4

(x2 + 9)
2 dx; 8)

∞∫
0

x sin x
2

x2 + 4
dx;

9)

∮
|z+i|=2

(
4 sin πz

2+2i

(z − 1− i)2
(z − 3− i)

+

+
πi

eπz/2 − i

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f(z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω = ctg z, D : 0 < x <
π

4
.

22. Знайти зображення оригiналу
1)f(t) = t2 sin 5t;

2)f(t) =
ch 2t− ch 4t

t
e−2t;

3)

t

f(t)

2a 3a0 a

1

−1

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
5p

(p+ 2)(p2 − 2p+ 2)
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′′ + 3y = η(t)− η(t− 4),
y(0) = y′(0) = 0;

2) y′′+2y′+y =
te−t

t+ 1
, y(0) = y′(0) = 0;

3) y′′ + 4y = 4e2t + 4t2,
y(0) = 1, y′(0) = 2;

4)

{
x′ = 3y + 2,

y′ = x+ 2y,

x(0) = −1, y(0) = 1.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y(x) = shx+

x∫
0

(x− 1)y(t)dt.
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Варiант 22
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

1− sin
π

18
− i cos

π

18

)81

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(
2 + 2

√
3i

1− i

)12

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

3
√

8.

4. Зобразити множину точок
{z ∈ C| |z − 1| > 1, −1 ≤ Im z < 0,

0 ≤ Re z < 3} .
5. Визначити вид кривої

z = 2eit − 1

2eit
.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношеннями

Im z − 1 = |z|.

7. Знайти всi значення функцiй
1) cos (1− i) ; 2) (1− 2i)

i+1
;

3) Arcsin (−3i) ; 4) sh

(
1− iπ

3

)
.

8. Перевiрити, чи є функцiя f (z)
аналiтичною, якщо так — знайти її
похiдну

f (z) =
(
2x3 − 3y2x

)
+ i
(
6x2y − y3

)
.

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f (z), якщо
1) Im f (z) = 2y cos (x ln 2) ;

2) Re f (z) = 1− y

x2 + y2
, f (1) = 1 + i.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi
комплексної площини, яке задається
функцiєю

f (z) = cos z, z0 =
π

2
− i.

11. Обчислити iнтеграл
∫
L

(i Im z)
2
dz,

1)L : y = x, 0→ 1 + i;
2)L : y = x2, 0→ 1 + i;
3)L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1+i,
z3 = i.

12. Обчислити iнтеграл
∮
C

(i Im z)
2
dz

по контуру C, який складається з
верхнього пiвкола |z| = a та вiдрiзка
дiйсної осi, з обходом контура проти
годинникової стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

(z̄ − Im z) dz, де

крива L задана графiчно:

x

y
3

0

−3 L

14. Обчислити
∮
L

dz

z3 (z + 1)
, де

1)L : |z| = R, R < 1;

2)L : |z + 1| = R, R < 1

за допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
π∫
0

e−izdz.

16. Обчислити
∫
L

(2z + 1) dz,

L : y = x3, 0→ 1 + i.

17. Знайти радiус збiжностi ряду
∞∑
n=1

2in
zn

n
.
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Варiант 22
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f (z) =
3z + 36

18z2 + 3z3 − z4
, z0 = 0;

2) f (z) =
z − 2

(z + 1) (z − 3)
, z0 = 3 + i;

3) f (z) = ze
πz
z−π , z0 = π.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1) f (z) =
sin z

z − sin z
;

2) f (z) =
sin 6z − 6z

sh z − z − z3

6

, z0 = 0;

3) f (z) = z2 sin
1

z
.

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
L

sinπz

(z2 − 1)
2 dz, L :

x2

4
+ y2 = 1;

2)

∮
|z|=1

z3 − i
sin 2z (z − π)

dz;

3)

∮
|z|=1/2

2 + 3z3 − 5z4

z5
dz;

4)

∮
|z|=2

cos 2z − 1 + 2z2

z4 sh πz
3

dz;

5)

2π∫
0

dt

4 sin t+ 5
;

6)

2π∫
0

dt(
2 +
√

3 cos t
)2 ;

7)

∞∫
−∞

dx

(x2 + 1)
5 ;

8)

∞∫
−∞

sin 2x

(x2 − x+ 1)
2 dx;

9)

∮
|z−6|=2

(
ze

1
z−6 +

2 ch πiz
5

(z − 5)
2

(z − 3)

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f (z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω = ez, D : 0 < y <
π

2
.

22. Знайти зображення оригiналу
1) f (t) = (t+ 1) sin 5t;

2) f (t) =
1− e3t

t
e−3t;

3)

t

f(t)

2a0 a

1

−1

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
1

(p− 2) (p2 + 2p+ 3)
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′ + 4y = η (t) + η (t− 1) , y (0) = 0;

2) y′′ − y′ =
e2t

2 + et
, y (0) = y′ (0) = 0;

3) y′′ + 4y′ + 4y = t2e2t,
y (0) = 1, y′ (0) = 2;

4)

{
x′ = x+ 4y + 1,

y′ = 2x+ 3y,

x (0) = 0, y (0) = 1.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y (x) = 1 + 2

x∫
0

cos (x− t) y (t) dt.

92



Варiант 23
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

− cos
π

13
− i sin

π

13

)13

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(
1− i

√
3

1 + i

)8

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

3
√
i.

4. Зобразити множину точок{
z ∈ C||z + i| < 1,−3π

4
≤ arg z ≤ −π

4

}
.

5. Визначити вид кривої

z =
1 + t

1− t
+ i

2 + t

2− t
.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношеннями

Im
z + i

z + 1
= 0.

7. Знайти всi значення функцiй
1) ctg2 (1 + i) ; 2) Ln (ei) ;

3) Arccos (−3i) ; 4) ch

(
2− πi

6

)
.

8. Перевiрити, чи є функцiя f (z)
аналiтичною, якщо так — знайти її
похiдну

f (z) =
(
2x2 − 2y2 − 3x

)
+ i (4xy + 3y) .

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f (z), якщо
1) Re f (z) = 3x sin (y ln 3) ;

2) Im f (z) = x2 − y2 − x, f (0) = 1.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi

комплексної площини, яке задається
функцiєю

f (z) = sin z, z0 = i− π

2
.

11. Обчислити iнтеграл∫
L

(z̄ + Im z̄) dz,

1)L : y = x, 0→ 1 + i;
2)L : y = x2, 0→ 1 + i;
3)L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1+ i,
z3 = i.

12. Обчислити iнтеграл∮
C

(z̄ + Im z̄) dz по контуру C, який

складається з верхнього пiвкола
|z| = a та вiдрiзка дiйсної осi, з
обходом контура проти годинникової
стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

(z̄ + Im z) dz, де

крива L задана графiчно:

x

y
1

0

−1
L

14. Обчислити
∮
L

dz

z (z2 + 1)
, де

1)L : |z| = R, R < 1;

2)L : |z + 1| = R, R < 1

за допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
−1+i∫

0

(
3z2 + z

)
dz.

16. Обчислити
∫
L

zz̄ dz,

L : {|z| = 1, Re z ≥ 0, Im z ≥ 0}.
17. Знайти радiус збiжностi ряду

∞∑
n=1

zn

iin
.
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Варiант 23
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f (z) =
7z + 98

49z + 7z2 − 2z3
, z0 = 0;

2) f (z) =
z − 2

(z + 1) (z − 3)
, z0 = 2− 2i;

3) f (z) = z sinπ
z + 2

z
, z0 = 0.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1) f (z) =
1

e−z − 1
;

2) f (z) = z sin
3

z3
, z0 = 0;

3) f (z) =
cos π2 z

z4 − 1
.

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
|z|=4

ez

z2 (z2 − 9)
dz;

2)

∮
|z−i|=2

z (z + π)

sin 2z
dz;

3)

∮
|z|=1

2e1/z − z − 1

z3
dz;

4)

∮
|z|=5

sin 3z − 3z

z2 sh2 iz
dz; 5)

2π∫
0

dt

3 sin t+ 5
;

6)

2π∫
0

dt(√
13 + 2

√
3 cos t

)2 ;

7)

∞∫
−∞

dx

(x2 + 2)
2

(x2 + 10)
2 ;

8)

∞∫
−∞

sin 2x

(x2 − x+ 1)
2 dx;

9)

∮
|z−6i|=2

(
πi

eπz/2 + 1
−

−
8 ch πiz

1+6i

(z − 1− 6i)
2

(z − 3− 6i)

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f (z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D∗ в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω =
i− z
i+ z

, D : x > 0, y < 0.

22. Знайти зображення оригiналу
1)f (t) = t sin t sh 5t;

2)f (t) =
et − t− 1

t
;

3)

t

f(t)

2a 3a0 a

1

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
p

(p2 + 4p+ 8)
2 .

24. Розв’язати задачу Кошi
1) 2y′+3y = η (t)−2η (t− 3) , y (0) = 0;

2) y′′ − y =
sh t

ch2 t
, y (0) = y′ (0) = 0;

3) y′′ − 3y′ + 2y = 12e3t,
y (0) = 2, y′ (0) = 6;

4)

{
x′ = 2y,

y′ = 2x+ 3y + 1,

x (0) = 2, y (0) = 1.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y (x) = ex + 2

x∫
0

cos (x− t) y (t) dt.
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Варiант 24
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

cos
π

12
+ i+ i sin

π

12

)48

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(
−
√

2 + i
√

2

1 + i

)10

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

3
√

1− i.

4. Зобразити множину точок
{z ∈ C| |z − i| ≤ 1,

−π
2
< arg (z − i) < π

4

}
.

5. Визначити вид кривої

z =
t− 1 + it

t (t− 1)
.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношеннями

|z + 1|+ |z − 1| ≤ 3.

7. Знайти всi значення функцiй

1) sin
i

2
; 2) (πi)

i
;

3) Arctg (i+ 2) ; 4) 12i.

8. Перевiрити, чи є функцiя f (z)
аналiтичною, якщо так — знайти її
похiдну

f (z) = z2 − Re z.
9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f (z), якщо
1) Im f (z) = 2y sin (x ln 2) ;

2) Re f (z) = e−y sinx, f (0) = 1.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi

комплексної площини, яке задається
функцiєю

f (z) = cos z, z0 = i+ π.

11. Обчислити iнтеграл∫
L

Im
(
z̄3 + 1

)
dz,

1)L : y = x, 0→ 1 + i;
2)L : y = x2, 0→ 1 + i;
3)L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1+ i,
z3 = i.

12. Обчислити iнтеграл∮
C

Im
(
z̄3 + 1

)
dz по контуру C, який

складається з верхнього пiвкола
|z| = a та вiдрiзка дiйсної осi, з
обходом контура проти годинникової
стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

zRe z2 dz, де крива

L задана графiчно:

x

y

2

0

−2

2 L

14. Обчислити
∮
L

sin z

z (z + 1)
dz, де

1)L : |z| = R, R < 1;
2)L : |z + 1| = R, R < 1

за допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
πi∫
0

1

z
dz.

16. Обчислити
∫
L

(
cos iz + 3z2

)
dz,

L : {|z| = 1, Im z ≥ 0}.
17. Знайти радiус збiжностi ряду

∞∑
n=1

2in

n
zn.
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Варiант 24
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f (z) =
4z + 64

32z2 + 4z3 − z4
, z0 = 0;

2) f (z) =
z − 2

(z + 1) (z − 3)
, z0 = −2− i;

3) f (z) = z cosπ
z + 3

z − 1
, z0 = 1.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1) f (z) =
z

z6 + 2z5 + z4
;

2) f (z) =
cos 5z − 1

ch z − 1− z2

2

, z0 = 0;

3) f (z) =
sinπz

(z3 − 1)
2 .

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
|z|=1/2

z3

1 + 2z4
dz;

2)

∮
|z|=2

z2 + sin z + 2

z2 + πz
dz;

3)

∮
|z|=2

z2 sin
i

z2
dz;

4)

∮
|z|=4

ch 2z − 1− 2z2

z4 sin 2πz
3

dz;

5)

2π∫
0

dt

3
√

7 sin t+ 8
; 6)

2π∫
0

dt

(2 + cos t)
2 ;

7)

∞∫
−∞

x2 − 1

(x2 + 8x+ 17)
2 dx;

8)

∞∫
−∞

(
x3 + 5x

)
sinx

x4 + 10x2 + 9
dx;

9)

∮
|z−5|=2

(
4 cos πz4

(z − 4)
2

(z − 2)
+

+z ch
2

z − 5

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f (z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω =
1

2

z + 1

z
, D :

{
|z| < 1

0 < arg z <
π

4

.

22. Знайти зображення оригiналу
1)f (t) = t ch 2t cos t;

2)f (t) =
t∫

0

sin 3τ

τ
dτ ;

3)

t

f(t)

2a 3a0 a

1

−1

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
1− p

p (p2 + 3p+ 3)
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′ + y = η (t− 2)− 2η (t− 3) ,
y (0) = 0;

2) y′′+y′ =
et

(1 + et)
2 , y (0) = y′ (0) = 0;

3) y′′ + 4y = 3 sin t+ 10 cos 3t,
y (0) = −2, y′ (0) = 3;

4)

{
x′ = y − 2x+ 2,

y′ = 2x+ 3y,

x (0) = 0, y (0) = 1.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

x2 + x =

x∫
0

cos (x− t) y (t) dt.
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Варiант 25
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

− cos
π

7
+ i sin

π

7

)42

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(
−2− 2i

i+
√

3

)8

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

3
√
−2 + 2i.

4. Зобразити множину точок

{z ∈ C| zz̄ < 2, Re z ≤ 1, Im z > −1} .

5. Визначити вид кривої

z =
1 + t

1− t
+

t

1− t
(2− 4i) .

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношеннями∣∣∣∣z − 3

z − 2

∣∣∣∣ ≥ 1.

7. Знайти всi значення функцiй
1) cos (3i− 1) ; 2) (1− i)10i

;

3) Arctg (i+ 3) ; 4) sin
(π

3
− 2i

)
.

8. Перевiрити, чи є функцiя f (z)
аналiтичною, якщо так — знайти її
похiдну

f (z) = ch z.

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f (z), якщо

1) Re f (z) =
x+ 1

(x+ 1)
2

+ y2
, f (0) = 1;

2) Re f (z) = 2y2 − 2x2 + x.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi
комплексної площини, яке задається
функцiєю

f (z) = ez, z0 = 1 +
π

3
i.

11. Обчислити iнтеграл
∫
L

z̄2 Im z dz,

1)L : y = x, 0→ 1 + i;
2)L : y = x2, 0→ 1 + i;
3)L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1+ i,
z3 = i.

12. Обчислити iнтеграл
∮
C

z̄2 Im z, dz

по контуру C, який складається з
верхнього пiвкола |z| = a та вiдрiзка
дiйсної осi, з обходом контура проти
годинникової стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

Im z2 dz, де крива L

задана графiчно:

x

y

2

0

−2

2 L

14. Обчислити
∮
|z|=2

dz

z2 (z − 1)

за допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
1+i∫
0

eizdz.

16. Обчислити
∫
L

|z| dz,

L :

{
|z| =

√
2,

3π

4
≤ arg z ≤ π

4

}
.

17. Знайти радiус збiжностi ряду
∞∑
n=0

sin (in)

5n
zn.
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Варiант 25
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f (z) =
9z + 162

81z + 9z2 − 2z3
, z0 = 0;

2) f (z) =
2z

z2 + 4
, z0 = −1− 3i;

3) f (z) = z2 sin
z + 3

z
, z0 = 0.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1) f (z) =
z2

cos z − 1
;

2) f (z) =
sh 4z − 4z

ez − 1− z
, z0 = 0;

3) f (z) =
sin3 z

z (1− cos z)
.

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
|z−2|=1/2

z

(z − 1) (z − 2)
2 dz;

2)

∮
|z−3/2|=1

z (z + π)

sin 3z (z − π)
dz;

3)

∮
|z|=1/2

z4 + 2z2 + 3

3z6
dz;

4)

∮
|z|=0,4

e2z − 1− 2z

z sh2 2πz
dz;

5)

2π∫
0

dt

4
√

5 sin t+ 9
; 6)

2π∫
0

dt

(3 + 2 cos t)
2 ;

7)

∞∫
−∞

x2 + 10

(x2 + 4)
2 dx; 8)

∞∫
−∞

x2 cosxdx

x4 + 10x2 + 9
;

9)

∮
|z+6i|=2

(
4 sh πiz

2−12i

(z − 1 + 6i) (z − 3 + 6i)
−

− πi

eπz/2 + 1

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f (z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω = z2, D :

{
x ∈ [0; 2],

y ∈ [0; 2], y ≥ x
.

22. Знайти зображення оригiналу
1)f (t) = t2 sin 4t;

2)f (t) =
e−2t cos 2t

t
;

3)

t

f(t)

2a 3a0 a

−b

−2b

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
2p+ 1

(p+ 1) (p2 + 2p+ 3)
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′′ + 4y = η (t)− η (t− 2π) ,
y (0) = y′ (0) = 0;

2) y′′ + 2y′ + y =
e−t

1 + t2
,

y (0) = y′ (0) = 0;

3) y′′ + 2y′ + 10y = 2e−t cos 3t,
y (0) = 5, y′ (0) = 1;

4)

{
x′ = 4x+ 3,

y′ = x+ 2y,

x (0) = −1, y (0) = 0.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

x2ex =

x∫
0

e2(x−t)y (t) dt.
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Варiант 26
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

cos
π

8
+ i− i sin

π

8

)92

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(
1 + i

√
3

i− 1

)8

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

4
√
−81.

4. Зобразити множину точок

{z ∈ C| zz̄ ≤ 2, Re z < 1, Im z > −1} .

5. Визначити вид кривої

z =
2 + t

2− t
+ i

1 + t

1− t
.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношеннями

0 < Re iz < 1, |z + 1| ≥ 1.

7. Знайти всi значення функцiй
1) ch (1− i) ; 2) Ln (1 + i)

10
;

3) Arcsin
2

i
; 4) cos

(π
6
− i
)
.

8. Перевiрити, чи є функцiя f (z)
аналiтичною, якщо так — знайти її
похiдну

f (z) = z − 3z̄ + 1.

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f (z), якщо

1) Re f (z) =
x

x2 + y2
+ x, f (1) = 2;

2) Im f (z) = 3−y cos (x ln 3) .

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi

комплексної площини, яке задається
функцiєю

f (z) = e2z, z0 = 2− π

2
i.

11. Обчислити iнтеграл∫
L

Im
(
z2 + z̄2

)
dz,

1)L : y = x, 0→ 1 + i;
2)L : y = x2, 0→ 1 + i;
3)L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1+ i,
z3 = i.

12. Обчислити iнтеграл∮
C

Im
(
z2 + z̄2

)
dz по контуру C, який

складається з верхнього пiвкола
|z| = a та вiдрiзка дiйсної осi, з
обходом контура проти годинникової
стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

(z + Im z) dz, де

крива L задана графiчно:

x
y−3 3

0

−3 L

14. Обчислити
∮
L

ez

z
dz, де

1)L : |z| = 1;
2)L : |z − 2| = 1

за допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
2+4i∫
−1+i

(iz + 1) dz.

16. Обчислити
∫
L

(
z9 + 1

)
dz, де L :

ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1, z3 = 2i.

17. Знайти область збiжностi ряду
∞∑
n=1

zn

sinni
+

∞∑
n=1

z−n

cosni
.
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Варiант 26
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f (z) =
5z + 100

50z2 + 5z3 − z4
, z0 = 0;

2) f (z) =
2z

z2 + 4
, z0 = −3 + 2i;

3) f (z) = z sin
z2 − 2z

(z − 1)
2 , z0 = 1.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1) f (z) =
1− sin z

cos z
;

2) f (z) =
ch 3z − 1

sin z − z + z3

6

, z0 = 0;

3) f (z) = ctg
1

z
− 1

z2
.

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
|z−2|=1/2

dz

(z − 3) (z5 − 1)
;

2)

∮
|z−3/2|=2

sin z

z (z − π) (z + π/3)
dz;

3)

∮
|z|=1

eiz − 1

z3
dz;

4)

∮
|z|=0,3

e4z − 1− sin 4z

z2 sh 8iz
dz;

5)

2π∫
0

dt√
7 sin t+ 4

; 6)

2π∫
0

dt

(2 + cos t)
2 ;

7)

∞∫
−∞

dx

(x2 + 1)
4 ;

8)

∞∫
−∞

(
x3 + 1

)
cosx

x4 + 5x2 + 4
dx;

9)

∮
|z−4|=2

(
z sh

1

z − 4
+

+
2 sin πz

6

(z − 3)
2

(z − 1)

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f (z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω = cos z, D : x ∈
(
−π

2
;
π

2

)
.

22. Знайти зображення оригiналу
1)f (t) =

(
t2 − 3

)
sh t;

2)f (t) =
ch t

t
e−2t;

3)

t

f(t)

2a 3a

0

a

−1

1

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
2− 3p

(p− 2) (p2 − 4p+ 5)
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′′ + y = η (t) + 3η (t− 2) ,
y (0) = y′ (0) = 0;

2) y′′−2y′+y =
et

ch2 t
, y (0) = y′ (0) = 0;

3) y′′ + 3y′ − 10y = 47 cos 3t− sin 3t,
y (0) = 3, y′ (0) = −1;

4)

{
x′ = y + 3,

y′ = x+ 2,

x (0) = 1, y (0) = 0.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

x cosx =

x∫
0

cos (x− t) y (t) dt.
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Варiант 27
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

sin
π

13
− i cos

π

13

)39

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(
cos

π

7
− i sin

π

7

)49

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

4
√
−4.

4. Зобразити множину точок
{z ∈ C| 1 < zz̄ < 2, Re z > 0,

0 ≤ Im z ≤ 1} .
5. Визначити вид кривої

z = t2 + 4t+ 20− i(t2 + 4t+ 4).

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношеннями

Re z + Im z < 1, |z − 1| < 1.

7. Знайти всi значення функцiй
1) sh (3i− 4) ; 2) Ln 2i;

3) Arccos
1− i
1 + i

; 4) i3i.

8. Перевiрити, чи є функцiя f (z)
аналiтичною, якщо так — знайти її
похiдну

f (z) = sh z.

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f (z), якщо
1) Re f (z) = y2 − x2 + 2xy − y;

2) Im f (z) = x2 − y2 − x, f (0) = 0.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi

комплексної площини, яке задається
функцiєю

f (z) = e3z, z0 = πi.

11. Обчислити iнтеграл∫
L

(z + Im (z + i)) dz,

1)L : y = x, 0→ 1 + i;

2)L : y = x2, 0→ 1 + i;

3)L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1+ i,
z3 = i.

12. Обчислити iнтеграл∮
C

(z + Im (z + i)) dz по контуру C,

який складається з верхнього пiвкола
|z| = a та вiдрiзка дiйсної осi, з
обходом контура проти годинникової
стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

|z|Re z2 dz, де крива

L задана графiчно:

x

y−3

0

−3L

14. Обчислити
∮
L

dz

z2 + 16
, де

1)L : |z − 3i| = 2;

2)L : |z + 3i| = 2

за допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
1+πi∫
π/2

sin z dz.

16. Обчислити
1

2i

∫
|z|=R

z̄ dz.

17. Знайти радiус збiжностi ряду
∞∑
n=1

zn

nein2 .
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Варiант 27
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f (z) =
11z + 242

121z + 11z2 − 2z3
, z0 = 0;

2) f (z) =
2z

z2 + 4
, z0 = 2 + 3i;

3) f (z) = z cos
z

z − 3
, z0 = 3.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1) f (z) = sin
π

z + 1
;

2) f (z) =
ez

4 − 1

cos z − 1 + z2

2

, z0 = 0;

3) f (z) =
sin 3z2

z (z3 + 1)
e

1
z .

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
|z|=2

tg z

z − 1
dz; 2)

∮
|z−π|=1

(
z2 + π

)2
i sin z

dz;

3)

∮
|z|=1/2

1− z4 + 3z6

2z3
dz;

4)

∮
|z|=0,5

e3z − ch 6z

z sinπz
dz;

5)

2π∫
0

dt√
5 sin t+ 3

; 6)

2π∫
0

dt(√
7 +
√

3 cos t
)3 ;

7)

∞∫
−∞

dx

(x2 + 3)
2

(x2 + 15)
2 ;

8)

∞∫
−∞

(
x2 + 1

)
sinx

x4 + 5x2 + 4
dx;

9)

∮
|z+2i|=2

(
π

eπz/2 + 1
+

+
4 cos πz

1−2i

(z − 1 + 2i)
2

(z − 3 + 2i)

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f (z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω =
1

z
, D :

{
|z − 1| < 1

y > x
.

22. Знайти зображення оригiналу
1)f (t) = (t− 2) sin 4t;

2)f (t) =
1− cos 2t

t
e−t;

3)

t

f(t)

2a 3a

0

a

−1

1

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
2p+ 3

(p− 1) (p2 − p+ 1)
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′′ + 3y′ = η (t− 2) ,
y (0) = 4, y′ (0) = 0;

2) y′′ + 2y′ + y =
e−t

1 + t2
,

y (0) = y′ (0) = 0;

3) y′′ + y′ − 2y = e−t,
y (0) = −1, y′ (0) = 0;

4)

{
x′ = x+ 3y + 3,

y′ = x− y + 1,

x (0) = 0, y (0) = 1.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y (x) = x−
x∫

0

sh (x− t) y (t) dt.
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Варiант 28
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

cos
π

5
− i− i sin

π

5

)225

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(
− cos

π

9
+ i sin

π

9

)18

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

5
√

5.

4. Зобразити множину точок{
z ∈ C| |z − 1| < 1, arg z ≤ π

4
,

arg (z − 1) > π} .
5. Визначити вид кривої

z = t2 + 2t+ 5 + i
(
t2 + 2t+ 1

)
.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношеннями

|2z − 3| ≤ 1.

7. Знайти всi значення функцiй
1) sin (2 + i) ; 2) (−2)

5i
;

3) Arctg
i

i+ 1
; 4) sh (2− πi) .

8. Перевiрити, чи є функцiя f (z)
аналiтичною, якщо так — знайти її
похiдну

f (z) = zz̄ + Re (iz̄) .

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f (z), якщо
1) Im f (z) = − sh (2y) sin (2x+ 1) ;

2) Re f (z) = −2xy − 2y, f (0) = i.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi

комплексної площини, яке задається
функцiєю

f (z) = z2 + 1, z0 = 1 + i
√

3.

11. Обчислити iнтеграл
∫
L

z2 Im z dz,

1)L : y = x, 0→ 1 + i;
2)L : y = x2, 0→ 1 + i;
3)L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1+ i,
z3 = i.

12. Обчислити iнтеграл
∮
C

z2 Im z dz

по контуру C, який складається з
верхнього пiвкола |z| = a та вiдрiзка
дiйсної осi, з обходом контура проти
годинникової стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

(z̄ + Re z) dz, де

крива L задана графiчно:

x

y−2

0

−2L

14. Обчислити
∮

|z+i|=3

sin z

z + i
dz

за допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
3i∫
0

(
z2 + iz + 1

)
dz.

16. Обчислити
∫
L

(
sin z + z2

)
dz, де

L − ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1,
z3 = 2i.

17. Знайти область збiжностi ряду

∞∑
n=1

1

zn+1
+

∞∑
n=0

zn

3n+1
.
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Варiант 28
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f (z) =
6z + 144

72z2 + 6z3 − z4
, z0 = 0;

2) f (z) =
2z

z2 + 4
, z0 = 3 + 2i;

3) f (z) = z sinπ
z − 1

z − 2
, z0 = 2.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1) f (z) = e−
1
z2 ;

2) f (z) =
sin z4 − z4

sh z − z − z3

6

, z0 = 0;

3) f (z) =
cosπz

(4z2 − 1)(z2 + 1)
.

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
|z−1|=5

cos
(
π
6 z
)

(z − 1) (z + 3)
2 dz;

2)

∮
|z|=2

sin2 z

z cos z
dz; 3)

∮
|z|=2

z3 cos
2i

z
dz;

4)

∮
|z|=0,2

ch 2z − cos 2z

z2 sin 8z
dz;

5)

2π∫
0

dt

2
√

2 sin t+ 3
;

6)

2π∫
0

dt(√
7 + cos t

)2 ;

7)

∞∫
−∞

x2 + 2

x4 + 7x2 + 12
dx;

8)

∞∫
−∞

cos 2x− cosx

(x2 + 1)
2 dx;

9)

∮
|z−3|=2

(
z cos

1

z − 3
+

4 ch
(
πiz
2

)
z (z − 2)

2

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f (z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω =
2iz

z + 3
, D : |z − 1| < 2.

22. Знайти зображення оригiналу
1)f (t) = t (e−t + sh t) ;

2)f (t) =
1− ch t

t
e−t;

3)

t

f(t)

2a 3a

0

a 4a
−1

1

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
2− p

p3 − 2p2 + 5p
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′′ + 4y = 2η (t− 2)− η (t− 1) ,
y (0) = y′ (0) = 0;

2) y′′ − 4y = th22t, y (0) = y′ (0) = 0;

3) y′′ − 2y′ = et
(
t2 + t− 3

)
,

y (0) = 2, y′ (0) = 2;

4)

{
x′ = −x+ 3y + 2,

y′ = x+ y + 1,

x (0) = 0, y (0) = 1.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y (x) = e−x +
1

2

x∫
0

(x− t)2
y (t) dt.
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Варiант 29
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

− sin
π

12
+ i cos

π

12

)72

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(
cos

π

8
+ i sin

π

8

)48

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

6
√
−1.

4. Зобразити множину точок{
z ∈ C| |z − i| < 1, arg z >

π

4
,

arg (z + 1− i) < π} .
5. Визначити вид кривої

z = 2t2 + 2t+ 1− i
(
t2 + t+ 4

)
.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношеннями

|z − i| − |z + i| > 2.

7. Знайти всi значення функцiй
1) cos (1− 4i) ; 2) (i+ 1)

2i
;

3) Arctg
1

i
; 4) (−i)5i

.

8. Перевiрити, чи є функцiя f (z)
аналiтичною, якщо так — знайти її
похiдну

f (z) = sin z.

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f (z), якщо
1) Re f (z) = y2 − x2;

2) Im f (z) = 2xy − 2y, f (0) = 1.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi

комплексної площини, яке задається
функцiєю

f (z) = z3 − 5, z0 = 1 + i.

11. Обчислити iнтеграл
∫
L

(1− i) z̄ dz,

1)L : y = x, 0→ 1 + i;
2)L : y = x2, 0→ 1 + i;
3)L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1+ i,
z3 = i.

12. Обчислити iнтеграл
∮
C

(1− i) z̄ dz

по контуру C, який складається з
верхнього пiвкола |z| = a та вiдрiзка
дiйсної осi, з обходом контура проти
годинникової стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

(z + Im (z + i)) dz,

де крива L задана графiчно:

x

y

−6

0

6L

14. Обчислити
∮
L

z2

z − 3i
dz, де

1)L : |z| = 1;
2)L : |z| = 4

за допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
−1+π/2∫
π

cos zdz.

16. Обчислити
∫
L

z Im z2dz,

L − вiдрiзок прямої zA = 0, zB = 1+i.

17. Знайти область збiжностi ряду
∞∑
n=1

(z
5

)n
+

∞∑
n=1

1

zn
.
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Варiант 29
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f (z) =
13z + 338

169z + 13z2 − 2z3
, z0 = 0;

2) f (z) =
2z

z2 − 4
, z0 = −1 + 3i;

3) f (z) = z cos
z

z − 5
, z0 = 5.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1) f (z) = sh
1

z
;

2) f (z) = z cos
2

z3
, z0 = 0;

3) f (z) =
sin 3z

z (1− cos z)
.

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
|z+i|=3/2

sin z

z2 (z − π/2)
3 dz;

2)

∮
|z−π|=2

cos2 z

z sin z
dz;

3)

∮
|z|=1/2

ez − sin z

z2
dz;

4)

∮
|z|=4

sh iz − sin iz

z3 sh
(
z
3

) dz;

5)

2π∫
0

dt

2
√

3 sin t+ 4
;

6)

2π∫
0

dt(√
7 +
√

3 cos t
)2 ;

7)

∞∫
−∞

dx

(x2 − 10x+ 29)
2 ;

8)

∞∫
−∞

(
x2 + x

)
sinx

x4 + 13x2 + 36
dx;

9)

∮
|z−2i|=2

(
2 sin πz

2+4i

(z − 1− 2i)
2

(z − 3− 2i)
−

− π

eπz/2 + 1

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f (z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω = ln z, D : x2 + y2 < 1, y > 0.

22. Знайти зображення оригiналу
1)f (t) = (t− 4) sin 3t;

2)f (t) =
1− e4t

t
e−4t;

3)

t

f(t)

2a 3a 4a

0

a

2b

−b

b

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
2

(p+ 1) (p2 + 2p+ 2)
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′′+9y = η (t− 3) , y (0) = y′ (0) = 0;

2) y′′ + 2y′ =
1

ch2 t
, y (0) = y′ (0) = 0;

3) y′′ + y = 2 cos t, y (0) = 0, y′ (0) = 1;

4)

{
x′ = 3y,

y′ = 3x+ 1,

x (0) = 2, y (0) = 0.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y (x) =
x2

2
+

x∫
0

(x− t) ex−ty (t) dt.
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Варiант 30
1. Звести до тригонометричної форми
комплексне число(

cos
π

8
− i+ i sin

π

8

)84

.

2. Подати в алгебраїчнiй формi(
cos

π

5
− i sin

π

5

)55

.

3. Знайти всi значення кореня та
побудувати їх

5
√

1− i.

4. Зобразити множину точок
{z ∈ C| |z − 2− i| ≥ 1, 1 ≤ Re z < 3,

0 < Im z ≤ 2} .
5. Визначити вид кривої

z = t− 2 + i
(
t2 − 4t+ 5

)
.

6. Побудувати лiнiї та областi, що
заданi спiввiдношеннями

arg
z − 1

z + 1
= 0.

7. Знайти всi значення функцiй
1) cos (1 + 2i) ; 2) (3i− 4)

i
;

3) Arcsin
2 + i

i
; 4) (−1)

4i
.

8. Перевiрити, чи є функцiя f (z)
аналiтичною, якщо так — знайти її
похiдну

f (z) = 2z + i Im z.

9. Вiдновити аналiтичну функцiю
f (z), якщо

1) Im f (z) = arctg
y

x
;

2) Re f (z) = x3 − 3xy2 − x, f (0) = 0.

10. Знайти коефiцiєнт розтягу та кут
повороту в точцi z0, при вiдображеннi

комплексної площини, яке задається
функцiєю

f (z) = ch z, z0 = π + 1− i.

11. Обчислити iнтеграл∫
L

Im
(
z|z|2

)
dz,

1)L : y = x, 0→ 1 + i;
2)L : y = x2, 0→ 1 + i;
3)L : ламана z1z2z3, z1 = 0, z2 = 1+ i,
z3 = i.

12. Обчислити iнтеграл∮
C

Im
(
z|z|2

)
dz по контуру C, який

складається з верхнього пiвкола
|z| = a та вiдрiзка дiйсної осi, з
обходом контура проти годинникової
стрiлки.
13. Обчислити

∮
L

Im
(
z|z|2

)
dz, де

крива L задана графiчно:

x

y

−1

0

−1L

14. Обчислити
∮
L

dz

(z2 + 16)
2 , де

1)L : |z − 3i| = 2;
2)L : |z + 3i| = 2

за допомогою теореми Кошi,
iнтегральної формули Кошi або
формули для похiдних.

15. Обчислити
πi∫
π

e−izdz.

16. Обчислити
∫
L

(
z3 + sin z

)
dz,

L : {|z| = 1,Re z ≥ 0}.
17. Знайти радiус збiжностi ряду

∞∑
n=1

ln (in) zn.
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Варiант 30
18. Знайти всi лоранiвськi
розвинення функцiї

1) f (z) =
7z + 196

98z2 + 7z3 − z4
, z0 = 0;

2) f (z) =
2z

z2 − 4
, z0 = 2 + 2i;

3) f (z) = z sin
πz

z − a
, z0 = a.

19. Визначити тип особливих точок
функцiї

1) f (z) =
1

z2 (2− cos z)
;

2) f (z) =
cos z

4

2

ch z − 1− z2

2

, z0 = 0;

3) f (z) =
2z − sin 2z

z3 (z2 + 1)
.

20. За допомогою лишкiв обчислити
iнтеграли

1)

∮
|z+i
√

2|=2

ze2z

z4 + 8z2 − 9
dz;

2)

∮
|z−3/2|=2

z3 + sin 2z

(z − π) sin z
2

dz;

3)

∮
|z|=2

2z3 + 3z2 − 2

2z3
dz;

4)

∮
|z|=0,3

e3z − 1− sin 3z

z2 sh 3πz
dz;

5)

2π∫
0

dt√
21 sin t+ 5

;

6)

2π∫
0

dt(√
7 + cos t

)2 ; 7)

∞∫
−∞

x2

(x2 + 11)
2 dx;

8)

∞∫
−∞

(
x2 + x

)
cosx

x4 + 13x2 + 36
dx;

9)

∮
|z−2|=2

(
z sin

i

z − 2
−

−
2 sh

(
πiz
2

)
(z − 1)

2
(z + 1)

)
dz.

21. Знайти вiдображення функцiєю
ω = f (z) областi D, заданої в
комплекснiй площинi z, на область
D1 в комплекснiй площинi ω та дати
графiчну iнтерпретацiю

ω =
1

z − i
, D : y ≥ 0.

22. Знайти зображення оригiналу
1)f (t) = t (ch t+ sh t) ;

2)f (t) =
et − t− 1

t
;

3)

t

f(t)

2a 3a

0

a

−1

1

23. Знайти оригiнал за даним
зображенням

F (p) =
2− p

(p− 1) (p2 − 4p+ 5)
.

24. Розв’язати задачу Кошi
1) y′′ + 2y′ = η (t− 1) , y (0) = y′ (0) =
1;

2) y′′+y′ =
1

(1 + et)
2 , y (0) = y′ (0) = 0;

3) y′′ − y = 4 sin t+ 5 cos 2t,
y (0) = −1, y′ (0) = −2;

4)

{
x′ = x+ 3y,

y′ = x− y,
x (0) = 1, y (0) = 0.

25. Розв’язати iнтегральне рiвняння

y (x) = x+2

x∫
0

[(x− t)− sin (x− t)] y (t) dt.
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