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РЕФЕРАТ

Квалiфiкацiйна робота мiстить: 35 стор., 3 джерела.

У цiй роботi було дослiджено тему оптимального транспортування,

а саме задача Канторовича. Було доведено дивергентне формулювання

оптимального транспортування ймовiрнiсних розподiлiв на просторi

Хеммiнга.

В ходi дослiдження була перевiрена коректнiсть дивергентного

формулювання задачi оптимального транспортування на двоточковому

просторi, продемонстрована необхiднiсть використання цього

формулювання в наступному по складностi випадку. Також було

дослiджене практичне застосування дуальностi Канторовича, яка разом з

потужними iнструментами функцiонального аналiзу дали змогу довести

поставлене дивергентне формулювання.

ОПТИМАЛЬНЕ ТРАНСПОРТУВАННЯ, ПРОСТIР ХЕММIНГА,

ДИВЕРГЕНТНЕ ФОРМУЛЮВАННЯ, ДУАЛЬНIСТЬ КАНТОРОВИЧА
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ABSTRACT

The qualification work contains: 35 pages, 3 references.

In this work the topic of optimal transportation was investigated,

namely the Kantorovich problem. The divergent formulation of the optimal

transportation of optimal transportation of probability distributions on the

Hamming space Hamming space.

The study verified the correctness of the divergent formulation of the

optimal transportation problem on a two-point space and demonstrated the

need to use this formulation in the next most difficult case. The practical

application of the Kantorovich duality was also investigated, which, together

with powerful tools of functional analysis, made it possible to prove the

divergent formulation.

OPTIMAL TRANSPORTATION, HAMMING SPACE, DIVERGENT

FORMULATION, KANTOROVICH DUALITY
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ВСТУП

Актуальнiсть дослiдження. Актуальнiсть даного дослiдження

полягає у тому, що на сьогоднiшнiй день чисельнi схеми на дискретних

просторах викликають багато уваги та цiкавостi. Тому дослiдження

оптимального транспортування на дискретних просторах є актуальним.

Проблематикою мого дослiдження є складнiсть обчислювання задач

оптимального перерозподiлу ймовiрнiсних розподiлiв на дискретних

просторах. Тому розробка математичних iнструментiв в цiй темi має

значення.

Новi дивергентнi формулювання дають змогу наближено

обчислювати складнi задачi, якi без такого iнструменту практично

неможливо обчислити, або дуже складно. Тому в цьому дослiдженнi буде

доведене нове дивергентне формулювання для вирiшення проблеми

обчислення оптимального транспортування ймовiрнiсних розподiлiв на

дискретних просторах.

Метою дослiдження є доведення нового дивергентного

формулювання в оптимальному транспортуваннi. Для досягнення мети

необхiдно вирiшити задачу дослiдження, яка полягає у доведеннi

нового дивергентного формулювання. Для розв’язання задачi необхiдно

вирiшити такi завдання:

1) провести огляд опублiкованих джерел за тематикою дослiдження;

2) розв’язати завдання оптимального транспортування на

двоточковому просторi;

3) аналiз дуальностi Канторовича на просторi Хеммiнга;

4) доведення дивергентного формулювання задачi оптимального

транспортування.

Об’єктом дослiдження є оптимальне транспортування ймовiрнiсних

розподiлiв на дискретних просторах.

Предметом дослiдження є простiр Хеммiнга, оператор дискретної
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похiдної, ймовiрнiсний розподiл.

При розв’язаннi поставлених завдань використовувались такi

методи дослiдження: функцiональний аналiз, теорiя оптимального

транспортування.

Наукова новизна отриманих результатiв полягає у тому, що я

доводжу нове дивергентне формулювання для оптимального

транспортування.

Практичне значення результатiв полягає у тому, що дивергентнi

формулювання є корисним апаратом, за допомогою якого, можна будувати

числовi схеми та знаходити оцiнку вартостi оптимального транспортування

ймовiрнiсних розподiлiв на просторi Хеммiнга.
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1 ОГЛЯДОВА ЧАСТИНА

В даному роздiли будуть викладенi теоретичнi вiдомостi та

означення оптимального транспортування, необхiднi для доведення

дивергентного формулювання.

1.1 Задача оптимального транспортування

Питання економiї ресурсiв є актуальним питанням з давнiх часiв,

будь-яка «робота» вимагала витрачання певних ресурсiв, чим менше

ресурсiв необхiдно було витратити – тим вигiднiшою була ця «робота». В

деяких випадках оптимальний план роботи (тобто той, що є найменш

витратним вiдносно того, чи iншого ресурсу) можна знайти дуже легко, а

в деяких випадках це практично неможливо.

Задача оптимального транспортування виникла на пiдставi того, що

при транспортуваннi певної маси з точки 𝐴 в точку 𝐵 теж витрачаються

ресурси i реалiзувати транспортування можна рiзними способами,

вiдповiдно кожен спосiб має рiзну кiнцеву вартiсть, яка вимiрюється в

тому чи iншому ресурсi, а можливо в сукупностi витрачених ресурсiв.

Оптимальне транспортування є математичною концепцiєю, яка

вирiшує проблему ефективного перемiщення об’єктiв або ресурсiв з

одного мiсця в iнше. Розвиток теорiї оптимального транспортування має

багату iсторiю та знайшло практичне застосування в багатьох галузях.

Походження оптимального транспортування можна прослiдкувати

вiд робiт французького математика Гаспара Монжа наприкiнцi 18-го

столiття. Монжем була запропонована iдея знаходження оптимального

плану перемiщення ґрунту з однiєї дiлянки на iншу для змiни

ландшафту. Формулювання задачi оптимального транспортування

Монжа полягає у знаходженнi бiєкцiї (вiдображення "один до одного")
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мiж множиною джерел та множиною пунктiв призначення, яка мiнiмiзує

загальну вартiсть перерозподiлу. Однак задача Монжа накладає

додатковi обмеження на вiдображення, такi як збереження порядку точок

i гарантування того, що кожнiй точцi вiдправлення вiдповiдав точно один

пункт призначення.

Основна складнiсть задачi Монжа полягає в тому, що пошук

оптимального транспортування є обчислювально дорогим i складним.

Зокрема, задача не пiддається простим алгоритмам, а область пошуку

може бути надзвичайно великою, особливо коли мова йдеться про об’ємнi

за розмiром данi. Тому формулювання задачi потребувало спрощення, де

на допомогу i прийшов Канторович, запропонувавши альтернативне

формулювання задачi. Вiн послаблює деякi обмеження задачi Монжа i

дозволяє перерозподiляти ресурси декiлькома шляхами, тобто ресурси з

точки 𝑥 могли мати декiлька пунктiв призначення в рiзнi точки 𝑦. Задача

Канторовича може бути розв’язана за допомогою методiв лiнiйного

програмування, що робить її легшою в планi обчислень порiвняно з

задачею Монжа. Надалi будемо розглядати саме задачу Канторовича.

1.2 Оптимальне транспортування у математицi

Поняття оптимального транспортування можна легко вiдобразити в

математику. Математичне формулювання задачi оптимального

транспортування полягає у визначеннi найефективнiшого,

«найвигiднiшого» способу перемiщення певних ресурсiв або певної маси з

одного набору мiсць для цих самих мас, в iнший, враховуючи рiзнi

обмеження та власне витрати. Основною iдеєю є пошук вiдображення,

або вiдображень мiж двома наборами мiсць, яке мiнiмiзує витрати.



11

1.3 Функцiя вартостi

Для кращого та наочного розумiння теорiї оптимального

транспортування будемо наводити аналогiю з задачею, де треба

перерозподiлити землю з однiєї дiлянки на iншу. Тодi нормалiзуємо

кiлькiсть землi на першiй дiлянцi до одиницi.

Будемо моделювати i землю, i дiлянку, яку необхiдно заповнити, за

допомогою ймовiрнiсних мiр 𝜇 та 𝜈, визначених вiдповiдно на деяких

вимiрних просторах 𝑋 та 𝑌 . Якщо 𝐴 та 𝐵 є вимiрними пiдмножинами 𝑋

та 𝑌 вiдповiдно, то 𝜇[𝐴] дає мiру того, скiльки землi знаходиться

всерединi пiддiлянки 𝐴; а 𝜈[𝐵] – скiльки землi можна буде засипати в 𝐵.

Очевидно, що транспортування землi затратна операцiя по багатьох

критерiях. Введемо вимiрну функцiю 𝑐 на 𝑋 × 𝑌 , яка буде показувати

витрати. Нехай потрiбно перевезти масу землi з точки 𝑥 у точку 𝑦, тодi

функцiя 𝑐(𝑥,𝑦) буде власне визначати кiлькiсть витрат на дане перевезення.

Вiдповiдно 𝑐 – вимiрна i невiд’ємна величина, так як витрати не можуть

бути меншi за 0.

Означення 1.1. Функцiя вартостi — це функцiя 𝑐 (вiд слова

«cost»), визначена на множинi 𝑋 × 𝑌 , яка приймає два аргументи на

вхiд, один з множини 𝑋, а другий з 𝑌 , вiзьмемо 𝑥 та 𝑦 вiдповiдно, а

результатом функцiї є невiд’ємне значення, яке показує «вартiсть»

транспортування маси з точки 𝑥 в точку 𝑦.

𝑐(𝑥,𝑦) = 𝑣, 𝑣 ∈ R

1.4 План транспортування

Також нам слiд розглянути поняття плану транспортування. По

своїй сутi план транспортування — це набiр, послiдовнiсть дiй (правил)

транспортування, тобто дотримуючись певного плану транспортування
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ми виконаємо транспортування за цим планом.

Такий план має рiзнi характеристики, наприклад ми можемо

дiзнатися скiльки маси було перевезено при перевезеннi з однiєї локацiї в

iншу.

Нам слiд змоделювати ймовiрнiсну мiру плану транспортування 𝜋

на добуток просторiв 𝑋 та 𝑌 . Нехай 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑦 ∈ 𝑌 , 𝑑𝜋(𝑥,𝑦) буде

показувати кiлькiсть маси перенесеної з локацiї 𝑥 в 𝑦, також ми не

виключаємо можливостi того, що деяка маса, яка знаходиться в 𝑥 може

бути розподiлена мiж рiзними локацiями 𝑦.

Важливою умовою є те, що вся маса, яка транспортується з 𝑥 та вся

маса, яка була транспортована в 𝑦 – збiгається з 𝑑𝜇(𝑥) та 𝑑𝜈(𝑦) вiдповiдно,

для всiх 𝜋 ∈ 𝑃 (𝑋 × 𝑌 ).

Означення 1.2. План транспортування — ймовiрнiсна мiра 𝜋 ∈ 𝑃

визначена на 𝑋 × 𝑌 , яка задовiльняє наступнiй умовi:

𝜋[𝐴× 𝑌 ] = 𝜇[𝐴]

𝜋[𝑋 ×𝐵] = 𝜈[𝐵],

де 𝐴 та 𝐵 пiдмножини 𝑋 та 𝑌 вiдповiдно, а 𝜇 та 𝜈 визначенi в 1.3

ймовiрнiснi мiри.

Множина всiх 𝜋, якi задовiльняють цю умову позначимо як Π.

Π(𝜇,𝜈) = {𝜋 ∈ 𝑃 (𝑋×𝑌 ), 𝐴 ⊆ 𝑋,𝐵 ⊆ 𝑌 : 𝜋[𝐴×𝑌 ] = 𝜇[𝐴], 𝜋[𝑋×𝐵] = 𝜈[𝐵]}

1.5 Задача Канторовича

Канторович сформулював задачу оптимального транспортування,

яка полягає в знаходженнi такого плану транспортування 𝜋, для якого

значення 𝐼[𝜋] буде мiнiмальним, iншими словами мiнiмiзувати:

𝐼[𝜋] =

∫︁
𝑋×𝑌

𝑐(𝑥,𝑦)𝑑𝜋(𝑥,𝑦),
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по всiм 𝜋 ∈ Π(𝜇,𝜈).

Тодi, для заданого плану транспортування 𝜋 невiд’ємну величину

𝐼[𝜋] будемо називати кiнцева вартiсть транспортування, тобто 𝐼[𝜋]

показує загальну вартiсть транспортування з планом 𝜋. Тодi

сформулюємо означення оптимального плану транспортування мiж 𝜇 та

𝜈.

Означення 1.3. Оптимальний план транспортування

𝑇𝑐 = inf 𝐼[𝜋],∀𝜋 ∈ Π(𝜇,𝜈)

Тодi ∀𝜋 : 𝐼[𝜋] = 𝑇𝑐(𝜇,𝜈), якщо такi iснують, будуть називатися

планами оптимального транспортування.

1.6 Дуальнiсть Канторовича[3]

В цьому пiдроздiлi буде розглянуто дуже важливу теорему

Канторовича-Рубiнштейна, яка буде використовуватися в подальшому.

Кантрович розглянув частковий випадок, коли функцiя вартостi 1.1

є функцiєю вiдстанi, тобто коли

𝑐(𝑥,𝑦) = 𝑑(𝑥,𝑦).

Але насправдi його теорема є досить загальною i функцiя вiдстанi теж

може приймати рiзнi види.

Теорема 1.1 (Дуальнiсть Канторовича). Нехай 𝑋, 𝑌 – простори

Полiша. 𝜇 ∈ 𝑃 (𝑋), 𝜈 ∈ 𝑃 (𝑌 ). Нехай задана функцiя

𝑐 : 𝑋 × 𝑌 → R+ ∪ {+∞} – функцiя вартостi.

Якщо 𝜋 ∈ 𝑃 (𝑥,𝑦) та (𝜙,𝜓) ∈ 𝐿1(𝑑𝜇)× 𝐿1(𝑑𝜈), тодi визначаємо

𝐼[𝜋] =

∫︁
𝑋×𝑌

𝑐(𝑥,𝑦)𝑑𝜋(𝑥,𝑦),
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𝐽(𝜙,𝜓) =

∫︁
𝑋
𝜙𝑑𝜇+

∫︁
𝑌
𝜓𝑑𝜈.

Визначимо Φ𝑐 як множину всiх вимiрних функцiй

(𝜙,𝜓) ∈ 𝐿1(𝑑𝜇)× 𝐿1(𝑑𝜈), якi задовiльняють наступну умову:

𝜙(𝑥) + 𝜓(𝑦) ≤ 𝑐(𝑥,𝑦),

тодi

inf 𝐼[𝜋] = sup 𝐽(𝜙,𝜓),

по всiм 𝜋 ∈ Π(𝜇,𝜈) та (𝜙,𝜓) ∈ Φ𝑐.

Ця теорема є дуже потужним та корисним iнструментом, який буде

використано надалi для доведення дивергентного формулювання.

Такого роду дуальнiсть формулювання задачi оптимального

транспортування дає змогу зробити зручний перехiд вiд пошуку

iнфемуму з планами транспортування — до пошуку супремуму з функцiя,

заданими з особливою умовою.

1.7 Дивергентнi формулювання

Задач оптимального транспортування досить багато, у всiх них є

свої особливостi, рiзнi функцiї вартостi та умови. Деякi задачi є

практично тривiальними, деякi складними для обрахункiв, а в деяких

задачах практично неможливо знайти вiдповiдь. В таких задачах на

допомогу i приходять дивергентнi формулювання. Приклади

дивергентних формулювань в оптимальному транспортуваннi розглянутi

тут [3], та ось тут [2].

Розбiжна постановка задачi оптимального транспортування виникає

тодi, коли функцiя витрат, що використовується, не є строго опуклою. У

цьому випадку задача знаходження оптимального транспортування може

мати декiлька розв’язкiв або навiть не мати розв’язку взагалi. Для

визначення функцiї вартостi в таких задачах зазвичай використовують
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дивергенцiю - функцiю, яка кiлькiсно виражає рiзницю мiж розподiлами

ймовiрностей.

Розрахунки дивергенцiї можуть забезпечити додаткову гнучкiсть i

дозволити бiльш детальне моделювання задач транспортування. Однак

вони також створюють проблеми з точки зору математичних

властивостей оптимiзацiйної задачi, таких як неопуклiсть, неунiкальнiсть

розв’язку та обчислювальна складнiсть. Як наслiдок, для розв’язання

дивергентних задач оптимального транспортування часто потрiбнi

спецiалiзованi алгоритми та чисельнi методи.

Загалом, дивергентнi формулювання в оптимальному

транспортуваннi забезпечують багатий математичний апарат для

вирiшення задач, i знайшли застосування в широкому спектрi дисциплiн.

1.8 Постановка задачi

Дивергентнi формулювання викликали особливий iнтерес, в цьому

дослiдженнi буде доведене одне з запропонованих формулювань. Воно має

наступний вигляд:

Розглядається добуток двоточкових просторiв 𝑋 = {0,1}𝑛 з

метрикою Хеммiнга

𝑑(𝑥,𝑦) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐼𝑥𝑘 ̸=𝑦𝑘

(тобто 𝑑 – кiлькiсть рiзних компонент в 𝑥 та 𝑦).

На просторi 𝑋 задано два розподiли: (𝑝𝑥)𝑥∈𝑋 та (𝑞𝑦)𝑦∈𝑋 , тобто

𝑝𝑥 ≥ 0,
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑝𝑥 = 1,

𝑞𝑦 ≥ 0,
∑︁
𝑦∈𝑋

𝑞𝑦 = 1.

Планом транспортування буде розподiл (𝜋𝑥𝑦)(𝑥,𝑦)∈𝑋×𝑋 з
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маргiнальними розподiлами (𝑝𝑥)𝑥∈𝑋 та (𝑞𝑦)𝑦∈𝑌 , тобто

∀(𝑥,𝑦) ∈ 𝑋 ×𝑋 𝜋𝑥𝑦 ≥ 0,
∑︁

(𝑥,𝑦)∈𝑋×𝑋

𝜋𝑥𝑦 = 1,

∀𝑥 ∈ 𝑋
∑︁
𝑦∈𝑋

𝜋𝑥𝑦 = 𝑝𝑥,∀𝑦 ∈ 𝑋
∑︁
𝑥∈𝑋

𝜋𝑥𝑦 = 𝑞𝑦.

Задача оптимального транспортування полягає в мiнiмiзацiї функцiї

вартостi

𝐼[𝜋] =
∑︁

(𝑥,𝑦)∈𝑋×𝑋

𝜋𝑥𝑦𝑑(𝑥,𝑦)

по всiх (𝜋𝑥𝑦)(𝑥,𝑦)∈𝑋×𝑋 за вищевказаних умов.

Позначимо мiнiмальне значення через 𝐼*.

Нехай перетворення 𝜖𝑘 : 𝑋 → 𝑋 змiнює 𝑘-у компоненту 𝑥.

Наприклад,

𝜖1(0,1,1,0,0,0) = (1,1,1,0,0,0), 𝜖3(1,0,1,0) = (1,0,0,0).

Для функцiї 𝑢 : 𝑋 → R розглянемо рiзницевi оператори

𝐷𝑘𝑢(𝑥) = 𝑢(𝜖𝑘𝑥)− 𝑢(𝑥).

Нехай 𝑢1,...,𝑢𝑛 : 𝑋 → R задовiльняють рiвняння

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐷𝑘𝑢𝑘(𝑥) = (𝑝𝑥 − 𝑞𝑥). (1.1)

Тодi рiвнiсть яку нам потрiбно довести виглядає наступним чином

inf

(︃∑︁
𝑥∈𝑋

|𝑢1(𝑥)|+ ...+ |𝑢𝑛(𝑥)|
)︃

= 𝐼*. (1.2)
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Висновки до роздiлу 1

У цьому роздiлi було розглянуто теорiю оптимального

транспортування, було проаналiзовано роботу Канторовича, перевага

задачi, яку вiн сформулював над задачею Монжа, була розглянута

важлива та корисна теорема, а саме теорема про дуальнiсть

формулювання задачi оптимального транспортування Канторовича. Всi

цi iнструменти необхiднi для розумiння та доведення дивергентного

формулювання для оптимального транспортування ймовiрнiсних

розподiлiв на дискретних просторах, а саме на просторi Хеммiнга, яке

дасть змогу наближено обчислювати оптимальну вартiсть, i яке буде

доведено в наступному роздiлi.
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2 ПРАКТИЧНА ЧАСТИНА

У другому роздiлi буде розглянуто частковi випадки та доведення

дивергентного формулювання 1.8. А саме розглянемо випадок коли

𝑋 = {0,1}, тобто для 𝑛 = 1, та випадок 𝑛 = 2, якi допоможуть зрозумiти

важливiсть дивергентного формулювання в цiлому та зручнiсть

використання теореми 1.1, а саме дуальнiсть Канторовича та перехiд вiд

iнфiмуму з планами транспортування, до супремуму з 1-Лiпшицевими

функцiями.

2.1 Тривiальний випадок

У цьому пiдроздiлi буде розглянуто тривiальний випадок у задачi

дивергентного формулювання, який допоможе побачити рiзницю в

складностi при збiльшеннi 𝑛.

Розглянемо випадок, коли 𝑛 = 1:

Маємо двоточковий простiр 𝑋 = {0,1} з метрикою Хеммiнга

𝑑(0,0) = 𝑑(1,1) = 0,

𝑑(0,1) = 𝑑(1,0).

На просторi 𝑋 задано два розподiли 𝜇 та 𝜈

𝜇(1) = 𝑝,𝜇(0) = 1− 𝑝

𝜈(1) = 𝑞,𝜈(0) = 1− 𝑞.

Розподiл 𝜋 заданий на добутку 𝑋 ×𝑋, тобто зводиться до чотирьох

значень 𝜋00, 𝜋01, 𝜋10, 𝜋11, таких що:

𝜋00,𝜋01,𝜋10,𝜋11 ≥ 0, 𝜋00 + 𝜋01 + 𝜋10 + 𝜋11 = 1. (2.1)
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Крiм того, проєкцiї 𝜋 на першу та другу компоненти рiвнi 𝜇 та 𝜈

вiдповiдно

𝜋00 + 𝜋01 = 1− 𝑝, 𝜋10 + 𝜋11 = 𝑝, 𝜋00 + 𝜋10 = 1− 𝑞, 𝜋01 + 𝜋11 = 𝑞. (2.2)

Тодi задача полягає у тому, щоб мiнiмiзувати функцiю вартостi:

𝐼[𝜋] =
∑︁

𝜋𝑥𝑦,𝑥,𝑦∈𝑋
𝜋𝑥𝑦𝑑(𝑥,𝑦),

по всiм 𝜋00,𝜋01,𝜋10,𝜋11 за умов 2.1 та 2.2.

Розглянемо детальнiше 𝐼[𝜋], внаслiдок простоти випадку ми можемо

легко розписати суму з якою працюємо:

∑︁
𝜋𝑥𝑦,𝑥,𝑦∈𝑋

𝜋𝑥𝑦𝑑(𝑥,𝑦) = 𝜋00𝑑(0,0) + 𝜋01𝑑(0,1) + 𝜋10𝑑(1,0) + 𝜋11𝑑(1,1).

Маємо чотири доданки, але якщо уважнiше поглянемо на деякi з них,

а саме тi, якi мiстять множники 𝑑(0,0) та 𝑑(1,1), то можна побачити, що

використовуючи дану метрику вони будуть нульовими, тодi сума зведеться

до двох доданкiв:

∑︁
𝜋𝑥𝑦,𝑥,𝑦∈𝑋

𝜋𝑥𝑦𝑑(𝑥,𝑦) = 𝜋01𝑑(0,1) + 𝜋10𝑑(1,0).

Тепер можна замiнити решту метрик на їх числове значення, а саме

𝑑(0,1) = 𝑑(1,0) = 1, тодi сума матиме наступний вигляд:

∑︁
𝜋𝑥𝑦,𝑥,𝑦∈𝑋

𝜋𝑥𝑦𝑑(𝑥,𝑦) = 𝜋01 + 𝜋10,

отже завдання було перетворене на наступне: мiнiмiзувати

𝐼[𝜋] = 𝜋01 + 𝜋10. (2.3)

Легко побачити, що задача звелась до досить простої. Тепер необхiдно
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виразити один доданок через iнший. Для цього розглянемо умову 2.2:

𝜋00 + 𝜋01 = 1− 𝑝,

𝜋10 + 𝜋11 = 𝑝,

𝜋00 + 𝜋10 = 1− 𝑞,

𝜋01 + 𝜋11 = 𝑞,

звернемо увагу на друге та четверте рiвняння:

𝜋10 + 𝜋11 = 𝑝,

𝜋01 + 𝜋11 = 𝑞,

знайдемо рiзницю цих рiвнянь:

𝜋10 + 𝜋11 − 𝜋01 − 𝜋11 = 𝑝− 𝑞,

𝜋11 скорочується i залишається залежнiсть 𝜋10 та 𝜋01, тодi слiд виразити

одне через iнше, та отримаємо:

𝜋10 − 𝜋01 = 𝑝− 𝑞,

𝜋10 = 𝜋01 + 𝑝− 𝑞,

вважаємо, що 𝑝 ≥ 𝑞.

Пiдставимо виражене 𝜋10 в 2.3, отримаємо:

𝐼[𝜋] = 𝜋01 + 𝜋10,

𝐼[𝜋] = 𝜋01 + 𝑝− 𝑞 + 𝜋01,

𝐼[𝜋] = 2𝜋01 + 𝑝− 𝑞,

пам’ятаємо умову 2.1, та те, що 𝑝 ≥ 𝑞, маємо що обидва доданки 2𝜋01 та



21
(𝑝− 𝑞) ≥ 0, тодi для мiнiмiзацiї слiд взяти 𝜋01 = 0, отримали:

𝐼[𝜋] = 𝑝− 𝑞,

при чому послiдовно пiдставляючи в усi вище отриманi рiвняння 2.2 𝜋01 = 0

маємо:

𝜋10 = 𝜋01 + 𝑝− 𝑞,

𝜋10 = 𝑝− 𝑞,

𝜋01 + 𝜋11 = 𝑞,

𝜋11 = 𝑞,

𝜋00 + 𝜋01 = 1− 𝑝,

𝜋00 = 1− 𝑝.

Повернемося до моменту де вважали, що 𝑝 ≥ 𝑞, тепер розглянемо

протилежний випадок, суть не змiниться, але тодi ми будемо брати не

рiзницю другого та четвертого, а четвертого та другого, тодi отримаємо:

𝜋01 + 𝜋11 − 𝜋10 − 𝜋11 = 𝑝− 𝑞,

𝜋01 = 𝜋10 + 𝑞 − 𝑝,

пiдставляючи в 2.3 маємо:

𝐼[𝜋] = 2𝜋10 + 𝑞 − 𝑝,

приймаємо на цей раз 𝜋10 = 0 та маємо:

𝑚𝑖𝑛𝐼[𝜋] = 𝑞 − 𝑝,

𝜋00 = 1− 𝑞,

𝜋01 = 𝑞 − 𝑝,
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𝜋10 = 0,

𝜋11 = 𝑝

.

Отже, можна прийти до висновку, що в такому випадку мiнiмальне

значення 2.3, або ж 𝐼* = |𝑝− 𝑞|.
Тепер слiд перевiрити чи збiгається знайдене мiнiмальне значення з

тим, яке подається у дивергентному формулюваннi для випадку 𝑛 = 1.

2.2 Перевiрка для тривiального випадку

В цьому пiдроздiлi буде перевiрено, чи виконується сформоване

дивергентне формулювання для випадку 𝑛 = 1.

Розглянемо праву частину сформульованої рiвностi, для неї

розглянемо функцiю 𝑢 : 𝑋 → R, маємо рiзницевий оператор 𝐷

𝐷𝑢(1) = 𝑢(0)− 𝑢(1),

𝐷𝑢(0) = 𝑢(1)− 𝑢(0),

як можемо побачити, це той самий оператор з 1.8,

𝐷𝑘𝑢(𝑥) = 𝑢(𝜖𝑘𝑥)− 𝑢(𝑥),

де просто пiдставили точки {1} та {0}.
Якщо на просторi 𝑋 задано рiвномiрний розподiл, то щiльнiсть 𝜇

вiдносно нього рiвна:

𝜌𝜇(0) = 1− 𝑝,

𝜌𝜇(1) = 𝑝,

а щiльнiсть 𝜈 вiдносно нього рiвна:

𝜌𝜈(0) = 1− 𝑞,
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𝜌𝜈(1) = 𝑞.

Якщо прирiвняти 𝐷𝑢 до рiзницi щiльностей:

𝑢(0)−𝑢(1) = 𝜌𝜇(1)−𝜌𝜈(1) = 𝑝−𝑞, 𝑢(1)−𝑢(0) = 𝜌𝜇(0)−𝜌𝜈(0) = 𝑞−𝑝. (2.4)

Тепер, пiдставляючи 𝑛 = 1 в праву частину (1.2) отримуємо:

inf

(︃∑︁
𝑥∈𝑋

|𝑢1(𝑥)|+ ...+ |𝑢𝑛(𝑥)|
)︃

= inf
(︁
|𝑢(0)|+ |𝑢(1)|

)︁
. (2.5)

Щоб перевiрити, чи дiйсно виконується рiвнiсть (1.2) необхiдно

обчислити (2.5) (якщо це можливо).

Для початку спробуємо виразити 𝑢(0) через 𝑢(1), з першого рiвняння

умови (2.4) маємо:

𝑢(0)− 𝑢(1) = (𝑝− 𝑞),

виражаємо 𝑢(0):

𝑢(0) = (𝑝− 𝑞) + 𝑢(1).

Нехай 𝑝 ≥ 𝑞, тодi рiзниця (𝑝− 𝑞) ≥ 0, розглянемо 𝑢(1):

Якщо 𝑢(1) ≥ 0, тодi очевидно, що 𝑢(0) ≥ 0, отже (2.5), яке необхiдно

мiнiмiзувати набуде вигляду:

𝑢(0) + 𝑢(1),

ми позбулися модулiв, через те, що кожен доданок ≥ 0, пiдставимо замiсть

𝑢(0) його вираження через 𝑢(1):

𝑢(0) + 𝑢(1) = ((𝑝− 𝑞) + 𝑢(1)) + 𝑢(1) =

= (𝑝− 𝑞) + 𝑢(1)) + 𝑢(1) = (𝑝− 𝑞) + 2𝑢(1);

Враховуючи поставленi ранiше умови, обидва доданки не вiд’ємнi, а

отже для отримання мiнiмального значення вiзьмемо 𝑢(1) = 0, тодi
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мiнiмальне значення буде дорiвнювати 𝑝− 𝑞, при:

𝑢(0) = (𝑝− 𝑞)

𝑢(1) = 0.

Розглянемо iнший випадок, коли −(𝑝− 𝑞) ≤ 𝑢(1) < 0, тодi 𝑢(0) ≥ 0,

отримуємо, що 𝑢(1) – вiд’ємне, 𝑢(0) – не вiд’ємне, отже розкриваючи модулi

маємо:

𝑢(0)− 𝑢(1),

пiдставимо вираження 𝑢(0) через 𝑢(1):

𝑢(0)− 𝑢(1) = (2(𝑝− 𝑞) + 𝑢(1))− 𝑢(1) = 𝑝− 𝑞,

отримали той самий результат, але вже для будь-якого 𝑢(1) ∈ [−(𝑝− 𝑞),0),

та 𝑢(0) = (𝑝− 𝑞) + 𝑢(1).

Тепер слiд перевiрити випадок коли 𝑢(1) < −(𝑝− 𝑞), тодi вiдповiдно

𝑢(0) < 0, отже обидва модулi будуть розкритi зi знаком «−»:

−𝑢(0)− 𝑢(1) = −((𝑝− 𝑞) + 𝑢(1))− 𝑢(1) =

= −(𝑝− 𝑞)− 2𝑢(1),

пам’ятаємо, що 𝑢(1) < −(𝑝− 𝑞), а отже вираз −(𝑝− 𝑞)−2𝑢(1) > (𝑝− 𝑞), це

значення бiльше, нiж те, що було знайдено ранiше, а отже такий варiант

не пiдходить.

Повернемось до порiвняння 𝑝 та 𝑞, ми розглянули один варiант,

тепер слiд розглянути другий, коли 𝑝 ≤ 𝑞. У цьому випадку будемо

використовувати друге рiвняння з умови (2.4) та виражати 𝑢(1) через

𝑢(0), а не навпаки. Маємо:

𝑢(1)− 𝑢(0) = (𝑞 − 𝑝),

𝑢(1) = 𝑢(0) + (𝑞 − 𝑝),
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насправдi можна використовувати i перше рiвняння з (2.4), ми отримаємо

те ж саме. Далi розглядаємо варiант, коли 𝑢(0) ≥ 0, тодi 𝑢(1) ≥ 0, через

те, що 𝑞 − 𝑝 ≥ 0, обидва модулi вiдкриваються зi знаком «+»:

𝑢(0) + 𝑢(1) = 𝑢(0) + (𝑢(0) + (𝑞 − 𝑝)) = 2𝑢(0) + (𝑞 − 𝑝).

Пам’ятаємо, що (𝑞 − 𝑝) ≥ 0, отже для мiнiмiзацiї необхiдно прийняти

𝑢(0) = 0, тодi мiнiмальне значення (𝑞 − 𝑝), при

𝑢(0) = 0, 𝑢(1) = (𝑝− 𝑞).

Як i в випадку, коли 𝑝 ≥ 𝑞 розглянемо наступний варiант, а саме

коли −(𝑞−𝑝) ≤ 𝑢(0) ≤ 0, тодi 𝑢(1) ≥ 0 i модулi будуть вiдкритi наступним

чином:

−𝑢(0) + 𝑢(1) = −𝑢(0) + (𝑢(0) + (𝑞 − 𝑝)) = (𝑞 − 𝑝),

отже тут все аналогiчно до минулого випадку, лише

−(𝑞 − 𝑝) ≤ 𝑢(0) ≤ 0, 𝑢(1) = 𝑢(0) + (𝑞 − 𝑝).

I останнiй аналогiчний випадок, коли 𝑢(0) < −(𝑞 − 𝑝), 𝑢(1) < 0, а

отже обидва модулi будуть вiдкритi зi знаками «−»:

−𝑢(0)− 𝑢(1) = −𝑢(0)− (𝑢(0) + 2(𝑞 − 𝑝)) = −2𝑢(0)− (𝑞 − 𝑝),

а так як 𝑢(0) < −(𝑞 − 𝑝), то i весь вираз буде

−2𝑢(0)− (𝑞 − 𝑝) > (𝑞 − 𝑝).

Отже, для випадку 𝑛 = 1 лiва частина (1.2), а точнiше її мiнiмальне

значення буде дорiвнювати |𝑝 − 𝑞|. Як бачимо, результати спiвпали i для

даного випадку дивергентне формулювання виконується i це досить легко

перевiрити. Але демонстрацiя одного часткового випадку не є гарантом

того, що рiвнiсть буде виконуватися у загальному випадку. Наступним
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кроком буде дослiдження поведiнки цiєї рiвностi для 𝑛 = 2.

2.3 Складний частковий випадок

В пiдроздiлi 2.2 був дослiджений легкий частковий випадок, коли

𝑛 = 1, було показано, що рiвнiсть дiйсно виконується. Тепер слiд дослiдити

поведiнку цiєї задачi для складнiшого випадку, коли 𝑛 буде дорiвнювати

хоча-б 2.

Дослiдимо у що перетворюється рiвнiсть, яку нам потрiбно довести.

Розпочнемо з планiв транспортування, маємо: двоточковий простiр

𝑋 = {0,1}2, та ж сама метрика Хеммiнга

𝑑(𝑥,𝑦) =
2∑︁

𝑘=1

𝐼𝑥𝑘 ̸=𝑦𝑘,

𝐼[𝜋] =
∑︁

(𝑥,𝑦)∈𝑋×𝑋

𝜋𝑥𝑦𝑑(𝑥,𝑦)

по всiх (𝜋𝑥𝑦)(𝑥,𝑦)∈𝑋×𝑋 , розпишемо цю суму для нашого випадку:

𝐼[𝜋] = 𝜋00,00𝑑(00,00) + 𝜋00,01𝑑(00,01) + 𝜋00,10𝑑(00,10) + 𝜋00,11𝑑(00,11)+

+𝜋01,00𝑑(01,00) + 𝜋01,01𝑑(01,01) + 𝜋01,10𝑑(01,10) + 𝜋01,11𝑑(01,11)+

+𝜋10,00𝑑(10,00) + 𝜋10,01𝑑(10,01) + 𝜋10,10𝑑(10,10) + 𝜋10,11𝑑(10,11)+

+𝜋11,00𝑑(11,00) + 𝜋11,01𝑑(11,01) + 𝜋11,10𝑑(11,10) + 𝜋11,11𝑑(11,11)

(2.6)

Як i у минулому випадку, деякi доданки можна скоротити, а саме

це чотири доданки, де 𝑥 = 𝑦, 𝑑(𝑥,𝑦) = 0. Залишається все ще велика

кiлькiсть доданкiв, i навiть використовуючи умови планiв

транспортування, якi можна тут записати, виразити все вже не вийде.

Бачимо, що вже для, здавалось невеликого 𝑛, задача набуває значних

обертiв у складностi обрахунку, i використання планiв транспортування

вже не є таким зручним i простим. Тому на допомогу i приходить
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дивергентне формулювання, яке дасть змогу знаходити наближенi

числовi значення для будь-якого 𝑛.

2.4 Використання дуальностi Канторовича у загальному

випадку задачi

Як ми побачили в (2.6) використання планiв транспортування не

завжди легко дає результат, спробуємо використати теорему Канторовича

про дуальнiсть формулювання, тодi будемо працювати з функцiями

1-Лiпшиця i доведемо наше дивергентне формулювання (1.2).

Згадуючи дуальнiсть Канторовича (1.1), маємо:

inf 𝐼[𝜋] = sup
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥)(𝑝𝑥 − 𝑞𝑥), (2.7)

при чому 𝑓(𝑥) – 1-Лiпшицева функцiя, а це означає, що:

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)| ≤ 𝑑(𝑥,𝑦),

тобто модуль рiзницi функцiї 𝑓 вiд 𝑥 та 𝑦 дорiвнює власне вiдстанi мiж 𝑥

та 𝑦.

Розглянемо тепер умову (1.1), а саме:

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐷𝑘𝑢𝑘(𝑥) = (𝑝𝑥 − 𝑞𝑥).

Було б добре виразити звiдси (𝑝𝑥−𝑞𝑥), яке ми використовуємо в (2.7), тодi:

(𝑝𝑥 − 𝑞𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐷𝑘𝑢𝑘(𝑥). (2.8)

Пiдставляючи вираз з (2.8) в (2.7) маємо:
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inf 𝐼[𝜋] = sup
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥)(𝑝𝑥 − 𝑞𝑥) = sup
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥)
𝑛∑︁

𝑘=1

𝐷𝑘𝑢𝑘(𝑥) =

= sup
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑥)𝐷𝑘𝑢𝑘(𝑥).

Розглянемо тепер
∑︀𝑛

𝑘=1𝐷𝑘𝑢𝑘(𝑥):

𝐷𝑘𝑢𝑘(𝑥) = 𝑢𝑘(𝜖𝑘𝑥)− 𝑢𝑘(𝑥),

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐷𝑘𝑢𝑘(𝑥) = 𝐷1𝑢1(𝑥) +𝐷2𝑢2(𝑥) + ...+𝐷𝑛𝑢𝑛(𝑥),

розкриваючи 𝐷𝑘 :

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐷𝑘𝑢𝑘(𝑥) = 𝑢1(𝜖1𝑥)− 𝑢1(𝑥) + 𝑢2(𝜖2𝑥)− 𝑢2(𝑥) + ...+ 𝑢𝑛(𝜖𝑛𝑥)− 𝑢𝑛(𝑥),

розiб’ємо цей вираз на рiзницю двох сум:

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐷𝑘𝑢𝑘(𝑥) =
(︀
𝑢1(𝜖1𝑥)+𝑢2(𝜖2𝑥)+...+𝑢𝑛(𝜖𝑛𝑥)

)︀
−
(︀
𝑢1(𝑥)+𝑢2(𝑥)+...+𝑢𝑛(𝑥)

)︀
,

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐷𝑘𝑢𝑘(𝑥) =
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑢𝑘(𝜖𝑘𝑥)−
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥),

пiдставляючи в суму замiсть
∑︀𝑛

𝑘=1𝐷𝑘𝑢𝑘(𝑥) маємо:

sup
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥)
(︁ 𝑛∑︁

𝑘=1

𝑢𝑘(𝜖𝑘𝑥)−
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥)
)︁
,

sup
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥)
(︁ 𝑛∑︁

𝑘=1

𝑢𝑘(𝜖𝑘𝑥)
)︁
− 𝑓(𝑥)

(︁ 𝑛∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑥)
)︁
.

Розглянемо 𝜖𝑘 : ∀𝑥 ∈ 𝑋 :
(︀
𝜖𝑘(𝜖𝑘𝑥)

)︀
= 𝑥, тодi для деякого 𝑢𝑘(𝑥) завжди

знайдеться така 𝑓(𝜖𝑘𝑥), що буде iснувати рiзниця:

𝑓(𝜖𝑘𝑥)𝑢𝑘(𝑥)− 𝑓(𝑥)𝑢𝑘
(︀
𝜖𝑘(𝜖𝑘𝑥)

)︀
= 𝑢𝑘(𝑥)

(︀
𝑓(𝜖𝑘𝑥)− 𝑓(𝑥)

)︀
,
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як бачимо, в початковiй сумi ми можемо перекинути 𝐷𝑘 з 𝑢𝑘(𝑥) на 𝑓(𝑥).

sup
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐷𝑘𝑓(𝑥)𝑢𝑘(𝑥),

тепер, розглядаючи 𝐷𝑘𝑓(𝑥) можна скористатися тим, що 𝑓(𝑥) –

1-Лiпшицева функцiя, а отже:

|𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑦)| ≤ 𝑑(𝑥,𝑦),

|𝑓(𝜖𝑘𝑥)− 𝑓(𝑥)| ≤ 1,

так як мiж (𝜖𝑘𝑥) та 𝑥 рiзниця лише в одну компоненту.

Замiняючи 𝐷𝑘𝑓(𝑥) на найкращий випадок, тобто в залежностi вiд

знака на 1 або −1 отримаємо наступне:

sup
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑛∑︁
𝑘=1

𝐷𝑘𝑓(𝑥)𝑢𝑘(𝑥) ≤
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑛∑︁
𝑘=1

|𝑢𝑘(𝑥)|,

звiдки й отримуємо:

inf 𝐼[𝜋] ≤
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑛∑︁
𝑘=1

|𝑢𝑘(𝑥)|.

У цьому пiдроздiлi ми отримали нерiвнiсть для нашого

дивергентного формулювання (1.2), тепер для того, щоб довести рiвнiсть,

необхiдно показати що нерiвнiсть буде виконуватися i в iншу сторону.

2.5 Доведення рiвностi у дивергентному формулюваннi

У пiдроздiли 2.4 було доведено нерiвнiсть в одну сторону, тепер

необхiдно довести її в iншу, що в кiнцевому результатi отримати бажану

рiвнiсть.

Згадаємо, що собою являє вiдстань мiж розподiлами у нашому
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випадку:

𝑊1(𝑝,𝑞) = sup
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥)(𝑝𝑥 − 𝑞𝑥).

Повернемось до виразу 𝐷𝑘𝑓(𝑥). Нехай маємо векторний простiр

(𝐷𝑘𝑓(𝑥))1≤𝑘≤𝑛,𝑥∈𝑋 ∈ R𝑛2𝑛. Користуючись методами, опублiкованими в

статтi [2], розглянемо такий лiнiйний функцiонал 𝐿 на цьому просторi,

що:

𝐿(𝐷𝑓) =
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥)(𝑝𝑥 − 𝑞𝑥). (2.9)

Щоб переконатися, чи лiнiйний функцiонал є коректно визначеним,

потрiбно перевiрити двi умови: лiнiйнiсть та однозначнiсть.

Лiнiйнiсть:

𝐿(𝐷𝑓 +𝐷𝑔) = 𝐿(𝐷(𝑓 + 𝑔)) =
∑︁
𝑥∈𝑋

(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥))(𝑝𝑥 − 𝑞𝑥) =

=
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥)(𝑝𝑥 − 𝑞𝑥) +
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑔(𝑥)(𝑝𝑥 − 𝑞𝑥) = 𝐿(𝐷𝑓) + 𝐿(𝐷𝑔),

𝐿(𝛼𝐷𝑓) = 𝐿(𝐷𝛼𝑓) =
∑︁
𝑥∈𝑋

𝛼𝑓(𝑥)(𝑝𝑥 − 𝑞𝑥) =

= 𝛼
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥)(𝑝𝑥 − 𝑞𝑥) = 𝛼𝐿(𝐷𝑓),

отже лiнiйнiсть виконується.

Лема 2.1. Нехай 𝐷𝑓(𝑥) = 𝐷𝑔(𝑥), тодi з означення 𝐷 маємо:

𝑓(𝜖𝑘𝑥)− 𝑓(𝑥) = 𝑔(𝜖𝑘𝑥)− 𝑔(𝑥),

для всiх 𝑥 ∈ 𝑋 та 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛,

∀𝑥 ∈ 𝑋,𝑘 ∈ [1,𝑛] : 𝑓(𝜖𝑘𝑥) = 𝑔(𝜖𝑘𝑥) + 𝑐, 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

Доведення. Розглянемо, що вiдбувається для 𝑥 = (0,...,0,...,0),
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тобто 𝑥 – вектор нулiв, пiдставимо:

𝑓(0,...,1,...,0) = 𝑔(0,...,1,...,0) + (𝑓(0,...,0,...,0)− 𝑔(0,...,0,...,0)),

останнiй доданок (𝑓(0,...,0,...,0)− 𝑔(0,...,0,...,0)) = 𝑐, де 𝑐 – 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Отже:

𝑓(0,...,1,...,0) = 𝑔(0,...,1,...,0) + 𝑐.

Тепер розглянемо що вiдбудеться, якщо почати додавати кiлькiсть одиниць

у вектор 𝑥, нехай 𝑥 – вектор нулiв з однiєю одиницею:

𝑓(0,...,1,...,1,...,0) = 𝑔(0,...,1,...,1,...,0) + (𝑓(0,...,1,...,0)− 𝑔(0,...,1,...,0)),

але ми перед цим дiзналися, що 𝑓(0,...,1,...,0) = 𝑔(0,...,1,...,0) + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, а

отже 𝑓(0,...,1,...,0)− 𝑔(0,...,1,...,0) = 𝑐, пiдставляючи отримаємо:

𝑓(0,...,1,...,1,...,0) = 𝑔(0,...,1,...,1,...,0) + 𝑐,

звiдки зрозумiло що ∀𝑥 ∈ 𝑋,𝑘 ∈ [1,𝑛] : 𝑓(𝜖𝑘𝑥) = 𝑔(𝜖𝑘𝑥) + 𝑐, 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

Однозначнiсть:

З леми 2.1 випливає, що якщо 𝐷𝑓(𝑥) = 𝐷𝑔(𝑥), то 𝐿(𝐷𝑓) = 𝐿(𝐷𝑔).

Було показано, що функцiонал 𝐿(𝐷𝑓) дiйсно є коректно визначеним

лiнiйним функцiоналом. Отже, розглянемо його норму:

‖𝐿‖ = sup
|𝐷𝑘𝑓(𝑥)|≤1

∑︁
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥)(𝑝𝑥 − 𝑞𝑥),

як бачимо, норма лiнiйного функцiоналу спiвпала з вiдстанню мiж 𝑝 та 𝑞.

З теореми Хана-Банаха [1] iснують такi 𝑢1(𝑥),...,𝑢𝑛(𝑥), що:

‖𝐿‖ =
𝑛∑︁

𝑘=1

∑︁
𝑥∈𝑋

|𝑢𝑘(𝑥)|, (2.10)

𝐿(𝐷𝑓) =
𝑛∑︁

𝑘=1

∑︁
𝑥∈𝑋

𝐷𝑘𝑓(𝑥)𝑢𝑘(𝑥), (2.11)
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Пiдставимо в лiву частину (2.11) рiвнiсть з (2.9), та отримаємо:

𝐿(𝐷𝑓) =
𝑛∑︁

𝑘=1

∑︁
𝑥∈𝑋

𝐷𝑘𝑓(𝑥)𝑢𝑘(𝑥),

𝐿(𝐷𝑓) =
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥)(𝑝𝑥 − 𝑞𝑥),

𝑛∑︁
𝑘=1

∑︁
𝑥∈𝑋

𝐷𝑘𝑓(𝑥)𝑢𝑘(𝑥) =
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥)(𝑝𝑥 − 𝑞𝑥),

перекинемо 𝐷𝑘 на 𝑢𝑘(𝑥):

𝑛∑︁
𝑘=1

∑︁
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥)𝐷𝑘𝑢𝑘(𝑥) =
∑︁
𝑥∈𝑋

𝑓(𝑥)(𝑝𝑥 − 𝑞𝑥),

звiдки можемо отримати:

𝑛∑︁
𝑘=1

∑︁
𝑥∈𝑋

𝐷𝑘𝑢𝑘(𝑥) = 𝑝− 𝑞, (2.12)

отже, ми отримали, для 𝑢(𝑥) :
∑︀𝑛

𝑘=1

∑︀
𝑥∈𝑋 𝐷𝑘𝑢𝑘(𝑥) = 𝑝 − 𝑞 буде

виконуватися нерiвнiсть:

inf
𝑢(𝑥):

∑︀𝑛
𝑘=1

∑︀
𝑥∈𝑋 𝐷𝑘𝑢𝑘(𝑥)=𝑝−𝑞

𝑛∑︁
𝑘=1

∑︁
𝑥∈𝑋

|𝑢𝑘(𝑥)| ≤
𝑛∑︁

𝑘=1

∑︁
𝑥∈𝑋

|𝑢𝑘(𝑥)|,

а
𝑛∑︁

𝑘=1

∑︁
𝑥∈𝑋

|𝑢𝑘(𝑥)| = ‖𝐿‖ = 𝐼*,

отже отримали, що для деяких 𝑢(𝑥):

𝐼* ≥
𝑛∑︁

𝑘=1

∑︁
𝑥∈𝑋

|𝑢𝑘(𝑥)|.

Але з iншого боку у 2.4 було доведено, що

𝐼* ≤ inf
𝑛∑︁

𝑘=1

∑︁
𝑥∈𝑋

|𝑢𝑘(𝑥)|
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, отже отримуємо рiвнiсть:

𝐼* =
𝑛∑︁

𝑘=1

∑︁
𝑥∈𝑋

|𝑢𝑘(𝑥)|,

тобто те, що ми i доводимо (1.2).

Використовуючи теорему Канторовича про дуальнiсть та

функцiональний аналiз, ми довели дивергентне формулювання (1.2).

Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi був розглянутий приклад, який використовується з

одного боку для наочної перевiрки дивергентного формулювання, а з

iншого боку, для демонстрацiї рiзницi складностi пiдрахунку на крок

складнiшого прикладу. Пiсля порiвняння складностi та демонстрацiї

необхiдностi дивергентного формулювання, з використанням дуальностi

Канторовича, а також потужних iнструментiв функцiонального аналiзу

було доведено дивергентне формулювання в оптимальному

транспортуваннi ймовiрнiсних розподiлiв на просторi Хеммiнга. Дане

формулювання дасть змогу дослiджувати чисельно оптимальну вартiсть

такого перерозподiлу.
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ВИСНОВКИ

У ходi даної роботи було проведено аналiз теорiї на тему

оптимального транспортування, особлива увага надавалась роботам

Канторовича, були проаналiзованi його теореми та розглядався простiр

Хеммiнга. Теорема про дуальнiсть Канторовича стала потужним

iнструментом у ходi вирiшення задачi дослiдження, а саме доведення

дивергентного формулювання.

Був наведений приклад часткового випадку, на якому було

перевiрено коректнiсть доведеного дивергентного формулювання, а

наступний приклад продемонстрував своєю складнiстю, особливо

порiвняно з першим прикладом, необхiднiсть використання даного

формулювання. Також був використаний функцiональний аналiз, який на

пару з дуальнiстю Канторовича є фундаментом доведення дивергентного

формулювання оптимального транспортування ймовiрнiсних розподiлiв

на просторi Хемннiмга.

Доведене мною дивергентне формулювання стане чудовим

iнструментом для побудови чисельних схем наближених значень

оптимальної вартостi транспортування ймовiрнiсних розподiлiв на

просторi Хеммiнга. Розвиток дослiджень у цiй темi може дати результати

для доведень нових дивергентних формулювань, але вже на

модифiкованих, наприклад, граничних просторах, гаусiвських.
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