
МIНIСТЕРСТВО ОСВIТИ I НАУКИ УКРАЇНИ

НАЦIОНАЛЬНИЙ ТЕХНIЧНИЙ УНIВЕРСИТЕТ УКРАЇНИ
“КИЇВСЬКИЙ ПОЛIТЕХНIЧНИЙ IНСТИТУТ

iменi IГОРЯ СIКОРСЬКОГО”

В.I. Солодкий

ФОРМОУТВОРЕННЯ ГВИНТОВИХ

ПОВЕРХОНЬ
МЕТОД РУХОМОЇ ПЛОЩИНИ

Монографiя

Рекомендовано Вченою радою КПI iм. Iгоря Сiкорського

Київ
КПI iм. Iгоря Сiкорського

2025



УДК 621.914(075.8)
С60

Гриф надано Вченою радою КПI iм. Iгоря Сiкорського
(протокол № 5 вiд 12.05.2025 р.)

за поданням Вченої ради навчально-наукового
механiко-машинобудiвного iнституту
(протокол № 8 вiд 31 березня 2025 р.)

Рецензенти:
О. А. Охрiменко д-р. техн. наук, проф.,

Нацiональний технiчний унiверситет України
“Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського”

В. С. Антонюк д-р. техн. наук, проф., акад. Академiї iнженерних наук України,
Нацiональний технiчний унiверситет України

“Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського”

Солодкий В. I.
С60 Формоутворення гвинтових поверхонь. Метод рухомої площини : мо-

нографiя за освiт. програмою “Конструювання та дизайн машин” спец.
131 – Прикладна механiка / В. I. Солодкий ; КПI iм. Iгоря Сiкорського.
– Київ : КПI iм. Iгоря Сiкорського, Вид-во “Полiтехнiка”, 2025. – 231 с.
ISBN 978-966-990-149-1

Розглянуто проблеми формоутворення гвинтових поверхонь постiйного кроку.
Запропоновано та детально проаналiзовано методи рухомої площини, який до-
зволяє розв’язати пряму задачу пошуку початкової iнструментальної поверхнi та
виконати аналiз порушення умов формоутворення гвинтової поверхнi без розв’я-
зання зворотної задачi профiлювання. Показано визначення чисельної величини
похибки обробки гвинтової поверхнi у разi порушення умов формоутворення
рiзними типами iнструментiв.

Для викладачiв та студентiв усiх форм навчання за технiчними спецiально-
стями.

УДК 621.914(075.8)

ISBN 978-966-990-149-1
© В. I. Солодкий
© КПI iм. Iгоря Сiкорського, 2025



Змiст

ВСТУП . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1. СУЧАСНА ТЕОРIЯ ФОРМОУТВОРЕННЯ . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.1. Методи визначення спряжених поверхонь . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.1.1. Графiчнi методи визначення спряженого профiлю . . . . . 14
1.1.2. Аналiтичнi методи визначення спряжених поверхонь . . 16

1.1.2.1. Метод диференцiальної геометрiї . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.1.2.2. Метод Гохмана . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.1.2.3. Кiнематичний метод . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.1.2.4. Проблеми кiнематичного методу . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.2. Способи представлення поверхонь . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
1.2.1. Аналiтичнi способи представлення поверхнi . . . . . . . . . 23

1.2.1.1. Матричний спосiб представлення поверхнi . . . . . . . 24
1.2.1.2. Векторний спосiб представлення поверхнi . . . . . . . . 26
1.2.1.3. Параметричний спосiб подання поверхонь . . . . . . . . 27
1.2.1.4. Явне та неявне представлення поверхнi . . . . . . . . . . . 29
1.2.1.5. Подання поверхнi локальними вiдсiками . . . . . . . . . . 29
1.2.1.6. Апроксимацiя сплайнами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

1.3. Чисельнi методи подання поверхнi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
1.3.1. Iнтерполювання поверхнi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

1.3.1.1. Iнтерполювання колом . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
1.3.1.2. Iнтерполювання степеневим полiномом . . . . . . . . . . . 36
1.3.1.3. Iнтерполяцiя за Ейткеном . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
1.3.1.4. Iнтерполяцiя сплайнами . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

1.3.2. Локальна геометрiя поверхнi представленої реперною
сiткою . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

1.4. Класифiкацiя iнструмента для обробки гвинтових поверхонь 42
1.5. Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

2. ТЕОРIЯ ФОРМОУТВОРЕННЯ ГВИНТОВИХ ПОВЕРХОНЬ 45
2.1. Представлення поверхнi сукупнiстю траєкторiй . . . . . . . . . . . 45
2.2. Достовiрнiсть уявлення та щiльнiсть утворення номiнальної

поверхнi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.2.1. Критерiй достовiрностi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
2.2.2. Критерiй щiльностi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

2.3. Параметри гвинтової поверхнi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
2.4. Параметри взаємного розташування iнструмента та деталi . 53

– 3 –



2.5. Рухома поверхня у формоутвореннi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
2.5.1. Визначення початкової iнструментальної поверхнi для

заданої гвинтової поверхнi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
2.5.2. Визначення профiлю рiзальної кромки iнструмента . . . 61
2.5.3. Визначення профiлю деталi за вiдомої початковою iн-

струментальною поверхнею . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
2.5.3.1. Управлiння якiстю формоутворення . . . . . . . . . . . . . . 64

2.6. Чисельне визначення огинаючої . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
2.6.1. Чисельне визначення огинаючої з використанням кола 66

2.6.1.1. Проблеми iтерацiї . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
2.6.2. Чисельне визначення огинаючої за допомогою сплайну 69

2.6.2.1. Проблеми визначення критерiю . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
2.6.2.2. Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

2.6.3. Початкова реперна точка . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
2.6.4. Додаткова реперна точка . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
2.6.5. Проблеми пошуку огинаючої . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
2.6.6. Критичнi випадки визначення огинаючої . . . . . . . . . . . . . 77

2.6.6.1. Кiнцева точка огинаючої . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
2.6.6.2. Порушення умов формоутворення . . . . . . . . . . . . . . . . 80

2.7. Замiна теоретично точної огинаючої часиною дуги кола . . . 81
2.7.1. Послiдовне вирiшення системи рiвнянь . . . . . . . . . . . . . . 82
2.7.2. Глобальне вирiшення системи рiвнянь . . . . . . . . . . . . . . . 83

2.8. Загальна методика способу рухомої площини при формо-
утвореннi гвинтових поверхонь . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88

2.8.1. Послiдовнiсть визначення початкової iнструментальної
поверхнi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89

2.8.2. Послiдовнiсть визначення профiлю рiзальної кромки
iнструмента . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

2.8.3. Послiдовнiсть визначення профiлю деталi за вiдомої
початкової iнструментальної поверхнi . . . . . . . . . . . . . . . 92

2.8.4. Методика аналiзу умов формоутворення . . . . . . . . . . . . . 93
2.9. Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95

3. ТРIАНГУЛЯЦIЯ ГВИНТОВИХ ПОВЕРХОНЬ . . . . . . . . . . . . . 96
3.1. Постановка задачi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
3.2. Представлення поверхнi сукупнiстю траєкторiй . . . . . . . . . . . 98
3.3. Апроксимацiя торцевого перерiзу гвинтової поверхнi дуга-

ми кола . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101
3.4. Достовiрнiсть подання номiнальної поверхнi . . . . . . . . . . . . . 106

– 4 –



3.5. Диференцiальна геометрiя локальної дiлянки трiангульова-
ної поверхнi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

3.6. Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

4. ДИСКОВИЙ IНСТРУМЕНТ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
4.1. Профiль початкової iнструментальної поверхнi . . . . . . . . . . . 112

4.1.1. Взаємне розташування об’єктiв формоутворення . . . . . 112
4.1.2. Побудова слiду перетину гвинтової траєкторiї з рухо-

мою площиною. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114
4.1.3. Профiль початкової iнструментальної поверхнi . . . . . . . 117
4.1.4. Вплив параметрiв установки на профiль початкової

iнструментальної поверхнi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
4.1.4.1. Вплив кута мiж осями iнструмента та деталi . . . . . . 120
4.1.4.2. Вплив вiдстанi мiж осями деталi та iнструмента . . . 120
4.1.4.3. Вплив орiєнтацiї профiлю гвинтової поверхнi . . . . . 122

4.1.5. Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
4.2. Гвинтова поверхня утворена вiдомим iнструментом . . . . . . . 126

4.2.1. Взаємне розташування об’єктiв формоутворення . . . . . 126
4.2.2. Побудова слiду . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128
4.2.3. Аналiз умов формоутворення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
4.2.4. Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

4.3. Профiль рiзальної кромки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
4.3.1. Взаємне розташування об’єктiв формоутворення . . . . . 135
4.3.2. Побудова слiду в переднiй поверхнi зубця . . . . . . . . . . . . 137
4.3.3. Вплив переднього кута на форму рiзальної кромки . . . 138
4.3.4. Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

5. ОБКАТНИЙ IНСТРУМЕНТ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
5.1. Довбачi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

5.1.1. Взаємне розташування об’єктiв дослiдження . . . . . . . . . 142
5.1.2. Побудова слiдiв перетину гвинтової траєкторiї з рухо-

мою поверхнею . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
5.1.3. Початкова iнструментальна поверхня . . . . . . . . . . . . . . . . 148

5.1.3.1. Перехiд вiд конiчної поверхнi до площини . . . . . . . . 148
5.1.3.2. Iнструментальна поверхня за умови нульового пе-

реднього кута . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
5.1.3.3. Перетворення просторової задачi у плоску . . . . . . . . 149

5.1.4. Рiзальна кромка . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149
5.1.5. Аналiз теоретичних результатiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

– 5 –



5.1.5.1. Результати визначення початкової iнструментальної
поверхнi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

5.1.5.2. Результати визначення рiзальної кромки . . . . . . . . . . 156
5.1.5.3. Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162

5.1.6. Зворотна задача формоутворення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
5.1.6.1. Зворотна задача у площинi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
5.1.6.2. Зворотна задача у просторi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170
5.1.6.3. Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176

6. РЕЙКОВИЙ IНСТРУМЕНТ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177
6.1. Пряма задача формоутворення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177

6.1.1. Взаємна орiєнтацiя об’єктiв дослiдження . . . . . . . . . . . . 177
6.1.2. Побудова слiду перетину гвинтової траєкторiї з рухо-

мою площиною. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178
6.1.3. Обкочування по гвинтовий траєкторiї . . . . . . . . . . . . . . . . 183
6.1.4. Аналiз результатiв дослiдження формоутворення гвин-

тових поверхонь рейковим iнструментом . . . . . . . . . . . . . 186
6.1.5. Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188

6.2. Зворотна задача формоутворення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
6.2.1. Орiєнтацiя об’єктiв формоутворення . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
6.2.2. Побудова слiдiв перетин траєкторiй розрахункових то-

чок з рухомою площиною . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190
6.2.3. Аналiз результатiв формоутворення гвинтової поверхнi

вiдомим iнструментом рейкового типу . . . . . . . . . . . . . . . 194
6.2.4. Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195

7. КIНЦЕВИЙ IНСТРУМЕНТ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196
7.1. Пряма задача формоутворення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196

7.1.1. Взаємне розташування об’єктiв дослiдження . . . . . . . . . 196
7.1.2. Побудова слiду . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197
7.1.3. Профiль iнструменту . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198
7.1.4. Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199

7.2. Профiль гвинтової поверхнi за вiдомого iнструмента . . . . . . 200
7.2.1. Взаємне розташування об’єктiв формоутворення . . . . . 200
7.2.2. Побудова слiду траєкторiї у рухомiй площинi . . . . . . . . 201
7.2.3. Аналiз результатiв формоутворення . . . . . . . . . . . . . . . . . 203
7.2.4. Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204

8. ТОРЦЕВИЙ IНСТРУМЕНТ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205
8.1. Взаємне розташування об’єктiв формоутворення . . . . . . . . . . 205

– 6 –



8.1.1. Побудова слiду перетину гвинтової траєкторiї та рухо-
мої площини . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 207

8.1.2. Профiль початкової iнструментальної поверхнi . . . . . . . 210
8.2. Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 211

9. ЧЕРВ’ЯЧНИЙ IНСТРУМЕНТ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212
9.1. Взаємне розташування об’єктiв формоутворення . . . . . . . . . . 212
9.2. Cлiд перетину гвинтової траєкторiї з рухомою площиною . 213
9.3. Профiль початкової iнструментальної поверхнi . . . . . . . . . . . 215
9.4. Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216

10.УЗАГАЛЬНЕННЯ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217
10.1.Узагальнена схема дослiдження умов формоутворення ме-

тодом рухомої поверхнi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 217
10.2.Узагальнена орiєнтацiя об’єктiв формоутворення . . . . . . . . . . 220
10.3.Узагальненi залежностi визначення слiду перетину гвинто-

вої траєкторiї з рухомою площиною . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222
10.4.Висновки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227

– 7 –



Перелiк iлюстрацiй

1.1. Одностороннi поверхнi: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.1. Критерiй достовiрностi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
2.2. Критерiй щiльностi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
2.3. Формоутворення дисковим iнструментом . . . . . . . . . . . . . . 56
2.4. Формоутворення кiнцевим iнструментом . . . . . . . . . . . . . . 56
2.5. Формоутворення цилiндричним iнструментом . . . . . . . . . 57
2.6. Формоутворення черв’ячним iнструментом . . . . . . . . . . . . 58
2.7. Огинаюча до сiмейства слiдiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
2.8. Формоутворення гвинтової поверхнi . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
2.9. Профiль початкової iнструментальної поверхнi . . . . . . . . 59
2.10. Визначення профiлю деталi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
2.11. Висота нерiвностей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
2.12. Варiант утворення поверхi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64
2.13. Визначення огинаючої за допомогою кола . . . . . . . . . . . . . 67
2.14. Сплайн-огинаюча . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
2.15. Критерiй пошуку огинаючої . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
2.16. Початкова реперна точка . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
2.17. Додаткова реперна точка . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
2.18. Координати додаткової реперної точки . . . . . . . . . . . . . . . . 75
2.19. Слiд подiбний до петлi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
2.20. Сусiднi слiди . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
2.21. Одиночний слiд . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
2.22. Кiнцева точка . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
2.23. Порушення умов формоутворення . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
2.24. Поєднання дуг . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87
3.1. Трiангуляцiя трикутниками . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
3.2. Трiангуляцiя гвинтовими траєкторiями . . . . . . . . . . . . . . . . 100
3.3. Орiєнтацiя кола залежно вiд напрямку групування ре-

перних точок . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
3.4. Трiангуляцiя гвинтовими траєкторiями . . . . . . . . . . . . . . . . 105
3.5. Елемент трiангуляцiйного трикутника . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
3.6. Достовiрнiсть представлення поверхнi . . . . . . . . . . . . . . . . 106
3.7. Достовiрнiсть за вiдстанню . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
3.8. Достовiрнiсть за площею . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
4.1. Взаємне розташування деталi та iнструменту . . . . . . . . . . 113
4.2. Торцевий профiль гвинтової поверхнi . . . . . . . . . . . . . . . . . 117
4.3. Сiмейство слiдiв та огинаюча до них . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

– 8 –



4.4. Точка перелому початкової iнструментальної поверхнi . . 118
4.5. Вплив кута мiж осями iнструмента та заготованки на

характер слiдiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
4.6. Мiжосьова вiдстань та характер слiдiв . . . . . . . . . . . . . . . . 123
4.7. Орiєнтацiя торцевого перерiзу свердла . . . . . . . . . . . . . . . . 124
4.8. Взаємна орiєнтацiя систем координат . . . . . . . . . . . . . . . . . 127
4.9. Профiль початкової iнструментальної поверхнi . . . . . . . . 132
4.10. Сiмейство слiдiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132
4.11. Поверхню деталi утворюють декiлька слiдiв . . . . . . . . . . . 133
4.12. Поверхню деталi утворює тiльки один слiд . . . . . . . . . . . . 133
4.13. Кут мiж осями iнструмента та деталi менший за “опти-

мальний” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
4.14. Кут мiж осями iнструмента та деталi бальший за “опти-

мальний” . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134
4.15. Рухома площина, як передня поверхня зубця фрези . . . . . 136
4.16. Профiль рiзальної кромки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
5.1. Орiєнтацiя систем координат . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
5.2. Конiчна система координат . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150
5.3. Профiль деталi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152
5.4. Сукупнiсть слiдiв та огинаюча дол низ . . . . . . . . . . . . . . . . 153
5.5. Околицi зони порушення умов формоутворення . . . . . . . . 155
5.6. Профiлi iнструментальної поверхнi у площинi перпен-

дикулярнiй до осi iнструмента . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157
5.7. Проєкцiя просторової рiзальної кромки на площину ор-

тогональну до осi iнструмента . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159
5.8. Проєкцiя просторової рiзальної кромки на площину ор-

тогональну до осi iнструмента при обробцi гвинтової
поверхнi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

5.9. Викривлення зубця . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
5.10. Рiзальна кромка у конiчнiй системi координат . . . . . . . . . 163
5.11. Орiєнтацiя систем координат . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165
5.12. Профiль початкової iнструментальної поверхнi . . . . . . . . 168
5.13. Сукупнiсть слiдiв, що визначають профiль деталi . . . . . . 169
5.14. Конiчна система координат . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170
5.15. Системи координат . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171
6.1. Системи координат рейкового iнструменту . . . . . . . . . . . . 178
6.2. Орiєнтацiя похилої рухомої поверхнi . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184
6.3. Торцевий профiль деталi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187
6.4. Сукупнiсть слiдiв та огинаюча до них . . . . . . . . . . . . . . . . . 187

– 9 –



6.5. Околицi точки B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188
6.6. Сукупнiсть слiдiв утворення гвинтової поверхнi . . . . . . . 188
6.7. Орiєнтацiя систем координат . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189
6.9. Огинаюча при формоутвореннi рейковим iнструментом . 194
6.8. Рiзальна кромка рейкового iнструменту . . . . . . . . . . . . . . . 194
7.1. Орiєнтацiя систем координат . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196
7.2. Профiль деталi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198
7.3. Сiмейство слiдiв початкової iнструментальної поверхнi . 199
7.4. Орiєнтацiя систем координат . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200
7.5. Сiмейство слiдiв, що визначають профiль деталi . . . . . . . 204
8.1. Орiєнтацiя систем координат . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 206
8.2. Сiмейство слiдiв при утвореннi гвинтової поверхнi тор-

цевим iнструментом . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210
9.1. Орiєнтацiя об’єктiв формоутворення черв’ячним iнстру-

ментом . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212
9.2. Торцевий профiль гвинтової поверхнi . . . . . . . . . . . . . . . . . 215
9.3. Сукупнiсть слiдiв q при формоутвореннi черв’ячним

iнструментом . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215
10.1. Узагальнена схема формоутворення гвинтових поверхонь 219
10.2. Узагальнена схема орiєнтацiї об’єктiв формоутворення . 221

– 10 –



ВСТУП

Процес формоутворення поверхнi деталi вiдбувається за рахунок
послiдовного проникнення рiзальних кромок у матерiал заготованки та
його видалення з метою надання заготованцi форми деталi, яка буде
вiдповiдати кресленику. У результатi видалення припуску здiйснюється
утворення деталi. Тому форма обробленої деталi залежить вiд форми
i розмiрiв рiзальних кромок iнструмента, а також вiд взаємних рухiв
iнструмента та заготованки.

Значною проблемою сучасної теорiї формоутворення є неспромо-
жнiсть вiдомих методик профiлювання дати вiдповiдь на питання, саме
якi точки початкової iнструментальної поверхнi є формотворними, а якi
виконують тiльки чорнову роботу з видалення припуску на обробку.

Метою роботи є розробка теорiї формоутворення фасонних гвинтових
поверхонь iз застосуванням рухомої поверхнi, що забезпечує створення
iнструмента з рацiональними схемами завантаження рiзальних елементiв
та аналiз характеру завантаження окремих дiлянок рiзальної кромки.

Запропонований метод рухомої поверхнi забезпечує комплексне вирi-
шення питань теорiї формоутворення гвинтових поверхонь за єдиною
методикою для рiзних iнструментiв та дозволяє на стадiї пошуку по-
чаткової iнструментальної поверхнi, без вирiшення зворотної задачi
формоутворення визначити характер i чисельну величину вiдхилення
утвореної поверхнi вiд номiнальної, а також дослiджувати умови формо-
утворення.

Розроблений метод дозволяє безпосередньо за кiнематичною схемою
формоутворення, знаючи тiльки форму передньої або задньої поверхнi
майбутнього iнструмента та її орiєнтацiю в просторi, визначити форму
рiзальної кромки iнструмента, минаючи стадiю визначення початкової
iнструментальної поверхнi.
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1. СУЧАСНА ТЕОРIЯ ФОРМОУТВОРЕННЯ

Питання теорiї формоутворення поверхонь тiсно пов’язанi з характе-
ром взаємних перемiщень iнструмента та заготованки. В iнструменталь-
ному виробництвi сукупнiсть цих рухiв прийнято називати кiнематичною
схемою формоутворення або просто формоутворенням [1, 2].

Вперше питання формоутворення поверхонь були розглянутi напри-
кiнцi 40-х рокiв минулого столiття Г. I. Грановським1, який розробив
класифiкацiю схем формоутворення, що мiстить вiсiм груп i тридцять
пiдгруп рiзних комбiнацiй взаємних рухiв iнструмента та деталi.

Пiзнiше, проф. П.Р. Родiн2 виконавши ряд теоретичних узагальнень,
розробив класифiкацiю схем формоутворення поверхонь, засновану на
поєднаннi двох рiвномiрних рухiв: прямолiнiйно-поступального та обер-
тального [3]. Охоплюючи практично всi можливi схеми формоутворення
поверхонь, класифiкацiя Родiна мiстить всього три класи i п’ять типiв
схем, що робить її унiверсальною3.

Особливо слiд видiлити внесок П. Р. Родiна в теорiю формоутворення
гвинтових поверхонь, який вiн зробив сформулювавши два основнi
поняття, на яких базується сучасна теорiя формоутворення:

– було введено поняття про “... ковзання поверхнi самої по собi
...”, що дозволило суттєво спростити математичну сторону задачi
профiлювання iнструменту для гвинтових поверхонь;

– було введено поняття про початкову iнструментальну поверхню
(ПIП), котра iнварiантна щодо методу формоутворення та констру-
ктивного виконання iнструменту.

1Герберт Iванович Грановський (14 [27] лютого 1901 – 8 квiтня 1983) – вчений у галузi
рiзання металiв та рiзального iнструменту, дiйсний член Академiї наук Латвiї (з 1958
року).
Основнi працi: “Кiнематика рiзання“ (1948), “Рiзання металiв“ (1954, з колективом
авторiв), “Металорiзальнi iнструменти. Конструкцiя та експлуатацiя: Довiдковий посi-
бник“ (1952), “Фасоннi рiзцi“ (1975), “Рiзання металiв“ (1985), “Обробка результатiв
експериментальних дослiджень рiзання металiв“ (1982).

2Родiн Петро Родiонович (17 червня 1922 р. – 24 сiчня 2008 ) – засновник кафедри iнстру-
ментального виробництва Київського полiтехнiчного iнституту iм. Iгоря Сiкорського,
чл.-кор. НАН України.

3Родiн П. Р. Основи формоутворення поверхонь рiзанням. Київ : Вища шк., 1977. 192 с.
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Розробленi Родiним положення розвиненi у наукових роботах вико-
наних пiд його керiвництвом: Bui-Shong-Kau4 (Корея), О.Н. Чкалова5,
С.П. Радзевич6.

Рiзними питаннями формоутворення в iнструментальному виробниц-
твi займалися: I. А. Наумов7, Б.А. Перепелиця8 (Харкiв), А.I. Грабченко9

(Харкiв), Н.М. Голованов10 (Україна).
Питаннями кривини поверхонь в околицi точки їхнього взаємного

торкання займалися: Ф.Л. Лiтвiн 11, П. Кормак12 (Америка).
В даний час задача формоутворення зводиться до двох окремих

випадкiв (варiантiв):

– визначення сполученої (спряженої) поверхнi;

– та дослiдження умов формоутворення для локальних елементiв
рiзальних кромок.

Однак, iснуючi методики для вирiшення цих задач, мають ряд недолi-
кiв, якi ускладнюють їх застосування:

– жодна з iснуючiх методик, визначення спряженої поверхнi, не
дозволяє встановити величину вiдхилення обробленої поверхнi вiд

4Bui-Shong-Kau. Theory of design of cutting heads for cutting spiral-toothed bevel wheels
using a new continuous method : dissertation of Doctor of Technical Sciences : 050301.
Kyiv, 1988. 241 p.

5Чкалова О. Н. Формоутворення зубчастих колiс : дис. канд. техн. наук : 050301. Київ,
Київський полiтехнiчний iнститут, 1983. 210 с.

6Stepan Pavlovich Radzevich (19 лютого 1953 року Бiла Церква, Київська область) – з
2000 року працює в автомобiльнiй промисловостi США.
Основнi працi: Радзевич С. П. Формоутворення поверхонь деталей. Київ : Растан, 2002.
591 с.; Radzevich, S. P. (Stephen P.) Geometry of surfaces : a practical guide for mechanical
engineers / by Stephen P. Radzevich.; S.P. Radzevich, Sculptured Surface Machining on
Multi-Axis CNC Machine (in Russian), p. 192, Monograph, Kyiv, Vishcha Shkola.

7Наумов I.А. До питання про науковi зв’язки Харкiвської геометричної школи з при-
балтiйськими геометрами // Матерiали IХ мiжреспублiканської конференцiї з iсторiї
природознавства та технiки у Прибалтицi. - Вiльнюс: АН Литви, 1972. - С. 155 - 157.

8Перепелиця Б. А. Вiдображення афiнного простору теорiї формоутворення поверхнi рiза-
нням. Харкiв : Вища шк., 1981. 152 с.; Перепелиця Б. А. Автоматизоване профiлювання
рiзальних iнструментiв. Харкiв : ХПI, 1985. – 107 с.

9Грабченко А. I., Доброскок В. Л. Теорiя 3D моделювання. Харкiв : Харкiв. полiтехн.
iн-т, 2009. 230 с.

10Голованов М. М. Геометричне моделювання. Київ, Растам. 2021. 408 с.
11Litvin, F.L., Fuentes, A., Gear Geometry and Applied Theory, 2nd Edition, Cambridge

University Press, Cambridge, UK, 2004, 800 p.
12Cormac, P., A Treatise on Screws and Worm Gear, Their Mills and Hobs, London, Chapman

& Hall, Ltd., 1936, 138p.
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номiнальної, яка виникає через порушення умов формоутворення,
без вирiшення зворотної задачi формоутворення;

– неможливо, на стадiї визначення ПIП, встановити якi точки рi-
зальної кромки iнструмента будуть формотворчими, а якi тiльки
видалятимуть припуск пiд обробку;

– неможливо вказати, як саме повиннi бути розташованi рiзальнi
елементи збiрного iнструменту, що дискретно реалiзує безперервну
ПIП, щоб їх завантаження було рацiональним, саме рацiональним,
а не рiвномiрним.

Перераховане вище визначає основнi напрями розвитку теорiї формо-
утворення гвинтових поверхонь:

– розробка єдиної методики представлення гвинтових поверхонь
рiзної форми;

– розробка методики, яка дозволяє на стадiї пошуку вихiдної iн-
струментальної поверхнi, визначити, у чисельнiй формi, величину
вiдхилення утвореної поверхнi вiд номiнальної;

– розробка єдиної методики, яка дозволяє не тiльки визначити заван-
таження дискретної точки рiзальної кромки, але i встановити чи є
вона формоутворюючою, або тiльки здiйснює чорнове видалення
припуску.

1.1. Методи визначення спряжених поверхонь

1.1.1. Графiчнi методи визначення спряженого профiлю

Найбiльш простим методом визначення спряженого профiлю, є метод
копiювання послiдовних положень вiдомого профiлю, коли спряжений
профiль визначається як сукупнiсть послiдовних положень, якi займає
об’єкт з вiдомим профiлем щодо об’єкта профiль якого визначається
(спряженого профiлю).

Такий метод часто застосовують пiд час вiзуалiзацiї графiчних побу-
дов на екранах обчислювальної технiки, що дозволяє наочно простежити
за всiм процесом формоутворення заданої поверхнi деталi.

Iншим графiчним методом, визначення сполученої поверхнi, є метод
визначення шуканої поверхнi як поверхнi, що огинає вiдомий об’єкт
при його перемiшенi у просторi за вiдповiдними законами.

Однак, вiн пов’язаний iз значними труднощами виявлення самої
огинаючої, яку на практицi доводиться знаходити “вручну”, що не є
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достатньо точним способом через багатоварiантнiсть проведення огина-
ючої.

Подальшим розвитком графiчних методiв визначення спряжених про-
фiлiв є метод, запропонований на початку 18 столiття нiмецькими мате-
матиком i геометром Рело13. Теоретичною основою методу Рело служить
загальна теорема Вiллiса14,

Теорема Вiллiса
Миттєвий полюс вiдносного обертання перебуває у точцi перети-
ну контактної нормалi з лiнiєю центрiв.

Метод Рело дещо змiнює змiст теореми Вiллiса, яка за ним може
бути сформульована в наступнiй формi.

Метод Рело
У точцi торкання спряжених поверхонь, нормалi до них проходять
через загальний полюс зачеплення i збiгаються мiж собою.

Звiдси i походить iнша назва методу Рело, а саме – метод загальних
нормалей.

Рiзновидом методу Рело є метод Понселе15, при якому пов’язаний
профiль визначається як огинаюча до кiл, центри яких розташованi на
полоiдi, а радiуси рiвнi довжинi вiдповiдних нормалей, вiд дослiджуваної
точки вихiдного профiлю до полоiди16.

Графiчнi методи мають ту перевагу, що є наочними i досить стiйкими
до появи помилок, проте вони не забезпечують високої точностi ви-
значення спряженої поверхнi, особливо при формоутвореннi гвинтових
поверхонь.

13Франц Рело́ (нiм. Franz Reuleaux; 30 вересня 1829, Ешвайлер, Пруссiя - 20 серпня 1905,
Берлiн, Нiмецька iмперiя) - нiмецький вчений в галузi механiки та машинобудування,
лектор Берлiнської королiвської технiчної академiї, що став згодом. Навчався в По-
лiтехнiкумi Карлсруе (1850-1852). Учень Фердiнанда Редтенбахера. З 1856 по 1864
працював у Цюрiхському полiтехнiкумi, з 1864 по 1905 - в Берлiнськiй Королiвськiй
технiчнiй академiї.

14Роберт Вiллiс (Willis Robert 27.02.1800 – 28.02.1875). Англiйський вчений у галузi меха-
нiки, член Лондонського королiвського товариства (з 1832). Закiнчив Кембриджський
унiверситет (1826). У 1837-1875 – професор цього унiверситету, в 1853 – лектор у
Гiрськiй школi (Лондон)

15Жан-Вiктор Понселе (фр. Jean-Victor Poncelet; 1 липня 1788, Мец — 22 грудня 1867,
Париж) – французький математик та iнженер, член Французької академiї наук з 1834
року.

16Dyson, A., A General Theory of the Kinematics and Geometry of Gears in Three Dimensions,
Clarendon Press, Oxford, 1969, 141 p.
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1.1.2. Аналiтичнi методи визначення спряжених поверхонь

Результатом графiчних методiв визначення спряженої поверхнi є
графiк, що створює певнi труднощi для подальшого використання отри-
маних результатiв, зокрема чисельне уявлення знайденого профiлю [4, 5].
На вiдмiну вiд них, аналiтичнi методи, визначення спряженої поверхнi,
завжди представляють результат у чисельному виглядi.

1.1.2.1. Метод диференцiальної геометрiї
Суть методу диференцiальної геометрiї викладено ще в серединi

минулого столiття в роботах Ж. Фавара17 та пiзнiш Амiнова (Харкiв
Україна18) i полягає в наступному.

У системi координат {Ψ}, пов’язаної з вiдомою поверхнею Ψ, запи-
сують рiвняння цiєї поверхнi у загальному виглядi

FΨ (xΨ, yΨ, zΨ) = 0. (1.1)

Далi, з шуканою спряженою поверхнею Σ, зв’язують систему коорди-
нат {Σ} i складають рiвняння вiдомої поверхнi у цiй системi координат:

FΣ (xΣ, yΣ, zΣ,ϕ) = 0. (1.2)

де ϕ – параметр сiмейства поверхонь.

Тодi, вiдповiдно до методiв диференцiальної геометрiї, шукана спря-
жена поверхня визначається як огинаюча однопараметричного сiмейства
системою рiвнянь:




FΣ (xΣ, yΣ, zΣ,ϕ) = 0,

∂F

∂ϕ
(xΣ, yΣ, zΣ,ϕ) = 0.

(1.3)

Рiшення системи рiвнянь (1.3) дає рiвняння шуканої спряженої по-
верхнi.

У тому випадку, коли сполученi поверхнi є двопараметричними по-
верхнями, що залежать вiд двох параметрiв φ i ϕ, система рiвнянь, що

17Жан Фавар (фр. Jean Favard; 28 серпня 1902 - 21 сiчня 1965) – французький математик.
Його роботи 1920-х - 1940-х рокiв зробили великий вплив на розвиток теорiї функцiй
та теорiї наближень.

18Aminov Y. Differential Geometry and Topology of Curves (B. Verkin Institute for Low
Temperature Physics and Engineering of the National Academy of Sciences, Kharkiv,
Ukraine). Amsterdam : Gordon and Breach Science Publishers, 2000. 342 p.
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описує спряжену поверхню набуває бiльш складного вигляду:




F (x,y,z,ϕ,φ) = 0,
∂F

∂ϕ
(x,y,z,ϕ,φ) = 0,

∂F

∂φ
(x,y,z,ϕ,φ) = 0.

(1.4)

Викладений метод є класичним методом диференцiальної геометрiї,
який розглядає задачу визначення спряжених поверхонь, як окремий
випадок вирiшення системи рiвнянь не торкаючись питань формоутво-
рення реальної деталi на верстатi.

Тобто не враховуючи нi кiнематичну схему верстату, нi кiнематику
взаємних рухiв iнструмент-деталь.

1.1.2.2. Метод Гохмана
Першим аналiтичним методом, розробленим безпосередньо для по-

шуку спряжених поверхонь реальних деталей, є метод запропонований
у 1886 роцi Х. I. Гохманом19, який започаткував аналiтичну теорiю про-
сторових зачеплень20.

Згодом аналiтична теорiя зачеплення була розвинена Н.I. Колчiним21,
А.Ф. Миколаєвим22 , М. Є. Єрьохiним23, Я. С. Довидовим24 та iншими.

19Гохман Хаїм Iєгудович (21.01.1851, Дрогичин Гроднен. губ., – 17.01.1916, Одеса) –
математик, механiк. Доктор приклад. математики (1890). Закiн. Новорос. унiверситет
в Одесi (1876). У 1881–83 – у наук. вiдрядженнi за кордоном; 1883–86 – iнспектор
(зав. учбової частини) Житомир. євр. учител. iнституту; вiд 1887 – приват-доцент
кафедри механiки Новорос. унiверситету (з перервою). Заклав основи сучас. аналiт.
теорiї зачеплень; створив iнж. методи розрахунку та проектування зубчастих зачеплень,
розвинув теорiю кiнематич. пар; дослiдив структуру та вивiв заг. рiвняння механiзмiв.
Один iз засн. (1876) Матем. вiддiл. Новорос. товариства природознавцiв, чл. Одес.
вiддiл. Рос. тех. товариства.
https://esu.com.ua/article-31638 Професори Одеського (Новоросiйського) унiверситету:
Бiографiчний словник: У 4 т. 2-е вид., О., 2005. [Дата звернення: 12.06.2024].

20Гохман Х. I. Теория зацеплений, обобщенная и развитая путем анализа // Зап. Император.
Одеського унiверситету. 1887. Т. 45.

21Колчiн Н. I. Аналiтичний розрахунок плоских та просторових зачеплень. Теорiя передач
та машин. Одеський полiтехнiчний iнститут. 1949. 42 с.

22Миколаєв А. Ф. Дiаграма гвинта та її застосування до визначення спряжених поверхонь.
Труди семiнару з теорiї машин та механiзмiв. НАН України. 1950. Т. 37 АН С. 52–160.

23Єрьохiн М. Є. Метод послiдовного огинання. Механiка машин, НАН України. 1972, вип.
№ 31-32. С. 12–52.

24Давидов Я. С. Про одне узагальнення методу Олiв’є для утворення спряжених поверхонь
у зубчастих передачах. Теорiя передач та машин. Одеський полiтехнiчний iнститут.
1963. Т. 3.
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В основу свого методу Гохман поклав двi теореми, якi вiн назвав
"... способами вiднайдення спряжених поверхонь за Олiв’є25 ..." , i
сформулював їх у наступному виглядi26:�
�

�



"... двi поверхнi, пов’язанi третьою, можуть бути, за
певних умов, пов’язанi мiж собою..."

�
�

�



"... поверхнi, що взаємоогинають у вiдносному русi,
сполучаються мiж собою ..."

Сформульованi теореми, дозволили Гохману суттєво спростити ма-
тематичну сторону визначення спряжених поверхонь. Вiдповiдно до
методу Гохмана, шукане рiвняння лiнiї контакту записується у виглядi
системи двох рiвнянь




F1 (x1,y1,z1) = 0,

∂FΨ
∂xΨ

·
∂xΨ
∂ϕ
+
∂FΨ
∂yΨ

·
∂yΨ

∂ϕ
+
∂FΨ
∂zΨ
·
∂zΨ
∂ϕ
= 0,

(1.5)

де
xΨ = xΨ (xΣ,yΣ,zΣ,ϕ) ,
yΨ = yΨ (xΣ,yΣ,zΣ,ϕ) ,
zΨ = zΨ (xΣ,yΣ,zΣ,ϕ) .

У цьому випадку, шукана пов’язана поверхня визначається безпосе-
редньо в системi координат пов’язаної з шуканою поверхнею.

Порiвняно з методом класичної диференцiальної геометрiї, метод
Гохмана дозволив значно спростити розрахунки, проте суть методу
залишилася незмiнною. Обидва методи надзвичайно громiздкi та їм
притаманнi такi недолiки:

– у бiльшостi випадкiв, досить складно визначити якi точки спряже-
них поверхонь, вступають у взаємний контакт. Можна говорити
тiльки про те, що для деякої вiдомої поверхнi iснує певна пов’язана
поверхня;

25Olivier T. Théorie géométrique de l’engrenage. Paris, 1842.
26Гохман Х. I. Теорiя зачеплень, узагальнена та розвинена шляхом аналiзу. Одеса, 1886.

123 с.
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– неможливо, за видом знайденої сполученої поверхнi, виявити мо-
жливi порушення умов формоутворення. Тiльки вирiшення зворо-
тної задачi формоутворення, дозволяє визначити виникає поруше-
ння умов формоутворення спряжених поверхонь чи нi.

1.1.2.3. Кiнематичний метод
Недосконалiсть методiв диференцiальної геометрiї спонукала низку

авторiв шукати бiльш простi та бiльш iнформативнi методи визначення
спряжених поверхонь.

Незалежно один вiд одного Камус27 та Кормак28 сформулювали умову
взаємного торкання спряжених поверхонь, у виглядi "... умови взаємно-
го розташування вiдносної швидкостi руху точок торкання спряжених
поверхонь, та їх загальної дотичної площини ...".

Аналогiчна умова була сформульована Я.С. Давидовим29 як ". . . тео-
рема про рiвнiсть складових абсолютної швидкостi спряжених поверхонь
у кожному точцi їх взаємного дотику. . . " .

Кiнематичне формулювання, умови торкання пов’язаних поверхонь,
покладено також i в основу поняття "... характеристичної конгруенцiї
кривих ...", введеного в теорiю визначення спряжених поверхонь Д. М.
Гузевiчим30.

В основу методу пошуку спряженої поверхнi, було покладено узагаль-
нене формулювання умови торкання спряжених поверхонь у наступному
виглядi (Ф.Л. Литвин31), "...в точцi торкання спряжених поверхонь, яка
повинна бути звичайною, вектор швидкостi вiдносного руху повинен
лежати в плоскостi, що стосується до поверхонь, що сполучаються...",
що математично виражається залежнiстю

n · v = 0, (1.6)

де n – вектор нормалi до загальної дотичної площини, в точцi
взаємного дотику до спряжених поверхонь;

27Camus, C.-E.-L., “Sur la figure des dents des rouës, et des ai les des pignons, pour rendre les
horloges plus parfaites,” 1733

28Cormac, P., A Treatise on Screws and Worm Gear, Their Mills and Hobs, Chapman & Hall,
Ltd., London, 1936, 138 p.

29Давидов Я.С. Неевольвентнi зачеплення. Теорiя та розрахунок зубчастих передач. 1948.
Т. 7. С. 62–98.

30Гузевич Д. М. Метод конгруенцiй теоретично вищих кiнематичних пар. Вiсник iнженерiв
та технiкiв Харкiв. пол. iнс-т., № 3, 1941.

31Литвин Ф. Л. Теорiя зубчастих зачеплень. Теорiя та розрахунок зубчастих передач.
1951. Т. 2. С. 25–47.
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v – вектор нормалi до загальної дотичної плоскостi, в точцi
взаємного дотику до спряжених поверхонь.

При такому формулюваннi умови взаємного торкання лiнiя контакту
спряжених поверхонь знаходилася iз спiльного рiшення рiвнянь




r = r
(
u.q

)
,

n · v = 0.
(1.7)

Вектор r розглядався як двопараметрична вектор-функцiя, що описує
вiдому поверхню, що знаходиться у взаємному дотику.

Запропонований метод дозволив значно спростити розрахунковий бiк
задачi формоутворення гвинтових поверхонь. Його подальший розви-
ток був спрямований на вдосконалення способу визначення вектора v
вiдносної швидкостi, зокрема – без використання поняття про миттєвi
осi обертання при гвинтовому русi, що знайшло своє вiдображення в
роботах В.А. Шишкова32 та Д. Лi33.

Пiзнiше, кiнематичний метод теорiї формоутворення гвинтових по-
верхонь використовували при дослiдженнi:

– кривини огинаючої двопараметричного сiмейства поверхонь зуб-
частих зачеплень (Н.Н. Крилов34);

– параметрiв верстатного зачеплення, при якому вiдсутнє пiдрiзуван-
ня зубiв (I. I. Дусєв35);

– умови торкання просторового зачеплення поверхонь, що оберта-
ються навколо осей, що перетинаються, але не лежать в однiй
спiльнiй площинi (С. П. Радзевич36).

Поява електронних обчислювальних машин дозволила розширити
коло задач, аналiтичного профiлювання, що реалiзуються чисельними

32Шишков В.А. Елементи кiнематики утворення та зачеплення зубчастих передач. Теорiя
та розрахунок зубчастих передач, ЛОНIТОМАШ, № 6, Краматорськ, 1948.

33Lee J. M. Riemannian Manifolds An Introduction to Curvature. Washington : Department of
Mathematics University of Washington Seattle, 1950. 243 p.

34Крилов Н. М. Теорiя зачеплення огинальних двопараметричного сiмейства поверхонь.
Технологiя та органiзацiя виробництва. Київ, № 12, 1963. С. 24-37.

35Дусєв I. I. Пiдрiзання зубiв зубчастих колiс при нарiзуваннi. Технологiя та органiзацiя
виробництва. Київ, № 6, 1965. С.18-27.

36Радзевич С.П. Формоутворення поверхонь деталей. Основи теорiї : Монографiя. – Київ :
Растан, 2001. – 593 с.
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методами. Внесок у розвиток цього напряму зробили I.I. Котов37, Ф. Л.
Литвин38, В. I. Гольтфарт39, Г. I. Шевельова40 та вченi Японiї 41.

Працями Б. А. Перепелицi42 (Харкiвський полiтехнiчний iнститут,
Україна) розроблено метод профiлювання iнструменту з використанням
апарату багатопараметричних вiдображень, що стало новим напрямом у
розвитку визначення сполучених поверхонь в iнструментальному виро-
бництвi.

Слiд вiдзначити роботи М.Д. Златопольського43 в яких як математи-
чний апарат для вирiшення задач формоутворення гвинтових поверхонь,
використовується гвинтове обчислення. Якщо векторне обчислення опе-
рує з поняттям спрямованого вiдрiзка, то гвинтове обчислення оперує з
поняттям гвинта (афiнора), що дозволяє вирiшувати задачi пов’язанi з
гвинтовими поверхнями в надзвичайно компактнiй формi.

1.1.2.4. Проблеми кiнематичного методу
У той же час, застосування кiнематичного методу пов’язане з певними

труднощами, зумовленими неоднозначнiстю результату, коли знайдена
поверхня може виявитися внутрiшню сторону спряженої поверхнi.

Це випливає iз самої умови контакту – нормаль n до поверхнi i вектор
v вiдносної швидкостi повиннi бути взаємно перпендикулярнi. Але, як
вони взаємно орiєнтованi у просторi нiяк не враховується.

37Математичнi способи задання та побудови технiчних форм поверхонь. Автореф. ... д-за
техн. наук. – Тбiлiсi : ТБНI. – 1983. – 48 с.

38Литвин Ф.Л. Визначення огинаючих лiнiй контакту взаємоогинаючих поверхонь. Вiстi
ВНЗ, Математика, 1973 № 10. С. 17-25.

39Гольдфарт В. I., Нєсмєлов I. Л. Рацiональний пiдхiд до вирiшення завдань огинання. Сб.
Механiка машин, НАН України вип. 61, 1983. С. 32-47.

40Shevelyova G. Theory of shape formation and contact of moving bodies. London : Peter
Harrington Rate Books, 2017. 496 p.

41Заявка № 59-152043 (Японiя). Спосiб розрахунку просторової траєкторiї перемiщення
iнструменту. / Кiсi Хадзiмото, Секi Санєкi, Фанаку Кiсо. – Заявл. 17.02.1983, № 58-
25187, опубл. 30.08.1984. МКI В23 Q 15/00. D 23 Q 21/00.
Заявка № 60-48244 (Японiя). Спосiб призначення траєкторiї обробки складних повер-
хонь . / Кiсi Хадзiмото, Секi Санєкi, Фанаку Маку. МКI D 23Q 15/00/ G 05 B 19/403 –
Заявл. 29.08.83, № 58-157431, опубл. 15.03.85.

42Перепелиця Б.А. Вiдображення афiнного простору в теорiї формоутворення поверхонь
рiзанням – Харкiв, Вища школа, 1981. 152 с.; Перепелиця Б.А. Рiзальнi iнструменти
як афiннi рiзноманiття. Харкiв, Рiзання та iнструмент, 1976, вип. 16, С. 36-40.;
Перепелиця Б.А. Про системи параметрiв вiдображення афiнного простору. Харкiв,
Прикл. геометрiя та iнж. графiка. 1977, вип. 1, С. 6-7.

43Златопольський М.Д. Основи гвинтової теорiї просторових зачеплень. Таллiнський
технiчний унiверситет (ТТУ) (ест. Tallinna Tehnikaülikool TTÜ) вип. 25, 1953. С. 18-32.
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Рис. 1.1. Одностороннi поверхнi:
а – поверхня Мебiуса;
б – поверхня Клейна

У той же час, формоутвореннi по-
верхнi (за винятком поверхонь Мебiуса
i Клейна рис. 1.1) мають двi сторони –
внутрiшню та зовнiшню. В силу цього
напрямок нормалей n до двох сторiн
поверхнi в кожнiй її точцi колiнеарний,
але взаємно протилежний. При цьому
умова контакту спряжених поверхонь
тобто - взаємна перпендикулярнiсть ве-
кторiв нормалi n i швидкостi v , вико-
нується при двох взаємно протилежних
напрямках вектора нормалi i вектора
вiдносної швидкостi.

Таким чином, умовi контакту (n · v = 0) можуть задовольняти чотири
варiанти взаємного розташування векторiв n i v . Як наслiдок цього,
можливе отримання чотирьох рiшень рiвняння контакту, з яких тiльки
одне вiдповiдає реальнiй схемi формоутворення поверхнi деталi на
верстатi. З трьох варiантiв, що залишилися, – два варiанти, вiдповiдають
обробцi поверхнi деталi з її внутрiшньої сторони, тобто з матерiалу
деталi, а третiй – вiдповiдає взаємному руху деталi i iнструмента "задом
на перед".

При цьому встановити, який iз чотирьох варiантiв розв’язання умови
контакту (n · v = 0) вiдповiдає реальнiй схемi формоутворення, а який нi
– без вирiшення зворотної задачi формоутворення практично неможливо.

Отже, кiнематичний метод визначення спряжених поверхонь має
наступнi проблеми.

Проблема 1
Багатоварiантнiсть умови взаємної перпендикулярностi нормалi n до

поверхнi i швидкостi v вiдносного руху, яка вiдповiдає чотирьом схемам
формоутворення з яких тiльки одна схема вiдповiдає обробцi деталi на
верстатi, а решта три нереальнi. При цьому встановити в ходi вирiшення
задачi пошуку спряженої поверхнi, який з варiантiв рiшення дiйсний, а
який уявний – практично неможливо.

Проблема 2
Для переважної бiльшостi кiнематичних схем формоутворення гвин-

тових поверхонь, умова взаємного дотику (n · v = 0) виражається транс-
цендентним рiвнянням, яке має нескiнченну кiлькiсть рiшень з перiодом
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близьким до 2π, величина якого непередбачено змiнюється вiд однiєї
точки рiшення до iншої.

Проблема 3
Неможливо, на стадiї визначення спряженої поверхнi (початкової

iнструментальної поверхнi) визначити не тiльки чисельну величину
вiдхилення формоутвореної поверхнi вiд номiнальної, а й визначити чи
будить це вiдхилення взагалi чи нi.

Проблема 4
Для того щоб визначити iснування вiдхилення формоутвореної по-

верхнi вiд номiнальної необхiдно вирiшити "зворотну задачу" формоутво-
рення, яка має тi ж проблеми, що i пряма задача визначення спряженої
поверхнi.

1.2. Способи представлення поверхонь

Iснуючи способи представлення поверхонь можна роздiлити на ана-
лiтичнi та дискретнi [6].

При аналiтичних способах, поверхня задається однiєю або декiлькома
функцiональними залежностями, якi дозволяють визначити положен-
ня довiльної точки поверхнi та її локальнi диферецiально-геометричнi
характеристики.

Дискретний метод завдання поверхнi, подiляється на два принципово
рiзних класи:

– представлення поверхнi сукупнiстю окремих вiдсiкiв, поверхня
яких описується своєю функцiональною залежнiстю.

– чисельне представлення поверхнi числовим масивом координат
точок (реперною сiткою).

1.2.1. Аналiтичнi способи представлення поверхнi

Аналiтичне представлення поверхнi зручно використовувати в тих
випадках, коли представлена поверхня допускає ковзання "самої по собi",
що характерно для гвинтових поверхонь. У цьому випадку, достатньо
визначити функцiональною залежнiстю, якусь лiнiю, що належить цiй
поверхнi (твiрну лiнiю). Тодi поверхню в цiлому можна представити, як
сукупнiсть послiдовних положень твiрної лiнiї.

Перевагою аналiтичного способу представлення поверхнi є простота
визначення характеристик її локальної геометрiї – дотичнi, нормалi i

– 23 –



кривина. Однак, якщо поверхня є складною та не допускає руху "самої
по собi", то визначення єдиної функцiональної залежностi для всiєї
поверхнi стає досить складним завданням.

Серед аналiтичних способiв представлення поверхнi можна видiлити
такi: матричний, векторний, параметричний, у явнiй i не явнiй формi,
локальними вiдсiками, апроксимацiя сплайнами.

Застосування того чи iншого способу представлення поверхнi визна-
чається характером розв’язуваної задачi формоутворення.

1.2.1.1. Матричний спосiб представлення поверхнi
Матричний спосiб представлення поверхнi найбiльш широко застосо-

вується на етапi безпосереднього формоутворення поверхнi деталi на
верстатах з ЧПК так як:

– обчислювальнi системи сучасних верстатiв з ЧПК заснованi на
матричному обчисленнi, що дозволяє вводити данi про формоутво-
рення без будь-якої попередньої адаптацiї;

– дозволяє математично просто i апаратно швидко здiйснювати опе-
рацiї лiнiйного перетворення простору, якими супроводжується
процес формоутворення на багатокоординатних верстатах.

Спочатку, поверхня параметризується двома параметрами (u,v), гео-
метричний образ яких являють собою систему координат, яка належить
дослiджуваної поверхнi. У цьому випадку довiльна точка M (u,v) поверх-
нi однозначно переноситься на систему координат {u,v}.

На другому етапi представлення поверхнi, вводять базис {e1,e2,e3}
зображення 3D простору. Тодi матрична форма представлення поверхнi
остаточно набуває вигляду

[r] =



e1 (u,v)
e1 (u,v)
e1 (u,v)

1



=
[

e1 (u,v) , e1 (u,v) , e1 (u,v) , 1
]T
. (1.8)

Як правило, базис {ei } : (i = 1,2,3) визначає ортогональну систему
координат, для якої справедливi наступнi умови:

e1 · e2 = 0, e1 · e3 = 0, e2 · e3 = 0,

e1 × e2 = e3, e1 × e3 = e2, e2 × e3 = e1, (1.9)

|e1 | = 1, |e2 | = 1, |e3 | = 1.
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При матричному способi представлення поверхнi, дотичнi до поверх-
нi визначаються, як дотичнi до координатних лiнiй

[
∂r
∂u

]
=



∂e1
∂u

(u,v)

∂e2
∂u

(u,v)

∂e3
∂u

(u,v)

1



,

[
∂r
∂v

]
=



∂e1
∂v

(u,v)

∂e2
∂v

(u,v)

∂e3
∂v

(u,v)

1



. (1.10)

Положення нормалi N до поверхнi визначається як результат операцiї
тензорного множення матриць, що визначають напрям дотичних до
координатних лiнiй u i v

[N] =

[
∂r
∂u

]T
⊗

[
∂r
∂u

]
=

=



∂e2
∂u

(u,v) ·
∂e3
∂v

(u,v) −
∂e3
∂u

(u,v) ·
∂e2
∂v

(u,v)

∂e3
∂u

(u,v) ·
∂e1
∂v

(u,v) −
∂e1
∂u

(u,v) ·
∂e3
∂v

(u,v)

∂e1
∂u

(u,v) ·
∂e2
∂v

(u,v) −
∂e2
∂u

(u,v) ·
∂e1
∂v

(u,v)



. (1.11)

Недолiком матричного способу представлення поверхнi є те що:

– математичний змiст матрицi залежить вiд розташування ортiв
базису ei : (i = 1, 2, 3), тобто вiд досвiду розробника;

– матричний спосiб подання поверхнi, не має наочностi подання
геометричних образiв, що ускладнює процес аналiзу умов формо-
утворення.

Слiд зазначити, що формоутворення гвинтових поверхонь на верста-
тах з числовим програмним керуванням можливе, проте нi економiчне
i технологiчно не виправдано. З економiчної точки зору, вартiсть вер-
стата з ЧПК незрiвнянно вища за вартiсть фасонного iнструменту, що
застосовується для обробки гвинтової поверхнi.

При цьому з технологiчного боку мiкрогеометрiя поверхнi обробленої
на верстатi з ЧПК сферичними фрезами вкрай незадовiльна i вимагає
подальшої опрацювання. Тому, в даний час, формоутворення гвинтових
поверхонь здiйснюється переважно спецiальним фасонним iнструментом,
який забезпечує високу продуктивнiсть i якiсть обробленої поверхнi.
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1.2.1.2. Векторний спосiб представлення поверхнi
При векторному способi представлення поверхнi вона представля-

ється (задається) радiус-вектором r, що залежить вiд двох параметрiв
(u,v)

r = r (u,v) . (1.12)

Геометрично параметри (u,v) є зображенням координатних лiнiй, не
обов’язково прямолiнiйних i не обов’язково ортогональних. Важливо,
що у системi криволiнiйних координат {u,v} поверхня є двовимiрної,
оскiльки однозначно визначається лише двома координатними лiнiями
(u,v).

Напрямок двох векторiв k(M )
u (u,v) i k(M )

v (u,v), дотичних до лiнiй
координатної сiтки в довiльнiй точцi M , можна визначити як

k(M )
u (u,v) =

∂r
(
u,v (M )

)
∂u

,

k(M )
v (u,v) =

∂r
(
u(M ),v

)
∂v

.

(1.13)

Тодi нормаль n у точцi M визначається як результат векторного
добутку двох дотичних векторiв k(M )

u (u,v) i k(M )
v (u,v)

n(M ) (u,v) = k(M )
u (u,v) × k(M )

v (u,v) =

=
∂r

(
u,v (M )

)
∂u

×
∂r

(
u(M ),v

)
∂v

. (1.14)

Якщо мiж параметрами u i v iснує функцiональний взаємозв’язок
виду u = u(v) або u = t v = v(t), то вектор нормалi n до поверхнi у
довiльнiй точцi M набуває вигляду

n(M ) =
∂r

(
u(M ) (t) ,v (t)

)
∂v

∂v (t)
∂t

×
∂r

(
u (t) ,v (M ) (t)

)
∂u

∂u (t)
∂t

. (1.15)

Iнструментальне виробництво характеризуються наявнiстю повер-
хонь складної форми, тобто таких, що не допускають ковзання “самих по
собi”. В цьому випадку поверхню розбивають на кiлька k : (k = 1, 2, 3 ...)
"простих" вiдсiкiв. Для кожного вiдсiку вводиться iндивiдуальна система
координат {uk,vk), яка дозволяє досить просто представити конкретний
вiдсiк поверхнi iндивiдуальним радiус-вектором rk (uk,vk ).
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Пiсля опису всiх вiдсiкiв поверхнi її "збирають воєдино" у базисi
{ei } : (i = 1, 2, 3), єдиному для всiєї поверхнi. Практично це означає пере-
хiд вiд кiлькох двовимiрних систем координат

{
uk,vk

}
: (k = 1, 2, 3 . . .)

до однiєї тривимiрної системи {e1,e2,e3}. Процес "збирання" зазвичай на-
зивають синтезом поверхнi. У цьому випадку радiус-вектор r (ei) точки
M поверхнi набуває вигляду

r (ei) =

= e1 · e1
(
uk,vk

)
+ e2 · e2

(
uk,vk

)
+ e3 · e3

(
uk,vk

)
=

=

3∑
i−1

ei · ei
(
uk,vk

)
. (1.16)

Вiдповiдно вектор нормалi n(ei) набуде вигляду

n (ei) =
∂r (ei (u,v))

∂u
×
∂r (ei (u,v))

∂v
, (i = 1,2,3) . (1.17)

Векторна форма представлення поверхнi оперує з наочними геоме-
тричними об’єктами i лiнiйно-кутовими величинами (довжина, вiдстань,
нахил, площа, швидкiсть та iн.), тому вона найбiльш часто застосову-
ється на стадiї дослiдження умов формоутворення i характеру дотику
пов’язаних поверхонь.

Недолiком векторної форми подання поверхнi є:

– складнiсть, а найчастiше i неможливiсть, описати однiєї вектор-
функцiєю складну поверхню, яка не допускає ковзання "самою по
собi";

– залежнiсть виду вектор-функцiї вiд орiєнтацiї базису.

У той же час, поєднання цилiндричної системи координат i векторно-
го числення дозволяє дуже просто i наочно уявити будь-яку гвинтову
поверхню (поверхню загального типу).

1.2.1.3. Параметричний спосiб подання поверхонь
Якщо на поверхню нанести координатну сiтку (u,v) то незалежно вiд

просторової форми цiєї поверхнi, кожна точка M поверхнi однозначно
визначатиметься двома координатами (u,v) двовимiрного простору.

Отже, при переходi вiд двовимiрного простору u,v до тривимiрного
простору ортогонального базису e1,e2,e3, коли точка M поверхнi визна-
чається проекцiями вектора r(M )

{ei }
(u,v) на вiдповiднi орти {ei } : (i = 1,2,3)
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тривимiрного простору отримаємо:

e1 = e1
(
r(M )
{ei }

(u,v)
)
= e1 (u,v) ,

e2 = e2
(
r(M )
{ei }

(u,v)
)
= e2 (u,v) ,

e3 = e3
(
r(M )
{ei }

(u,v)
)
= e3 (u,v) .

(1.18)

Таким чином, параметричний спосiб представлення поверхнi можна
розглядати, як розгорнуту форму запису векторного способу представле-
ння поверхнi, коли оперують не з вектором, а з його компонентами по
ортах ортогонального базису {ei } : (i = 1,2,3) .

При параметричному способi представлення поверхнi координатнi
лiнiї (u,v) матимуть три компоненти для кожного з напрямкiв (u,v)

∂e1
∂u
=
∂e1
∂u

(u,v) ,
∂e1
∂v
=
∂e1
∂v

(u,v) ,

∂e2
∂u
=
∂e2
∂u

(u,v) ,
∂e2
∂v
=
∂e2
∂v

(u,v) , (1.19)

∂e3
∂u
=
∂e3
∂u

(u,v) ,
∂e3
∂v
=
∂e3
∂v

(u,v) .

У цьому випадку нормаль до поверхнi у довiльнiй точцi M можна
визначити як:

e1 − e(M )
1

��������

∂e2
∂u

∂e3
∂u

∂e2
∂v

∂e3
∂v

��������

=
e2 − e(M )

2

��������

∂e3
∂u

∂e1
∂u

∂e3
∂v

∂e1
∂v

��������

=
e3 − e(M )

3

��������

∂e1
∂u

∂e2
∂u

∂e1
∂v

∂e2
∂v

��������

. (1.20)

Параметричний спосiб подання поверхнi, використовується в основ-
ному, як частина векторного способу подання поверхнi:

– на стадiї контролю результатiв дослiджень умов формоутворення;

– на стадiї перетворення векторних величин у їх чисельнi уявлення,
для безпосереднього здiйснення механiчної обробки на верстатi;

– при орiєнтацiї рiзального iнструменту на верстатах з ЧПК.

Недолiки параметричного способу представлення поверхнi - тi ж, що
й у векторного:

– складнiсть вибору функцiональної залежностi;

– залежнiсть математичного подання результатiв вiд орiєнтацiї бази-
су прийнятої системи координат.
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1.2.1.4. Явне та неявне представлення поверхнi
Представлення поверхнi в явнiй формi є окремим випадком параме-

тричного представлення, коли складовi по двох ортах {e1, e2} тривимiр-
ного простору, вказуються в явному виглядi, а складова по третьому
орту {e3}, задається функцiональною залежнiстю

e1 = e1,

e2 = e2,
e3 = e3 (e1, e2) ,




⇒

e1 = u,

e2 = v,

e3 = e3 (u,v) .

(1.21)

Якщо поверхня задана в явнiй формi, то нормаль до неї в точцi M
визначається рiвнянням

e1 − e(M )
1

∂e3
∂e1

=
e2 − e(M )

2

∂e3
∂e2

=
e3 − e(M )

3

−1
. (1.22)

При неявному способi уявлення поверхнi вона виражається функцiо-
нальною залежнiстю типу

f (e1, e2, e3) = 0. (1.23)

В цьому випадку нормаль до поверхнi визначається залежнiстю

e1 − e(M )
1

f (e1, e2, e3)
∂e1

=
e2 − e(M )

2

f (e1, e2, e3)
∂e2

=
e3 − e(M )

3

f (e1, e2, e3)
∂e3

. (1.24)

Слiд зазначити, що обидва способи подання поверхнi (явний та неяв-
ний) використовуються рiдко. Основною причиною цього є громiздкiсть
математичних перетворень, особливо при використаннi на верстатах з
ЧПК якi орiєнтованi на матричний спосiб обчислення.

1.2.1.5. Подання поверхнi локальними вiдсiками
У тому випадку, коли представлення складної поверхнi однiєю фун-

кцiональною залежнiстю не можливе, поверхню фрагментують на окремi
вiдсiки, кожен з яких представляється бiльш простою функцiональною
залежнiстю, нiж вся поверхня в цiлому.

Подання поверхнi вiдсiками найчастiше здiйснюється простими по-
верхнями другого (рiдше третього) порядку. Зазвичай це:
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– цилiндрична поверхня – чи площина загального виду;

– цилiндричний парабол або цилiндричний гiперболоїд;

– поверхня обертання – куля, конiчна, елiпсоїд обертання;

– гiперболоїд – односмуговий, двопорожнинний;

– параболоїд – елiптичний, гiперболiчний.

Представлення складної просторової поверхнi вiдсiками площин спо-
чатку використовувалося тiльки при чорновiй обробцi, проте останнiм
часом воно стало застосовуватися на операцiях фiнiшного формоутво-
рення складних поверхонь, таких як оптичнi елементи навiгацiйної
апаратури та свiтлотехнiчних приладах.

Застосування цилiндричної поверхнi, для апроксимацiї окремих вiдсi-
кiв, обумовлено способом утворення цилiндричної поверхнi, яка утворю-
ється рухом прямої лiнiї (утворювальної) паралельно самiй собi i ковзає
по деякiй напрямнiй кривiй.

В окремому випадку, коли напрямна є плоскою лiнiєю, у якостi
апроксимуючої цилiндричної поверхнi, використовують елiптичний, па-
раболiчний44 або гiперболiчний цилiндр45.

Напрямною елiптичного цилiндра служить елiпс, а твiрна (пряма лi-
нiя) перпендикулярна до площини елiпса. Рiвняння елiптичного цилiндра
у просторi ортогонального базису {ei } : (i = 1, 2, 3) має вигляд

(e1)2

a2
+

(e2)2

b2
= 1. (1.25)

Напрямною параболiчного цилiндра служить парабола

(e2)2 = 2pe1, (1.26)

де p – вiдстань вiд фокусу параболи до директриси. При цьому твiрна
перпендикулярна до орта {e3} базису {ei } : (i = 1, 2, 3).

При використаннi гiперболiчної поверхнi для подання вiдсiку, як
направляюча служить парабола

(e1)2

a2
−

(e2)2

b2
= 1. (1.27)

44Параболiчний цилiндр – цилiндрична поверхня другого порядку, для якої напрямною
служить парабола. Її отримують при перемiщеннi твiрної прямої по напрямнiй параболi.
Тодi слiдом вiд перемiщення прямої параболi буде параболiчний цилiндр.

45Гiперболiчний цилiндр — поверхня другого порядку, напрямною для якої служить
гiпербола. Гiперболiчний цилiндр отримується при перемiщеннi гiперболи по прямiй.
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Слiд зазначити, що замiна вiдсiку поверхнi цилiндричною поверхнею,
зручна не тiльки математичною простотою реалiзацiї, а й простотою
реалiзацiї iнструменту (зазвичай рiзального).

При апроксимацiї цилiндричною поверхнею, твiрна може бути вiд-
творена як лiнiя – це дозволяє використовувати один i той же рiзальний
елемент для формоутворення цилiндричних поверхонь утворених рiзни-
ми твiрними, якi займають рiзне положення в просторi. Зрештою, це
сприяє скороченню номенклатури iнструменту, що застосовується.

Апроксимацiя поверхнi вiдсiку конiчної поверхнею використовується
тiльки в тому випадку, якщо сама поверхня є конiчною. Однак конiчнi
перерiзи (тобто слiд перетину конуса i площини) використовуються
досить часто. Це пояснюється тим, що в залежностi вiд їх взаємного
розташування, слiдом перетину буде – елiпс, парабола або гiпербола.

Розглянутi вище способи апроксимацiї, використовуються при описi
простих поверхонь, якi допускають рух "самих по собi".

При формоутвореннi складних поверхонь, що не допускають цього ру-
ху, для апроксимацiї окремих вiдсiкiв використовують вiдсiки поверхонь
обертання – елiпсоїд, гiперболоїд, параболоїд.

Перевагою елiпсоїда

(e1)2

a2
+

(e2)2

b2
−

(e3)2

c2
= 1 (1.28)

є те, що в залежностi вiд спiввiдношення величин пiвосей a,b,c елiпсоїд
можна трансформувати в рiзнi геометричнi образи: точка → куля →
елiпсоїд → цилiндр → площина. Ця обставина зумовила його широке
застосування для апроксимацiї вiдсiкiв складних поверхонь.

У тому випадку, коли апроксимацiя елiпсоїдом не забезпечує необхi-
дної точностi представлення поверхнi, використовуються односмуговий
гiперболоїд

(e1)2

a2
+

(e2)2

b2
−

(e3)2

c2
= −1 (1.29)

та двосмуговий гiперболоїд

(e1)2

p
+

(e2)2

q
= 2e3. (1.30)

Аналогiчну сферу застосування, хоч i значно рiдше, має елiптичний
параболоїд

(e1)2

p
−

(e2)2

q
= e3,

(
p, q > 0

)
. (1.31)
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Слiд зазначити, що всi розглянутi вище способи апроксимацiї вiдсiку
поверхнi (цилiндр, елiпс, конус, гiперболоїд) в якостi апроксимувальної
поверхню 2-го порядку використовують поверхню додатної Гаусової
кривини.

У тому випадку, коли вихiдна поверхня має вiд’ємну Гаусову кривину,
вiдсiки на якi вона фрагментується, доцiльно апроксимувати також
поверхнею вiд’ємної кривини. Серед поверхонь 2-го порядку поверхнею
з вiд’ємною Гаусовою кривиною, є гiперболiчний параболоїд, який є
рiвнянням

(e1)2

2p
−

(e2)2

2q
= e3,

(
p, q > 0

)
. (1.32)

Гiперболiчний параболоїд має двi особливостi:

– перетин гiперболiчного параболоїда площиною дає параболу або
гiперболу, залежно вiд напрямку, через який проходить сiчна пло-
щина;

– будучи поверхнею другого порядку гiперболiчний параболоїд, в
той же час є лiнiйною поверхнею, яка може бути утворена однiєю
прямою лiнiєю.

Це дозволяє вiдносно просто реалiзувати його на верстатах з ЧПК,
використовуючи конструктивно простий однолезовий iнструмент.

Недолiком всiх способiв представлення поверхнi сукупнiстю локаль-
них вiдсiкiв є нестикування на межах сумiжних вiдсiкiв, що призводить
до появи ребер та розривiв поверхнi.

Що стосується гвинтових поверхонь, їх зручнiше представляти не ло-
кальними вiдсiками, а локальними стрiчками. В цьому випадку гвинтова
поверхня нiби виклеюється стрiчками, що йдуть вздовж осi поверхнi.
При цьому торцевий перетин таких стрiчок можна окреслити дугою
кола, що iстотно спрощує як математичну сторону вирiшення завдань
формоутворення, так i технологiю виготовлення рiзального iнструменту.

1.2.1.6. Апроксимацiя сплайнами
Останнiм часом, для представлення складних поверхонь, коли межi

вiдсiкiв є просторовими кривими, у яких не тiльки кривина, але й
крутiння не дорiвнюють нулю, застосовується апроксимацiя бiкубiчними
сплайнами.

У цьому випадку вiдсiк представляється шматком поверхнi, яка
обмежена межами, довжина кожної прийнята рiвною одиницi. Вектор-
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функцiя r(u,v), що описує вiдсiк поверхнi бiкубiчним сплайном пред-
ставляється як сума полiномiв третього ступеня i має вигляд

r (u, v) = a00 + a01v + a02v
2 + a03v

3+

+ a10u + a11u · v + a12uv2 + a13uv3+

+ a20u2 + a21u2 · v + a22u2v2 + a13u2v3+

+ a30u3 + a31u3 · v + a32u3v2 + a32u3v3. (1.33)

або у бiльш компактному виглядi

r (u,v) =
3∑
i=0

3∑
j=0

ai juiv j . (1.34)

При такому способi завдання поверхнi вiдсiку, що стосуються ко-
ординатних лiнiй (u,v) визначаються шляхом наступних математичних
перетворень. Точка поверхнi описується рiвнянням

r (u,v) =
3∑
i=0

3∑
j=0

(
ai juiv j

)
=

3∑
i=0

3∑
j=0



*.
,

n∏
q=1

aq
ij

+/
-

uiv j


(1.35)

або у розгорнутому виглядi

3∑
i=0

3∑
j=0



*.
,

n∏
q=1

aq
ij

+/
-

uiv j

=

=
*.
,

n∏
q=1

aq
00 +

n∏
q=1

aq
01v +

n∏
q=1

aq
02v

2 +

n∏
q=1

aq
03v

3+/
-
+

+
*.
,

n∏
q=1

aq
10u +

n∏
q=1

aq
11vu +

n∏
q=1

aq
12v

2u +
n∏

q=1

aq
13v

3u+/
-
+

+
*.
,

n∏
q=1

aq
20u2 +

n∏
q=1

aq
21u2v +

n∏
q=1

aq
22u2v2 +

n∏
q=1

aq
23u32v3

+/
-
+

+
*.
,

n∏
q=1

aq
30u3 +

n∏
q=1

aq
31u3v +

n∏
q=1

aq
32u3v2 +

n∏
q=1

aq
33u3v3

+/
-
. (1.36)
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Виносячи параметр u за дужки отримаємо

3∑
i=0

3∑
j=0



*.
,

n∏
q=1

aq
ij

+/
-

uiv j

=

=
*.
,

n∏
q=1

aq
00 +

n∏
q=1

aq
01v +

n∏
q=1

aq
02v

2 +

n∏
q=1

aq
03v

3+/
-
+

+
*.
,

n∏
q=1

aq
10 +

n∏
q=1

aq
11v +

n∏
q=1

aq
12v

2 +

n∏
q=1

aq
13v

3+/
-

u+

+
*.
,

n∏
q=1

aq
20 +

n∏
q=1

aq
21v +

n∏
q=1

aq
22v

2 +

n∏
q=1

aq
23v

3+/
-

u2+

+
*.
,

n∏
q=1

aq
30 +

n∏
q=1

aq
31v +

n∏
q=1

aq
32v

2 +

n∏
q=1

aq
33v

3+/
-

u3. (1.37)

Отриманий вираз можна представити як добуток векторiв та ортого-
нальної матрицi

r (u,v) =
[

u3 u2 u 1
]
·

·



∏n
q=1 aq

00

∏n
q=1 aq

01

∏n
q=1 aq

02

∏n
q=1 aq

03∏n
q=1 aq

10

∏n
q=1 aq

11

∏n
q=1 aq

12

∏n
q=1 aq

13∏n
q=1 aq

20

∏n
q=1 aq

21

∏n
q=1 aq

22

∏n
q=1 aq

23∏n
q=1 aq

30

∏n
q=1 aq

31

∏n
q=1 aq

32

∏n
q=1 aq

33



·



v3

v2

v

1



. (1.38)

Тодi остаточно у згорнутому виглядi отримаємо

r (u,v) =
[

u3 u2 u 1
]
·



n∏
q=1

an
q


·

[
v3 v2 v 1

]T
. (1.39)

Таким чином, напрямок дотичних до координатних лiнiй (u,v) визна-
чатиметься рiвняннями

[
∂r

∂u

]
=

[
3u 2u 1 0

]
·



n∏
q=1

an
q


·

[
v3 v2 v 1

]T
, (1.40)
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[
∂r

∂v

]
=

[
u3 u2 u 1

]
·



n∏
q=1

an
q


·

[
3v 2v v 1

]T
. (1.41)

Апроксимацiя вiдсiкiв поверхнi сплайнами, дозволяє представити
початкову поверхню практично будь-якої форми, але сам спосiб має
наступнi недолiки:

– апроксимацiя вiдсiкiв поверхнi сплайнами, пов’язана зi значним
обсягом обчислення, коли загальна кiлькiсть коефiцiєнтiв, що опи-
сують сплайн, досягає кiлькох тисяч;

– апроксимацiя сплайном може бути виконана лише за наявностi
опорних точок реперної сiтки поверхнi.

В iнструментальному виробництвi сплайн-апроксимацiя отримала
поширення не як спосiб представлення поверхнi, а при визначеннi
профiлю гвинтової поверхнi або профiлю початкової iнструментальної
поверхнi.

1.3. Чисельнi методи подання поверхнi

У сучасному машинобудуваннi поверхнi деталей складної форми
найбiльш часто задаються координатами опорних точок у тривимiрно-
му ортогональному базисi (реперною сiткою). Як правило це поверхнi
отриманi методами чисельних розрахункiв, або в результатi проведе-
ння дослiджень з оптимiзацiї експлуатацiйних характеристик об’єктiв
обмежених цими поверхнями.

1.3.1. Iнтерполювання поверхнi

Геометрична iнформацiя про поверхню, задану дискретними зна-
ченнями її координат, може бути отримана на основi чисельного iн-
терполювання мiж вузлами реперної сiтки. Подання поверхнi методом
iнтерполяцiї має двi основнi переваги

– при iнтерполюваннi значення iнтерполяцiйного функцiоналу зав-
жди збiгається зi значеннями реперних точок;

– чисельнi значення координат поверхнi в ортогональному 3D про-
сторi можна представити у явнiй формi у виглядi тривимiрної
матрицi, тому iнтерполяцiя бiльш рацiонально нiж апроксимацiя.
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При iнтерполюваннi поверхня розглядається в деякiй околицi точки
Mi, j, яка приймається за опорну, базову точку. Тодi положення довiльної
точки поверхнi визначається як результат iнтерполювання по одному

з напрямкiв (u або v) як M ���
i=Var

j=Const
або M ���

i=Const

j=Var
. Якщо необхiдно

визначити положення точки M ���
i=Var

j=Var
, його знаходять як середнє

M ���
i=Var

j=Var
=

1

2

(
M ���

i=Var

j=Const
+ M ���

i=Const

j=Var

)
. (1.42)

1.3.1.1. Iнтерполювання колом
Найбiльш простим способом iнтерполювання, є iнтерполювання ко-

лом яке проходить через три точки, коли координати (Xoi,Y oi)центру
кола радiуса R визначаються з вирiшення системи рiвнянь




(xi − Xoi)2 + (yi − Y oi)2 = R2
i ,

(xi−1 − Xoi)2 + (yi−1 − Y oi)2 = R2
i ,

(xi+1 − Xoi)2 + (yi+1 − Y oi)2 = R2
i ,

(1.43)

де (Xi−1, Yi−1), (Xi , Yi) та (Xi+1, Yi+1) – координати трьох реперних точок
розташованих послiдовно у напрямку i. Аналогiчно можна визначити
параметри замiнного кола в напрямку j. Однак iнтерполювання колом
через три точки не забезпечує високої точностi.

1.3.1.2. Iнтерполювання степеневим полiномом
Застосування в якостi iнтерполюючої функцiї степеневого полiнома,

дозволяє значно пiдвищити точнiсть iнтерполювання [7]. При iнтер-
полюваннi на основi рiвномiрної реперної сiтки з постiйним кроком
h = Const використовуються iнтерполяцiйнi формули46 Стiрлiнга47, Бес-
селя48, Еверетта, Стеффенсена49.

46Ушаков Р., Гайштудт О., Шамович О. Математика : Довiдник. Україна, Лiтера ПДТ, 2018.
624 с. ; Шинкарик М. I. Вища математика. Тернопiль : Вид-во Карп’юка„ 2003. 480 с.

47Джеймс Стiрлiнг (англ. James Stirling, травень 1692 - 5 грудня 1770) - шотландський
математик.

48Фрiдрiх Вiльгельм Бессель (нiм. Friedrich Wilhelm Bessel; 22 липня 1784, Мiнден - 17
березня 1846, Кенiгсберг) - нiмецький математик i астроном, учень Карла Фрiдрiха Гау-
са. Iноземний член Лондонського королiвського товариства (1825), Паризької академiї
наук (1840; кореспондент з 1816).

49Джордж Стефенсон (англ. George Stephenson; 9 червня 1781, Уїлем - 12 серпня 1848, Че-
стерфiлд) – англiйський винахiдник, iнженер-механiк. Винайшов паровоз. Вважається
одним iз “батькiв” залiзниць.

– 36 –



Достатньо зручною є iнтерполяцiйна формула Стiрлiнга

Pn (x0 + th) = y0 + tδy0 +
t2

2
δ3y0 + . . .

. . . +
t
(
t2 − 1

)
. . .

(
t2 − (n − 1)2

)
(2n − 1)!

δ2n−1y0+

+
t2

(
t2 − 1

)
. . .

(
t2 − (n − 1)2

)
(2n)!

δ2ny0, (1.44)

де t =
x − x0

h
, δk – центральна кiнцева рiзниця порядку k.

Має широке застосування iнтерполяцiйна формула Ньютона

Pn (x0 + th) = y0 + t∆y0 +
t (t − 1)

2
∆2y0 + . . .

. . . +
t (t − 1) · · · (t − n + 1)

n!
∆ny0, (1.45)

де ∆ – кiнцева рiзниця порядку k.

Зауваження. При виборi тiєї чи iншої форми математичної реалiзацiї
методiв iнтерполяцiї треба мати на увазi, що їх математичнi iнтер-
претацiї у рiзних довiдниках iнколи мають досить значну рiзницю.
Тому для практичної роботи доцiльно застосовувати найбiльш
зручну у кожному конкретному випадку.

При нерiвномiрному розташуваннi вузлiв реперної сiтки застосовую-
ться методи, що базуються на положеннях теорiї роздiлених рiзниць50.
Найчастiше, для iнтерполювання по нерiвномiрно розташованим вузлам
реперної сiтки, застосовують полiном Лагранжа

L (x) =
n∑

k=0

f (xi) li (x) , (1.46)

f (xi) = yi , (1.47)

li (x) =
(x − x0) (x − x1) · · · (x − xi−1) (x − xi+1) · · · (x − xn)

(xi − x0) (xi − x1) · · · (xi − xi−1) (xi − xi+1) · · · (xi − xn)
.

(1.48)

50Роздiлена рiзниця – узагальнення поняття похiдної. Роздiлена рiзниця нульового порядку
функцiї – сама функцiя.
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Або спосiб Ньютона, який представляє iнтерполяцiйний багаточлен у
виглядi полiнома

N (x) = f (x0) +
n−1∑
i=0

Bi

1∏
k=0

(x − xk ) , (1.49)

Bi = f (x0, . . . .xi) =
f (xi−1 − xi) − f (x0 − xi−1)

xi − x0
. (1.50)

Обидва способи дозволяють iнтерполяцiя за будь-якою кiлькостi
вузлiв n довiльно розташованої сiтки.

1.3.1.3. Iнтерполяцiя за Ейткеном
У тих випадках, коли вид iнтерполюючого полiнома не має значення,

застосовується iнтерполяцiя за методом Ейткена51. Його суть полягає в
послiдовному обчисленнi функцiї y(x) у довiльно розташованих вузлах,
без явної побудови iнтерполяцiйної функцiї.

Остаточний результат знаходять шляхом послiдовних iтерацiй52:

y (x, x0, x1) =
1

x − x0

������

y0 x0 − x

y1 x1 − x

������
, (1.51)

y (x, x0, x2) =
1

x2 − x0

������

y0 x0 − x

y2 x2 − x

������
, (1.52)

y (x, x0, x1, x2) =
1

x2 − x1

������

y (x,x0,x1) x1 − x

y (x,x0,x2) x2 − x

������
i так далi. (1.53)

Метод Ейткена дозволяє зробити висновки про характер процесу
iнтерполювання. Якщо значення функцiї y(x, x0, x1, . . .) змiнюються
монотонно, можна говорити про достатню достовiрнiсть результатiв
iнтерполювання, i навпаки. Обчислення припиняють, коли сусiднi iтера-
цiйнi значення мають однакову кiлькiсть рiвних знакiв.

51Aitken, Alexander (1926). "On Bernoulli’s numerical solution of algebraic
equations". Proceedings of the Royal Society of Edinburgh. 46: 289–305.
doi:10.1017/S0370164600022070.

52Достатньо зрозумiлий приклад використання методу Ейткена можна знайти у довiднику
Бронштейн I.М., Семендяєв К.А. Довiдник з математики для iнженерiв та учнiв ВНТЗ.
1967. 607 с. на сторiнках 574-575.
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1.3.1.4. Iнтерполяцiя сплайнами
Загальним недолiком розглянутих методiв iнтерполювання є насту-

пне:

– при iнтерполяцiї полiномами на великих вiдрiзках збiльшується
похибка iнтерполювання;

– iнтерполяцiйна крива на кiнцях вiдрiзка iнтерполювання набуває
хвилеподiбного характеру.

У зв’язку з цим останнiм часом при описi поверхонь складної форми
широко застосовується сплайн-iнтерполювання. У загальному випадку
глобального iнтерполювання, при нерiвномiрно розташованих вузлах
реперної сiтки, сплайн-iнтерполяцiйна формула має вигляд

s (x) = −si−1
(x − xi)2

6hi
+ si

(xi − xi−1)2

6hi
+

+ yi

(
yi

hi
−

sihi
6

)
(x − xi−1) −

(
yi−1

hi
−

sihi
6

)
(x − xi) (1.54)

де параметр hi дорiвнює

hi = zi − xi−1, (i = 0, 1, 2, . . . , n) . (1.55)

Коефiцiєнти si (i = 0, 1, 2, . . . , n) сплайну s(x) визначаються з розв’я-
зання системи рiвнянь:

si−1
hi
6
+ si

hi − hi−1
3

+ si+1
hi+1
6
=

yi+1 − yi

hi+1
−

yi − ui+1
hi

, (1.56)

s0 = sn = 0, (i = 0, 1, 2, . . . , n) . (1.57)

У разi локального сплайн iнтерполювання, iнтерполяцiйна формула
набуває вигляду:

slok =
(xi+1 − x)2 (2 (x − xi) + hi)

(hi)3
yi +

+
(x − x + i)2 (2 (xi+1 − xi) + hi)

(hi)3
yi+1 +

+
(xi+1 − x)2 (x − xi)

(hi)3
mi +

+
(x − xi)2 (x − xi+1)

(hi)3
mi+1, (1.58)
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де коефiцiєнти mi та hi знаходяться як:

mi =
yi+1 − yi−1

2hi
, (1.59)

hi = xi+1 − xi+1 (i = 1, 2, 3, . . . , n − 1) . (1.60)

При чисельному поданнi поверхнi тривимiрним масивом координат
(x,y,z) iнодi застосовується iнтерполювання за двома параметрами одно-
часно. Зазвичай у таких випадках використовується чотири або шiсть
вузлiв реперної сiтки. При iнтерполюваннi по чотирьох вузлах поверхня
вiдображається функцiональною залежнiстю виду

f (x, y) = (1 − p)
(
1 − q

)
f0,0+

+ p
(
1 − q

)
f1,0 + q (1 − p) f0,1 + pq f1,1 , (1.61)

p =
x − x0
x1 − x0

, q =
y − y0

y1 − y0
. (1.62)

Точнiше iнтерполювання виконується по шести вузлах реперної сiтки.
Iнтерполяцiйна формула в цьому випадку має вигляд

f (x, y) =
q

(
q + 1

)
2

f0, −1 +
p (p − 1)

2
f−1, 0 +

+
(
1 + pq + p2 + q2

)
f0, 0 +

p
(
p − 2q + 1

)
2

+

+
q

(
q − 2p + 1

)
2

f0, 1 + pq f1,1. (1.63)

Загальним недолiком всiх методiв iнтерполювання є:

– залежнiсть достовiрностi представлення поверхнi вiд частоти ре-
перної сiтки;

– неоднозначнiсть результатiв iнтерполювання, якi залежать вiд кiль-
костi розрахункових точок;

– вплив напрямку ходу iнтерполювання (зростання-зменшення), i
розташування базової точки в рядi реперних точок (початок-середина-
кiнець) на результати розрахункiв.
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1.3.2. Локальна геометрiя поверхнi представленої реперною
сiткою

Для поверхнi представленої реперною сiткою53 положення дотичної
i нормалi визначається чисельними методами. У найбiльш простому
випадку iнтерполювання колом, що проходить через три точки, дотична
k визначається, як перпендикуляр до радiусу замiнного кола

k =
������

y −yc

xc −x

������
. (1.64)

Нормаль n визначається як результат векторного добутку

n = ku × kv (1.65)

або як сума векторiв R колiнеарних радiусам кiл, що замiнюють поверх-
ню та проходять через дослiджувану точку M поверхнi

n = Ru +Rv . (1.66)

Важливо, що при iнтерполяцiї реперної сiтки колом, модуль дотичних
i нормалей не характеризують нiякi властивостi поверхнi, оскiльки пiсля
апроксимуваннi колом, реальна поверхня замiнюється частиною кулi,
тобто, зовсiм iншою поверхнею.

Якщо реперна сiтка визначена з досить дрiбним кроком, i поверхня,
що представляється нею, має незначну кривину, то можливе визначення
дотичної площини як площини, яка проходить через три точки A, B i C
реперної сiтки у виглядi визначника

���������

xA − xB yA − yB zA − ZB

xC − xB yC − yB zC − zB
x − xB y − yB z − zB

���������

= 0. (1.67)

В даному випадку параметри x, y, z – це координати довiльної точки
M , що належить площинi, проведеної через три репернi точки A, B i C.

53Репернi точки – це спецiальний знак, який використовується у нiвелiрнiй мережi. У
перекладi з французької репер – початкова точка, позначка. Реперна мережа подiбна до
гiгантської сiтцi з координатами по якiй встановлюють точне положення об’єктiв.
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Тодi нормаль n до площини в точцi M буде визначатися як

n =



nx

ny
nz



=
[

nx ny nz
]T
, (1.68)

nx =

������

yC − yB zC − zB
y − yB z − zB

������
, (1.69)

ny =
������

xC − xB zC − zB
x − xB z − zB

������
, (1.70)

nz =
������

xC − xB yC − yB

x − xB y − yB

������
. (1.71)

Визначення напрямку дотичної до поверхнi, на основi трiйки репер-
них точок, не забезпечує високої точностi, а також не враховує характер
локальної геометрiї поверхнi в околицi дослiджуваної точки M .

Ближче до дiйсного розташування дотичної можна отримати при
використаннi роздiлених рiзниць iнтерполювання. Однак останнiм ча-
сом, чисельнi методи знаходять все бiльше застосування особливо при
використаннi обробних центрiв, оснащених ЕОМ.

1.4. Класифiкацiя iнструмента для обробки
гвинтових поверхонь

В даний час iснує два основних способи формоутворення гвинтових
поверхонь, кожен з яких можна охарактеризувати використанням певного
виду iнструменту:

– формоутворення гвинтових поверхонь на верстатах з ЧПК з вико-
ристанням унiверсального iнструменту, зазвичай сферичної фрези;

– формоутворення гвинтових поверхонь на унiверсальних верстатах
з використанням спецiального фасонного iнструменту.

Сучаснi верстати з ЧПК дозволяють одним iнструментом обробляти
фасонну поверхню будь-якої форми i розмiрiв, проте при цьому процес
формоутворення на верстатах з ЧПК мало продуктивний i не забезпечує
необхiдної якостi поверхнi.

Це зумовлено тим, що унiверсальний iнструмент (сферична фреза) як
правило, контактує з номiнальною поверхнею деталi тiльки в точцi. В
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результатi цього необхiдно багаторазове повторення проходiв iнструмен-
та. В iншому випадку поверхня деталi є чергуванням гребiнцiв i канавок,
що повторюють перемiщення iнструмента.

Зменшення кроку подачi частково вирiшує цю проблему, проте при
цьому знижується продуктивнiсть обробки. Тому формоутворення гвин-
тових поверхонь на верстатах з ЧПК iз застосуванням унiверсального
iнструменту поширення не отримало.

При формоутвореннi гвинтових поверхонь на унiверсальних верста-
тах (токарної або фрезерної групи) використовується вiдносно дорогий i
складний фасонний iнструмент.

У переважнiй бiльшостi випадкiв такий iнструмент має лiнiйний
контакт з номiнальною поверхнею деталi, що дозволяє формоутворювати
її за рахунок руху подачi. В результатi цього процес формоутворення є
високопродуктивним i забезпечує високу якiсть обробленої поверхнi.

Таким чином, у роботi розглядається лише фасонний iнструмент для
гвинтових поверхонь, який можна класифiкувати за табл. 1.1.

Табл. 1.1. Класифiкацiя iнструменту
Iнструмент Рух заготованки Рух iнструмента Вiдносний рух

Дисковий Поєднання
рiвномiрного
поступального
та рiвномiрного
обертального

Обертання
вiдносно
нерухомої осi,
що не перетинає
вiсь заготовки

Гвинтовий

Кiнцевий Поєднання
рiвномiрного
поступального
та рiвномiрного
обертального

Обертання
вiдносно
нерухомої осi
перетинає вiсь
заготовки

Гвинтовий

Обкатний Рiвномiрне
обертання

Поєднання
рiвномiрного
поступального
та рiвномiрного
обертального

Гвинтовий

Черв’ячний Рiвномiрне
обертання

Рiвномiрне
обертання та
поступальне
вздовж осi
заготiвлi

Гвинтовий

Отже, маємо такi типи iнструментiв;

– дисковий фасонний iнструмент (дисковi фрези, абразивнi круги);
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– кiнцевий фасонний iнструмент (кiнцевi фрези, абразивнi голiвки);

– фасонний обкатний iнструмент (обкатнi рiзцi, зуботочiння);

– черв’ячнi фрези (зуборiзнi та для неевольвентного профiлю).

Слiд також вiдзначити точiння гвинтових поверхонь фасонними рiз-
цями – метричнi рiзьби, ходовi гвинти, черв’яки передач. Однак, врахо-
вуючи простоту профiлювання рiзцiв для їх обробки, в данiй роботi цей
спосiб формоутворення гвинтової поверхнi не розглядається.

1.5. Висновки

Проведений аналiз iсторiї та основних положень сучасної теорiї
формоутворення, зокрема методiв знаходження сполученої (спряженої)
поверхнi та способiв подання (представлення) поверхнi деталi, дозволяє
зробити наступнi висновки.

Наявнi методи визначення сполученої поверхнi орiєнтованi на чисто
геометричне рiшення задачi формоутворення i не дозволяють на ста-
дiї визначення сполученої поверхнi встановити, якi точки початкової
iнструментальної поверхнi (ПIП) будуть формотворчими, а якi будуть
виконувати тiльки чорнову роботу з видалення припуску.

Наявнi методи визначення сполученої поверхнi не дозволяють на
стадiї визначення ПIП встановити не лише чисельну величину вiдхиле-
ння формоутвореної поверхнi вiд номiнальної, а й встановити дiлянку
поверхнi, де вона виникає.

Наявнi способи представлення поверхнi не вiдображають технологi-
чної сторони утворення поверхнi на верстатi.

Подальшим розвитком теорiї формоутворення поверхонь є розробка
таких методiв визначення сполучених поверхонь, якi дозволяли б на
стадiї пошуку ПIП, визначити характер можливих вiдхилень формоутво-
реної поверхнi деталi вiд номiнальної, а також встановити чисельну
величину цього вiдхилення.

Окремим напрямком розвитку способiв представлення поверхонь
є розробка такого способу, який би враховував технологiчнi сторони
обробки деталi на верстатi.
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2. ТЕОРIЯ ФОРМОУТВОРЕННЯ
ГВИНТОВИХ ПОВЕРХОНЬ

Мiнiмальним геометричним елементом, за допомогою сукупностi
яких може бути задана поверхня довiльної форми, є точка [8]. Однак,
такi геометричнi поняття як нормаль, кривина, дотична i ряд iнших
параметрiв, що визначають локальну геометрiю поверхнi, до точки не
застосовуються.

Тому зручнiше розглядати поверхню як сукупнiсть лiнiй, що належать
данiй поверхнi. При цьому самi лiнiї, що утворюють поверхню, можна
розглядати як траєкторiй точок, що рухаються у просторi за вiдомим
законом.

2.1. Представлення поверхнi сукупнiстю
траєкторiй

Теоретично, форма траєкторiй точок, сукупнiсть яких утворює по-
верхню, може бути довiльною, однак кожна твiрна траєкторiя повинна
належати дослiджуванiй поверхнi. У загальному випадку, поверхню
можна представити як сукупнiсть нескiнченно великої кiлькостi не по-
вторюваних, не iдентичних одна однiй траєкторiй утворених точками, якi
здiйснюють невпорядкованi рухи. Проте бiльш доцiльним є утворення
регулярної сукупностi траєкторiй, як результату одноманiтного формува-
ння траєкторiй, що й покладено основою дослiджень викладених у цiй
роботi.

При цьому важливо вiдзначити, що траєкторiї утворюють поверхню
(називатимемо їх утворюючими траєкторiями) можуть мати рiзну форму
для однiєї i тiєї ж поверхнi.

Наприклад, площину можна розглядати як сукупнiсть або прямих
лiнiй, або дуг кiл, або елiпсiв.

Гвинтову поверхню можна розглядати як сукупнiсть торцевих пе-
рерiзiв, тобто траєкторiй точок, що рухаються по гвинтовiй поверхнi
перпендикулярно її осi, або як сукупнiсть гвинтових траєкторiй точок,
що рухаються вздовж осi гвинтової поверхнi.
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Незважаючи на те, що кожне з цих сiмейств траєкторiй утворено
рiзними формою лiнiями, всерединi кожного сiмейства вони мають
загальний характер.

З погляду формоутворення поверхонь є доцiльним за траєкторiй що
утворюють поверхню, приймати такi траєкторiї, якi б певною мiрою
характеризували форму всiєї поверхнi, i в той же час були б досить
простими кривими. Що стосується гвинтових поверхонь, такими трає-
кторiями можуть бути гвинтовi траєкторiї точок, що належать торцевому
перерiзу.

Вибiр гвинтових траєкторiй як лiнiй, що представляють гвинтову
поверхню, має ряд переваг перед лiнiями iншого типу. Розглянемо їх
докладнiше.

З точки зору процесу формоутворення гвинтової поверхнi на верстатi,
гвинтова траєкторiя має ту перевагу, що, по-перше, практично завжди
збiгається з рухом подачi, а по-друге, її форма досить повно характеризує
гвинтову поверхнi. Зокрема, один з основних параметрiв гвинтової
поверхнi, її крок.

Не менш важливими властивостями гвинтовi траєкторiї (лiнiї) мають i
з точки зору теорiї поверхонь, тому що пiдпадають пiд клас геодезичних
лiнiй, якi мають ряд властивостей, а саме:

– є найкоротшими;

– фронтальними;

– i найпрямiшими на гвинтовiй поверхнi.

Найкоротша
Властивiсть геодезичної лiнiї як найкоротшої показує, що будь-
яка досить мала дуга геодезичної лiнiї, є найкоротшою лiнiєю на
поверхнi мiж двома довiльними точками.

З погляду технологiї обробки деталi на верстатi – властивiсть геодези-
чної лiнiї як найкоротшої, вiдповiдає найкоротшiй траєкторiї iнструмен-
та, за якої можлива обробка деталi, тобто найбiльшої продуктивностi.

Особливо важливим це є при формуваннi гвинтових поверхонь диско-
вим або кiнцевим iнструментом, коли рух подачi iнструмента вiдносно
деталi є гвинтовим.

Фронтальна
Властивiсть геодезичної лiнiї вказує, що дотична до неї завжди
збiгається з напрямком ковзання поверхнi самої по собi.
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З точки зору технологiї виготовлення ця властивiсть геодезичної лiнiї
(гвинтової траєкторiї) дозволяє утворювати гвинтовi поверхнi методом
видавлювання.

З погляду теорiї профiлювання, властивiсть геодезичної лiнiй як
таких що ковзають самi по собi, дозволяє використовувати поняття про
"ковзаннi поверхонь самих собою", введене професором Родiним П.Р. в
теорiю профiлювання iнструменту, i значно спростити процес пошуку
сполучених поверхонь.

Найпрямiша
Властивiсть геодезичної лiнiї як найпрямiшої вказує, що нор-
маль до поверхнi збiгається з площиною геодезичної лiнiї, що
стикається.

З погляду теорiї формоутворення, це дозволяє досить просто визначи-
ти такi геометричнi параметри гвинтової поверхнi як дотична, нормаль,
кривина, якi є базою для дослiдження характеру дотику сполучених
(спряжених) поверхонь.

Висновки
Враховуючи викладене вище, в подальших дослiдженнях, що проводя-

ться в данiй роботi, будемо представляти гвинтову поверхню сукупнiстю
гвинтових траєкторiй окремих точок, що належать її торцевому перерiзу
i має розглянутi вище властивостi геодезичних лiнiй.

Зауваження. У той же час слiд зазначити, що це не виключає можли-
востi представлення поверхнi сукупнiстю лiнiй або траєкторiй
iншого характеру, яка найбiльше узгоджується з формою поверхнi,
що утворюється, або особливостями кiнематичної схеми формо-
утворення.

2.2. Достовiрнiсть уявлення та щiльнiсть
утворення номiнальної поверхнi

При поданнi (представленнi, задавання) поверхнi у виглядi сiмейства
траєкторiй окремих точок виникає питання про повноцiннiсть уявлення
поверхнi1.

Можна стверджувати, що чим ближче одна до одної розташованi
утворюючi траєкторiї, тим повнiше представлена поверхня. У той же

1Тобто повноти визначення всiх параметрiв гвинтової поверхнi, яку задають сiмейством
траєкторiй.
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час слiд зазначити, що при однiй й тiй-же самiй вiдстанi мiж сусiднiми
траєкторiями, достовiрнiсть представлення рiзних вiдсiкiв поверхнi не
однакова i залежить вiд її форми.

Наприклад, якщо представленаповерхня є площиною, то для її пов-
ного уявлення досить двох утворюючих лiнiй, розташованих на проти-
лежних кiнцях (сторонах) площини.

У той же час, представлення складної поверхнi зi значними змiнами
форми (наприклад, скульптурнi), за допомогою кiнцевої, навiть дуже
великiй сукупностi траєкторiй, може бути недостатньою.

У зв’язку з цим доцiльно запровадити критерiй достовiрностi уявлен-
ня (представлення) поверхнi.

2.2.1. Критерiй достовiрностi

Пiд достовiрнiстю ℵ представлення поверхнi будемо розумiти, вiд-
ношення довжини sT прямої лiнiї, що з’єднує двi точки на сусiднiх
утворюючих траєкторiях T i T ′, до довжини sN найкоротшої лiнiї, що
належить номiнальної поверхнi мiж цими точками рис. 2.1,а.

ℵ =
sT
sN

. (2.1)

Такий критерiй зручний тим, що при повному збiгу номiнальної
поверхнi i поверхнi представленої дискретною кiлькiстю утворюючих
траєкторiй, чисельне значення критерiю достовiрностi дорiвнюватиме
одиницi, а за наявностi вiдхилення (зазору) мiж поверхнями його значе-
ння буде менше одиницi.

Рис. 2.1. Критерiй достовiрностi

Слiд зазначити, що можливо декiлька варiантiв формулювання крите-
рiю достовiрностi подання поверхнi.

Так, можна використовувати величину вiдношення вiдстанi sT мiж
утворюючими траєкторiями, до найбiльшої вiдстанi h мiж номiнальною
поверхнею i поверхнею утвореною траєкторiями рис. 2.1,б.
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Однак таке визначення критерiю не зовсiм зручне, тому що при
повному збiгу поверхонь його чисельне значення виявляється рiвним
нескiнченностi. Якщо ж як критерiй брати зворотну величину, то повно-
му збiгу поверхонь вiдповiдає значення критерiю, що дорiвнює нулю. В
обох випадках це не зручно.

Iншим варiантом критерiю достовiрностi подання поверхнi за допомо-
гою утворюючих траєкторiй, може бути iнтегральний показник площi F
мiж кривими номiнальної поверхнi та тої що представляється у деякому
перерiзi рис. 2.1,в. Проте, вiн теж не дуже зручний, оскiльки результат
залежить вiд прийнятого масштабу лiнiйних вимiрiв, що призводить до
неоднозначностi чисельного значення критерiю.

Таким чином, можна стверджувати, що найбiльш доцiльно прийняти,
як критерiй достовiрностi представлення поверхнi, вiдношення довжини
sT прямої найкоротшої вiдстанi мiж точками, що належать сусiднiм
утворюючим траєкторiям T i T ′, до довжини лiнiї sN , яка належить
номiнальнiй поверхнi, проведеної мiж цими точками за формулою (2.1).

2.2.2. Критерiй щiльностi

Рис. 2.2. Критерiй щiльностi

Слiд вiдзначити, що критерiй ℵ
достовiрностi подання поверхнi на-
лежать бiльше до галузi теорiї дифе-
ренцiальної геометрiї нiж до виготов-
лення деталi.

Стосовно процесу реалiзацiї дета-
лi на верстатi, доцiльно використо-
вувати критерiй щiльностi < формо-
утворення поверхнi деталi (щiльно-
стi формотворчих траєкторiй) рис. 2.2.
Такий критерiй може мати якiсний ха-
рактер i використовуватися для визначення характеру змiни щiльностi
утворюючих траєкторiй, тобто, характеру змiни вiдстанi мiж двома сусi-
днiми траєкторiями за їхньої довжинi.

Чисельно, критерiй щiльностi< формоутворення поверхнi може бути
виражений як середня вiдстань мiж сусiднiми утворюючими траєкторiя-
ми, вiднесена до одиницi довжини

< =

1
n

∑
d

l
. (2.2)
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Подiбний критерiй характеризує певною мiрою технологiчну сторону
формоутворення поверхнi на верстатi i пов’язаний з рухом подачi. У
загальному випадку можливi такi види розподiлу щiльностi утворюючих
траєкторiй:

– постiйна – коли вiдстань мiж двома сусiднiми утворюючими трає-
кторiями не змiнюється на всiй поверхнi;

– зменшується (схожа) – коли вiдстань мiж сусiднiми траєкторiями
монотонно зменшується в напрямку руху твiрних точок за своїми
траєкторiями;

– збiльшується (розбiжна) – коли вiдстань мiж сусiднiми траєкторя-
ми монотонно збiльшується в напрямку руху утворюючих точок
за своїми траєкторiями;

– змiнна по всiй поверхнi – коли вся поверхня складається з вiдсiкiв
з рiзною щiльнiстю твiрних траєкторiй;

– змiнна по локальнiй дiлянцi – коли на поверхнi з незмiнним ха-
рактером щiльностi утворюючих траєкторiй, є локальнi дiлянки з
iншою щiльнiстю траєкторiй.

Враховуючи величину критерiю щiльностi формоутворення поверхнi
деталi на верстатi, можна, певною мiрою, керувати якiстю обробленої
поверхнi, вибираючи траєкторiї руху iнструмента таким чином, щоб
величина критерiю щiльностi була рiвномiрною по всiй поверхнi деталi.

2.3. Параметри гвинтової поверхнi

Гвинтова поверхня може бути представлена у рiзний спосiб. У той
же час, для розробки єдиних принципiв теорiї формоутворення гвин-
тових поверхонь, необхiдно використання єдиних параметрiв, що її
характеризують.

Ранiше було запропоновано представляти гвинтову поверхню, як су-
купнiсть гвинтових траєкторiй, кожна з яких має властивостi геодезичної
лiнiї. Вiдповiдно до цього, будемо в данiй роботi представляти гвинтову
поверхню сукупнiстю гвинтових траєкторiй точок, що належать цiй
поверхнi.

Гвинтовий рух для довiльної точки гвинтової поверхнi можна охара-
ктеризувати гвинтовим параметром p. Чисельно гвинтовий параметр p
може бути виражений по-рiзному.

З геометричної точки зору вiн дорiвнює вiдношенню довжини про-
екцiї l = f l (t) шляху пройденого точкою при її гвинтовому русi на
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вiсь гвинтової поверхнi, до величини кута ω = fω (t) на який точка
повернеться навколо осi гвинтового руху

p =
f l (t)
fω (t)

. (2.3)

З кiнематичного погляду, гвинтовий параметр можна представити, як
вiдношення проекцiї на вiсь W гвинтового руху вектора v швидкостi, з
якою точка рухається за траєкторiєю, до проекцiї вектора ω швидкостi
кутового руху на вiсь W . Тодi можна записати

p =

v ·W

|W|
ω ·W

|W|

=
v ·W

|W|
·
|W|

ω ·W
=

v ·W

ω ·W
. (2.4)

Якщо вектор W є вектором одиничної довжини, наведений вище
вираз можна записати у виглядi

p =
v

ω
, (2.5)

де v – чисельне значення швидкостi руху точки гвинтової
поверхнi вздовж її осi

ω – чисельне значення швидкостi кутового обертання то-
чки при гвинтовому русi.

Якщо гвинтова поверхня є поверхнею типу равлика, тобто змiнного
осьового i радiального кроку, то гвинтовий параметр такої поверхнi буде
рiзним у кожнiй її точцi. У цьому випадку його можна визначити як
функцiю вiд деякого параметра t

p (t) =

∂ fh (t)
∂t

∂ fω (t)
(t)

. (2.6)

Як параметр t можна приймати величину кута повороту точки гвин-
тової поверхнi, при її гвинтовому русi вздовж осi гвинтової поверхнi
мiж двома фiксованими положеннями точки.

У той же час, як параметр t можливо приймати час, що зручнiше,
тому що дозволяє встановити вiдповiднiсть мiж рiзними рухами, якi
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визначають схему формоутворення. При цьому, якщо рух точки збiгає-
ться з спрямуванням осi W гвинтової поверхнi, то параметр t > 0, якщо
протилежно то t < 0.

У найбiльш простому випадку, коли гвинтова поверхня має постiй-
ний крок H, а гвинтовi траєкторiї її точок розташованi на вiдповiдних

цилiндрах, параметр гвинт дорiвнює p =
H
2π

.

З теоретичної точки зору не має значення, яке положення точки
гвинтової поверхнi приймати за початкове, при формуваннi гвинтової
траєкторiї. Однак бiльш зручним, буде приймати початкове положення
точок, що представляють гвинтову поверхню, в перерiзi перпендику-
лярному осi W гвинтового руху. У цьому випадку торцевий профiль
гвинтової поверхнi може бути заданий в полярних координатах, поляр-
ним радiус-вектором ρ i полярним кутом δ.

Введемо систему ортiв {e} : (e1, e2, e3) пов’язану з гвинтовою поверх-
нею деталi та орiєнтовану наступним чином:

– додатнiй напрямок орта e3 збiгається з додатнiм напрямом осi W
гвинтового руху (вiсь W гвинтової поверхнi), при цьому за дода-
тнiй напрямок гвинтового руху вважатимемо правий гвинтовий
рух;

– вихiдний торцевий перерiз гвинтової поверхнi збiгається з площи-
ною ортiв (e1, e2);

– полярний радiус-вектор ρ розташований у площинi ортiв (e1, e2),
його початок збiгається з точкою Oe початку системи ортiв {e}, а
кiнець iз розрахунковою точкою MT торцевого профiлю;

– полярний кут ω вiдраховується у напрямку проти руху годиннико-
вої стрiлки вiд орта е1 до радiуса вектора ρ розрахункової точки
MT .

У цьому випадку, положення точки M при її русi по гвинтовiй трає-
кторiї T , можна визначити вектором r

r =

���������

ρ cos (δ + t)
ρ sin (δ + t)

p t

���������

. (2.7)

Якщо профiль гвинтової поверхнi заданий в її осьовому перерiзi коор-
динатами e1 i e2, то полярнi координати i торцевого перерiзу гвинтової
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поверхнi можна визначити як:

p = e2 , δ =

����������

e3
p

при e3 > 0 ,

π

2
−

e3
p

при e3 < 0.

(2.8)

Вектор kr дотичний до гвинтової поверхнi в напрямку руху вздовж
гвинтової траєкторiї можна визначити як:

kr =
∂r (t)
∂t
=

�������

−ρ sin (δ + t)
ρ cos (δ + t)

p

�������
.

Вектор kT , дотичний до профiлю торцевого перерiзу гвинтової по-
верхнi, можна визначити як

kT =
�������

sinη
cosη
0

�������
( |kT | = 1) . (2.9)

де η – кут мiж напрямком орта e1 i додатнiм напрямом доти-
чного вектора kT , який вiдраховується проти годинни-
кової стрiлки вiд орта e1 до вектора kT .

Тодi вектор нормалi до гвинтової поверхнi у розрахунковiй точцi буде

n = kr × kT =

�������

−p sinη
p cosη

−ρ cos (δ + t) cosη − ρ sin (δ + t) sinη

�������
=

=

�������

−p sinη
p cosη

−ρ (δ + t − η)

�������
. (2.10)

Таким чином, знаючи профiль торцевого перерiзу гвинтової поверхнi
i гвинтовий параметр p можна визначити основнi параметри гвинтової
поверхнi для подальшого аналiзу умов формоутворення.

2.4. Параметри взаємного розташування
iнструмента та деталi

Для того щоб встановити взаємну орiєнтацiю деталi (заготованки) та
iнструмента, будемо використовувати двi системи координат: систему
{∆} – пов’язану з деталлю, та систему {Ψ} – пов’язану з iнструментом.
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Права система координат {∆} : (X∆Y∆Z∆) пов’язана з деталлю, орiєн-
тована щодо неї в такий спосiб. Вiсь Z∆ збiгається з ортом e3 i вiссю
гвинтового руху W . Додатнiй напрямок осi Z∆ збiгається з напрямком
правого гвинтового руху. Координатна площина (X∆Y∆) збiгається з
торцевим перетином гвинтової поверхнi.

Права система координат {Ψ} : (XΨYΨZΨ) пов’язана з iнструментом,
орiєнтована щодо нього наступним чином. Вiсь ZΨ збiгається з вiссю
обертання iнструмента. Напрямок осi ZΨ орiєнтований таким чином,
щоб для кiнцевого iнструменту орт zΨ осi ZΨ був спрямований вiд
деталi до шпинделя верстата. Для iнших типiв iнструменту напрям осi
ZΨ будемо вибирати таким, щоб кут мiж осями Z∆ та ZΨ був гострим,
тобто менше π/2 радiан.

Взаємну орiєнтацiю систем координат {∆} i {Ψ} будемо визнача-
ти найкоротшою вiдстанню d (або вектором d) мiж початками O∆ та
OΨ систем координат {∆} i {Ψ}, а також вiдповiдними кутами мiж
осями систем координат, залежно вiд конкретної кiнематичної схеми
формоутворення.

При формоутвореннi гвинтових поверхонь велике значення мають
вiдстань m мiж осями iнструмента та деталi, а також кут ε мiж ними.

У той же час, встановити загальнi рекомендацiї щодо вибору пара-
метрiв m i ε практично неможливо, оскiльки з одного боку їх величини
впливають на умови контакту деталi та iнструмента, що у свою чергу
залежить вiд профiлю гвинтової поверхнi деталi [9, 10]. А з iншого,
зачiпають конструктивнi та технологiчнi сторони, як виготовлення iн-
струменту так i процесу обробки деталi. Тому в подальших дослiдженнях
будемо встановлювати величини параметрiв m i ε виходячи з конкретної
схеми формоутворення.

2.5. Рухома поверхня у формоутвореннi

При вирiшеннi завдань формоутворення як iнструмент дослiдження
будемо використовувати деяку просторову поверхню, у загальному ви-
падку складної форми [11, 12, 13]. Позначатимемо її як Ω. Поверхню
Ω будемо зв’язувати з деталлю або iнструментом i перемiщати в просто-
рi деяким чином, що залежить вiд розв’язуваної задачi формоутворення.
Тому, надалi будемо називати її рухомою поверхнею Ω.

Розрiзнятимемо три види задачi формоутворення, залежно вiд мети
якої, рухома поверхня Ω буде пов’язана певним чином з деталлю або
iнструментом:
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– задача визначення профiлю початкової iнструментальної поверхнi
(ПIП);

– задача визначення профiлю рiзальної кромки рiзального елемента;

– задача визначення профiлю та умов формоутворення деталi iнстру-
ментом реалiзованим на базi вiдомої iнструментальної поверхнi.

Якщо завданням профiлювання є визначення профiлю початкової iн-
струментальної поверхнi, то рухому поверхню Ω спрощуємо до площини,
яка проходить через вiсь обертання iнструмента i дозволяє однозначно
встановити профiль початкової iнструментальної поверхнi.

Якщо завданням профiлювання буде визначення безпосередньо фор-
ми рiзальної кромки iнструмента, то в якостi рухомої поверхнi будемо
приймати поверхню, iдентичну переднiй або заднiй поверхнi зубця iн-
струмента.

Якщо завданням профiлювання буде визначення профiлю та умов
формоутворення деталi, iнструментом, реалiзованому на базi вiдомої
iнструментальної поверхнi, то в якостi рухомої поверхнi Ω будемо при-
ймати поверхню, iдентичну переднiй поверхнi рiзального елемента iн-
струменту, тобто поверхня в якiй розташована рiзальна кромка.

2.5.1. Визначення початкової iнструментальної поверхнi для
заданої гвинтової поверхнi

Розглянемо можливi варiанти розташування рухомої поверхнi при
визначеннi профiлю початкової iнструментальної поверхнi, для рiзних
схем формоутворення гвинтової поверхнi.

Дисковий iнструмент
Якщо кiнематична схема формоутворення вiдповiдає обробцi гвин-

тової поверхнi дисковим iнструментом2 рис. 2.3, то рухома поверхня
Ω може бути представлена площиною, яка проходить через вiсь ZΨ

обертання iнструмента.
Якщо врахувати, що гвинтова поверхня представлена сукупнiстю

гвинтових траєкторiй T , кожна з цих траєкторiй при обертаннi поверхнi
Ω навколо осi ZΨ опише на нiй деякий слiд q. Можна стверджувати, що
сукупнiсть слiдiв q всiх траєкторiй T на рухомiй поверхнi Ω буде хара-
ктеризувати профiль початкової iнструментальної поверхнi. У даному
випадку профiль iнструментальної поверхнi типу диск.

2Наприклад, дисковою фасонною фрезою або фасонним абразивним шлiфувальним
кругом.
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Рис. 2.3. Формоутворення дисковим iнструментом

Кiнцевий iнструмент
Для випадку формоутворення гвинтової поверхнi кiнцевим iнструмен-

том рис. 2.4, рухома поверхня Ω може проходити через вiсь обертання
ZΨ iнструмента, яка перетинає вiсь Z∆ гвинтової поверхнi.

Рис. 2.4. Формоутворення кiнцевим iнструментом

Необхiдно вiдзначити, що за такої схеми формоутворення, профiль
початкової iнструментальної поверхнi має бути симетричним вiдносно
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осi обертання iнструмента. Ця обставина накладає певнi обмеження на
розташування торцевого профiлю гвинтової поверхнi щодо осi обертання
iнструмента.

Цилiндричний iнструмент
У тому випадку, коли гвинтова поверхня формоутворюється за раху-

нок поступального руху iнструмента рис. 2.5, рухома поверхнi Ω може
бути орiєнтована перпендикулярно напрямку руху iнструмента.

Рис. 2.5. Формоутворення цилiндричним iнструментом

Черв’ячнi фрези
При обробцi гвинтових поверхонь черв’ячними фрезами, що вiдпо-

вiдає випадку нарiзання косозубих зубчастих колiс на зубофрезерному
верстатi, рузома поверхня Ω проходить через вiсь обертання iнструмен-
та ZΨ (фрези) обертаючись навколо неї, i одночасно з цим здiйснює
узгоджений поступальний рух рис. 2.6.

Незалежно вiд кiнематичної схеми формоутворення, профiль поча-
ткової iнструментальної поверхнi будемо визначати, як огинаючу Θ
до сiмейства слiдiв q утворених при перетинi рухомої поверхнi Ω з
траєкторiями T що представляють вiдому поверхню деталi.

У цьому випадку, профiль сполученої поверхнi визначатиметься, як
огинаюча Θ до сiмейства слiдiв q рис. 2.7, залишених гвинтовими трає-
кторiями T на рухомiй площинi Ω , при її русi вiдповiдно до прийнятої
схеми формоутворення. Тодi сама сполучена поверхня, може бути отри-
мана як слiд руху в просторi огинаючої ΘΨ.
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Рис. 2.6. Формоутворення черв’ячним iнструментом

Рис. 2.7. Огинаюча до сiмейства
слiдiв

Рис. 2.8. Формоутворення гвинтової
поверхнi

Незалежно вiд того, для яких iнструментiв здiйснюють пошук поча-
ткової iнструментальної поверхнi, за характером розташування слiдiв q,
щодо загальної огинаючої ΘΨ, можна встановити:

– чи будуть усi точки профiлю деталi формоутворенi чи нi;

– яка чисельна величина вiдхилення, формоутвореного профiлю в
дослiджуванiй точцi його поверхнi, вiд номiнального профiлю.

Розглянемо рис. 2.8, на якому зображено сiмейство слiдiв q у рухомiй
площинi Ω для реального випадку формоутворення гвинтової поверхнi
дисковим iнструментом.

– 58 –



На наведеному рисунку видно, що слiд q3 не торкається з огинаючої
ΘΨ. Отже, точка гвинтової поверхнi, якiй вiдповiдає цей слiд, не буде
контактувати з початковою iнструментальною поверхнею i, вiдповiдно
до цього, не буде формоутворена.

Таким чином, можна стверджувати, що в тому випадку, коли частина
слiдiв q не є дотичною до огинаючої – формоутворити задану гвинтову
поверхню, без вiдхилення вiд номiнальної форми, неможливо.

Визначимо чисельну величину вiдхилення формоутвореної поверхнi
вiд номiнальної. Розглянемо слiд q3, що не є дотичним до огинаючої
ΘΨ. Цей слiд q3, який можна розглядати, як слiд руху точки гвинтової
поверхнi щодо осьового профiлю початкової iнструментальної поверхнi.

У цьому випадку вiдстань вiд точок слiду q до огинаючої ΘΨ безпе-
рервно змiнюється, приймаючи в якийсь момент найменшу величину
hmin.

Отже, можна стверджувати, що для розрахункової точки номiналь-
ної поверхнi деталi, якiй вiдповiдає аналiзований слiд q3, вiдхилення
формоутвореної поверхнi вiд номiнальної буде дорiвнює hmin. Подi-
бним чином, можна для будь-якої точки формоутворювальної поверхнi
визначити чисельну величину її вiдхилення вiд номiнальної форми.

Рис. 2.9. Профiль початкової
iнструментальної поверхнi

Розглянемо визначення поча-
ткової iнструментальної поверхнi
бiльш детально. На рис. 2.9 пред-
ставлений фрагмент сiмейства слi-
дiв q i огинаюча ΘΨ.

Огинаюча ΘΨ торкається не
всiх слiдiв q. Слiди q2 i q3 не тор-
каються огинаючої i тому точки
гвинтової поверхнi їм вiдповiднi
обробленi не будуть.

Видiлимо на загальнiй огинаю-
чiий ΘΨ двi дiлянки NK та K M.
Теоретично, дiлянка NK є части-
ною слiду q1 до перетину в точцi K зi слiдом q4.

У свою чергу дiлянка K M складається з двох дiлянок – дiлянки
M ′M, яка є огинаючою (дотичною) до слiдiв q5 . . . q7 , i дiлянка K M ′,
яка плавно з’єднує точку K з огинаючою M ′M. При цьому необхiдно
вiдзначити, що точка K отримана не як точка торкання огинаючої слiдом,
а як точка перетину двох слiдiв q1 i q4.
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Це дозволяє зробити два висновки:

– у загальному випадку загальна огинаюча ΘΨ може складатися з
комбiнацiї кiлькох огинаючих, якi в мiсцях з’єднання мають точку
перелому або повернення (точка K);

– тi дiлянки загальної огинаюча ΘΨ , якi збiгаються з якимось слiдом
q (у нашому випадку слiд q1) реально можуть не iснувати на
iнструментi.

Розглянемо останнє твердження докладнiше. Справдi, будь-яка фор-
мотворна точка P профiлю початкової iнструментальної поверхнi, розта-
шована на вiдрiзку NK огинаючої , в деякий момент формоутворення
буде торкатись слiду q1, тобто точки гвинтової поверхнi, що рухається
по гвинтовiй траєкторiї i залишила цей слiд на поверхнi Ω.

Отже, можна стверджувати, що в даному випадку, профiль початкової
iнструментальної поверхнi, може бути обмежений не всiєї огинаючою
ΘΨ (вiд точки N до точки M), а тiльки дiлянкою K M. Це дозволяє
зробити досить важливе твердження.

Твердження. Реальний iнструмент може не мiстити дiлянку NK про-
фiлю. Iншими словами достатньо, якщо в точцi K встановити
рiзальний елемент з точковою схемою рiзання, i iнструмент та-
кого виконання буде працювати з такою ж ефективнiстю, як i
iнструмент з "повною" огинаючою N M .

Другий, не менш важливий висновок з результатiв аналiзу взаємного
розташування слiдiв q щодо огинаючої полягає в наступному.

Твердження. Не здiйснюючи рiшення зворотної задачi формоутворення,
можливо встановити якi дiлянки профiлю гвинтової поверхнi дета-
лi будуть утворенi з вiдхиленням вiд номiнальної форми. Бiльше
того – можливо встановити величину цього вiдхилення в чисельнiй
формi.

В даному випадку це точки деталi, яким вiдповiдають слiди q2 i q3,
якi не є дотичними до загальної огинаючтї ΘΨ, точнiше її дiлянки K M .

Ранiше було вiдзначено, що чисельна величина похибки формоутво-
рення, тобто величина вiдхилення утвореної поверхнi вiд номiнальної,
визначається як найкоротша вiдстань вiд огинаючої ΘΨ до вiдповiдного
слiду q. У нашому випадку це найкоротша вiдстань вiд слiдiв q2 та q3
до точки K .
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Слiд зазначити, що на вiдмiну всiх методiв якi iснують

для визначення сполученої поверхнi, запропонована
методика дозволяє отримати чисельнi
результати похибки формоутворення.

2.5.2. Визначення профiлю рiзальної кромки iнструмента

У випадку, коли завданням формоутворення є визначення профiлю
рiзальної кромки, в якостi рухомої поверхнi Ω необхiдно приймати або
передню (П) або задню (З) поверхню рiзального елемента. Позначатиме-
мо рухомi поверхнi вiдповiдно ΩП або ΩЗ.

Так як практично всi iнструменти, що застосовуються для обробки
гвинтових поверхонь, мають у своїй конструкцiї однозначно визначену
вiсь (зазвичай вiсь обертання), то орiєнтацiю поверхнi ΩП або ΩЗ щодо
iнструмента доцiльно здiйснювати вiдносно цiєї осi. В iнструментально-
му виробництвi форму рiзальної кромки прийнято визначати в переднiй
поверхнi.

У тому випадку якщо передня поверхня плоска, то її орiєнтацiю
вiдносно осi обертання iнструмента можна задавати двома параметрами:

– найкоротшою вiдстанню a вiд площини до осi обертання заданому
в торцевому перерiзi iнструмента;

– кутом мiж вiссю обертання i передньою поверхнею визначеною в
будь-якому фiксованому перерiзi iнструмента, наприклад, в осьо-
вому або торцевому.

Якщо передня поверхня є гвинтовою, її доцiльно задавати наступними
параметрами:

– вiсь W гвинтової поверхнi, яка зазвичай збiгається з вiссю оберта-
ння iнструмента;

– кроком H , або гвинтовим параметром р гвинтової поверхнi;

– формою твiрної гвинтової поверхнi. У iнструментальному виро-
бництвi, як правило, це пряма лiнiя.

Незалежно вiд форми передньої поверхнi, для фiксування її початко-
вого положення у просторi, доцiльно визначати деяку базову точку через
яку проходить твiрна у початковий момент руху рухомий поверхнi Ω.
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Форма рiзальної кромки, визначається як огинаюча ΘП/З до сiмейства
слiдiв q перетину гвинтових траєкторiй T точок, що належать гвинтовiй
поверхнi, з рухомою поверхнею ΩП/З.

Слiд зазначити, що як i для випадку визначення профiлю початко-
вої iнструментальної поверхнi, за характером взаємного розташування
слiдiв q i огинаючої ΘР/З можна судити про можливi вiдхилення формо-
утворення профiлю деталi вiд його номiнальної форми, i про чисельну
величину цього вiдхилення.#

"

 

!

Практично, визначення профiлю рiзальної кромки можна
розглядати, як окремий випадок визначення профiлю

початкової iнструментальної поверхнi, при якому рухома
поверхня Ω збiгається з передньою

поверхнею рiзального елемента.

2.5.3. Визначення профiлю деталi за вiдомої початковою
iнструментальною поверхнею

У тому випадку, коли завданням формоутворення є визначення про-
фiлю гвинтової поверхнi деталi, або умов формоутворення гвинтової
поверхнi, будемо представляти рухому поверхню Ω, площиною пов’яза-
ною з оброблюваною деталлю i здiйснює тi рухи, якi здiйснює деталь в
процесi її обробки. Будемо позначати її як Ω∆.

У цьому випадку поверхня iнструмента (початкова iнструментальна
поверхня) представляється сукупнiстю траєкторiй T точок, що належить
рiзальнiй кромцi3.

Для iнструментiв створених на базi початкової iнструментальної по-
верхнi типу тiла обертання, траєкторiї T , що представляють початкову
iнструментальну поверхню iнструмента, будуть колами. У цьому ви-
падку огинаюча Θ∆ до слiдiв q, якi були утворенi траєкторiями T∆ на
рухомiй поверхнi Ω∆, визначатимуть профiль торцевого перерiзу гвинто-
вої поверхнi деталi.

Розглянемо рис. 2.10 на якому представлено сiмейство слiдiв qΨ, в
рухомiй поверхнi Ω∆, при обробцi гвинтової поверхнi дисковим iнстру-
ментом. Рухома поверхня Ω∆ збiгається з торцевим перерiзом деталi.
Огинаюча Θ∆, окреслює профiль гвинтової поверхнi у її торцевому
перерiзi.

3У загальному випадку рiзальна кромка може бути не тiльки плоскою, але i просторовою.
Все залежить вiд типу рiзального iнструментi.
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Рис. 2.10. Визначення профiлю деталi

Видiлимо на загальнiй оги-
нальнiй двi дiлянки K L та LM .
Дiлянка K L огинаючої збiгає-
ться зi слiдом q1. Дiлянка LM
огинаючої є дотичною до слi-
дiв q3, q4 i так далi.

Можна стверджувати, що
в даному випадку, гвинтова
поверхня буде формоутворена
точками ПIП, якi вiдповiдають
слiдам q1, q3, q4 i так далi. У
той же час, слiд q2 не торкає-
ться загальної огинаючої Θ∆.

Отже, точки початкової iн-
струментальної поверхнi вiдповiднi слiду q2 не братимуть участi в проце-
сi формоутворення. Вони виконують тiльки чорнову роботу з видалення
припуску.

Рис. 2.11. Висота нерiвностей

Якщо розглядати поданi слiди q,
як слiди вершин дискретних рiзаль-
них елементiв збiрного iнструменту,
можна говорити про величину нерiв-
ностей обробленої поверхнi рис. 2.11.

У той же час, результати аналi-
зу характеру взаємного розташування
слiдiв q дозволяють вибирати розта-
шування рiзальних елементiв збiрно-
го iнструменту таким чином, щоб ви-
сота нерiвностей h не перевищувала
допустимої величини hдоп. Це можна здiйснити кiлькома способами:

– бiльш щiльним розташуванням рiзальних елементiв. Однак це не
завжди можливе;

– розташуванням дискретних рiзальних елементiв у кiлька рядiв,
умовно роздiливши їх на чистовi та чорновi.

Необхiдно також вiдзначити, що аналiзуючи характер розташування
слiдiв q щодо огинаючої Θ∆, можна вибрати рацiональну величину
вiдстанi, на якiй необхiдно розташувати дискретнi рiзальнi елементи
збiрного iнструменту, один вiд одного.
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2.5.3.1. Управлiння якiстю формоутворення
Розглянемо рис. 2.12 на якому зображенi два варiанти впливу форми

слiдiв q на форму обробленої поверхнi.

Рис. 2.12. Варiант утворення поверхi

При однаковiй вiдстанi s∆ мiж точками K1 i K2 вздовж огинаючої,
величина вiдхилення формоутвореної поверхнi вiд номiнальної форми,
буде рiзною. Цю величину можна охарактеризувати критерiєм достовiр-
ностi = формоутворення поверхнi, чисельна величина якого дорiвнює
вiдношенню, довжини дуги s∆ огинаючої мiж точками K1 i K2, до суми
довжин дуг sq1 i sq2 слiдiв q1 та q2

= =
s∆

sq1 + sq2
. (2.11)

З точнiстю, достатньою для практичного застосування, довжини дуг
sq1 та sq2 можна замiнити вiдрiзками вiдповiдних прямих. Тодi при
вiдомих координатах точок K1(x1,y1), K2(x2,y2) i K3(x3,y3), критерiй
достовiрностi = формоутворення поверхнi деталi, можна визначити з
трикутника K1K2K3 як

= =

√
(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2√

(x3 − x1)2 + (y3 − y1)2 +
√

(x2 − x3)2 + (y2 − y3)2
. (2.12)

Отже, можна стверджувати, що метод рухомої поверхнi, що вико-
ристовується в роботi, дозволяє встановити дiлянки рiзальних кромок
iнструмента, якi братимуть участь у формоутвореннi, а також тi дiлян-
ки якi будуть здiйснювати тiльки чорнове видалення припуску. Це в
свою чергу дозволяє проектувати iнструмент збiрної конструкцiї з рi-
зальними елементами, якi мають експлуатацiйнi параметри вiдповiднi
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функцiональним особливостям конкретної дiлянки рiзальної кромки.
Таким чином можна говорити про управлiння якiстю iнструменту.

2.6. Чисельне визначення огинаючої

Визначення огинаючої до сiмейства слiдiв q можливо декiлькома
способами. Найбiльш простий – це графiчна побудова кривої, що плавно
торкається всiх слiдiв q.

Використання ЕОМ i графiчних пакетiв що оперують з кривими
Без’є i пiдтримують технологiї "Plag and Draw", дозволяє досить просто
побудувати огинаючи, проте вимагає вiд оператора ЕОМ "ручного ке-
рування". Серед графiчних пакетiв, такого типу, слiд вiдзначити пакет
CorelDRAW фiрми Corel Corporation4, що займає 75% ринку програм
графiчного с напрямку.

Слiд вказати, що графiчна побудова огинаючої в середовищi пакетiв,
що пiдтримують технологiї Plag and Draw5, має ту перевагу, що дозволяє
вiзуально контролювати весь процес пошуку огинаючої, вносячи необхi-
днi корекцiї безпосередньо в ходi вирiшення задачi формоутворення. У
той же час необхiдно брати до уваги, що результат графiчної побудови
залежить вiд суб’єктивного вiзуального сприйняття оператора та його
досвiду.

Iншим напрямом визначення огинаючої є аналiтичний, коли огинаюча
визначається методами диференцiальної геометрiї та теорiї огинаючих.
Математична сторона аналiтичного визначення огинаючої зараз опра-
цьована досить повно, проте її практичне застосування надзвичайно
важко, оскiльки пов’язане з колосальними проблемами математично-
го характеру, i економiчно виправдано тiльки при пiдготовцi масового
виробництва, та й то не завжди .

У данiй роботi пропонуються два способи чисельного визначення
координат огинаючої не поступаються за точнiстю одержуваного резуль-
тату аналiтичним способам, але суттєво перевершували їх за простотою
рiшення, а саме:

4CorelDRAW – графiчний редактор векторної графiки, розроблений канадською корпора-
цiєю Corel.

У пакет CorelDRAW також входить редактор растрової графiки Corel Photo-Paint та
iншi програми, наприклад, для захоплення зображень з екрану Corel Capture. Програма
векторизацiї растрової графiки Corel Trace до 12-ї версiї входила в пакет як самостiйна
програма.

5Технологiя роботи з графiчним зображенням. ЇЇ особливiсть полягає в тому, що оператор
змiнює об’єкт редагування за допомогою вiзуальних iнструментiв, таких як курсор
мишки.
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– визначення координат огинаючої з використання кола;

– визначення координат огинаючої з використання iнтерполяцiї
сплайнами.

Необхiдно вiдзначити, що пропонованi чисельнi способи визначення
огинаючої можуть широко використовувати графiчнi методи комп’ютер-
ної вiзуалiзацiї промiжних результатiв побудови огинаючої, а вiдповiдно
i профiлю вихiдної iнструментальної поверхнi. Це вигiдно вiдрiзняє їх
вiд традицiйних способiв розрахункового подання огинаючої набором
цифр, що важко пiддаються аналiзу.

2.6.1. Чисельне визначення огинаючої з використанням кола

Розглянемо метод визначення огинаючої з використання дуги допомi-
жного кола рис. 2.13. Алгоритм методу наступний6:

– вибираємо три, послiдовно розташованих, слiди qi−1, qi i qi+1
утворених перетином траєкторiй розрахункових точок з рухомою
площиною7 Ω;

– на кожному слiдi вибираємо по однiй, довiльно розташованiй точцi.
Позначимо їх вiдповiдно Q0

i−1, Q0i та Q0
i+1 (нульова iтерацiя);

– через вибранi точки Q0
i−1, Q0i та Q0

i+1 провидимо дугу кола i
визначаємо положення її центру O0;

– на слiдах qi−1, qi i q− знаходимо точки Q1
i−1, Q1

i та Q1
i+1, якi

найменш вiддаленi вiд центру O0 кола (перша iтерацiя);

– через знайденi точки Q1
i−1, Q1

i та Q1
i+1, проводимо нову дугу кола

та визначаємо нове положення центру O1 кола;

– оцiнюємо вiдстань мiж центрами O0 i O1 кiл, i якщо вона ви-
явиться меншою за задану величину, то за точку, що належить
до огинаючої Θ приймаємо центральну точку Q1

i на середньому
слiдi qi . В iншому випадку, знаходимо новi точки Q2

i−1, Q2
i i Q2

i+1,
найменш вiддаленi вiд центру О1 i повторюємо пошук (друга
iтерацiя).

6Реально, це метод послiдовних iтерацiй, коли рiшення знаходять у результатi послiдов-
ного виконання тих самих дiй.

7Загалом у якостi рухомої площини може бути прийнята будь-яка поверхня, навiть
фасонна. Основною перевагою використання площини є простота математичних рiшень.
До того ж бiльшiсть поверхонь рiзальних iнструментiв є площинами або такими, що
близькi до них i можуть бути замiненi саме площиною.
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Послiдовно перебираючи, таким чином, усi трiйки слiдiв q, визначає-
мо точки огинаючої .

Рис. 2.13. Визначення огинаючої за
допомогою кола

Визначимо математичнi зале-
жностi необхiднi знаходження ко-
ординат центру O кола яка прохо-
дить через три розрахунковi точки
Qi−1, Qi та Qi+1.

Нехай, в деякiй двовимiрнiй
системi координат (XY ) iсну-
ють три точки M1 : (x1,y1),
M2 : (x2,y2) та M3 : (x3,y3), через
якi проходить дуга кола. Необхi-
дно визначити координати центру
O : (xc,yc) цього кола та його ра-
дiус R.

Складемо систему рiвнянь




f1 = (x1 − xc)2 + (y1 − Yc)2 − R2 = 0,

f2 = (x2 − xc)2 + (y2 − Yc)2 − R2 = 0,

f3 = (x3 − xc)2 + (y3 − Yc)2 − R2 = 0.

(2.13)

Вирiшуємо рiвняння f1 вiдносно R

R =
√

(x1 − xc)2 + (y1 − yc)2 . (2.14)

Вирiшуємо рiвняння f2 щодо xc

xc =
x21 − x22 − 2ycy1 + y21 + 2ycy2 − y22

2 (x1 − x2)
. (2.15)

Вирiшуємо рiвняння f3 щодо yc

yc =
K1

K2
, (2.16)

де

K1 = x21 +
x1x22 + x31x3 − x31 − x22x3

x1 − x2
− x23+

+ y21 +
x3y21 + x1y22 − x1y22 − x3y22

x1 − x2
− y23, (2.17)

K2 = 2y1 +
2x3y1 + 2x1y2 − 2x1y1 − 2x3y2

x1 − x2
− 2y3. (2.18)
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Таким чином, пiдставляючи до отриманих залежностей координати
точок Qi−1, Qi та Qi+1 за схемою

x1 = x (Qi−1), y1 = y(Qi−1),

x2 = x (Q1), y2 = y(Q1), (2.19)

x3 = x (Qi+1), y3 = y(Q+i+1) .

можна розрахувати координати (xc,yc) центруO кола, що проходить
через три точки Qi−1, Qi та Qi+1, а також його радiус R.

Вiдстань ∆c мiж центрами Oi та Oi+1 можна визначити за залежнiстю

∆c =

√(
xc1 − xci+1

)2
+

(
yc1 − yci+1

)2 . (2.20)

Слiд уточнити, що в тому випадку, коли огинаюча звернена опуклою
стороною до слiдiв q, на кожнiй наступнiй iтерацiї необхiдно шукати
точки на слiдах q найменш вiддаленi вiд центру O кола.

Однак у тому випадку, коли огинаюча звернена до слiдiв q своєю
увiгнутою стороною, то на наступних iтерацiях необхiдно шукати точка
на слiдах q найбiльш вiддаленi вiд центру O кола.

2.6.1.1. Проблеми iтерацiї
Запропонований спосiб визначення точки огинаючої Q за трьома

слiдами qi−1, qi i qi+1 має ту перевагу, що не вимагає складних матема-
тичних обчислень.

Однак йому притаманний той недолiк, що у визначеннi точок оги-
наючої використовуються тiльки три слiди. При такому алгоритмi не
враховується загальний вигляд огинаючої, в силу цього, спосiб чисель-
ного визначення координат огинаючої за допомогою кола, доцiльно
використовувати в тих випадках, коли огинаюча носить монотонний
характер.

Слiд зазначити ще один недолiк способу кiл, який має суто матема-
тичний характер. У тому випадку, коли огинаюча є лiнiєю близькою
до прямої i має незначну кривину, значення радiуса R кола прагне до
нескiнченностi.

У цих умовах отримати вiдстань мiж центрами послiдовних кiл Oi i
Oi+1 малої величини практично неможливо. У таких випадках iтерацiйнi
процеси необхiдно припиняти пiсля деякої наперед заданої кiлькостi
iтерацiй, проте це завжди пов’язане з ризиком отримання помилкових
результатiв.
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2.6.2. Чисельне визначення огинаючої за допомогою
сплайну

У загальному випадку, використання сплайну при чисельному визна-
ченнi огинаючої до сiмейства слiдiв q, може виконуватися за довiльною
кiлькiстю реперних точок. У зв’язку з цим будемо розрiзняти локальну
побудова сплайну, коли кiлькiсть слiдiв q дорiвнює трьом, та глобальне
при якому огинаюча визначається з урахуванням всiх наявних слiдiв q
дослiджуваних траєкторiй8.

Слiд зазначити, що серед всiх кривих iнтерполяцiї, що двiчi ди-
ференцiюються на дiлянцi [a,b] функцiй ϕ(х) тiльки iнтерполяцiйна
сплайн-функцiя s(x) дозволяє записати нерiвнiсть

bˆ

a

(
s′′ (x)

)2 dx ≤

bˆ

a

(
ϕ′′ (x)

)2 dx. (2.21)

Ця властивiсть дозволяє стверджувати, що iнтегральна кривина сплайн-
кривої s(x) є найбiльш "плавною" серед усiх iнтерполяцiйних функцiй
ϕ(х). З енергетичної точки зору, сплайн це стрижень вигнутий з наймен-
шою витратою енергiї. Отже, можна стверджувати, що сплайн-крива, це
найбiльш плавна крива, яка проходить через репернi точки.

Локальна сплайн-крива, яка проходить через три точки, визначається
багаточленом

slok (x) =
(xi+1 − x)2 (2 (x − xi) + hi)

h3
i

yi+

+
(x − xi)2 (2 (xi+1 − x) + hi)

h3
i

yi+1+

+
(xi+1 − x)2 (x − xi)

hi
mi

+
(x − xi)2 (x − xi+1)

h3
i

mi+1, (2.22)

8Необхiдно пiдкреслити, що навiть у разi локальної побудови сплайну, за трьома точками
(на трьох слiдах q), отримана крива iстотно вiдрiзнятиметься вiд дуги кола проведеного
через цi ж точки, так як на форму сплайн-кривої впливає не тiльки кiлькiсть точок ,
але й характер їхнього взаємного розташування.
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де

mi =
yi+1 − yi−1

2hi
,

hi = xi+1 − xi−1, (i = 1,2,3, . . . ,n − 1) .

З наведеної залежностi видно, що локальний сплайн розраховують за
трьома сусiднiми точками Qi−1, Qi i Qi+1, що належать трьом сусiднiм
слiдам qi−1, qi i qi+1.

Локальний спосiб сплайн iнтерполювання зручний тим, що для його
реалiзацiї не потрiбно зберiгання всiх коефiцiєнтiв mi . У той же час вiн
дає дещо меншу точнiсть, нiж при глобальному методi.

Побудова локальної сплайн-кривої доцiльна в тих випадках, коли
передбачається, що огинаюча буде монотонною, або розрахунки мають
попереднiй характер. В iнших випадках необхiдно визначати обгинаючу
за допомогою глобальної сплайн-кривої, яка є дотичною одночасно до
всiх слiдiв q.

Загалом глобальна сплайн-крива, при нерiвномiрно розташованих
вузлах реперної сiтки, визначається багаточленом

s (x) = −si−1
(x − xi)2

6hi
+ si

(xi − xi−1)2

6hi
+

+

(
yi

hi
−

sihi
6

)
(xi − xi−1) −

(
yi−1

hi
−

si−1hi
6

)
(x − xi) , (2.23)

де

hi = xi − xi−1, (i = 1,2,3, . . . ,n − 1) .

Коефiцiєнти si (i = 0,1,2, . . . ,n) сплайну s(x) визначаються з розв’я-
зання системи рiвнянь




si−1
hi
6
+ si

hi + hi+1
3

+ si+1
hi+1
6
=

yi+1 − yi

hi+1
−

yi − yi−1

hi
,

s0 = sn = 0 (i = 1,2,3, . . . ,n − 1) .
(2.24)

При такiй формi представлення сплайна, кiлькiсть одночасно вираху-
ваних коефiцiєнтiв si вiдповiдає кiлькостi вузлiв реперної сiтки9.

9Недолiком глобального сплайну є потреба в зберiганнi значної кiлькостi коефiцiєнтiв.
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Рис. 2.14. Сплайн-огинаюча

Алгоритм чисельного визначення оги-
наючої iз застосуванням сплайн-кривої
може бути таким (рис. 2.14).

Етап 1
На кожному слiдi q (qi; i = 0...n) ви-

бираємо реперну точку Q, яка є найiмо-
вiрнiшою точкою загальної огинаючої
або близької до такої. Отримуємо сiмей-
ство реперних точок

Етап 2
Визначаємо сплайн-криву s(x) яка проходить через вибранi репернi

точки Q всього сiмейства.

Етап 3
На кожному слiдi q визначаємо (знаходимо графiчно або аналiтично)

додаткову точку Q+, яка утворена перетином сплайн-кривою s(x) зi
слiдом q.

Етап 4
На дiлянцi QQ+ сплайн-кривої визначаємо точку KQ iз середнiм

нахилом дотичної kQ розумiючи пiд середнiм нахилом, середнє значення
кута нахилу дотичних на дiлянцi QQ+ сплайн-кривої (середнє значення
похiдної).

Етап 5
На слiдi q знаходимо точку Kq у якiй дотична kq до слiду q колiнеарна

"середньої" дотичної kQ до сплайн-кривiй s(x).

Етап 6
Приймаємо знайдену точку Kq за нове положення реперної точки та

визначаємо нову сплайн-криву s(x), яка проходить через цю точку10.

Процес iтерацiї повторюється доти, поки не задовольняться заданi
критерiальнi умови11. Остаточно отримана сплайн-крива i буде огинаю-
чою, яка "найбiльш плавно" торкається сiмейства слiдiв q.
10Цi дiї виконуємо для всiх слiдiв q, якi дослiджуються. Тобто отримуємо нове сiмейство

реперних точок.
11Що саме має бути прийняте за критерiї, вирiшує розробник. Зазвичай це або геоме-

тричнi, або технологiчнi умови. Iнколи критерiєм є експлуатацiйнi умови виробу, але
сформулювати їх у математичному виглядi досить важко.
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2.6.2.1. Проблеми визначення критерiю
Як критерiй, який визначає момент припинення iтерацiйного пошуку

сплайн-кривою можна приймати такi параметри (рис. 2.15):

– вiдстань мiж точками Q та Q+;
– вiдстань мiж точками K та Kq;

– вiдстань вiд точки Kq до прямої лiнiї, яка з’єднує точки Q та Q+;
– довжина дуги на дiлянцi сплайн-кривої s(x) мiж точками Q та Q+;
– довжина дiлянки слiду q мiж точками Q та Q+.

Рис. 2.15. Критерiй пошуку
огинаючої

Теоретично, вибiр будь-якого з пе-
рерахованих вище критерiїв припинен-
ня iтерацiйного процесу пошуку сплайн-
огинаючої, взаємно iнварiантнi, що не
виключає їх комплексного використання.

Слiд зазначити, що визначення дода-
ткових точок Q+ i точок Kq (KQ) можна
виконувати, як графiчно так i аналiтично.

Графiчне визначення
При графiчному визначеннi додатко-

вих точок Q+ взаємного перетину салайн-
кривої s(x) зi слiдом q, а також точки Kq

торкання дотичної до слiду q можливi
два варiанти:

– суто графiчнi побудови на паперi у збiльшеному масштабi;

– комп’ютерна вiзуалiзацiя в середовищi графiчних пакетiв, коли всi
побудови виконують на екранi монiтора.

Аналiтичне визначення
При аналiтичному визначеннi точок Q+ та Kq (KQ) можливо вико-

ристання чисельних методiв, зокрема сплайн-функцiй, якi мають безпе-
рервну похiдну на всiй дiлянцi апроксимацiї.

2.6.2.2. Висновки
На думку автора, найбiльш доцiльно використовувати в якостi кри-

терiю вiдстань h вiд точки Kq до прямої лiнiї, яка з’єднує точки Q
i Q+ (рис. 2.15). Це можна аргументувати тим, що в такому випадку,
чисельна величина критерiю, досить однозначно характеризує вiдстань
вiд поточної сплайн-огинаючої s(x) до теоретично точної огинаючої.
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2.6.3. Початкова реперна точка

Теоретично, початкове положення реперної точки Q, через яку про-
ходить сплайн-крива огинаючої може бути довiльним. Однак, бiльш
доцiльним є приймати як реперну, ту точку на слiдi q, яка найближче
розташована до осi iнструмента.

По-перше, це вносить деяку однозначнiсть в критерiй вибору початко-
вого розташування реперних точок.

По-друге, це дозволяє вже в нульовому наближеннi оцiнити форму оги-
наючої Q, що дозволяє на початковiй стадiї проектування, виявити
можливi порушення умов формоутворення.

Рис. 2.16. Початкова реперна точка

На рис. 2.16 представленi окремi
випадки обгинаючих проведених че-
рез точки, слiдiв q гвинтових траєкто-
рiй, розташованих найближче до осi
обертання iнструмента. Видно, що
повнiстю реалiзувати iнструмент не-
можливо, тому що вiдбувається його
самопiдрiзання при обертаннi навко-
ло осi iнструмента.

Отже, подальшi дiї щодо уточне-
ння профiлю початкової iнструмен-
тальної поверхнi не мають сенсу, i
необхiдно коригувати схему формо-
утворення.

Описанi результати, попереднього аналiзу форми огинаючої, проведе-
ної через точки найбiльш близькi до осi iнструмента, є однiєю з переваг
пропонованої теорiї формоутворення гвинтових поверхонь.

2.6.4. Додаткова реперна точка

Вiдповiдно до викладеної вище методики визначення сплайн-кривої,
що є огинаючою (дотичною) до слiдiв q, необхiдно знати положення
додаткової реперної точки Q+. Найбiльш просто додаткова реперна точка
Q+ може бути визначена, як точка перетину слiду q i сплайн-огинаючої12.
12Це можна хдiйснити при вiзуалiзацiї цих кривих у середовищi таких пакетiв як MathSoft

Axum, SPSS sigmaPlot, ALTEIR HYPERGRAPH, COHORT COPLOT, Colden Software
Grapher iнших. Цi пакети дозволяють вiзуально контролювати положення додаткової
реперної точки Q+, а її координати можна визначити безпосередньо з екрана монiтора
i, вiдповiдно до цього, перевiрити форму огинаючої Q .
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Рис. 2.17. Додаткова реперна точка

У той же час, можливе i чисель-
не визначення координат додаткової
реперної точки, використовуючи на-
ступний алгоритм (рис. 2.17).

Етап 1
На кожному слiдi q, перетину тра-

єкторiї T розрахункової точки з ру-
хомою поверхнею Ω, як початок для
пошуку положення додаткової репер-
ної точки Q+, приймаємо основну13

реперну точку Q. Позначимо її Q0.

Етап 2
Визначаємо сплайн-функцiю s0(x), яка проходить через репернi точки

Q0 всiх слiдiв q i описує сплайн-огинаючу початкового наближення.

Етап 3
Для точок Q−1 та Q+1 слiду q визначаємо значення їх координат.

Вони вiдомi, оскiльки по них будували слiди q;

Етап 4
Для сплайн-кривої s0(x), що описує сплайн-огинаючу θ, розраховує-

мо значення функцiї y—1 = s0(x—1) та y+1 = s0(x+1) .

Етап 5
Попарно порiвнюємо значення координат для слiду q i сплайн-кривої

θ в точках x—1 i x+1.

Етап 6
За подальший напрямок пошуку додаткової реперної точки Q+ при-

ймаємо той напрямок, у якому виконується умова yq > ys. тобто коор-
дината yq слiду q виявилася бiльшою за координату ys сплайн-кривої
s0(x) яку шукають14.

13Доцiльно приймати за таку точку ту точку за якою побудовано сплайн-криву, тоб-
то звичайну розрахункову точку яка ї найближчою до осi обертання iнструмента.
Математично це можна здiйснити досить простими методами звичайного перебору
послiдовних координат розрахункових точок.

14Цю операцiю можливо автоматизувати математичними методами, що значно спрощує
розв’язання задачi пошуку огиниючої. На практицi цей етап є вирiшальним для тому
доцiльно придiлити його реалiзацiї достатню увагу.
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Етап 7
Послiдовно здiйснюємо рух уздовж слiду q за його точками Q, доки

умова yq > ys не буде порушена. Точку в якiй вiдбулося порушення
умови yq > ys позначимо як QK (кiнцева).

Етап 8
Дiлянку слiду q мiж точками QK−1 i QK iнтерполюємо полiномом,

або новим сплайном sq (x) i на вiдрiзку [xK−1; xK ] чисельним способом
здiйснюємо пошук додаткової реперної точки Q+.

Слiд зазначити, що пошук додаткової реперної точки Q+ з використа-
нням iнтерполяцiйних полiномiв або сплайнiв, досить складний. При
цьому потрiбно враховувати, що в кiнцевому рахунку результат визна-
чення огинаючої значною мiрою залежить вiд щiльностi розташування
розрахункових точок на слiдi q. Бiльше того, саме густина розташування
цих точок надає найбiльший вплив на похибку визначення огинаючої Θ.

Рис. 2.18. Координати додаткової
реперної точки

У загальному випадку, можлива
апроксимацiя сплайнами не тiльки
огинаючої Θ, але i всiх слiдiв q.
Однак доцiльнiше збiльшити кiль-
кiсть розрахункових точок, якими по-
будованi слiди q, перетину траєкторiй
T з рухомою поверхнею Ω.

Досить простий, але не менш на-
дiйний спосiб визначення положення
додаткової реперної точки Q+, можна
отримати виходячи з наступних мiр-
кувань.

Якщо вiдрiзки кривих слiду q i сплайн-кривої s(x), розташованi на
вiдрiзку [xK−1; xK ], замiнити прямими лiнiями за рис. 2.18, тодi можливо
записати таке спiввiдношення

yQK−1 − s (xK−1)
s (xK ) − yQK

=
xQ+ − xK−1
xK − xQ+

. (2.25)

Звiдки отримуємо

xQ+ =
mem1

mem2
, (2.26)
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mem1 = s (xK−1) xK − x (xK ) x−1 + s (xK−1) xQ++

+ xK−1yQK − xQ+ yQK − xK yQK−1,

mem2 = s (xK−1) − yQK−1 .

Отриманi таким способом значення координат xQ+ додаткової репер-
ної точки Q+, пiдставляють в рiвняння сплайн-функцiї s(xQ+ ) i розра-
ховують положення точки Q+. Можна стверджувати, що при даному
способi визначення додаткової реперної точки Q+, її положення мало
вiдрiзнятиметься вiд теоретично точного, особливо при досить великiй
кiлькостi розрахункових точок, за якими побудованi слiди q.

2.6.5. Проблеми пошуку огинаючої

Ранiше було зазначено, що на кожному наступному кроцi iтерацiйного
процесу пошуку огинаючої Θ, в якостi нової реперної точки приймає-
ться точка Kq в якiй нахил дотичної kq збiгається iз середнiм нахилом
дотичних k до огинаючої Θ, на дiлянцi мiж основною Q i додатковою
Q+ сплайн-кривою.

Можна припустити, що з теоретичної точки зору, таке рiшення є най-
точнiшим. Однак на практицi його досить складно реалiзувати, особливо
в тих випадках, коли крива q має петлеподiбну форму, характерну для
обробки гвинтових поверхонь, наприклад за рис. 2.19.

Рис. 2.19. Слiд подiбний до
петлi

У цьому випадку на iнтервалi вiд x1 до
x2 одна i таж координата x вiдповiдає двом
точкам на слiдi q, що не дозволяє описа-
ти слiд одним iнтерполяцiйним полiномом
або сплайном. Теоретично, це утруднення
можна обiйти, видiливши на слiдi кiлька
дiлянок. Однак, здiйснити це практично
не представляється реальним, через значну
громiздкiсть.

Розглянемо положення двох огинаючих.
Перша огинаюча Θ0 проведена через репер-
нi точки Q, i Q+. Друга, теоретично точна
огинаюча Θ, яка дотична до слiду q.

Можна стверджувати, що в цьому ви-
падку вiдстань мiж точкою торкання Kq та
огинаючою Θ0 має бути найбiльшою. Отже,
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як реперну точку, на кожному наступному кроцi iтерацiйного процесу по-
шуку огинаючої, можливо приймати точку Kqслiду q яка буде найбiльш
вiддаленою вiд сплайн-кривої огинаючої Θ0.

Якщо врахувати iтерацiйний характер визначення огинаючої, в осно-
ву якого покладено поступове (покрокове) наближення до шуканого
рiшення, то як точка Kq , що приймається за реперну на наступному
iтерацiйному кроцi, можна брати точку слiду q найбiльш вiддалену вiд
прямої, яка з’єднує основну Q i додаткову Q+ репернi точки.

Якщо вважати вiдомими координати точок Q, Q+ i Kq (тобто точок
слiду q якими вони побудованi), то в трикутнику QQ+Kq можна визна-
чити його висоту h. Використовуючи теорему косинусiв та виконавши
деякi перетворення, можна визначити висоту h

h =
2
√

p (p − a) (p − b) (p − c)
c

, (2.27)

c =

√(
xQ − xQ+

)2
+

(
yQ − yQ+

)2
, (2.28)

b =

√(
xK − xQ

)2
+

(
yK − yQ+

)2
, (2.29)

a =

√(
xK − xQ+

)2
+

(
yK − yQ+

)2
, (2.30)

p =
a + b + c

2
. (2.31)

Виконавши перебiр точок слiду q, якими вiн побудований на вiдрiзку
QKq , розраховуємо ряд значень висот h. Ту точку, на для якої висота
h трикутника буде найбiльшою h = hmax, приймаємо як нову реперну
точку для наступного iтерацiйного кроку, пошуку огинаючої до сiмейства
слiдiв q.

2.6.6. Критичнi випадки визначення огинаючої

Розглянемо взаємне розташування слiдiв q i огинаючих зображене на
рис. 2.20. Такий тип слiдiв q виникає на дiлянках профiлю початкової
iнструментальної поверхнi, якi мають значний нахил щодо осi обертання
iнструмента.

При такому розташуваннi слiдiв можливо не здiйснювати пошук дода-
ткової точки Q+, а прийняти замiсть неї точку QS , тобто сусiдню реперну
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точку на сусiдньому слiдi q. У цьому випадку вiдпадає необхiднiсть у
досить складному пошуку додаткової точки.

Рис. 2.20. Сусiднi слiди Рис. 2.21. Одиночний слiд

Точку Kq найбiльш вiддалену вiд прямої лiнiї QQS . можна визначити
послiдовним обчисленням величини h для точок слiду q за залежностя-
ми:

h =
C2
2 + C2

1 − C2
3

2C1
, (2.32)

C1 =

√(
xQ − xQS

)2
+

(
yQ − yQS

)2
, (2.33)

C2 =

√(
xK − xQ

)2
+

(
yK − yQS

)2
, (2.34)

C3 =

√(
xK − xQS

)2
+

(
yK − yQS

)2
. (2.35)

Вiдповiдно до запропонованої методики побудови огинаючої Θ, як
реперна точка Q на кожному кроцi приймається точка слiду q, коорди-
нати якої вiдомi (по них будується слiд q). У цьому випадку в кiнцi
iтерацiйного процесу пошуку огинаючої, можливий варiант за рис. 2.21,
коли мiж основною реперною точкою Q i додатковою Q+ розташована
тiльки одна промiжна реперна точка слiду q.

У цьому випадку, не має сенсу проводити якiсь розрахунки, i доста-
тньо прийняти цю точку за точку контакту огинаючої Θ з розглянутим
слiдом q.
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2.6.6.1. Кiнцева точка огинаючої
У тих випадках, коли на останньому iтерацiйному кроцi пошуку

огинаючої додаткова точка Q+ виявляється на сусiдньому сусiдньому з
основною реперною точкою (рис. 2.22) можливо два варiанти закiнчення
iтерацiйного процесу.

Варiант 1

Припинити подальшi iтерацiї
пошуку огинаючої i прийняти то-
чку Q як точку торкання огинаю-
чої Θ з даним слiдом q.

Варiант 2

Уточнити положення точки Kq

дотику слiду q та огинаючої Θ i
продовжити iтерацiйний пошук.

Рис. 2.22. Кiнцева точка

Уточнення положення точки Kq на остан-
ньому етапi iтерацiйного процесу можна ви-
конати провiвши через три останнi розрахун-
ковi точки слiду коло.

Таким чином кiнцева частинам слiду буле
штучно подовжена на деяку величину, одно-
часно зберiгши загальний характер кривої.

Це можна здiйснити, як суто графiчно,
так i математично. У будь-якому випадку це
можна виконати в такiй послiдовностi.

Етап 1
На слiдi q по обидвi сторони вiд реперної точки Q вибираємо по однiй

сусiднiй точцi, позначимо їх точками QП (попередня) та QК (кiнцева).

Етап 2
Через три точки Q, QП i QК проводимо коло та визначаємо положення

його центру Oс(xс, yс) та значення радiуса r .

Етап 3
Як точку Kq останнього iтерацiйного кроку приймаємо точку, котра

лежить на дузi кола радiуса r i дiлить дугу QQK навпiл.

Координати центру Oс(xс, yс) та значення радiуса r можна визначити
за залежностями:

– координати yc та xc центру кола:
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yc =
C1

C2
, (2.36)

C1 = x2QП
+

xQП x2Q + x3QП
xК − x3QП

− x2QxQК

xQП − xQ
− x2QП

+

+ y2QП
+

x2Qy2QП
+ xQП y

2
Q − xQП y

2
QП
− xQК y

2
Q

xQП − xQ
− y2QК

, (2.37)

C2 = 2yQП +
2xQК yQП + 2xQП yQ − 2xQП yQП − 2xQК yQ

xQП − xQ
− 2yQК, (2.38)

xc =
x2QП
− x2Q − 2ycyQП + y2QП

+ 2ycyQ − y2Q

2
(
xQП − xQ

) . (2.39)

– радiус r кола

r =

√(
xQ − xc

)2
+

(
yQ − yc

)2
. (2.40)

У той же час, необхiдно вiдзначити, що найбiльш доцiльним при
знаходження кiнцевої точки iтерацiйного процесу визначення огинаючої,
є збiльшення кiлькостi розрахункових точок на слiдi q.

2.6.6.2. Порушення умов формоутворення

Рис. 2.23. Порушення умов
формоутворення

Розглянутi вище випадки вiднося-
ться до визначення огинаючої Θ, коли
виконуються всi умови формоутворення
i всi слiди q, залишенi розрахунковими
точками на рухомiй площинi Ω, є доти-
чними до огинаючої Θ.

Однак, у тому випадку, коли на дi-
лянцi профiлю не виконуються умови
формоутворення, застосування розгля-
нутої методики пошуку огинаючої не
забезпечує необхiдного результату.

Розглянемо рис. 2.23. В даному ви-
падку визначення профiлю початкової
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iнструментальної поверхнi, як огинаючої до всiх слiдiв неможливе, так
як частина слiдiв перекриває один одного. Тому необхiдно застосовувати
наступну послiдовнiсть операцiй.

Етап 1
Вибирають базову лiнiю lБ, яка досить вiддалена вiд передбачуваної

огинаючої Θ, зазвичай це вiсь обертання iнструмента.

Етап 2
Базову лiнiю розбивають по довжинi на ряд послiдовно розташованих

дiлянок, фiксованої довжини lБ.

Етап 3
Для кожної дiлянки ∆Б визначають точки слiдiв q, якi розташованi

ближче за всiх щодо базової лiнiї.

Етап 4
Отримане сiмейство "найближчих" точок приймають за перше набли-

ження огинаючої (на рис. 2.23 видiлена товстою лiнiєю).

Подальше уточнення огинаючої можна проводити за викладеною
вище методикою.

Слiд зазначити, що пропонована в роботi теорiя формоутворення
гвинтових поверхонь дозволяє здiйснювати вiзуальний комп’ютерний
контроль характеру розташування слiдiв q, перетину траєкторiй розра-
хункових точок i рухомої поверхнi Ω, що дозволяє вiзуально контролю-
вати процес побудови огинаючої Θ.

2.7. Замiна теоретично точної огинаючої часиною
дуги кола

Огинаючу отриману як сплайн-криву s(x), можна розглядати теоре-
тично точною. У той же час, при виготовленнi iнструменту, виходячи
з технологiчних умов, доцiльно замiнити теоретично точну огинаючу
однiєю або декiлькома дугами кола.

Отримана розрахунковим шляхом огинаюча представляється масивом
точок, координати яких вiдомi з попереднiх розрахункiв. Розглянемо
їх у двовимiрнiй системi координат (XY ). Виконати замiну ряду точок
частиною дуги можна декiлькома способами, проте найчастiше це спосiб
спiльного розв’язання рiвнянь або спосiб найменших квадратiв. Слiд
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зазначити, що за досить великої кiлькостi розрахункових точок обидва
способи дають практично однаковi результати.

Розглянемо способи замiни розрахункової кривою частиною дуги
кола. Цей спосiб подiляється на два варiанти вирiшення:

– почергове вирiшення групи систем рiвнянь з подальшим усередне-
нням результатiв;

– одночасне вирiшення всiєї сукупностi рiвнянь без наступного усе-
реднення результатiв.

2.7.1. Послiдовне вирiшення системи рiвнянь

Розглянемо метод послiдовного розв’язання групи рiвнянь з насту-
пним усередненням результатiв. Нехай розрахункова крива (огинаюча )
задана масивом координат (xi; yi) : (i = 0 . . . n). У загальному випадку
рiвняння кола можна записати у виглядi

(xi − xc)2 + (yi − yc)2 = r2, (2.41)

де xi, yi – поточнi координати точок, що належить до кола;

xc, yc – координати центру кола;

r – радiус кола.

Дане рiвняння мiстить три невiдомi параметри xc , yc i r , тому для їх
знаходження необхiдно вирiшити систему з трьох рiвнянь




(x1 − xc)2 + (y1 − yc)2 = r2,
(x2 − xc)2 + (y2 − yc)2 = r2,
(x3 − xc)2 + (y3 − yc)2 = r2.

(2.42)

Послiдовно вирiшуючи наведену систему рiвнянь, отримаємо насту-
пнi залежностi параметрiв, що входять до неї

yc =

−x22x3 + x21 (x3 − x2) +
+ x1

(
x22 − x23 + y22 − y21

)
+ x2

(
x23 − y21 + y23

)
2 (x3 (y1 − y2) + x1 (y2 − y3) + x2 (y3 − y1))

, (2.43)

xc =
x21 − x22 − 2ycy1 + y21 + 2ycy1 − y21

2 (x1 − x2)
, (2.44)

r =
√

(x1 − xc)2 + (y1 − yc)2 . (2.45)
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Отриманi параметри xc , yc та r характеризують коло, яке проходить
тiльки через три вибранi точки. Для того, щоб отримати параметри кола,
яке проходить через весь масив точок розрахункової кривої, необхiдно:

– розбити всi розрахунковi точки на групи по три точки15;

– для кожної групи розрахункових точок, знайти параметри кола, що
проходить через них;

– отриманi значення розрахункових параметрiв, усереднити та прийня-
ти за остаточнi.

Розглянутий спосiб зручний тим, що не мiстить складних обчислень
та може бути реалiзований у цехових умовах виробництва.

2.7.2. Глобальне вирiшення системи рiвнянь

Спосiб глобального вирiшення систем рiвнянь, дозволяє визначити
параметри кола що замiнює криву одночасно, по всiх розрахункових
точках кривої при вирiшеннi системи з трьох рiвнянь




f1 (xi; yi; xc; yc; r) = 0 (i = 1 . . . n) ,
f2 (xi; yi; xc; yc; r) = 0 (i = 1 . . . n) ,
f3 (xi; yi; xc; yc; r) = 0 (i = 1 . . . n) .

(2.46)

де функцiї f1, f2 та f3 мають наступнi значення:

f1 = −2
n∑
i=1

x3i + 6
n∑
i=1

x2i xc − 6
n∑
i=1

xi xc + n2x3c − 2
n∑
i=1

y2i xi+

+ 2
n∑
i=1

y2i xc + 4yc
n∑
i=1

xiyi − 4
n∑
i=1

yiyc xc−

− 2
n∑
i=1

y2c xi + 2ny2c xc + 2r2
n∑
i=1

xi − 2nr2xc, (2.47)

15При цьому групування точок може бути довiльним з частковим одночасним повторенням,
тобто групувати можна будь-якi точки, але все ж таки бажано у розумних межах таким
чином щоб вибранi точки бiльш-менш описувались одним колом.
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f2 = −2
n∑
i=1

x2i yi + 2
n∑
i=1

x2i yc + 4
n∑
i=1

xiyi xc − 4
n∑
i=1

xi xcyc−

− 2x2c
n∑
i=1

yi + 2nx2cyc + 6
n∑
i=1

yiy
2
c+

+ 2ny3c + 2r
n∑
i=1

yi − 2nr2yi, (2.48)

f3 =
n∑
i=1

x2i − 2
n∑
i=1

xi xc + nx2c +
n∑
i=1

y2i − 2
n∑
i=1

yiyc + ny2c − nr2. (2.49)

Отриманi параметри xc , yc i r вiдповiдають описують коло, яке
проходить через базовi розрахунковi точки з найменшою похибкою.

У тому випадку, коли координати центру кола вiдомi або заданi
(наприклад, вiсь iнструмента), радiус r замiнного кола можна визначити
як

r =

√√√√√ ∑n
i=1 x2i − 2

∑n
i=1 xi xc + nx2c+

+
∑n

i=1 y
2
i − 2

∑n
i=1 yiyc + ny2c

n
. (2.50)

Для того, щоб у явному виглядi визначити математичнi залежностi
для обчислення параметрiв xc , yc i r кола, яке замiнює всю сукупнiсть
розрахункових точок кривої одночасно, будемо використовувати метод
найменших квадратiв. Запишемо рiвняння кола у виглядiв

(xi − xc)2 + (yi − yc)2 = r2. (2.51)

Тодi шукана функцiя методу найменших квадратiв16 набуде вигляду

f = *.
,

*
,

n∑
i=1

xi − xc+
-

2

+ *
,

n∑
i=1

yi − yc+
-

2

− r2+/
-
= 0. (2.52)

16Метод найменших квадратiв (МНК) - математичний метод, що застосовується для вирi-
шення рiзних завдань, що базується на мiнiмiзацiї суми квадратiв вiдхилень деяких
функцiй вiд експериментальних вхiдних даних. Вiн може використовуватися для «вирi-
шення» перевизначених систем рiвнянь (коли кiлькiсть рiвнянь перевищує кiлькiсть
невiдомих), для пошуку рiшення у разi звичайних (не перевизначених) нелiнiйних
систем рiвнянь, для апроксимацiї точкових значень певної функцiї.
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Виконавши диференцiювання рiвняння f = 0 за параметрами xc , yc i
r отримаємо систему рiвнянь

∂ f
∂xc
= nr2 − r

n∑
i=1

x2i + 2r xc
n∑
i=1

xi − nr x2c−

− r
n∑
i=1

y2i + 2ryc
n∑
i=1

yi − ny2c = 0. (2.53)

∂ f
∂yc
= r2

n∑
i=1

xi −
n∑
i=1

x3i − nr2xc + 3xc
n∑
i=1

x2i − 3x2c
n∑
i=1

xi+

+ nx3c −
n∑
i=1

(
xi + y2i

)
+ xc

n∑
i=1

y2i + 2yc

n∑
i=1

(
xi−yi

)
−

− 2xcyc
n∑
i=1

yi − y2c

n∑
i=1

xi + nxcy2c = 0. (2.54)

∂ f
∂r
= r2

n∑
i=1

yi −

n∑
i=1

(
yi + x2i

)
+ 2xc

n∑
i=1

(yi + xi) − x2c
n∑
i=1

yi−

−

n∑
i=1

y3i + nr2yc + yc

n∑
i=1

x2i − 2xcyc
n∑
i=1

xi+

+ nx2cyc + 3yc
n∑
i=1

y2i − 3y
2
c

n∑
i=1

yi + ny3c = 0. (2.55)

Вирiшивши цю систему рiвнянь, отримаємо формули для визначення
шуканих параметрiв xс, yс i r кола, яке найкращим чином17 проходить
через масив точок xi,yi : (i = 1 . . . n).

Отже, координата xc центру кола що проходить через масив точок
(xi; yi : (i = 1 . . . n)) кривої яку воно замiнює

xc =
K1

K2
,

17Треба враховувати, що коло параметри якого визначенi за методом найменших квадратiв
може взагалi не проходити через жодну точку розрахункової кривої. Але сума квадратiв
вiдхилень (похибок) замiни буде мiнiмальною.
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де K1 та K2 коефiцiєнти, якi мають такi значення

K1 = n
n∑
i=1

yi x2i

n∑
i=1

yi xi −
n∑
i=1

x2i

n∑
i=1

yi

n∑
i=1

yi xi −
n∑
i=1

y

n∑
i=1

yi xi
n∑
i=1

y2i +

+

n∑
i=1

x3i
*.
,

*
,

n∑
i=1

yi+
-

2

− n
n∑
i=1

y2i
+/
-
+ *

,

n∑
i=1

yi+
-

2 n∑
i=1

yi x2i −

− n
n∑
i=1

y2i

n∑
i=1

xiy2i + n
n∑
i=1

yi xi
n∑
i=1

y3i +

+

n∑
i=1

xi *
,
−

n∑
i=1

yi x2i

n∑
i=1

yi +

n∑
i=1

x2i

n∑
i=1

y2i
+
-
+

+

n∑
i=1

xi
*.
,

*
,

n∑
i=1

y2i
+
-

2

−

n∑
i=1

yi

n∑
i=1

y3i
+/
-
, (2.56)

K2 = −4
n∑
i=1

xi
n∑
i=1

yi

n∑
i=1

xiyi + 2n *
,

n∑
i=1

xiyi+
-

2

+

+ 2 *
,

n∑
i=1

xiyi+
-

2 n∑
i=1

y2i + 2
n∑
i=1

x2i
*.
,

*
,

n∑
i=1

yi+
-

2

− n
n∑
i=1

y2i
+/
-
. (2.57)

Координата yc центру кола що проходить через масив точок кривої
яку воно замiнює

yc =

2xc *
,

n∑
i=1

xi+
-

2

−

n∑
i=1

xi *
,

n∑
i=1

x2i +
n∑
i=1

y2i
+
-

−2
n∑
i=1

xi
n∑
i=1

yi + 2n
n∑
i=1

yi xi

+

+

n *
,
−2xc

n∑
i=1

x2i +
n∑
i=1

x3i +
n∑
i=1

y2i xi+
-

−2
n∑
i=1

xi
n∑
i=1

yi + 2n
n∑
i=1

yi xi

. (2.58)
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Радiус r кола, що описує криву

r =
1
√

n

√√
nx2c + nu2

c − 2xc
n∑
i=1

xi +
n∑
i=1

xi − 2yc
n∑
i=1

yi +

n∑
i=1

y2i . (2.59)

Отриманi рiвняння дозволяють безпосередньо визначити значення
параметрiв xc , yc та r замiнного кола. При цьому, положення центру
кола завжди розташоване з увiгнутого боку кривої, яка замiнюється
дугою кола.

Рис. 2.24. Поєднання дуг

Профiль рiзальних кромок iнструменту,
для формоутворення гвинтових поверхонь,
зазвичай неможливо описати однiєю дугою
без значної похибки.

У цьому випадку криву, яка пiдлягає замi-
нi дугою, замiнюють частинами кiлькох дуг,
якi повиннi з’єднуватися плавно без переги-
ну (рис. 2.24).

Це виконується у разi якщо точка K з’єд-
нання двох сусiднiх дуг r1 i r2 та їх центрiв
O1та O2 розташованi однiй прямий.

Замiна кривої сукупнiстю дуг декiлькох кiл може бути виконана в
декiлька послiдовних етапiв.

Етап 1
Визначають координати центру (xc1 , yc1 ) та радiус r1 крайньої дiлян-

ки кривої яку необхiдно подовжити.

Етап 2
Вибираємо положення точки K майбутнього з’єднання дуг. Бажано

щоб це була не остання розрахункова точка кривої.

Етап 3
Розраховуємо значення коефiцiєнтiв рiвняння прямої, яка проходить

через точки K та O1. Це можна зробити, адже положення центру O1 та
вибраної на попередньому етапi точки K вiдомо.

Етап 4
Вирiшивши спiльно рiвняння прямої, яка проходить через точки K

i O1 та рiвняння кола r2, визначаємо параметри сусiднього кола, що
продовжує замiну кривої.
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Рiвняння прямої, яка проходить через точки K та O1 можна записати
у виглядi

y = (x − b) tgα, (2.60)

tgα =
yc1 − yK

xK − yc1
, (2.61)

b = xc1 −
yc1
tgα

. (2.62)

Рiвняння кола радiуса r з координатами центру O2(xc2,yc2 ) можна
записати у виглядi(

x − xc2
)2
+

(
y −

(
yc2 − b

)
tgα

)2
= r2. (2.63)

Розв’язавши систему рiвнянь




r22 =
(
x1 − xc2

)2
+

(
y1 −

(
xc2 − b

)
tgα

)2 ,
r22 =

(
x2 − xc2

)2
+

(
y2 −

(
xc2 − b

)
tgα

)2 ,
отримуємо залежностi, якi визначають значення радiуса r2 та координати
(xc2,yc2 ) центру другого замiнного кола r2, дуга якого плавно з’єднується
з дугою попередньою кола r1, в саме

r2 =
√(

x1 − xc2
)2
+

(
y1 −

(
yc2 − b

)
tgα

)
, (2.64)

xc2 =
x21 − x22 + y21 − y22 + 2by1 tgα − 2by2 tgα

2 (x1 − x2 + y1 tgα − y2 tgα)
, (2.65)

yc2 =
(
xc2 − b

)
tgα. (2.66)

Послiдовно перебираючи дiлянки кривої, що пiдлягає апроксимацiї,
пiдбираємо ряд замiнних кiл, якi плавно переходять одне в iнше без
утворення особливих точок на загальнiй кривiй.

2.8. Загальна методика способу рухомої площини
при формоутвореннi гвинтових поверхонь

Ранiше було зазначено, що спосiб рухомої поверхнi можна викори-
стовувати при вирiшеннi трьох типiв задач формоутворення:

– визначення початкової iнструментальної поверхнi;
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– визначення профiлю рiзальної кромки iнструмента;

– визначення профiлю деталi та дослiдження умов формоутворення
за вiдомої початковою iнструментальною поверхнею.

Сформулюємо послiдовнiсть розв’язання кожної з цих задач орiєнту-
ючись на чисельнi методи, викладенi в попереднiх роздiлах.

2.8.1. Послiдовнiсть визначення початкової
iнструментальної поверхнi

Вихiдними даними визначення профiлю вихiдної iнструментальної
поверхнi є:

– координати розрахункових точок торцевого перерiзу гвинтової
поверхнi, вираженi в полярнiй системi радiус-вектором ρ та поляр-
ним кутом δ;

– кут ε мiж осями iнструмента та деталi;

– найкоротша вiдстань m мiж осями iнструмента та деталi.

Послiдовнiсть визначення профiлю початкової iнструментальної поверх-
нi методом рухомої площини може бути такою.

Етап 1
Орiєнтуємо рухому поверхню (зазвичай це площина) таким чином,

щоб вона проходила через вiсь обертання iнструмента.

Етап 2
На торцевому профiлi гвинтової поверхнi, вибираємо ряд розрахунко-

вих точок MT з вiдомими параметрами ρ та δ. У результатi маємо масив
розрахункових точок, що описують форму (профiль) торцевого перерiзу
гвинтової поверхнi.

Етап 3
Для кожної розрахункової точки MТ торцевого профiлю, розраховуємо

координати слiду q, як сукупностi точок перетину гвинтової траєкторiї
T точки MТ з рухомою поверхнею Ω.

Етап 4
Створюємо масив значень координат слiдiв q. Графiчно це є сiмейство

кривих (сiмейство кривих q) на рухомiй площинi Ω.
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Етап 5
Розбиваємо вiсь iнструмента на дискретнi дiлянки рiвної довжини.

Їхня кiлькiсть залежить вiд складностi профiлю проектованого iнстру-
мента i зазвичай знаходиться в межах 20...50 дiлянок.

Етап 6
Для кожного iнтервалу осi iнструмента, знаходимо ту точку з усiх

слiдiв q, що потрапляють у цей iнтервал, яка розташована найближче до
осi iнструмента. Сукупнiсть цих точок для всiх iнтервалiв приймаємо за
початкове наближення профiлю огинаючої шуканого профiлю початко-
вої iнструментальної поверхнi. Тобто приймаємо за перше (початкове)
наближення початкової iнструментальної поверхнi.

Етап 7
На кожному слiдi q, початкового наближення огинаючої Θ, знаходимо

точки Q, якi розташованi найближче до осi iнструмента. Знайденi точки
є основними реперними точками для побудови сплайн-кривої огинаючої.

Етап 8
За основними реперними точками Q визначаємо сплайн-функцiю

s(x) огибаючої θ;

Етап 9
Знаючи сплайн-функцiю s(x) та координати точок слiдiв q, визна-

чаємо для кожної основної реперної точки Q додаткову реперну точку
Q+.

Етап 10
Для кожного слiду q визначаємо точку Kq , яка буде реперною на

наступному iтерацiйному кроцi пошуку огинаючої.

Етап 11
Знаходимо новий вираз для сплайн-функцiї s1(x) та визначаємо нове

положення додаткових реперних точок Q+1.

Етап 12
Повторюємо розрахунки до тих пiр, поки не буде задоволено критерiй

[h] припинення iтерацiйного процесу18 пошуку огинаючої до слiдiв q;

18Графiчна iнтерпретацiя критерiю [h] була подана на рис. 2.15 на с. 72. Там же було
описано його застосування та обґрунтування.
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Етап 13
Отриману, в результатi iтерацiй, криву огинаючої приймаємо за шу-

каний профiль початкової iнструментальної поверхнi.

Величину критерiю [h] необхiдно приймати порiвнянною з допу-
ском IT виготовлення профiлю iнструмента. Для бiльшостi випадкiв
достатньо приймати [h] = 1

3 IT .
Необхiдно пiдкреслити, що похибка визначення огинаючої залежить

не вiд величини критерiю [h], а вiд кiлькостi розрахункових точок за
якими побудованi слiди q, оскiльки саме вони є реперними точками при
побудовi сплайн-кривої s(x) огинаючої Θ.

2.8.2. Послiдовнiсть визначення профiлю рiзальної кромки
iнструмента

Вихiдними даними визначення профiлю початкової iнструментальної
поверхнi є:

– координати розрахункових точок торцевого перерiзу гвинтової
поверхнi, вираженi в полярнiй системi радiус-вектором ρ та поляр-
ним кутом δ;

– кут ε мiж осями iнструмента та деталi;

– найкоротша вiдстань m мiж осями iнструмента та деталi.

В якостi рухомої поверхнi Ω приймаємо передню поверхню рiзаль-
ного елемента iнструмента, який пiдлягає проєктуванню19. Необхiдно
вiдзначити, що рухома поверхня Ω повинна мати не тiльки форму, iден-
тичну переднiй поверхнi зуба, але i займати iдентичне положення щодо
осi iнструмента.

В iнструментальному виробництвi, для дискового фасонного iнстру-
менту, в якостi передньої поверхнi приймається площина, положення
якої визначається кутами γ i λ, а також деякою вершинною точкою на
зубцi, через яку вона проходить.

Загальна послiдовнiсть визначення профiлю рiзальної кромки, така
ж як i при визначеннi профiлю початкової iнструментальної поверхнi,
детально викладена в попередньому роздiлi. В даному випадку, врахо-
вуючи форму та орiєнтацiю рухомої поверхнi Ω, профiль огинаючої
вiдповiдає профiлю рiзальної кромки зубця iнструмента.

19Зазвичай це площина дотична до передньої поверхнi iнструмента в околицях рiзальної
кромки
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2.8.3. Послiдовнiсть визначення профiлю деталi за вiдомої
початкової iнструментальної поверхнi

Вихiдними даними щодо профiлю деталi є:

– координати осьового перерiзу вихiдної iнструментальної поверхнi,
заданi в системi координат пов’язаної з iнструментом;

– кут ε мiж осями iнструмента та деталi;

– найкоротша вiдстань m мiж осями iнструмента та деталi.

Послiдовнiсть визначення профiлю деталi методом рухомої поверхнi
може бути такою.

Етап 1
Орiєнтуємо рухому поверхню (рухому площину) Ω таким чином,

щоб вона була розташована перпендикулярно до осi гвинтової поверхнi
деталi.

Етап 2
На профiлi вiдомої початкової iнструментальної поверхнi вибираємо

ряд розрахункових точок M . Бажано щоб вони були рiвномiрно вiддаленi
одна вiд одної20.

Етап 3
Визначаємо слiди q перетину траєкторiй розрахункових точок M поча-

ткової iнструментальної поверхнi з рухомою поверхнею Ω та створюємо
масив значень координат слiдiв q.

Етап 4
На кожному слiдi q, початкового наближення21 огинаючої Θ0 знахо-

димо точки Q0, якi розташованi якнайдалi вiд осi iнструмента. Знайденi
точки є основними реперними точками для побудови сплайн-кривої
огинаючої Θ0. За основними реперними точками Q0 визначаємо сплайн-
функцiю s0(x) огинаючої Θ0;

20Ця умова не є обов’язковою. Але у такому разi за результатами профiлювання мо-
жливо буде визначити не тальки профiль деталi, а ще й оцiнити характер взаємодiї
iнструмента з деталлю, тобто навантаження окремих точок iнструмента. Ця обставина
може бути основою для подальшої оптимiзацiї конструкцiї iнструмента або параметрiв
технологiчного процеси виготовлення деталi.

21Маємо на увазi, що процес пошуку профiлю гвинтової поверхнi оброблюваної деталi
має iтерацiйний характер при якому остаточний результат профiлювання є результат
наближень до виконання наперед заданого критерiю припинення iтерацiйнiй.
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Етап 5
Знаючи сплайн-функцiю s0(x) та координати точок слiдiв q, визна-

чаємо для кожної основної реперної точки Q0 додаткову реперну точку
Q+0 , тобто здiйснюємо перший крок iтерацiйного пошуку.

Етап 6
Для кожного слiду q визначаємо точку Kq , яка буде реперною на

наступному iтерацiйному кроцi пошуку огинаючої.

Етап 7
Знаходимо новий математичний вираз для сплайн-функцiї s1(x) та

визначаємо нове положення додаткових реперних точок Q+11 здiйснюючи
таким чином наступний крок iнтеграцiйного процесу.

Етап 8
Повторюємо розрахунки (iтерацiї) до тих пiр, поки не буде задоволено

критерiй [h] припинення iтерацiйного процесу пошуку огинаючої до
слiдiв q.

Етап 9
Отриману, в результатi iтерацiй криву огинаючої приймаємо за шука-

ний профiль утвореної деталi.

Головною проблемою при визначеннi профiлю деталi, що утворю-
ється вiдомою. початковою поверхнею є порушення умов формоутво-
рення. Це пов’язано з тим, що один i той же iнструмент залежно вiд
параметрiв взаємного розташування iнструмент/деталь може працювати
як без порушення умов формоутворення так i з ними.

Отже, головним є вiрний вибiр орiєнтацiї iнструмента вiдносно де-
талi, а саме вiдстань мiж осями iнструмент/деталь та кут їх взаємного
перехрещування.

2.8.4. Методика аналiзу умов формоутворення

Вихiдними даними пiд час аналiзу умов формоутворень є:

– координати профiлю рiзальної кромки рiзального елемента, заданi
в системi координат, пов’язаної з iнструментом;

– кут ε мiж осями iнструмента та деталi;

– найкоротша вiдстань m мiж осями iнструмента та деталi.
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Аналiз умов формоутворення заснований на вивченнi характеру вза-
ємного розташування слiдiв q на рухомiй поверхнi Ω, яка пов’язана з
формоутворюваною деталлю.

Послiдовнiсть аналiзу умов формоутворення гвинтових поверхонь
може бути наступною.

Етап 1
На рiзальному iнструментi вибирають групу рiзальних кромок, мi-

нiмальна сукупнiсть яких може повнiстю утворити профiль гвинтової
поверхнi22. Слiд зазначити, що для iнструменту цiльної конструкцiї або
збiрної, коли рiзальна кромка оформлена повнiстю на одному зубi, як
розрахунковi точки можна прийняти точки рiзальної кромки23.

Однак у тому випадку, коли рiзальнi кромки iнструмента є дискре-
тними (змiннi пластинки тощо), вiд правильного вибору групи рiзальних
елементiв залежить результат аналiзу умов формоутворення. В цьому
випадку необхiдно об’єднувати в групу елементи, розташованi констру-
ктивно близько один до одного.

Етап 2
Далi, на рiзальних елементах групи вибирають розрахунковi точки

i по отриманих слiдах q будують огинаючу Θ, яка буде профiлем де-
талi. Пiсля визначення огинаючої необхiдно встановити, якi слiди q
торкаються її, а якi нi.

Тi слiди, що торкаються огинаючої вiдповiдають тим точкам рiзаль-
них кромок, якi будуть формотворчими (утворювати номiнальну поверх-
ню деталi). Це твiрнi точки рiзальної кромки.

Слiди, що не торкаються огинаючої Θ, вiдповiдають тим точкам рi-
зальних кромок, якi виконуватимуть тiльки чорнове видалення припуску
пiд обробку.

Розподiл точок на твiрнi та чорновi, дозволяє проектувати iнстру-
мент рацiональної конструкцiї, застосовуючи змiннi рiзальнi елементи з
експлуатацiйними характеристиками, якi вiдповiдають характеру вико-
нуваної ними роботи.

22Слiд мати на увазi, що одну i ту ж саму поверхню можна утворити рiзним iнструментом
з рiзною формою та кiлькiстю рiзальних кромок. Це буде впливати на продуктивнiсть
технологiчного процесу та якiсть обробленої поверхнi деталi, що необхiдно враховувати
при виборi iнструмента.

23Загалом можливi варiанти конструктивного виконання iнструмента. Iнструмент може
мати одну безперервну рiзальну кромку (наприклад, цiльна дискова фреза) або де-
кiлька дiлянок кромок розташованих на рiзних зубцях якi утворюють повний профiль
“перекриваючи” одна одну.
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2.9. Висновки

Розроблена методика представлення гвинтової поверхнi сукупнiстю
траєкторiй точок, що належать торцевому перерiзу гвинтової поверхнi.
Запропоновано та обґрунтовано критерiї оцiнки достовiрностi подання
номiнальної поверхнi деталi та iнструмента сукупнiстю траєкторiй. Ме-
тод рухомої поверхнi (площини) дозволяє визначати профiль поверхнi,
пов’язаної iз заданою гвинтовою поверхнею, а також дослiдити умови
формоутворення гвинтових поверхонь.

Аналiз отриманих результатiв дозволяє стверджувати, що запропоно-
ваний метод рухомої поверхнi для визначення спряженої поверхнi, на
вiдмiну вiд iнших методiв, дозволяє:

– безпосередньо на стадiї визначення початкової iнструментальної
поверхнi, без вирiшення зворотної задачi формоутворення, вста-
новити характер вiдхилення утвореної поверхнi деталi вiд її но-
мiнальної форми, а також виразити величину цього вiдхилення в
чисельнiй формi;

– минаючи стадiю визначення профiлю початкової iнструменталь-
ної поверхнi, визначити профiль фасонної рiзальної кромки iн-
струмента, що формує гвинтову поверхню при будь-якiй схемi
формоутворення;

– при аналiзi умов формоутворення гвинтової поверхнi iнструментом
з вiдомою формою встановити, якi дискретнi дiлянки початкової
iнструментальної поверхнi (або якi дiлянки рiзальної кромки) бу-
дуть формоутворюючими, а якi здiйснюватимуть тiльки чорнове
видалення припуску.

Запропоновано i теоретично обґрунтовано метод чисельного визначе-
ння огинаючої до плоских кривих, якi представленi сукупнiстю точок, у
виглядi сплайн-кривої мiнiмальної iнтегральної кривини.

Сукупнiсть викладених висновкiв дозволяє стверджувати, що за-
пропонований метод рухомої поверхнi, має ту перевагу перед iншими
методами визначення початкової iнструментальної поверхнi, що дозво-
ляє проєктувати iнструмент з керованої, для кожної дискретної точки
рiзальної кромки, схемою зняття припуску.
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3. ТРIАНГУЛЯЦIЯ ГВИНТОВИХ
ПОВЕРХОНЬ

У тривимiрному просторi трiангуляцiю поверхнi можна iнтерпретува-
ти, як замiну поверхнi сукупнiстю елементарних геометричних фiгур –
кiнцевих триангуляцiйних елементiв1.

У загальному випадку, кiнцевi трiангуляцiйнi елементи можуть бути
криволiнiйними, оскiльки вони належать до просторової поверхнi. Так
трiангуляцiю сфери можна реалiзувати вписавши у сферу тетраедр i
зробивши проекцiю його ребер iз центру сфери на її поверхню. В даному
випадку поверхня сфери буде трiангульована чотирма криволiнiйними
(сферичними) трикутниками.

Трiангуляцiю широко застосовують при вирiшеннi задач опору мате-
рiалiв i теорiї пружностi2. Це дозволяє застосовувати, добре розробленi,
методи механiки стрижневих систем до розрахунку навантажень i де-
формацiй у складних просторових деталях. В цьому випадку, об’ємну
деталь представляють сукупнiстю плоских елементарних фiгур, зазвичай
трикутникiв або паралелепiпедiв.

Трiангуляцiю складних поверхонь широко використовують при фор-
моутвореннi деталей на верстатах з числовим програмним управлiнням.
Так само широко трiангуляцiя просторових об’єктiв використовуються
як складова частина методу кiнцевих елементiв, при вирiшеннi задач до-
слiдження напруженого стану, або деформацiйних перемiщень складних
просторових систем3. Теоретичним та практичним аспектам застосуван-

1Трiангуляцiя - розбиття геометричного об’єкта на елементарнi геометричнi фiгури. На-
приклад, на площинi це розбиття на трикутники, звiдки i походить ця назва. Прикладом
вдалої трiангуляцiї може слугувати оболонка футбольного м’яча, коли сфера (тобто
м’яч) створено як сукупнiсть плоских фiгур (п’яти- та шестигранникiв).

2Амиро I. Я., Заруцки В. А. Теорiя ребристих оболонок. Київ : Наук. думка, 1980. 368 с.
Гавриленко Г. Д., Трубицина О. А. Коливання та стiйкiсть ребристих оболонок

обертання. Днiпро : Iн-т механiки iм. С. П. Тимошенка НАН України, 2008. 155 с.
3. Бразалук Ю.В., Євдокимов Д.В., Поляков Н.В. Спiльне застосування методу малого

параметра та методу граничних елементiв для чисельного вирiшення елiптичних
завдань iз малими обуреннями. – Вiсник ХНУ, № 703. - Харкiв, 2005. - С. 50-66.

Оробей, В. Ф. Метод граничних елементiв у завданнях з нестiйкими рiшеннями /
В. Ф. Оробей, О. Ф. Дащенко, О. М. Лiмаренко // Пр. Одеса. полiтехн. ун-т. – Одеса,
2013. – Вип. 2 (41). – C. 27-31.
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ня методу кiнцевих елементiв зокрема, питанням дослiдження динамiка
та мiцностi систем, присвячене значну кiлькiсть праць.

В iнструментальному виробництвi трiангуляцiя використовується для
представлення складних поверхонь деталей, або початкових iнструмен-
тальних поверхонь при дослiдженнi процесiв формоутворення.

Основною проблемою, яка виникає в iнструментальному виробництвi
при трiангуляцiї поверхнi, є варiацiйнiсть результату, який значною
мiрою залежить вiд форми та розмiрiв елементiв якими здiйснюється
трiангуляцiя.

Розподiл поверхнi на трiангуляцiйнi елементи, можна розглядати, як
окремий випадок задачi нанесення розрахункової сiтки в методах кiнце-
вих вiдмiнностей (запропонованого ще у серединi минулого столiття4),
або варiацiйних методах пошуку системи перемiщень, що має мiнiмум
повної потенцiйної енергiї5. Це накладає двi суперечливi умови.

З одного боку, точнiсть розрахункiв залежить вiд кiлькостi елементiв
на якi розбита трiангулюєма поверхня, яка потребує їх максимальної
кiлькостi.

З iншого, розбивка поверхнi на велику кiлькiсть елементiв значно
ускладнює розрахунки i зводить нанiвець практичнi переваги трiангуля-
цiї.

При розв’язаннi задач формоутворення iз застосуванням трiангуля-
цiї поверхонь, виникає проблема адекватного вiдображення локальних
диференцiйних характеристик поверхнi, а саме:

– положення площини дотичної до поверхнi деталi;

– напрямок нормалi;

– кривина i кручення.

Для поверхнi не пiдданої трiангуляцiї цi параметри змiнюються плав-
но i безперервно у всьому дослiджуваному просторi. У той же час,
трiангульована поверхня що представлена сукупнiстю плоских трiангу-
ляцiйних елементiв, має лише дискретнi значення зазначених параметрiв
локальної геометрiї поверхнi.

Це вносить значнi похибки у результати дослiдження умов формо-
утворення. Крiм цього, такi поняття, як кривина та кручення щодо
плоского елемента не зовсiм коректнi.

4Варвак П.М. Розвиток та додаток методу сiток до розрахунку пластин. Київ: Вид. НАН
України, 1949, ч. 1, – 120 с.; 1952, ч. 2, – 244 с.

5Мiхлiн С.Г. Варiацiйнi методи математичної фiзики. Київ: Наука, 1970 – 226 с.
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3.1. Постановка задачi

Одним iз способiв, який дозволяє перейти вiд дискретного пред-
ставлення параметрiв локальної геометрiї трiангульованої поверхнi до
безперервного, може бути використання поняття про гвинтовi траєкторiї,
як про межi трiангуляцiйних елементiв.

Гвинтову поверхню можна розглядати як сукупнiсть гвинтових трає-
кторiй точок, якi належать її довiльному перерiзу6 . У цьому випадку,
використовуючи гвинтовi траєкторiї як межi трiангуляцiйних елементiв,
можна перейти вiд дискретних значень локальних диференцiальних ха-
рактеристик поверхнi, до безперервних уздовж кордонiв цих елементiв.

Одночасно, це дозволяє використовувати замiсть плоского кiнцевого
елемента, частину цилiндричної поверхнi постiйного радiусу, який має
велику гомеоморфнiсть7 щодо гвинтової поверхнi.

Отже, метою цiєї роботи є розробка способу трiангуляцiї гвинтової
поверхнi за допомогою гвинтових траєкторiй.

3.2. Представлення поверхнi сукупнiстю
траєкторiй

Мiнiмальним геометричним елементом, сукупнiстю яких може бути
задана поверхня довiльної форми є точка. Однак такi поняття як нормаль,
кривина i дотична, якi характеризують локальну геометрiю поверхнi, не
можуть бути застосовнi до точки. Тому зручнiше розглядати поверхню,
як сукупнiсть лiнiй якi їй належать.

У загальному випадку, поверхню можна представити, як сукупнiсть
нескiнченної кiлькостi лiнiй не iдентичних одна однiй, проте бiльш
доцiльним є утворення регулярної сукупностi лiнiй, якi мають однаковi
геометричнi ознаки.

Слiд зазначити, що лiнiї, якi утворюють поверхню можуть мати рiзну
форму для однiєї i тiєї ж поверхнi. Так, площину можна розглядати
як сукупнiсть будь-яких геометричних фiгур, розташованих в однiй
площинi, наприклад, прямих лiнiй, дуг кiл або елiпсiв.

6Теоретично це так, але на практицi краще використовувати перерiзи орiєнтованi певним
чином вiдносно конкретних елементiв iнструмента. Наприклад, торцевий або осьовий
перерiз.

7Яковець В.П., Боровик В.Н. Курс диференцiальної геометрiї. Нiжин : НДПУ, 2004. –
237 с.
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Гвинтову поверхню можна розглядати, як сукупнiсть торцевих сiчень
(точнiше сукупнiсть профiлiв торцевих сiчень) або як сукупнiсть гвинто-
вих траєкторiй точок, що рухаються вздовж оси гвинтової поверхнi.

Не дивлячись те що, що з цих сукупностей утворена рiзними формою
лiнiями, всерединi кожної сукупностi вони пiдпорядкованi загальним
умовам. При цьому важливим є те, що цi лiнiї можна розглядати, як
траєкторiй точок, якi рухаються у просторi за вiдомим законом єдиним
для всiх точок.

З погляду формоутворення поверхонь, доцiльно використовувати такi
траєкторiї, якi певною мiрою характеризують форму всiєї поверхнi i
водночас є досить простими кривими. Щодо гвинтових поверхонь, таки-
ми траєкторiями можуть бути гвинтовi траєкторiї точок, що належать
її торцевому перерiзу8. Вибiр гвинтових траєкторiй має кiлька переваг
перед лiнiями iншого типу. Розглянемо їх докладнiше.

З точки зору процесу формоутворення гвинтової поверхнi на верстатi,
гвинтова траєкторiя має ту перевагу, що завжди збiгається з рухом
iнструмента вiдносно деталi, а її форма досить повно вiдображає основнi
характеристики гвинтової поверхнi. Зокрема – її крок, напрям дотичної,
кут нахилу твiрної, гвинтовий параметр поверхнi9.

Не менш важливi властивостi гвинтовi траєкторiї мають i з точки
зору теорiї поверхонь, адже вони є геодезичними лiнiями, якi мають
кiлька особливих властивостей, а саме є найкоротшими, фронтальними
i найбiльш прямими10.

Властивiсть геодезичної лiнiї, як найкоротшої полягає в тому, що
всяка, досить маленька дуга геодезичної лiнiї, є найкоротшою лiнiєю на
поверхнi мiж двома довiльними точками.

З точки зору технологiї обробки деталi на верстатi – властивiсть
геодезичної лiнiї як найкоротшої, вiдповiдає найкоротшiй траєкторiї iн-
струмента при якiй можлива формоутворення гвинтової поверхнi деталi.

8Солодкий В.I. Модифiкований кiнематичний метод визначення огинаючої до гвинтової
поверхнi. Вiсник нацiонального технiчного унiверситету України "КПI". Машинобуду-
вання. Вип. 33, Київ, 1998. С. 169-174.

9Люкшин В.С. Теорiя гвинтових поверхонь у проектуваннi рiзальних iнструментiв. Київ,
Наука, 1967 - 372 с.,

Cormac P. A trestise on screws and worm cear, their mills and hobs. Capman & Hall Ltd.,
London, 1936, - 140 pg.

Солодкий В.I., Ладижов А.Л. Профiлювання iнструменту для обробки гелiкоїдальних
гвинтових поверхонь. Вiсник нацiонального технiчного унiверситету України «КПI».
Машинобудування. Вип.34, Київ 1999. С.145-150.

10Гiльберт Д., Кон-Фоссен С. Наочна геометрiя. Перек. з нiм. - 3-тє вид. - : Наука, 1984, -
344 с.

– 99 –



Це забезпечує найбiльшу продуктивнiсть обробки, особливо у разi коли
рух подачi iнструмента щодо деталi є гвинтовим.

Властивiсть геодезичної лiнiї як фронтальної полягає в тому, що
дотична до неї завжди збiгається з напрямком ковзання поверхнi сам
по собi. З технологiчної точки зору ця властивiсть геодезичної лiнiї
(гвинтової траєкторiї) дозволяє утворювати гвинтовi поверхнi шляхом
видавлювання.

З погляду теорiї профiлювання властивiсть геодезичної лiнiї як лiнiї
ковзання, дозволяє використовувати поняття про “ковзання поверхнi
сам по собi” введене професором Родiним П.Р. у теорiю профiлювання
iнструменту у серединi минулого столiття11, що значно спрощує процес
пошуку початкової iнструментальної поверхнi.

Властивiсть геодезичної лiнiї як найбiльш прямий полягає в тому,
що нормаль до поверхнi збiгається з дотичною площиною геодезичної
лiнiї. З точки зору теорiї формоутворення, це дозволяє досить просто
визначити такi геометричнi параметри гвинтової поверхнi як дотична,
нормаль, кривина, якi є основними параметрами при дослiдженнi хара-
ктеру дотику спряжених поверхонь.

На рис. 3.1 зображена гвинтова поверхня, яка була трiангульована
площинними трикутниками за традицiйною методикою, та сукупнiстю
гвинтових траєкторiй T1, T2, T3 рис. 3.2.

Рис. 3.1. Трiангуляцiя трикутниками Рис. 3.2. Трiангуляцiя гвинтовими
траєкторiями

11Родiн П.Р. Основи теорiї проектування рiзальних iнструментiв. Київ, Науково думка,
1960 – 160 с.
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В обох випадках трiангуляцiя поверхнi була здiйснена за одними
i тими ж реперними точками. Якщо (у разi застосування традицiйної
методики трiангуляцiї) елементарний елемент має форму площинного
трикутника, то при застосуваннi трiангуляцiї гвинтовими траєкторiями,
вiн має форму тривимiрного чотирикутника a1b1a2b2.

При цьому його сторони a1b1 i a2b2 є гвинтовими траєкторiями, а
сторони a1a2 i b1b2 є частинами торцевого перерiзу гвинтової поверхнi,
яке може бути представлене дугою кола, що детально розглянуто нижче.

Слiд зазначити, що при трiангуляцiї трикутними елементами, визна-
чити напрямок дотичної до поверхнi в репернiй точцi досить складно,
так як жодна з меж трикутника не збiгається з гвинтовою поверхнею.

У той же час, при трiангуляцiї поверхнi гвинтовими траєкторiями
– напрямок дотичних уздовж двох протилежних кордонiв a1a2 i b1b2
трiангуляцiйного елемента, можливо визначити не тiльки наближено, а
й теоретично точно, що дозволяє здiйснити дослiдження умов формо-
утворення з мiнiмальною похибкою.

3.3. Апроксимацiя торцевого перерiзу гвинтової
поверхнi дугами кола

Ранiше було зазначено, що як початкове положення точок, якi утворю-
ють сукупнiсть гвинтових траєкторiй, доцiльно приймати точки торцево-
го перерiзу дослiджуваної поверхнi. У той же час, в iнструментальному
виробництвi, досить часто, здiйснюється замiна теоретично точного
торцевого профiлю гвинтової поверхнi, дугами кола.

Це дозволяє описати торцевий профiль гвинтової поверхнi бiльш про-
стими функцiональними залежностями i, що бiльш важливе, визначити
диференцiальнi характеристики локальної дiлянки гвинтової поверхнi,
пiсля її триангуляцiї гвинтовими траєкторiями.

Знаючи рiвняння гвинтової траєкторiї та параметри кола, що прохо-
дить через точки торцевого перерiзу гвинтової поверхнi, можна визна-
чити напрямок нормалi та положення площини дотичної до поверхнi,
величини головних кривин та нормальної кривини, а також ряд iнших
параметрiв.

Нехай торцевий перерiз гвинтової поверхнi представлений сукупнi-
стю точок Mi з координатами xi та yi при i = 1 . . . n. Якщо здiйснити
замiну дугою кола всiх n точок торцевого профiлю, то координати xc i
yc центру Oс кола та його радiус R можна знайти iз системи рiвнянь
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


(
xp − xc

)2
+

(
yp − yc

)2
= R2,(

xq − xc
)2
+

(
yq − yc

)2
= R2,(

xs − xc
)2
+

(
ys − yc

)2
= R2.

(3.1)

Стохастично даючи параметрам p, q i s довiльнi значення в межах
вiд 1 до n, i довiльно групуючи трiйки рiвнянь наведених вище, можна
визначити значення параметрiв R, xc та yc для кожної трiйки рiвнянь12.

Тодi, за остаточний результат приймають їх середнi арифметичнi
значення. Як альтернативний спосiб визначення параметрiв R, xc i
yc, можливо використовувати метод найменших квадратiв, вирiшивши
систему рiвнянь

∑ (√
(xi − xc)2 + (yi − yc)2 + R

)
(2xc − 2xi)√

(xi − xc)2 + (yi − yc)2
= 0, (3.2a)

∑ (√
(xi − xc)2 + (yi − yc)2 + R

)
(2yc − 2yi)√

(xi − xc)2 + (yi − yc)2
= 0, (3.2b)

∑ (
2R − 2

√
(xi − xc)2 + (yi − yc)2

)
= 0. (3.2c)

Недолiком способу замiни всiх n точок профiлю одним колом є
те, що отримане коло не проходить через жодну з реперних точок.
Цю проблему можна уникнути, виконуючи замiну торцевого профiлю
декiлькома дугами, якi проходять через послiдовнi групи реперних точок.

Якщо коло проходить через три репернi точки M1, M2 та M3, то
її параметри R, xc та yc можна визначити безпосередньо iз системи
рiвнянь




(x1 − xc)2 + (y1 − yc)2 − R2 = 0,

(x2 − xc)2 + (y2 − yc)2 − R2 = 0,

(x3 − xc)2 + (y3 − yc)2 − R2 = 0.

(3.3)

12Справочник по математике для научных работников и инженеров. Корн Г., Корн Т. Київ:
Наука. Головна редакцiя фiзико-математичної лiтератури, 1984, – 832 с.
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Таким чином, групуючи всi точки профiлю на трiйки, можливо послi-
довно описати дугами весь торцевий профiль гвинтової поверхнi. Проте,
у такому разi виникають найменше двi проблеми.

По-перше, знайденi кола не враховують характер розташування сусi-
днiх точок профiлю.

По-друге, параметри кола залежать вiд напряму їхнього групування.
Так для двох точок M2 та M3 рис. 3.3 маємо два рiзних кола R(1,2,3) i
R(2,3,4) в залежностi вiд того, з якого боку групують репернi точки.

Рис. 3.3. Орiєнтацiя кола залежно вiд напрямку
групування реперних точок

У той же час, використовуючи метод найменших квадратiв i даючи
реперним точкам торцевого профiлю гвинтової поверхнi рiзнi коефiцiєн-
ти значимостi, можливо провести коло через двi точки (саме через двi),
враховуючи характер розташування сусiднiх реперних точок. Покажемо
це з прикладу групи з чотирьох, послiдовно розташованих, точок M1,
M2, M+ i M4.

Будемо будувати коло мiж двома середнiми точками M2 та M3, ма-
ючи точки M1 та M4 як допомiжнi. Дамо точкам M1 i M4 коефiцiєнт
значимостi (ваговий коефiцiєнт) рiвний p1, а точкам M2 i M3 рiвний p2.
I нехай p1 << p2. Тодi система рiвнянь за методом найменших квадратiв
набуде такого вигляду

p1
∑
k

(√
(xk − xc)2 + (yk − yc)2 + R

)2
(2xc − 2xk )√

(xk − xc)2 + (yk − yc)2
+

+ p2
∑
l

(√
(xl − xc)2 + (yl − yc)2 + R

)2
(2xc − 2xl)√

(xl − xc)2 + (yl − yc)2
= 0, (3.4)
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p1
∑
k

(√
(xk − xc)2 + (yk − yc)2 + R

)2
(2yc − 2yk )√

(xk − xc)2 + (yk − yc)2
+

+ p2
∑
l

(√
(xl − xc)2 + (yl − yc)2 + R

)2
(2yc − 2yl)√

(xl − xc)2 + (yl − yc)2
= 0, (3.5)

p1
∑
k

(
2R − 2

√
(xk − xc)2 + (yk − yc)3

)
+

+ p2
∑
l

(
2R − 2

√
(xl − xc)2 + (yl − yc)3

)
= 0. (3.6)

У наведених залежностях параметр k приймає значення рiвнi 1 та
4, а параметр l значення рiвнi 2 та 3. Чисельна величина коефiцiєнтiв
значущостi p1 i p2 може набувати будь-яких значень, наприклад p1 = 0,5
i p2 = 20.

У даному випадку похибка проходження дуги кола через точки M2

i M3 буде в p2/p1 = 20/0,5 = 40 разiв менше, нiж у точках M1 i M4.
Важливим є вiдносини коефiцiєнтiв, а не їх чисельна величина.

Природно, що дуга кола нiколи точно не пройде через репернi точки
M2 та M3, однак, використовуючи викладену методику, можна зменшити
похибку до допустимої величини. При цьому дуга, проведена через двi
точки M2 та M3 враховуватиме положення зовнiшнiх сусiднiх точок M1

та M4.
Аналогiчно, можна провести дугу кола через двi точки з урахуванням

розташування чотирьох сусiднiх. У цьому випадку, основними будуть
точки M3 та M4, а пари точок (M1 та M6) та (M2 та M5) допомiжни-
ми, з вiдповiдними коефiцiєнтами значущостi p1, p2 та p3. Тодi кожне
рiвняння, у наведенiй вище системi з трьох рiвнянь, набуде вигляду

p1
∑
k

(· · · ) + p2
∑
l

(· · · ) + p3
∑
m

(· · · ) = 0. (3.7)

Три точки у дужках вiдповiдають виразам сум у розглянутiй ви-
ще системi рiвнянь. Параметри k, l, m приймають фiксованi значення
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(k = 1; 6), (l = 2; 5), (m = 3; 4) а коефiцiєнти значущостi задовольняють
спiввiдношенню p1 < p2 < p3.

Розглянута методика дозволяє замiнити складний криволiнiйний про-
фiль торцевого перерiзу гвинтової поверхнi сукупнiстю дуг, якi про-
ходять через репернi точки з допустимим вiдхиленням i враховують
характер розташування сусiднiх реперних точок.

На рис. 3.4 зображена частина гвинтової поверхнi, яка була трiангу-
льована за допомогою двох гвинтових траєкторiй T1 та T2, а на рис. 3.5
елементарний трiангуляцiйний чотирикутник a1b1a2b2, що обмежений
двома гвинтовими траєкторiями T1 i T2 та двома дугами радiусу R.

Рис. 3.4. Трiангуляцiя гвинтовими
траєкторiями

Рис. 3.5. Елемент трiангуляцiйного
трикутника

Необхiдно вiдзначити, що центр Oc кола радiуса R рухається в про-
сторi також по гвинтовiй траєкторiї Tс з гвинтовим параметром рiвним
гвинтовому параметру гвинтової поверхнi.

Слiд зазначити, що у випадку традицiйної трiангуляцiї трикутника-
ми, для представлення всiєї гвинтової поверхнi, необхiдно зберiгати
iнформацiю про всi репернi точки розташованi на початковiй гвинтовiй
поверхнi, яка вимагає значних iнформацiйних витрат.

У той же час, при трiангуляцiї гвинтовими траєкторiями достатньо
зберiгати iнформацiю тiльки про радiус R, величину кута ϕ, що обмежує
дугу кола i гвинтову траєкторiю Tс. Вся iнша iнформацiя про трiангу-
лює гвинтову поверхню, може бути отримана на пiдставi розрахункiв,
однакових для будь-якої її дiлянки.
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3.4. Достовiрнiсть подання номiнальної поверхнi

Трiангуляцiя гвинтової поверхнi за допомогою сукупностi гвинтових
траєкторiй дозволяє розглянути питання про достовiрнiсть подання
трiангульованої поверхнi. Можна стверджувати, що чим ближче, одна
до одної, розташованi утворюють траєкторiї, тим бiльше достовiрно
представлена поверхня.

Слiд зазначити, що можливо кiлька варiантiв формулювання критерiю
достовiрностi подання поверхнi.

Достовiрнiсть за довжиною

У той же час слiд зазначити, що при тiй самiй вiдстанi мiж сусiднiми
траєкторiями, достовiрнiсть уявлення поверхнi залежить вiд її форми.
У зв’язку з цим доцiльно ввести поняття про критерiй достовiрностi
подання поверхнi.

Критерiй достовiрностi ℵ
Критерiй достовiрностi подання трiангульованої поверхнi, це вiд-
ношення довжини sТ прямої лiнiї, яка з’єднує двi точки на сусi-
днiх траєкторiях T1 i T2, до довжини sN найкоротшої лiнiї, що
належить до номiнальної поверхнi мiж цими точками.

Отже, математично критерiй достовiрностi ℵ подання трiангульованої
поверхнi можна записати як

ℵ =
sT
sN

. (3.8)

Рис. 3.6. Достовiрнiсть
представлення поверхнi

Тодi графiчну iнтерпретацiю критерiю
ℵ можна розглядати за рис. 3.6. Такий
критерiй зручний тим, що у разi пов-
ного збiгу номiнальної поверхнi та по-
верхнi представленої дискретною кiлькi-
стю траєкторiй, чисельне значення кри-
терiю достовiрностi дорiвнюватиме оди-
ницi ℵ = 1, а за наявностi вiдхилення
(зазору) мiж номiнальною та трiангульо-
ваною поверхнями, його значення буде
менше одиницi.

Як площину в якiй лежать вiдрiзки sT i sN можна використовувати
площину торцевого перерiзу гвинтової поверхнi, або нормальну площину
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до однiєї з гвинтових траєкторiй. Це дозволяє говорити про нормальний
i торцевий критерiї достовiрностi уявлення гвинтової поверхнi.

Достовiрнiсть за вiдстанню

Рис. 3.7. Достовiрнiсть
за вiдстанню

Як iнший варiант критерiю достовiрностi ℵh
можна використовувати величину вiдношення
найбiльшої вiдстанi h мiж номiнальною та трiан-
гульованою поверхнями до вiдстанi sT мiж гвин-
товими траєкторiями, що представляють гвинто-
ву поверхню рис. 3.7., що математично можна
записати як

ℵh =
h
sT
. (3.9)

Таке визначення критерiю достовiрностi має ту перевагу, яка дозволяє
вимiрювати значення параметрiв, що входять до нього, безпосередньо
на деталi. Однак його чисельне уявлення не зовсiм коректне, оскiльки
у разi повного збiгу поверхонь величина критерiю виявляється рiвною
нулю.

Iншим варiантом критерiю ℵh може бути вiдношення sT до h, тобто
ℵh = zT /h. Але у такому випадку повного збiгу номiнальної та трiангу-
лювання поверхнi (тобто у випадку h = 0) критерiй достовiрностi буде
дорiвнювати нескiнченностi. Що також не дуже коректно.

Достовiрнiсть за площею

Рис. 3.8. Достовiрнiсть
за площею

Ще одним варiантом критерiю достовiрностi
подання поверхнi може бути iнтегральний пока-
зник площi F обмежений кривими номiнальної
sN та трiангульованої sT поверхонь у деякому
перерiзi рис. 3.8.

Проте, у цьому разi результат залежить вiд
прийнятого масштабу лiнiйних вимiрiв, що при-
зводить до неоднозначностi чисельного представлення критерiю.

Висновки

Таким чином, найбiльш доцiльною формою критерiю достовiрно-
стi подання гвинтової поверхнi, яка була трiангульована за допомогою
гвинтових траєкторiй, є вiдношення довжини прямої sT найкоротшої
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вiдстанi мiж точками M1 иа M2, що належать сусiднiм твiрним траєкто-
рiям T1 i T2, до довжини лiнiї sN , що належить до номiнальної поверхнi
проведеної мiж цими точками.

3.5. Диференцiальна геометрiя локальної дiлянки
трiангульованої поверхнi

Розглянемо способи визначення диференцiальних характеристик гвин-
тової поверхнi трiангульованої за допомогою гвинтових траєкторiй.

З гвинтовою поверхнею зв’яжемо систему координат ∆ : (X∆Y∆Z∆),
що орiєнтована у такий спосiб. Вiсь Z∆ збiгається з вiссю гвинтової
поверхнi, а координатна площина (X∆Y∆) збiгається з її торцевим перерi-
зом, профiль якого визначений полярним радiус-вектором ρ та полярним
кутом δ.

Рiвняння гвинтової траєкторiї T довiльної точки M , що належить до
торцевого перерiзу гвинтової поверхнi, можна подати у векторнiй формi
радiусом-вектором r

r =
[
ρ cos (δ + t) ρ sin (δ + t) p t

]T
, (3.10)

де t – змiнний параметр, чисельна величина якого дорiвнює
куту повороту точки M щодо осi Z . Практично, це кут
на який повернулась точка M навколо осi пiд час руху
по гвинтовiй траєкторiї;

ρ – полярний радiус-вектор точки M у торцевому перерiзi
гвинтової поверхнi;

δ – полярний кут точки M у торцевому перерiзi гвинтової
поверхнi;

p – гвинтовий параметр гвинтової поверхнi p = H
2π , де па-

раметр H – крок гвинтової траєкторiї.

Тодi вектор kT дотичний до гвинтової траєкторiї можна визначити як

kR =
∂r

∂t
=

[
−ρ sin (δ + t) ρ cos (δ + t) p

]T
. (3.11)

Знаючи параметри R, xc i yc кола, можливо визначити вектор kT до
профiлю гвинтової поверхнi у її торцевому перерiзi

kT =
[
cos ξ sin ξ 0

]T
. (3.12)

– 108 –



У наведеному виразi параметр ξ це кут мiж додатнiм напрямом осi
X∆ i напрямом дотичної kT до профiлю поверхнi у її торцевому перерiзi.

Положення двох векторiв kR i kT дотичних до поверхнi однозначно
визначає положення площини дотичної до гвинтової поверхнi i нормаль
n до неї, яку можна знайти як векторний добуток n = kR × kT або у
розгорнутому видiв

n = kR × kT =



−ρ sin (δ + t)
ρ cos (δ + t)

p


×



cos ξ
sin ξ
0


=

=



−p sin ξ
p cos ξ

−ρ cos (t + δ − ξ)


. (3.13)

Слiд зазначити, що вектор kR описує дотичну до безперервної трає-
кторiї T , а вектор kR дотичну до кола мiж двома реперними точками i
тому обидва вектора kR i kT є безперервними параметрами.

Отже, трiангуляцiя гвинтової поверхнi з використанням гвинтових
траєкторiй дозволяє отримати безперервнi характеристики положення
дотичної площини i нормалi до гвинтової поверхнi, у всiй областi її
iснування, яке не можливо при традицiйних способах трiангуляцiї пло-
щинними кiнцевими елементами.

У бiльшостi випадкiв формоутворення гвинтової поверхнi, гвинтовi
траєкторiї збiгаються з напрямок руху iнструмента щодо заготованки.

Визначимо диференцiальнi геометричнi характеристики гвинтової
поверхнi враховуючи, що при застосуваннi верстатiв з числовим про-
грамним керуванням для формоутворення гвинтових поверхонь триангу-
ляцiйна гвинтова траєкторiя збiгається з траєкторiєю руху iнструмента.

Приймаючи за додатнiй напрямок гвинтової траєкторiї напрямок,
який збiгається з рухом точки M при зростаннi параметра t, можна
визначити диференцiал дуги ds як

ds = |dr| =

√(
dr

dt

)2
dt =

=

√
ρ2 sin2 (δ + t) + ρ2 cos2 (δ + t) + p2 dt =

√
ρ2 + p2 dt. (3.14)

Тодi орт τ дотичної до гвинтової траєкторiї можна визначити як

τ =
dr

ds
=

[
−ρ sin (δ + t) ρ cos (+t) p

]

√
ρ2 + p2

. (3.15)
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Чисельне значення кривини K гвинтової траєкторiї в розрахунковiй
точцi M можна визначити як

K =
�����
dτ
ds

�����
=

ρ

ρ2 + p2
, (3.16)

dτ =

[
−ρ sin (δ + t) −ρ cos (+t) p

]

√
ρ2 + p2

dt . (3.17)

Звiдки можна визначити орт ν головної нормалi

ν =
1

K
·

dτ
ds
=

[
− cos (δ + t) − sin (δ + t) 0

]T
. (3.18)

Знаючи вирази для ортiв дотичної τ та головної нормалi ν, можна
визначити напрямок орта бiнормалi β

β = τ × ν =
1√

ρ2 + p2



1 1 1
−ρ sin (δ + t) ρ cos (δ + t) p
− cos (δ + t) − sin (δ + t) 0


=

=

[
−p sin (δ + t) −p cos (+t) ρ

]

√
ρ2 + p2

. (3.19)

Величину кручення T можна визначити через орт головної нормалi ν
та орт бiнормалi β як

T = −ν
dβ
ds
= −
−p cos2 (δ + t) − p sin2 (δ + t)

ρ2 + p2
=

p
ρ2 + p2

. (3.20)

Отже, в кожнiй точцi що належить межi триангуляцiйного елемента13,
можливо безперервно i теоретично точно визначити основнi диференцiй-
нi геометричнi параметри гвинтової поверхнi, що в свою чергу дозволяє
виконати теоретично коректне дослiдження формоутворення гвинтової
поверхнi.

Необхiдно вiдзначити, що при трiангуляцiї плоскими елементами,
параметри локальної геометрiї трiангульованої поверхнi стрибкоподiбно
змiнюють свої значення вiд елемента до елемента.

У той же час, при використаннi гвинтових траєкторiй з одночасною
замiною криволiнiйного торцевого профiлю дугами кола, чисельне зна-
чення цих параметрiв буде безперервно i плавно змiнюватися вздовж
кожної, з чотирьох меж (кордонiв) триангуляцiйного елемента.
13Тобто лежить на кордонi двох сумiжних елементiв, що використовуються для трiангуля-

цiї гвинтової поверхнi.
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3.6. Висновки

Трiангуляцiя гвинтової поверхнi сукупнiстю гвинтових траєкторiй,
дозволяє перейти вiд дискретного подання диференцiальних характери-
стик локальної геометрiї трiангульованої поверхнi, до безперервного.
Це дає можливiсть теоретично точно визначати положення нормалей i
дотичних у будь-якiй точцi на межi сусiднiх триангуляцiйних елементiв.

Подання гвинтової поверхнi сукупнiстю гвинтових траєкторiй, з одно-
часною iнтерполяцiєю профiлю торцевого перерiзу гвинтової поверхнi
частиною дуги кола, дозволяє визначати диференцiальнi характеристики
гвинтової поверхнi для будь-якої точки трiангуляцiйного елемента. У
той час, як при трiангуляцiї плоскими елементами, цi характеристики є
постiйними в межах одного елемента, що не вiдповiдає дiйсностi.

При використаннi трiангуляцiї гвинтової поверхнi сукупнiстю гвин-
тових траєкторiй i дуг кола достатньо зберiгати iнформацiю тiльки про
торцевий перерiз поверхнi i один пласт трiангуляцiйних елементiв.

Повне уявлення всiєї поверхнi та її диференцiальнi характеристики,
у будь-якiй точцi, можна отримати шляхом розрахункiв за наведеними
вище залежностям, однаковим для будь-якої точки гвинтової поверхнi.

Подальшим напрямком розвитку викладеного матерiалу, може бути
вибiр оптимального кроку розташування гвинтових траєкторiй, при
якому похибка трiангуляцiї однакова для всiєї гвинтової поверхнi.
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4. ДИСКОВИЙ IНСТРУМЕНТ

Дисковий iнструмент використовується при формоутвореннi гвин-
тових поверхонь стружкових канавок рiзального iнструменту (свердла,
зенкери, фрези), а також при виготовленнi зубчастих колiс великого
модулю з нахиленим зубцем1.

4.1. Профiль початкової iнструментальної
поверхнi

Профiль початкової iнструментальної поверхнi залежить не тiльки
ввiд форми та розмiрiв деталi, але i вiд взаємного розташування iнстру-
мента та заготованки, що необхiдно враховувати пiд час профiлювання.

4.1.1. Взаємне розташування об’єктiв формоутворення

У якостi гвинтової поверхнi будемо розглядати праву гвинтову по-
верхню визначену: прямою вiссю W , гвинтовим параметром p, а також
профiлем свого торцевого перерiзу.

Вiдповiдно до прийнятої в роботi методики, будемо представляти
гвинтову поверхню сукупнiстю гвинтових траєкторiй T∆, руху точок, що
належать торцевому перерiзу.

З гвинтовою поверхнею деталi зв’яжемо праву систему координат
{∆} : (X∆Y∆Z∆), яка орiєнтована в такий спосiб рис. 4.1. Вiсь Z∆ збiгає-
ться з вiссю W гвинтової поверхнi i спрямована у бiк правого гвинтового
руху. Координатна площина (X∆Y∆) збiгається з торцевим перерiзом
гвинтової поверхнi.

Торцевий профiль гвинтової поверхнi визначений у координатнiй
площинi (X∆Y∆) полярним кутом δ та полярним радiус-вектором ρ.
Полярний кут δ вiдраховується вiд осi X∆ у напрямку проти ходу го-
динникової стрiлки до радiус-вектора ρ(M ) розрахункової точки MT .
Полярний кут δ може набувати значень вiд 0 до 2π.

З iнструментом зв’яжемо праву систему координат {Ψ} : (XΨYΨZΨ).
Точка OΨ початку системи координат {Ψ} збiгається i точкою перетину

1Зубчастi колеса евольвентного зачеплення з нахиленим зубцем є рiзновидом гвинтової
поверхнi. Таку поверхню можна утворити, як огинаючу до гвинтового руху евольвенти.

– 112 –



осi Y∆ системи {∆} та осi Oiн обертання iнструмента. Вiсь ZΨ збiгається
з вiссю обертання iнструмента i становить iз вiссю Z∆ гострий кут ε.

Найкоротша вiдстань мiж точками O∆ та OΨ початку вiдповiдних
систем координат позначимо як d. Вiсь XΨ збiгається за орiєнтацiєю та
положенням з вiссю Y∆.

Рис. 4.1. Взаємне розташування деталi та iнструменту

Як рухому поверхню приймемо площину Ω, яка проходить через
вiсь ОΨ обертання iнструмента i вiдповiдно через координатну вiсь ZΨ.
Рухома площина ΩΨ може здiйснювати обертальний рух щодо осi ZΨ i в
початковий момент збiгається i координатною площиною (XΨZΨ), тобто
проходить через осi початку O∆ та OΨ систем координат {∆} деталi та
{Ψ} iнструмента.

З рухомою площиною ΩΨ зв’яжемо двовимiрну систему координат
{Ω} : (XΩYΩ) орiєнтовану в такий спосiб. Точка OΩ початку системи
координат {Ω} збiгається з точкою OΨ системи координат {Ψ}. Вiсь YΩ
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у початковий момент збiгається за положенням з вiссю XΨ (i вiссю Y∆),
але орiєнтована у протилежний бiк, тобто eΨ1 = − e∆2 .

4.1.2. Побудова слiду перетину гвинтової траєкторiї з
рухомою площиною

Точка Q слiду q∆ вiдповiдає точцi M гвинтової траєкторiї, через
яку проходить рухома площина Ω. Положення розрахункової точки M ,
можна визначити радiус-вектором r, який у системi координат {∆} має
такi компоненти

r∆(M ) =



ρ(M ) cos
(
δ(M ) + t

)
ρ(M ) sin

(
δ(M ) + t

)
p t


, (4.1)

де ρ(M ) – полярний радiус-вектор точки M у системi координат
{∆} ;

δ(M ) – полярний кут точки M у системi координат {∆} ;

t – параметр, чисельно рiвний величинi кута повороту
проекцiї точки M , при її гвинтовому русi, на коорди-
натну площину (X∆Y∆).

Координати точки Q слiду q∆ утвореного взаємним перетином ру-
хомої площини ΩΨ та гвинтовою траєкторiєю T∆, можна визначити
вектором rΩ компоненти якого представленi у двовимiрнiй системi коор-
динат {Ω}, що належить рухомiй площинi ΩΨ. Вектор r визначимо як
результат послiдовного виконання операторiв

rΩ = Res (∆,Ψ) Res (Ψ,Ω) . (4.2)

Оператор Res(∆,Ψ)переходу вiд системи координат {∆} до системи
координат {Ψ} можна розглядати як результат двох послiдовних опе-
рацiй. Повороту Rot

(
∆,Y∆.ε

)
≡

{
∆1

}
системи координат {∆} навколо

осi Y∆ на кут ε, в результатi якого отримаємо промiжну систему ко-
ординат

{
∆1

}
. I наступного перенесення Trans

(
∆1,Y∆, d

)
промiжної

координатної системи
{
∆1

}
вздовж осi Y∆ на величину d.

Оператор повороту Rot
(
∆,Y∆.ε

)
:
(
∆→ ∆1

)
≡

{
∆1

}
системи коорди-

нат {∆} навколо її осi Y∆ на кут ε (тобто перехiд вiд системи координат
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{∆} до промiжної системи
{
∆1

}
) можна реалiзувати квадратною матри-

цею [Φ](∆→∆:1) у виглядi

Rot
(
∆,Y∆.ε

)
= [Φ](∆→∆:1) =



0 1 0
− cos ε 0 sin ε
sin ε 0 cos ε


. (4.3)

Оператор перенесення Trans
(
∆1,Y∆, d

)
реалiзується матрицею

Trans
(
∆
1,Y∆, d

)
=



0
−d
0


. (4.4)

Тодi остаточно оператор Res(∆,Ψ)переходу вiд системи координат
{∆} до системи координат {Ψ} набуде вигляду

Res(∆,Ψ) = Rot
(
∆,Y∆.ε

)
·



e1
e2
e3



∆

+ Trans
(
∆
1,Y∆, d

)
=

=



0 1 0
− cos ε 0 sin ε
sin ε 0 cos ε


·



e1
e2
e3



∆

+



0
−d
0


, (4.5)

де [ ] ∆ – стовпцевий вектор, компоненти якого представленi у
системi координат {∆}.

Таким чином, для вектора rΨ(M ) ≡ rΨ(Q) який визначає положення
розрахункових точок M слiду q∆ у системi координат {∆} отримаємо

rΨ(M ) ≡ rΨ(Q) = Rot
(
∆,Y∆,ε

)
· r∆ + Trans

(
∆
1,Y∆,d

)
=

=



0 1 0
− cos ε 0 sin ε
sin ε 0 cos ε


·



ρ(M ) cos
(
δ(M ) + t

)
ρ(M ) sin

(
δ(M ) + t

)
− d

p t


+



0
−d
0


=

=



ρ(M ) sin
(
δ(M ) + t

)
− d

p t sin ε − d − ρ(M ) cos
(
δ(M ) + t

)
cos ε

p t cos ε + ρ(M ) cos
(
δ(M ) + t

)
sin ε



. (4.6)

Виконаємо перехiд вiд ортогональної тривимiрної системи координат
{Ψ} до ортогональної двовимiрної системи координат {Ω} у якiй визна-
чено слiд q∆, перетину гвинтової траєкторiї T∆ та рухомої площини Ω.
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При прийнятiй орiєнтацiї системи {Ω} вiсь XΩ збiгається з вiссю ZΨ .
Тодi можна записати

xΩ = yΨ = p t sin ε − d − ρ cos (δ + t) cos ε. (4.7)

Вiсь YΩ, за прийнятими ранiше умовами завжди збiгається з про-
екцiєю вектора rΨ(M ) на координатну площину (XΨYΨ), тому можна
записати

yΩ =

√(
xΨ

)2
+

(
yΨ

)2
. (4.8)

Або у розгорнутому виглядi

yΩ =

√
(ρ sin (δ + y) − d)2 +

+

√
(p t sin ε − d − ρ cos (δ + t) cos ε)2 . (4.9)

Для зручностi подальших дослiджень будемо позначати положення
точки Q у рухомiй площинi Ω (в системi координат {Ω}) вектором l
(вектор rΩ(M ) точки M у системi координат {Ω}). Початок вектора l
розташований у точцi OΩ початку системи координат {Ω}, а кiнець у
точцi Q слiду q∆ (точка M гвинтової траєкторiї T∆). Тодi

lΩ(Q) =

[
l (M )
x

l (M )
y

]
, (4.10)

xΩ(Q) = yΨ(M ) = p t sin ε − d − ρ(M ) cos
(
δ(M ) + t

)
cos ε, (4.11)

yΩ(Q) =

√(
ρ(M ) sin

(
δ(M ) + y

)
− d

)2
+

+

√(
p t sin ε − d − ρ(M ) cos

(
δ(M ) + t

)
cos ε

)2
. (4.12)

Послiдовнiсть визначення координат точок Q слiду q∆ перетину гвин-
тової траєкторiї T∆ з рухомою площиною Ω у двовимiрнiй системi
координат {Ω} може бути наступна:

– на торцевому профiлi гвинтової поверхнi вибирають ряд розрахун-
кових точок MT ;

– за залежностями (4.11) та (4.12) визначають координати xΩ(Q) та
yΩ(Q) точок Q слiду q∆ розташованого в рухомiй площинi Ω.

Далi визначають огинаючу до сiмейства слiдiв q∆ i приймають її за
осьовий профiль вихiдної iнструментальної поверхнi.
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4.1.3. Профiль початкової iнструментальної поверхнi

Визначимо профiль початкової iнструментальної поверхнi дискового
iнструменту на прикладi формоутворення гвинтової стружкової канавки
стандартного спiрального свердла [14, 15, 16], торцевий профiль якого
представлений на рис. 4.2.

Для спiральних свердел стандартної конструкцiї при зовнiшньому
дiаметрi свердла D = 20 мм, кут нахилу стружкової канавки на зовнi-
шньому дiаметрi свердла дорiвнює ω = 29◦. Тодi гвинтовий параметр p
гвинтової поверхнi стружкової гвинтової канавки дорiвнюватиме

p =
D

2 tgω
=

20

2 tg 29◦
= 18,0405. (4.13)

Приймемо кут ε мiж осями iнструмента та деталi рiвний

ε =
π

2
−
π

180
ω =

π

2
−

π

180◦
29◦ = 1,0647 = 1 , (4.14)

а вiдстань d мiж ними рiвну

d = 1,5D = 1,5 · 20 = 30мм. (4.15)

Сiмейство слiдiв розраховане за залежностями (4.11) та (4.12), пред-
ставлене на рис. 4.3. Огинаюча ΘΨ до слiдiв q∆ визначає профiль по-
чаткової iнструментальної поверхнi типу дискового iнструменту в її
осьовому перерiзi.

Рис. 4.2. Торцевий профiль
гвинтової поверхнi

Виконаємо аналiз одержаних резуль-
татiв. Загальна огинаюча може бути подi-
лена на двi дiлянки NK та K M . Дiлянка
NK огинаючої окреслена одним слiдом
q0 розрахункової точки "0" торцевого пе-
рерiзу гвинтової поверхнi. Отже, всi то-
чки поверхнi деталi, слiди яких розташо-
ванi лiворуч вiд слiду q0 i не торкаються
огинаючої, утворенi не будуть.

Точка K отримана як результат взаєм-
ного перетину слiдiв q0 та q12. Тому вона
утворює на загальнiй огинаючiй ΘΨ осо-
бливу точку перелому профiлю вихiдної
iнструментальної поверхнi. Таким чином, точки поверхнi деталi вiд 1 до
12 не будуть формоутворенi вiдповiдно до кресленика.
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Рис. 4.3. Сiмейство слiдiв та огинаюча до них

Дiлянка K M огинаючої торкається слiдiв q13 i q27. Тому точки торце-
вого перерiзу яким вони вiдповiдають (тобто точки вiд 13 по 27) будуть
формоутворенi повнiстю.

Визначимо величину похибки формоутворення для точок гвинтової
поверхнi слiдiв q, якi не стосуються огинаючої ΩΨ. Розглянемо рис. 4.4
на якому у збiльшеному виглядi представленi околицi точки K загальної
огинаючої ΘΨ.

Рис. 4.4. Точка перелому початкової iнструментальної поверхнi
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Безпосередньо з рис. 4.4 можна визначити вiдстань вiд точки K до
слiдiв q чисельний вираз яких i буде величиною вiдхилення формо-
утвореної деталi вiд номiнальної в данiй розрахунковiй точцi торцевого
перерiзу.

Для слiду q4 ця вiдстань дорiвнює hmin = 0,542 мм. Таким чином,
найбiльша похибка формоутворення буде в точцi 4 торцевого профiлю
гвинтової поверхнi, а її величина становитиме 0,542 мм.

Слiд зазначити, що жоден з методiв визначення огинаючої поверхнi,
що iснують у теперiшнiй час, не дозволяє отримати подiбнi результати
без вирiшення зворотної задачi. У той же час результати формоутворення,
отриманi за допомогою методу рухомої поверхнi, були зробленi без
вирiшення зворотної задачi2.

4.1.4. Вплив параметрiв установки на профiль початкової
iнструментальної поверхнi

Проведемо дослiдження виляння параметрiв, що визначають взаємне
положення заготованки та iнструмента, на характер розподiлу слiдiв q
та форму огинаючої до них. Такими параметрами є:

– кут ε мiж вiссю гвинтової поверхнi заготованки та вiссю обертання
iнструмента;

– вiдстань d мiж вiссю гвинтової поверхнi заготованки та вiссю
обертання iнструмента;

– орiєнтацiя торцевого профiлю гвинтової поверхнi щодо iнструмен-
та.

Пiд орiєнтацiєю торцевого профiлю гвинтової поверхнi щодо iнстру-
мента будемо розумiти його орiєнтацiю щодо осi Y∆, яка збiгається iз
загальним перпендикуляром мiж осями Z∆ та ZΨ i тому може слугувати
реперним елементом.

Як початковi значення параметрiв ε i d приймемо їх значення рiвнi
тим, що були прийнятi в попередньому роздiлi, тобто d0 = 30 мм,
ε0 = 1 рад (нижнiй iндекс “0” означає нульове початкове наближення).
Торцевий перерiз гвинтової поверхнi орiєнтуємо таким чином, щоб вiн
дiлився вiссю Y∆ приблизно на двi рiвнi половини.

2При застосуваннi вiдомих методiв пошуку спряженої iнструментальної поверхнi для
визначення порушення умов формоутворення обов’язковим є вирiшення “зворотної”
задачi профiлювання, яка бiльшостi випадкiв є достатньо складною з математичної
точки зору..
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4.1.4.1. Вплив кута мiж осями iнструмента та деталi
З метою вивчення впливу величини кута ε мiж осями iнструмента i

деталi на форму профiлю початкової iнструментальної поверхнi, будемо
змiнювати величину кута ε в обидвi сторони вiд базового положення
в межах ± 0,3 рад через 0,10 рад. На рис. 4.5 представленi результати
побудови сiмейства слiдiв q∆.

З наведених рисункiв видно, що змiна кута ε викликає значну змiну
характеру слiдiв q∆, а вiдповiдно i форми дотичної до них огинаючої.
У той же час, змiна величини кута ε у досить широкому дiапазонi (
± 0,3 рад, тобто 17◦) не призвела до усунення зони взаємного перекриття
слiдiв q∆.

Ця зона лише змiнює свою форму, але не зникає. При зменшеннi
величини кута ε ця зона змiшується до центру профiлю, надаючи йому
деяку симетричнiсть. У той же час, при збiльшеннi кута ε вона розши-
рюється, поширюючись на iншi дiлянки профiлю i як би розпливеться
по профiлю.

Узагальнюючи отриманi результати можна стверджувати, що змiна
величини кута ε мiж осями iнструмента i деталi значно впливає на
характер розташування слiдiв q i форму огинаючої до них (профiль
початкової iнструментальної поверхнi).

Однак, найбiльш прийнятний профiль початкової iнструментальної
поверхнi виходить у тих випадках, коли вiсь дискового iнструменту орi-
єнтована перпендикулярно гвинтовiй траєкторiї точки, яка розташована
на найбiльшому вiддаленнi вiд осi деталi.

У той же час, слiд зазначити, що даний висновок щодо прийнятно-
го значення кута ε = 1 рад справедливий тiльки для даного випадку
взаємного розташування iнструмента та деталi, i може приймати iн-
шi значення, якi залежать вiд форми гвинтової поверхнi оброблюваної
деталi.

4.1.4.2. Вплив вiдстанi мiж осями деталi та iнструмента
Для дослiдження впливу вiдстанi d мiж осями iнструмента та деталi

на форму огинаючої визначатимемо її характер за наступних значень
вiдстанi d: 15; 30; 50; 100; 250; 500 та 1500 мм.

Ще у 1948 роцi Можаєв С.С. виконав теоретичнi дослiдження формо-
утворення гвинтових канавок спiрального свердла3 i рекомендує вико-
ристовувати для визначення дiаметра Dфр дискової фрези для обробки

3Можаєв С. С. Аналiтична теорiя спiральних свердел. Львiв : Львiвська полiтехнiка, 1948.
192 с.
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Рис. 4.5. Вплив кута мiж осями iнструмента та заготованки на характер слiдiв
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канавки свердла наступну залежнiсть

Dфр = 13
√

Dсв , (4.16)

де Dфр – зовнiшнiй габаритний дiаметр дисокої фрези для утво-
рення гвинтових стружкових канавок свердла;

Dсв – зовнiшнiй дiаметр свердла.

Враховуючи цю залежнiсть, приймемо величину вiдстанi d мiж ося-
ми iнструмента i деталi рiвної d = 30 мм. Вона прийнята за базову.
Величина d = 15 мм прийнята як мiнiмально можлива в даних умовах.

На рис. 4.6 представленi сiмейства слiдiв q i результати визначення
огинаючої при рiзних зазначених параметра d.

Аналiз отриманих результатiв дозволяє стверджувати, що змiна вели-
чини вiдстанi d мiж осями гвинтової поверхнi та дискового iнструменту,
практично не впливає на характер слiдiв q i форму огинаючої до них.

Отже, величина мiжосьової вiдстанi деталь/iнструмент при прийнятiй
схемi формоутворення є лише конструктивним параметром при проєкту-
ваннi iнструменту.

4.1.4.3. Вплив орiєнтацiї профiлю гвинтової поверхнi
Вплив орiєнтацiї торцевого профiлю гвинтової поверхнi на форму

огинаючої можна дослiджувати повертаючи початкове положення торце-
вого профiлю навколо осi W гвинтової поверхнi.

Дискретно повертатимемо торцевий профiль гвинтової поверхнi щодо
його початкового положення в обидвi сторони на кут β через 0,2 рад.
На рис. 4.7 представленi результати визначення огинаючої для рiзних
початкових положень торцевого профiлю гвинтової поверхнi, аналiз яких
дозволяє зробити наступнi висновки.

Початкова орiєнтацiя торцевого перерiзу гвинтової поверхнi має толе-
рантний вплив на характер слiдiв q i загальну форму огинаючої. Значно
бiльше воно впливає на розташування профiлю огинаючої щодо пер-
пендикуляра загального до осей iнструмента та деталi (осi XΨ та YΨ)
змiщаючи огинаючу вздовж осi iнструмента.

Однак, необхiдно вiдзначити, що змiщення профiлю iнструмента
(огинаючої) вздовж осi його обертання не iстотно впливає на його
конструкцiю або працездатнiсть [17].

У той же час слiд зазначити один досить важливий для формоутво-
рення момент. А саме, величина найбiльшої похибки формоутворення
iстотно залежить вiд початкової орiєнтацiї торцевого профiлю, що добре
видно на рис. 4.7.
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Рис. 4.6. Мiжосьова вiдстань та характер слiдiв
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Рис. 4.7. Орiєнтацiя торцевого перерiзу свердла
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4.1.5. Висновки

На пiдставi результатiв дослiдження впливу установчих параметрiв4

на форму огинаючої та умови формоутворення гвинтової поверхнi ди-
сковим iнструментом, можна зробити наступнi висновки.

Усi установчi параметри, що враховуються при проведеннi дослi-
джень, впливають на характер слiдiв i форму огинаючої. Однак цей
вплив носить рiзний характер та ступiнь впливу на форму початкової
iнструментальної поверхнi для рiзних установчих параметрiв.

Змiна вiдстанi d мiж осями iнструмента i деталi практично не впливає
на профiль початкової iнструментальної поверхнi i може призначатися
виходячи з конструктивних або технологiчних мiркувань5.

Найбiльший вплив на характер слiдiв q i форму огинаючої має змiна
величини кута ε мiж осями iнструмента i деталi. Профiль початкової
iнструментальної поверхнi виходить найбiльш рацiональним у тому
випадку, коли вiсь iнструмента орiєнтована приблизно перпендикулярно
до гвинтової траєкторiї точки деталi найбiльш вiддаленої вiд її осi.

Одночасно слiд пiдкреслити, що це твердження пiдлягає коригуванню
в кожному конкретному випадку обробки конкретної фасонної гвинтової
поверхнi.

Змiна початкової орiєнтацiї торцевого профiлю гвинтової поверхнi
щодо загального перпендикуляра до осей iнструмента i деталi, досить
толерантно вiдбивається на формi огинаючої. Однак iстотно впливає на
величину похибки обробки.

Можна стверджувати, що початкова орiєнтацiя торцевого профiлю
повинна визначатися дослiдним шляхом для конкретної гвинтової по-
верхнi6.

4Нагадаємо, що пiд установчими параметрами маються на увазi вiдстань мiж осями
iнструмента (дискової фрези) i деталi (гвинтової поверхнi) та кут їх схрещування.

5Зазвичай це габаритнi розмiри iнструменту та оправок на яких вiн закрiплений.
6Слiд враховувати, що задача визначення профiлю дискового iнструменту для обробки

конкретної гвинтової поверхнi є багатоварiантною – одна i та ж гвинтова поверхня
може бути утворена рiзним за формою iнструментом за рахунок змiни установчих
параметрiв. Навiть не значна змiна кута схрещування мiж осями iнструмента i деталi
призводить до суттєвих змiн обробленого профiлю деталi.
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4.2. Гвинтова поверхня утворена вiдомим
iнструментом

Визначимо профiль гвинтової поверхнi деталi при кiнематичнiй схемi
формоутворення вiдповiдної обробки дисковим iнструментом [18, 19, 16].
Будемо вважати вiдомим профiль початкової iнструментальної поверх-
нi та взаємне розташування осi обертання iнструмента Oi та осi W
гвинтової поверхнi заготованки.

4.2.1. Взаємне розташування об’єктiв формоутворення

З вiдомою початковою iнструментальною поверхнею зв’яжемо си-
стему координат {Ψ} : (XΨYΨZΨ), яка орiєнтована за рис. 4.8. Вiсь ZΨ

збiгається з вiссю обертання дискового iнструменту i становить з вiссю
W гвинтової поверхнi заготованки кут ε. Вiсь XΨ збiгається iз загальною
нормаллю до осей заготованки та iнструмента i спрямована у бiк вiд
заготованки. Вiсь YΨ утворює з осями XΨ та ZΨ трiйку правої системи
координат.

Профiль дискової початкової iнструментальної поверхнi будемо пред-
ставляти в її осьовому перерiзi, який збiгається з координатною площи-
ною (XΨZΨ). При цьому криву профiлю початкової iнструментальної
поверхнi розташовуватимемо в областi вiд’ємних значень координат XΨ.
Профiль початкової iнструментальної поверхнi визначатимемо параме-
трами xΨ(Mo ) та zΨ(Mo ) точок Mo її осьового перерiзу.

Параметр xΨ(Mo ) це вiдстань вiд розрахункової точки Mo осьового
профiлю початкової iнструментальної поверхнi до осi обертання iнстру-
мента, тобто радiус riн дискового iнструменту в розрахунковiй точцi.

Параметр zΨ(Mo ) це вiдстань ziн вiд точки OΨ початку системи коор-
динат {Ψ} до проекцiї розрахункової точки профiлю Mo на вiсь ZΨ.

Таке представлення профiлю початкової iнструментальної поверхнi
можна обґрунтувати тим, що в практицi при експлуатацiї iнструменту за-
звичай говорять про його радiус в будь-якiй точцi профiлю або рiзальної
кромки.

Таким чином, осьовий профiль початкової iнструментальної поверхнi
будемо представляти сiмейством точок Mo, визначених координатами
xΨ(Mo ) та zΨ(Mo ) .

Для наочностi подальших висновкiв приймемо угоди riн ≡ −xΨ(Mo ) i
ziн ≡ −zΨ(Mo ) , маючи на увазi пiд параметром riн радiус iнструмента в
розрахунковiй точцi.

– 126 –



Рис. 4.8. Взаємна орiєнтацiя систем координат
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З деталлю зв’яжемо праву систему координат {∆}, яка орiєнтована
в такий спосiб. Вiсь Z∆ збiгається з вiссю W гвинтової поверхнi заго-
тованки i спрямована у бiк правого гвинтового руху. Вiсь Y∆ збiгається
iз загальною нормаллю до осей iнструмента та заготованки, а також iз
вiссю XΨ. Вiсь X∆ доповнює праву трiйку осей системи {∆}.

Початкову iнструментальну поверхню представлятимемо сукупнiстю
траєкторiй TΨ точок Mo осьового профiлю початкової iнструментальної
поверхнi. Траєкторiї TΨ вiдповiдають круговому руху точки Mo навколо
осi Oiн обертання iнструмента. Таким чином надалi говоритимемо про
круговi траєкторiї TΨ точок, що представляють початкову iнструменталь-
ну поверхню.

В якостi рухомої поверхнi Ω приймемо площину Ω∆, яка пов’язана
з деталлю i орiєнтована перпендикулярно до осi W гвинтової поверхнi
заготованки. Рухома площина Ω∆ здiйснює гвинтовий рух уздовж осi Z∆

(вiсь W заготованки) з гвинтовим параметром p рiвним гвинтовому пара-
метру гвинтової поверхнi заготованки. При цьому площина Ω∆ завжди
проходить через точку M, що належить початковiй iнструментальнiй
поверхнi i рухається по траєкторiї TΨ.

З рухомою площиною Ω∆ зв’яжемо двовимiрну систему координат
{Ω} : (X∆Y∆), яку орiєнтуємо в такий спосiб. У початковому положеннi
площини Ω∆, точка O∆ початку системи координат {Ω} збiгається з
точкою O∆ початку систем координат {∆}, а осi XΩ та YΩ збiгаються з
вiдповiдними осями X∆ та Y∆. Тодi при русi рухомої площини Ω∆ точка
OΩ здiйснюватиме обертання навколо осi Z∆ (осi W гвинтової поверхнi)
та поступальне перемiщення вздовж неї, якi вiдповiдають параметру p
гвинтової поверхнi.

Взаємне розташування заготованки та iнструмента будемо визначати
кутом ε мiж їх осями i найкоротшою вiдстанню d мiж ними.

4.2.2. Побудова слiду

Знаючи параметри ziн та riн розрахункових точок Mo осьового профi-
лю початкової iнструментальної поверхнi визначеної в системi координат
{Ψ}, положення розрахункової точки Mo на круговiй траєкторiї TΨ можна
визначити вектором l, як

lΨ(Mo ) =



−r (Mo )
iн sin t

r (Mo )
iн cos t

z(Mo )
iн


, (4.17)
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де t – параметр чисельно рiвний величинi кута, який вiдрахо-
вується у напрямку проти ходу годинникової стрiлки
вiд осi YΨ до проекцiї вектора l на координатну пло-
щину (XΨYΨ), тобто на II чверть цiєї координатної
площини.

Для того, щоб представити вектор l в системi координат {∆} пов’яза-
ної iз заготованкою, скористаємося оператором прямого перетворення
Res(∆ → Ψ), який був отриманий у попередньому роздiлi. Оператор
прямого перетворення переходу вiд системи координат {∆} до системи
координат {Ψ} має вигляд

Res (∆→ Ψ) ≡ [ ]Ψ = Rot
(
∆ ,Y∆,ε

)
· [ ]∆ + Trans

(
∆ ,Y∆,d

)
, (4.18)

де [ ]∆– стовпцевий вектор, компоненти якого визначенi в си-
стемi координат {∆};

[ ]Ψ– стовпцевий вектор, компоненти якого визначенi в си-
стемi координат {Ψ};

Тодi оператор зворотного перетворення переходу вiд системи {Ψ} до
системи {∆} набуде вигляду

Res (∆← Ψ) ≡ [ ]∆ = Rot−1
(
∆ ,Y∆,ε

)
· [ ]Ψ − Trans

(
∆ ,Y∆,d

)
=

=



0 1 0
− cos ε 0 sin ε
sin ε 0 cos ε


· [ ]Ψ −



0
−d
0


. (4.19)

Виконавши транспонування отримаємо

Res (∆← Ψ) =


0 − cos ε sin ε
1 0 0
0 sin ε cos ε


· [ ]Ψ −



0
−d
0


. (4.20)

Таким чином, в результатi перетворень отримаємо наступний вираз
вектора l, компоненти якого визначенi в системi координат {∆}

l∆ =



0 − cos ε sin ε
1 0 0
0 sin ε cos ε


·



−riн sin t
riн cos t

ziн


−



0
−d
0


=

=



−riн cos t cos ε + ziн sin ε
d − riн sin t

ziн cos ε + riн cos t sin ε


. (4.21)
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Отриманий вираз вектора l∆ визначає положення точки M, що на-
лежить початковiй iнструментальнiй поверхнi при русi точки кругової
траєкторiї TΨ в системi координат {∆}. Вiдповiдно до методики прийня-
тої в роботi, поєднаємо рухому площину Ω∆ з точкою М, положення
якої в системi {∆} визначено радiус-вектором l∆.

У початковому положеннi рухома площина Ω∆ збiгається з коорди-
натною площиною X∆Y∆ системи координат {∆}. Для того щоб рухома
площина проходила через поточне положення точки M кругової траєкто-
рiї TΨ, вона повинна здiйснити гвинтовий рух з параметром p вздовж
осi Z∆. Цей рух можна розкласти на поступальний вздовж осi Z∆ на
величину z∆(M ) i обертальний навколо осi Z∆ на деякий кут ϕ(M ) .

Поступальне перемiщення площини Ω∆ вздовж осi Z∆ на величину
z∆(M ) можна реалiзувати оператором Trans(Ω ,Z∆,z∆(M )). Якщо врахо-
вувати, що величина перемiщення z∆(M ) чисельно дорiвнює компонен-
ту r∆(M )

z вектора r∆(M ) точки M по осi Z∆, то оператор перенесення
Trans(Ω ,Y∆,r∆z ) набуде вигляду

Trans(Ω ,Y∆,r∆z ) =


0
0

l∆(M )
z


=



0
0

ziн cos ε + riн cos t sin ε


. (4.22)

Знаючи величину гвинтового параметра p та компоненти вектора l∆

можна визначити величину кута ϕ(M ) iз спiввiдношення

ϕ(M ) =
l∆(M )
z

p
=

ziн cos ε + riн cos t sin ε
p

. (4.23)

Тодi оператор Rot(Ω ,Z∆,ϕ) повороту системи координат {Ω} навколо
осi Z∆ на кут ϕ набуде вигляду

Rot(Ω ,Z∆,ϕ) =


cosϕ sinϕ 0
−sinϕ cosϕ 0

0 0 1


. (4.24)

Таким чином, оператор Res(∆ ,Ω) переходу вiд нерухомої системи ко-
ординат {∆}, пов’язаної iз заготованкою, до рухомої системи координат
{Ω} пов’язаної з рухомою площиною Ω набуде вигляду

Res(∆→ Ω) ≡ [ ]Ω = Rot
(
Ω ,Z∆,ϕ

)
· [ ]∆ − Trans

(
Ω ,Z∆,r∆z

)
=

=



cosϕ sinϕ 0
−sinϕ cosϕ 0

0 0 1


· [ ]∆ +



0
0

ziн cos ε + riн cos t sin ε


, (4.25)
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де [ ]∆– стовпцевий вектор, компоненти якого визначенi в си-
стемi координат {∆};

[ ]Ω– стовпцевий вектор, компоненти якого визначенi в си-
стемi координат {Ω}.

Пiдставляючи в оператор Res(∆ ,Ω) значення компонент вектора l∆

остаточно отримаємо

lΩ(M ) = Res (∆→ Ω) =

=



cosϕ sinϕ 0
−sinϕ cosϕ 0

0 0 1


·



−riн cos t cos ε + ziн sin ε
d − riн sin t

ziн cos ε + riн cos t sin ε


+

+



0
0

ziн cos ε + riн cos t sin ε


. (4.26)

Виконавши вiдповiднi перетворення отримаємо

lΩ =



cosϕ (−riн cos t cos ε + ziн sin ε) + (d − riн sin t) sinϕ
cosϕ (d − riн sin t) − (riн cos t cos ε + ziн sin ε) sinϕ

0


. (4.27)

Таким чином, координати розрахункових точок Q слiду qΨ перетину
рухомої площини Ω∆ з круговими траєкторiями TΨ можна записати у
виглядi

xΩ = cosϕ (−riн cos t cos ε + ziн sin ε) + (d − riн sin t) sinϕ,

yΩ = cosϕ (d − riн sin t) − (riн cos t cos ε + ziн sin ε) sinϕ.
(4.28)

Зважаючи на припущення, зробленi ранiше щодо параметрiв riн та
ziн, тобто враховуючи що riн ≡ −xΨ(M ) та ziн ≡ zΨ(M ) можна записати
координати точки Q слiду qΨ на рухомiй площинi Ω в остаточному
виглядi

xΩ(Q) = cosϕ
(
xΨ(M ) cos t cos ε + zΨ(M ) sin ε

)
+

+
(
d + xΨ(M ) sin t

)
sinϕ, (4.29)

yΩ(Q) = cosϕ
(
d + xΨ(M ) sin t

)
−

−
(
xΨ(M ) cos t cos ε + zΨ(M ) sin ε

)
sinϕ. (4.30)
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4.2.3. Аналiз умов формоутворення

Для проведення аналiзу умов формоутворення приймемо тi ж уста-
новчi параметри7, якi були при пошуку початкової iнструментальної
поверхнi в попередньому роздiлi.

Рис. 4.9. Профiль початкової
iнструментальної поверхнi

Вважатимемо вiдомими координа-
ти профiлю осьового перерiзу по-
чаткової iнструментальної поверхнi
отриманi з вирiшення попередньої за-
дачi (рис. 4.9). Зображення слiдiв qΨ
на площинi Ω∆ представлено на рис.
4.10. Пунктирна лiнiя D вiдтворює
номiнальний профiль деталi.

З наведених рисункiв видно, що
загальна огинаюча Θ до сiмейства слi-
дiв q та крива D номiнального про-
фiлю деталi не збiгаються мiж собою. Отже можна стверджувати, що
за умов даного дослiдження утворити повнiстю гвинтову поверхню
неможливо.

Рис. 4.10. Сiмейство слiдiв

Найбiльша величина h∆
вiдхилення утвореного профi-
лю вiд номiнального стано-
вить h = 0,544 мм. Слiд за-
значити, що цей результат був
отриманий ранiше при визна-
ченнi профiлю початкової iн-
струментальної поверхнi, тоб-
то без вирiшення зворотної за-
дачi формоутворення.

Далi. Найбiльша величина
h∆ похибки формоутворення
вiдповiдає вiдстанi вiд слiду
qK залишеного точкою K про-
фiлю iнструментальної поверхнi до точки M4 торцевого профiлю деталi,
що також збiгається з висновками щодо результатiв формоутворення,
зроблених при вирiшеннi прямої задачi.

Профiль деталi, отриманий в результатi формоутворення, можна роз-
дiлити на двi дiлянки. Дiлянка NK утворена тiльки одним слiдом qK

7Тобто вiдстань d мiж осями iнструмента та деталi, а також кут ε їх схрещування.
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точки K профiлю iнструментальної поверхнi, i дiлянка K M утворена як
огинаюча до слiдiв qΨ точок початкової iнструментальної поверхнi.

Таким чином, формотворними є тiльки точки iнструментальної по-
верхнi вiд 23 i далi до 39 (рис. 4.11), точка 23 вiдповiдає точцi K . Точки
профiлю iнструмента з 0 по 22 включно (рис. 4.12), участi у формоутво-
реннi поверхнi не приймають.

Рис. 4.11. Поверхню деталi
утворюють декiлька слiдiв

Рис. 4.12. Поверхню деталi утворює
тiльки один слiд

Необхiдно вiдзначити, що вiдстань мiж сусiднiми слiдами q не вiдпо-
вiдає товщинi шару зрiзаного рiзальною кромкою в розрахунковiй точцi.
Кожен слiд q є слiдом перетину траєкторiї T точки iнструмента з рухо-
мою площиною, яка при прийнятiй схемi формоутворення розташована
перпендикулярно до осi гвинтової поверхнi деталi.

Таким чином, вiдстань мiж сусiднiми слiдами q це тiльки вiдстань мiж
двома слiдами траєкторiй T розрахункових точок профiлю iнструмента
в поточний момент часу або при поточному положеннi рiзальної кромки,
визначене в рухомiй площинi ΩΨ.

Слiд пiдкреслити, що всi результати були отриманi ранiше, при ви-
значеннi профiлю початкової iнструментальної поверхнi i тим самим
пiдтверджують наведенi ранiше теоретичнi положення.

Розглянемо вплив вiдхилення взаємного розташування iнструмента
i деталi вiд розрахункового становища. З цiєю метою змiнюватимемо
величину кута мiж осями iнструмента i деталi. На рис. 4.13 представлено
сiмейство слiдiв q для випадку, коли кут ε мiж осями iнструмента та
деталi менший за “оптимальний” на величину 0,05 рад. На рис. 4.14
представлено сiмейство слiдiв q для випадку, коли кут ε мiж осями
iнструмента та деталi бiльший за “оптимальний” на величину 0,05 рад.

З наведених результатiв видно, що в обох випадках (при ε B ε − 0,05
рад i ε B ε + 0,05 рад) вiдбувається суттєва змiна характеру взаємного
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розташування слiдiв q. В обох випадках форма огинаючої до сiмействi
слiдiв iстотно вiдрiзняється вiд номiнального профiлю деталi позначено-
го пунктирною лiнiєю.

Рис. 4.13. Кут мiж осями iнструмента
та деталi менший за “оптимальний”

Рис. 4.14. Кут мiж осями iнструмента
та деталi бальший за “оптимальний”

У той же час характер цiєї змiни взаємно протилежний. При збiль-
шеннi кута ε профiль огинаючої до сiмейства слiдiв набуває подвiйно-
го викривлення, проте огинаюча торкається номiнального профiлю в
розрахунковiй точцi B. При зменшеннi величини кута ε вiдбувається
розширення областi розташування сiмейства слiдiв q i вони зрiзують
частину номiнальної поверхнi деталi.

4.2.4. Висновки

Отриманi результати дозволяють стверджувати, що навiть у тому ви-
падку, коли умови формоутворення не дотримуються i утворити профiль
деталi iдентичний номiнальному неможливо, можна за рахунок цiле-
спрямованого вiдхилення настановних параметрiв вiд розрахункових
значень, отримати задовiльнi результати8.

Отриманi результати визначення величини похибки формоутворення
при вирiшеннi зворотної здачi, повнiстю збiгаються з результатами отри-
маними при визначеннi профiлю початкової iнструментальної поверхнi,
що пiдтверджує правильнiсть сформульованих теоретичних положень.

Показано, що змiнюючи величину кута ε мiж осями iнструмента
та деталi можна коригувати профiль оброблюваної деталi, навiть при
порушеннi умов формоутворення9.

8Це твердження можна зробити з розгляду рис. 4.14.
9Порушення умов формоутворення може бути цiлеспрямованим у випадку, коли головним

отримання працездатної деталi,у навiть при її вiдхилення вiд кресленика.
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4.3. Профiль рiзальної кромки

Визначимо профiль рiзальної кромки фасонної дискової фрези, яка
має зубцi з додатнiм переднiм кутом γ > 0. Як iнструмент дослiдження
будемо використовувати метод рухомої поверхнi, що запропоновано в
данiй роботi.

Необхiдно вiдзначити, що задача визначення профiлю рiзальної кром-
ки дискового фасонного iнструменту може бути вирiшена за iншими
методиками. Однак, використовуючи їх для визначення профiлю рiзаль-
ної кромки зуба фрези, необхiдно спочатку визначити форму початкової
iнструментальної поверхнi i тiльки потiм знайти профiль кромки, як слiд
перетину початкової iнструментальної поверхнi з передньою поверхнею
рiзального зубця10.

На вiдмiну вiд них, теоретичнi положення, покладенi в основу методу
рухомої площини щiлини, дозволяють визначити профiль рiзальної кром-
ки зубця фасонного iнструменту минаючи стадiю визначення початкової
iнструментальної поверхнi.

4.3.1. Взаємне розташування об’єктiв формоутворення

З гвинтовою поверхнею зв’яжемо систему координат {∆}. Вiсь Z∆

збiгається з вiссю гвинтової поверхнi, координатна площина (X∆Y∆)
збiгається з її торцевим перерiзом рис. 4.15.

Торцевий профiль гвинтової поверхнi визначений сiмейством точок
M з вiдомими полярним кутом δ та радiус-вектором ρ.

З iнструментом зв’яжемо систему координат {Ψ} : (XΨYΨZΨ), вiсь
ZΨ якої збiгається з вiссю Oiн iнструмента, а вiсь XΨ збiгається з коор-
динатною вiссю Y∆.

Як рухому поверхню Ω приймемо площину ΩΨ орiєнтовану насту-
пним чином. Площина ΩΨ розташована паралельно осi ZΨ (осi обертан-
ня iнструмента) i вiддалена вiд неї на вiдстанi d, яку можна визначити
знаючи величину переднього кута γ зубця фрези i радiус rв у його
вершиннiй точцi11.

Тодi можна записати наступний вираз

d = rв sinγ. (4.31)

10Зазвичай в якостi передньої поверхнi зубця приймають площину. Це спрощує математи-
чний сторону задачi.

11Переднiй кут γвизначають у площинi перпендикулярнiй до осi обертання фрези, а радiус
rВ дорiвнює вiдстанi вiд осi фрези до найбiльш вiддаленої точки рiзальної кромки,
тобто це “габаритний” розмiр iнструменту.
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Рис. 4.15. Рухома площина, як передня поверхня зубця фрези
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У процесi проведення дослiдження обертатимемо площину ΩΨ нав-
коло осi ZΨ, яка збiгається з вiссю обертання iнструмента.

4.3.2. Побудова слiду в переднiй поверхнi зубця

Положення розрахункової точки M гвинтової траєкторiї T∆ можна
визначити радiус-вектором r, який у системi координат {∆} має такi
компоненти

r∆(M ) =



ρ cos (δ + t)
ρ sin (δ + t)

p t


, (4.32)

де t – параметр, чисельно рiвний величинi кута повороту про-
екцiї точки M на координатну площину (X∆Y∆) пiд час
її гвинтового руху.

Для визначення положення точки M у системi координат {Ψ} пов’я-
заної з iнструментом скористаємося оператором перетворення Res(∆,Ψ)
переходу вiд системи координат {∆} до системи координат {Ψ}, який
був отриманий ранiше (формула (4.5) на с. 115 у попередньому роздiлi)
та має вигляд

Res(∆,Ψ) = Rot
(
∆,Y∆.ε

)
·



e1
e2
e3



∆

+ Trans
(
∆
1,Y∆, d

)
=

=



0 1 0
− cos ε 0 sin ε
sin ε 0 cos ε


·



e1
e2
e3



∆

+



0
−d
0


, (4.33)

де [ ] ∆ – стовпцевий вектор, компоненти якого представленi у
системi координат {∆}.

Виконаємо перехiд вiд ортогональної системи координат {Ψ} до
двовимiрної {Ω} зв’язаної з рухомою поверхнею ΩΨ. Положення точки
M гвинтової траєкторiї T∆ вiдносно початку OΨ системи координат {Ψ}
можна визначити радiус-вектором rΩ(M ) . Тодi компоненту lΩ(M )

x радiус-
вектора точки M гвинтової траєкторiї Т∆ в системi координат{Ω} можна
подати як

lΩ(M )
x = rΨ(M )

x . (4.34)
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Компоненту lΩ(M )
y можна визначити, як катет прямокутного трику-

тника MDOiн. Проекцiя lΩ(M )
xy вектора rΨ(M ) на координатну площину

(XΨYΨ) дорiвнює

rΩ(M )
xy =

√(
rΨ(M )
x

)2
+

(
rΨ(M )
y

)2
. (4.35)

Тодi компонента lΩ(M )
y дорiвнюватиме

lΩ(M )
y =

√(
rΩ(M )
xy

)2
− d2 .

Таким чином, координати точок M слiду q у двовимiрнiй системi
координат Ω будуть визначатися як

lΩ(M )
x = p t cos ε + ρ cos (δ + t) sin ε, (4.36)

lΩ(M )
y =

√
(d − ρ sin (δ + t))2 − d2 +

+

√
+ (ρ cos (δ + t) cos ε − p t sin ε)2 . (4.37)

4.3.3. Вплив переднього кута на форму рiзальної кромки

Як вихiднi данi приймемо тi ж значення параметрiв, що i при ви-
значеннi профiлю початкової iнструментальної поверхнi прийнятi в
попереднiх роздiлах. Будемо проводити дослiдження форми рiзальної
кромки дискової фасонної фрези при значеннях переднього кута вiд 0◦

до 30◦.
На рис. 4.16 представленi сiмейства слiдiв q∆ у рухомiй площинi

iдентифiкованiй як передня площина зубця фрези.

Рис. 4.16. Профiль рiзальної кромки
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З наведеного рисунку видно, що форма рiзальної кромки успадковує
загальнi обриси осьового профiлю початкової iнструментальної поверхнi,
проте через наявнiсть переднього кута γ вiдмiнного вiд нуля набуває
дещо витягнуту форму.

Таким чином, застосовуючи метод рухомої площини можна, мина-
ючи стадiю визначення початкової iнструментальної поверхнi, вiдразу
визначити форму рiзальної кромки iнструмента в переднiй площинi його
зубця.

4.3.4. Висновки

За результатами проведеного дослiдження пошуку профiлю рiзальної
кромки дискової фасонної фрези для утворення гвинтової поверхнi
постiйного кроку, можна зробити наступнi висновки.

Запропонований метод рухомої поверхнi дозволяє визначити про-
фiль рiзальної кромки iнструмента ще на стадiї його профiлювання без
вирiшення зворотної задачi формоутворення.

Показано, що змiна переднього кути рiзального зубця фрези впливає
на форму та розмiри рiзальної кромки визначеної у переднiй площинi
зубця.
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5. ОБКАТНИЙ IНСТРУМЕНТ

Обкатний iнструмент вiдносяться до iнструменту, який працює за
кiнематичною схемою еквiвалентною коченню кола по колу1 i найбiльш
часто використовуються при формоутвореннi зубчастих евольвентних
колiс, а також деталей типу зубчастих секторiв довiльного профiлю.

5.1. Довбачi

Зазвичай, кiнематична схема формоутворення, яка застосовується пiд
час роботи iнструменту типу довбач трансформується вiд просторової
задачi до її плоского аналогу. Профiль деталi представляють її торцевим
перерiзом, а початкова iнструментальна поверхня визначається як де-
який плоский профiль, при цьому обидва перерiзи, деталi та початкової
iнструментальної поверхнi розглядаються в однiй площинi [20, 18].

Теоретично це допустимо, так як i гвинтова поверхня деталi i гвинто-
ва початкова поверхня є простими поверхнями, якi допускають ковзання
"самих по собi". У цьому випадку для будь-якого довiльного перетину
деталi або початкової iнструментальної поверхнi змiнюється тiльки його
орiєнтацiя, але не сам профiль.

У той же час, в основу методу рухомої поверхнi покладено два прин-
ципи, що кардинально змiнюють хiд вирiшення задачi формоутворення:

– по-перше, гвинтова поверхня деталi розглядається, як сукупнiсть
гвинтових траєкторiй точок, що належать цiй поверхнi;

– по-друге, сама рухома поверхня в загальному випадку є не площи-
ною, а саме просторовою поверхнею. В результатi цього задача
формоутворення повинна розглядатися як просторова.

У цьому випадку рухома поверхня повинна здiйснювати два рухи:

– перший рух – разом iз розрахунковою точкою при русi цiєї точки
за своєю гвинтовою траєкторiєю;

– другий рух – той, який здiйснює iнструмент у процесi обробки
деталi.

1Або коло по прямiй, чи навпаки, якщо прийняти один з радiусiв рiвним нескiнченностi.
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В силу цього можна стверджувати, що процес формоутворення гвин-
тових поверхонь iнструментом типу довбач є двома параметричним. Де
першим параметром є параметр, що визначає положення iнструмента
в процесi формоутворення, а саме кут ωΨ його повороту. А другий, це
параметр t визначає положення розрахункової точки на її гвинтовiй трає-
кторiї. Тодi при кожному дискретному i фiксованому значеннi параметра
ωΨ, параметр t “пробiгає” всi свої допустимi значення.

Особливостi просторової задачi
Розглянемо деякi особливостi просторового представлення задачi

формоутворення. Розглянемо процес формоутворення при деякому фi-
ксованому значеннi провiдного2 параметра ωΨ.

Нехай тепер параметр t, що визначає положення розрахункової точки
M на гвинтовiй траєкторiї T∆, пробiгає ряд своїх допустимих значень.
Якщо розглядати положення точки M як слiд її проекцiї на торцеву
площину деталi Θ∆, то вiн набуде вигляду кола, тому що проекцiя
гвинтової лiнiї на площину перпендикулярну до осi гвинтового руху є
коло.

Тепер розглядатимемо рухи рухомої поверхнi ΩΨ i слiдiв q∆, якi
залишаються на нiй вiд перетину з гвинтовою траєкторiєю T∆.

Нехай для простоти початкових мiркувань поверхня ΩΨ буде плоскою.
Рухома площина ΩΨ пов’язана з iнструментом i здiйснює рухи разом з
ним. Отже, при русi точки M гвинтовою траєкторiєю T∆ – площина ΩΨ
буде перемiщатися вздовж осi iнструмента (разом точкою M) i одночасно
обертатися навколо осi iнструмента разом з ним. Тодi проєкцiя цих
перемiщень на площину ортогональних осi деталi (або iнструмента),
можна звести до взаємного вiдносного кочення деталi та iнструмента.
Внаслiдок цього форма слiду q∆ набуде вигляду циклоїди3.

Таким чином, можна стверджувати, що при фiксованому значеннi
параметра ω∆ – слiд q∆ перемiщення розрахункової точки M по трає-
кторiї T вiдносно площини ΩΨ буде циклоїдою. Якщо тепер, параметр
ω∆ набуде свого чергового фiксованого значення, то й iнструмент, а

2Провiдний параметр, це параметр вiд якого залежать всi iншi параметри формоутворе-
ння. Ця залежнiсть не є обов’язково математично визначеною, але у будь-якому разi
провiдний параметр є головним.

3Циклоїда (вiд грец. κυκλοειδής, “кругоподiбний”) — плоска трансцендентна крива.
Циклоїда визначається кiнематично як траєкторiя фiксованої точки кола, що котиться
без ковзання по прямiй.

Додатково розрiзняють скорочену та подовжену циклоїду. Траєкторiя скороченої
(подовженої) циклоїди – траєкторiя точки, що знаходиться на деякiй вiдстанi вiд центру
колеса (кола), яке котиться на площинi (прямiй).
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разом з ним i площина ΩΨ, повернуться на вiдповiдний кут ωΨ. У цьому
випадку розрахункова точка M теж повернеться навколо осi деталi на
кут ω∆.

Але це перемiщення вже було, коли точка M здiйснювала рух гвин-
товою траєкторiєю. Отже, новий слiд q∆ перетину траєкторiї T∆ з пло-
щиною ΩΨ збiгатиметься з попереднiм слiдом q∆. Саме з цiєї причини
просторову задачу формоутворення iнструментом типу довбач можна
розглядати, як плоску, звiвши її до взаємного кочення кола по колу.

Трансформування просторової задачi до плоскої, можна застосовува-
ти щодо плоского профiлю початкової iнструментальної поверхнi. Однак
при визначеннi просторового профiлю рiзальної кромки iнструмента, не-
можливо оперувати з просторовим уявленням об’єктiв формоутворення.

5.1.1. Взаємне розташування об’єктiв дослiдження

З гвинтовою поверхнею деталi зв’яжемо ортогональну систему ко-
ординат {∆} : (X∆Y∆Z∆) орiєнтовану у спосiб поданий на рис. 5.1. Вiсь
Z∆ збiгається з вiссю гвинтової поверхнi деталi. Вiсь Y∆ ортогональна
до осi iнструмента та перетинає її.

Рис. 5.1. Орiєнтацiя систем координат

Профiль гвинтової по-
верхнi деталi визначений
профiлем її торцевого пе-
ретину Θ∆, який збiгається
з координатною площи-
ною (X∆Y∆), а сама гвин-
това поверхнi представле-
на сукупнiстю гвинтових
траєкторiй T∆ точок M тор-
цевого перерiзу.

З iнструментом зв’я-
жемо систему координат
{Ψ} : (XΨYΨZΨ) вiсь ZΨ

якої збiгається з вiссю
обертання iнструмента i
направлена у бiк шпинде-
ля верстата. У початковий
момент вiсь YΨ перетинає
вiсь Z∆ обертання деталi.
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Взаємне розташування систем координат {∆} i {Ψ} визначатимемо
в нерухомiй системi координат Σ : (XΣYΣZΣ) вiсь ZΣ якої збiгається з
вiссю Z∆ обертання деталi.

Вiдстань мiж початками OΨ та O∆ систем координат {Ψ} i {∆} визна-
чимо як a, i приймемо її такою, що дорiвнює сумi радiусiв початкових
кiл r∆ i rΨ пов’язаних вiдповiдно з деталлю (система координат {∆}) та
iнструментом (система координат {Ψ}).

Як рухомої поверхнi приймемо конiчну поверхню з якою зв’яжемо
двовимiрну конiчну систему координат {Ω} : (UΩVΩ). Вiсь UΩ спрямо-
вана вздовж прямої лiнiї твiрної конiчної поверхнi. За додатнiй напрямок
осi UΩ приймемо напрямок вiд вершини конуса до його основи. Вiсь
VΩ є частиною дуги кола. Кут конуса визначатимемо кутом γ при його
основi.

Таким чином, положення довiльної точки M на конiчнiй поверхнi ΩΨ
визначається координатою uΩ, чисельно рiвною вiдстанi вiд точки M до
вершини конуса OΩ. А також координатою vΩ, чисельно рiвною довжинi
дуги кола, що лежить на конiчнiй поверхнi. За додатнiй напрямок осi
VΩ приймемо напрямок проти руху годинної стрiлки, якщо дивитися з
вершини конуса, тобто з початку OΩ системи координат {Ω}.

Слiд зазначити, що при обранiй формi рухомої поверхнi ΩΨ а саме
конiчної – вона збiгається з формою передньої поверхнi стандартно-
го довбача, що використовується для формоутворення евольвентних
зубчастих колiс.

У процесi дослiдження конiчна поверхня здiйснює тiльки оберталь-
ний рух обкатки разом з iнструментом. При цьому осi UΩ та YΨ завжди
розташованi в однiй площинi, тобто системи координат {Ω} та {Ψ}
жорстко зв’язанi мiж собою.

5.1.2. Побудова слiдiв перетину гвинтової траєкторiї з
рухомою поверхнею

Положення розрахункової точки M на гвинтовiй траєкторiї T∆ у си-
стемi координат {∆} можна визначити радiус-вектором

m∆ =



ρ cos (δ + t)
ρ sin (δ + t)

p t


. (5.1)

У процесi формоутворення деталь здiйснює обертальний рух навколо
осi Z∆. Для того щоб визначити положення точки M гвинтової траєкторiї
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T∆ у нерухомiй системi координат {Σ} застосуємо оператор перетворення
Res(∆ , Σ), який можна реалiзувати оператором повороту Rot(∆, Z∆,ω∆)
системи {∆} навколо її осi Z∆ на кут ω∆. Тодi

Res (∆, Σ) ≡ Rot
(
∆, Z∆,ω∆

)
=



cosω∆ − sinω∆ 0
sinω∆ cosω∆ 0

0 0 1


. (5.2)

Отже, положення точки M на гвинтовiй траєкторiї T∆ вiдносно неру-
хомої системи координат {Σ} визначатиметься радiус-вектором

mΣ = Res (∆, Σ) ≡ Rot
(
∆, Z∆,ω∆

)
·m∆ =

=



cosω∆ − sinω∆ 0
sinω∆ cosω∆ 0

0 0 1


·



ρ cos (δ + t)
ρ sin (δ + t)

p t


=

=



ρ cos (δ + t) cosω∆ − ρ sin (δ + t) sinω∆
ρ cosω∆ sin (δ + t) + ρ cos (δ + t) sinω∆

p t


=

=



ρ cos (δ + t +ω∆)
ρ sin (δ + t +ω∆)

p t


. (5.3)

Необхiдно вiдзначити, що компоненти вектора mΣ мiстять два взаєм-
но iнварiантнi параметри, а саме t i ω∆. Змiнний параметр t визначає
положення розрахункової точки M при її русi гвинтовою траєкторiєю T∆.
Другий змiнний параметр є кутом ω∆, який визначає величину повороту
формоутворюваної деталi вiдносно нерухомого простору, тобто вiдерсно
осей системи координат {Σ}.

Рухома поверхня ΩΨ при своєму русi вiдносно деталi, здiйснює тiльки
обертання навколо своєї осi. При обертальному русi конiчної поверхнi
ΩΨ вона ковзає сама по собi, i тому при формулюваннi умови перетину
гвинтової траєкторiї T∆ з поверхнею ΩΨ, обертальний рух поверхнi ΩΨ
можна не враховувати.

Положення точки M щодо початку OΨ системи координат, пов’язаної
з iнструментом, можна визначити вектором q, початок якого розташова-
ний у точцi OΨ, а кiнець сумiщений з поточним положенням точки M.
Тодi

qΣ = mΣ − aΣ,

aΣ =
[
0 a 0

]T
.

(5.4)
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Слiд зазначити, що у наведеному виразi всi компоненти векторiв
визначено у нерухомої системи координат {Σ}. Тодi

qΣ = mΣ − aΣ =



ρ cos (δ + t +ω∆)
ρ sin (δ + t +ω∆)

p t


−



0
a
0


=

=



ρ cos (δ + t +ω∆)
ρ sin (δ + t +ω∆) − a

p t


. (5.5)

Якщо точка M пiд час руху гвинтовою траєкторiєю T∆ збiгається з
конiчною поверхнею ΩΨ, то вектор qΣ збiгатиметься з поверхнею ΩΨ.
Отже, у цьому положеннi напрямок вектора qΣ становитиме вiдносно
координатної площини (XΣYΣ) кут – рiвний куту γ, тобто передньому
куту довбача. Тодi умову збiгу точки M гвинтової траєкторiї T∆ з ко-
нiчною рухомою поверхнею ΩΨ можна математично сформулювати у
наступному виглядi

sinγ =
q · n

|q| · |n|
. (5.6)

В даному виразi вектор n є вектором нормальним до координатної
площини (XΣYΣ). У системi координат (Σ) вектор n одиничної довжини

можна визначити у виглядi n =
[
0 0 1

]T
. Тодi

q · n =



ρ cos (δ + t +ω∆)
ρ sin (δ + t +ω∆) − a

p t


·



0
0
1


= p t, (5.7)

|q| · |n| =
√

a2 + p2t2 + ρ2 − 2 a ρ sin (δ + t +ω∆) . (5.8)

Отже, умова збiгу точки M гвинтової траєкторiї з рухомою конiчною
поверхнею ΩΨ набуде вигляду

sinγ −
p t√

a2 + p2t2 + ρ2 − 2 a ρ sin (δ + t +ω∆)
= 0. (5.9)

В отримане рiвняння (5.9) умови перетину гвинтової траєкторiї T∆ з
конiчною рухомою поверхнею ΩΨ входять два параметри, а саме t i ω∆.
Параметр ω∆ характеризує дискретне положення деталi при її обертаннi
навколо своєї осi. Параметр t визначає поточне положення точки M на
гвинтовiй траєкторiї T∆.
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Тому при пошуку моменту перетину траєкторiї T∆ з поверхнею ΩΨ
необхiдно задатися деяким дискретним значенням параметра ω∆ (кута,
що характеризує величину повороту деталi вiдносного нерухомого про-
стору) i при його фiксованому значеннi визначити значення параметра t,
яке задовольняє вимозi

sinγ =
q · n

|q| · |n|
. (5.10)

Пiдставивши, знайдене значення параметра t до виразу компонент
вектора m, отримаємо положення точки Q слiду q в системi координат
{Σ}.

Положення точки Q в системi координат {Ψ} пов’язаної з iнструмен-
том, можна отримати застосувавши оператор перетворення Res(Σ,Ψ),
який включає послiдовне виконання оператора повороту Rot(Σ,Ψ) i
оператора паралельного переносу Trans(Σ,Ψ).

Оператор повороту Rot(Σ,Ψ) ≡ Rot(Σ,ZΣ,ωΨ) здiйснюється поворо-
том системи координат {Σ} навколо її осi ZΣ на кут ωΨ i може бути
виражений матрицею

Rot(Σ, ZΣ,ωΨ) =


cosωΨ − sinωΨ 0
− sinωΨ − cosωΨ 0

0 0 1


. (5.11)

Параметр ωΨ – це кут повороту iнструмента у процесi формоутворе-
ння, чисельну величину якого можна визначити iз спiввiдношення

ωΨ · rΨ = ω∆ · r∆ (5.12)

де ω∆ – фiксований кут дискретного повороту деталi у системi
координат {∆};

ωΨ – фiксований кут дискретного повороту iнструмента у
системi координат {Ψ};

r∆ – радiус початкового кола пов’язаного з деталлю;

rΨ – радiус початкового кола пов’язаного з iнструментом.

Оператор паралельного перенесення Trans(Σ,Ψ) ≡ Trans(Σ′,YΣ,a)
можливо реалiзувати перенесенням поверненої промiжної системи ко-
ординат {Σ′}, тобто Rot(Σ,Ψ) ⇒ {Σ′} на величину a вздовж осi YΣ i
записати як

Trans(Σ,Ψ) ≡ Trans(Σ′,YΣ,a) =


a sinωΨ
a cosωΨ

0


. (5.13)

– 146 –



Тодi положення точки Q слiду q в системi координат {Ψ} пов’язаної
з iнструментом можна визначити вектором m

mΨ(Q) =



mΨ(Q)
x

mΨ(Q)
y

mΨ(Q)
z


(5.14)

компоненти якого можна визначити наступним чином:

mΨ(Q)
x = cosωΨ (ρ cos (δ + t) cosω∆ − ρ sin (δ + t) sinω∆) −

− sinωΨ (ρ sin (δ + t) cosω∆ − ρ cos (δ + t) sinω∆) +
+ a sinωΨ, (5.15)

mΨ(Q)
y = cosωΨ (ρ sin (δ + t) cosω∆ − ρ cos (δ + t) sinω∆) −

− sinωΨ (ρ cos (δ + t) cosω∆ − ρ sin (δ + t) sinω∆) +
+ a cosωΨ, (5.16)

mΨ(Q)
z = −p t (5.17)

де ρ – полярний радiус-вектор розрахункової точки деталi;

δ – полярний кут розрахункової точки деталi;

ωΨ – кут повороту iнструмента у процесi обкочування по-
чаткових кiл;

ω∆ – кут повороту деталi у процесi обкочування початкових
кiл;

p – гвинтовий параметр;

t – змiнний параметр величину якого дискретно змiню-
ють у процесi формоутворення.

Приймаючи ряд значень кута ω∆ i визначивши з умови

t =
ω∆ · r∆

rΨ
(5.18)

значення параметра t, необхiдно пiдставити його значення у вираз ком-
понент радiус-вектора m. Це дозволить побудувати сукупнiсть слiдiв q,
огинаюча до яких буде визначати форму початкової iнструментальної
поверхнi.
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5.1.3. Початкова iнструментальна поверхня

Профiль початкової iнструментальної поверхнi можна визначити у
площинi, яка є ортогональною до ZΨ iнструмента. Слiд зазначити, що
цю задачу можна вирiшити трьома способами.

Спосiб 1
Здiйснити перехiд вiд просторової сукупностi слiдiв q, якi розташо-

ванi на конiчнiй поверхнi ΩΨ до координатної площини (XΨYΨ).
Для цього необхiдно всi розрахунковi точки сукупностi слiдiв q пере-

нести гвинтовими траєкторiями T якi вiдповiдають параметрам гвинтової
поверхнi iнструмента.

Спосiб 2
Безпосередньо пiд час визначення координат точок Q сукупностi

слiдiв q за отриманими вище залежностям, прийняти значення кута γ
рiвне нулю, тобто γ = 0.

У цьому випадку конiчна рухома поверхня ΩΨ трансформується
в площину орiєнтовану ортогонально до осi iнструмента, тобто буде
збiгатись з профiлем початкової iнструментальної поверхнi.

Спосiб 3
Отримати (вивести) новi математичнi залежностi перетворивши про-

сторову задачу формоутворення в плоску.

Розглянемо послiдовно викладенi варiанти визначення профiлю вихi-
дної iнструментальної поверхнi.

5.1.3.1. Перехiд вiд конiчної поверхнi до площини
Перехiд вiд конiчної поверхнi до координатної площини (XΨYΨ)

можна здiйснити у такий спосiб. Якщо розглядати компоненти вектора
m знайденого ранiш 5.14 як

mΨ(Q) =
[

mΨ(Q)
x mΨ(Q)

y mΨ(Q)
z

]T
(5.19)

то можна стверджувати, що при гвинтовому перемiщеннi точки Q (її
гвинтовому русi), розташованої на конiчнiй поверхнi, в координатну
площину (XΨYΨ), точка Q повинна прямолiнiйно перемiститися на рiвну
величину mΨ(Q)

z i одночасно повернутись навколо осi Z на деякий кут
ϕΨ, який можна визначити iз спiввiдношення

mΨ(Q)
z = pΨϕΨ, (5.20)

pΨ =
HΨ
2π

, (5.21)
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де p – гвинтовий параметр, що вiдповiдає гвинтовiй поверхнi
iнструмента;

H – крок гвинтової поверхнi iнструмента.

Необхiдно вiдзначити, що зазначений спосiб практично не зручний,
оскiльки пов’язаний зi значним обсягом додаткових розрахункiв.

5.1.3.2. Iнструментальна поверхня за умови нульового переднього кута
Визначимо профiль для конiчної початкової iнструментальної поверх-

нi в її граничному випадку коли кут γ бiля основи конуса дорiвнює
нулю γ = 0.

У цьому випадку конiчна поверхня трансформується в площину. То-
му площина торцевого перерiзу початкової iнструментальної поверхнi i
рухома поверхня збiгатимуться. При цьому необхiдно враховувати, що
в даному випадку координатна площина (XΨYΨ) i площина торцевого
перерiзу початкової iнструментальної поверхнi збiгаються. Отже, пара-
метр t дорiвнюватиме нулю t = 0 для всiх розрахункових точок. Тодi
вираз радiус-вектора m перетворюється до такого вигляду

mΨ =



ρ cos (δ + t +ω∆ +ωΨ) + a sinωΨ
a cosωΨ − ρ sin (δ + t +ω∆ +ωΨ)

−pΨ t


. (5.22)

А з урахуванням t = 0 набуде вигляду

mΨ =



ρ cos (δ +ω∆ +ωΨ) + a sinωΨ
a cosωΨ − ρ sin (δ +ω∆ +ωΨ)

0


. (5.23)

5.1.3.3. Перетворення просторової задачi у плоску
Визначення профiлю початкової iнструментальної поверхнi пiд час

трансформування просторової задачi до плоскої. У цьому випадку при
прийнятих ранiше системах координат та їх початкової орiєнтацiї, вираз
компонент вектора m виявляються iдентичними наведеним вище для
випадку γ = 0. Тобто вираз (5.23) є справедливим.

5.1.4. Рiзальна кромка

Методи визначення сполучених поверхонь, котрi iснують на тепе-
рiшнiй час, не дозволяють безпосередньо визначати профiль (форму)
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рiзальної кромки. Спочатку, для її визначення необхiдно визначити по-
чаткову iнструментальну поверхню, i тiльки потiм можливий пошук
рiзальної кромки, як слiду перетину початкової iнструментальної по-
верхнi з передньою поверхнею iнструмента.

Метод рухомої поверхнi дозволяє, минаючи етап пошуку початкової
iнструментальної поверхнi, безпосередньо визначати форму рiзальної
кромки iнструмента. Для цього необхiдно вибрати форму рухомої по-
верхнi iдентичну до форми передньої поверхнi iнструмента. Саме з цiєї
причини, як рухома поверхня ΩΨ, була прийнята конiчна поверхня з
кутом при основi конуса рiвним передньому куту γ довбача.

Таким чином огинаюча ΘΨ до сукупностi просторових слiдiв q розта-
шованих на конiчнiй поверхнi вiдповiдає формi просторової рiзальної
кромки довбача. При цьому положення точок Q сукупностi слiдiв q
описується вектором mΨ в системi координат {Ψ} пов’язаної з iнстру-
ментом.

Рис. 5.2. Конiчна система
координат

У той же час необхiдно вiдзначити
два моменти. Перший. Визначення про-
сторової огинаючої до сукупностi просто-
рових слiдiв q досить складно. Другий,
при виготовленнi довбачiв здiйснювати
контроль його геометричних параметрiв
(профiлю рiзальної кромки) зручно не у
тривимiрному просторi, а у двовимiрно-
му. А саме – в переднiй поверхнi зубця
iнструмента.

Отже, виконаємо перехiд вiд системи
координат {Ψ} : (XΨYΨZΨ) до двовимiр-
ної {Ω} : (UΩVΩ), вiсь UΩ якої лежить у переднiй конiчнiй поверхнi
довбача рис. 5.2.

Оскiльки вiсь UΩ i радiус-вектор qΨ належать однiй i тiй самiй
поверхнi ΩΨ конуса4, можна стверджувати, що координатна компонента
uΩ дорiвнюватиме |qΨ |.

Тодi можливо записати:

uΩ =

√(
mΨx

)2
+

(
mΨy

)2
+

(
mΨz

)2
, (5.24)

4Тобто вони лежать на однiй конiчнiй поверхнi. Реально, це може бути задня поверхня
iнструмента типу довбач.
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mΨx = cosωΨ (ρ cos (δ + t) cosω∆ − ρ sin (δ + t) sinω∆) −
− sinωΨ (ρ sin (δ + t) cosω∆ − ρ cos (δ + t) sinω∆) +

+ a sinωΨ, (5.25)

mΨy = cosωΨ (ρ sin (δ + t) cosω∆ − ρ cos (δ + t) sinω∆) −

− sinωΨ (ρ cos (δ + t) cosω∆ − ρ sin (δ + t) sinω∆) +
+ a cosωΨ, (5.26)

mΨz = −p t. (5.27)

Виконавши вiдповiднi математичнi перетворення отримаємо у бiльш
компактному виглядi

uΨ =
√

a2 + (p t)2 + ρ2 − 2aρ sin (δ + t +ω∆) . (5.28)

Геометрично координата uΩ вiдповiдає вiдстанi вiд вершини конiчної
поверхнi ΩΨ до точки Q слiду q розташованого на конусi.

Координату vΩ будемо визначати як довжину дуги кола, яке проходить
через розрахункову точку Q, що було прийнято ранiше при формулюван-
нi умови взаємної орiєнтацiї об’єктiв дослiдження.

Якщо позначити через vΩ довжину проекцiї вiдрiзка uΩ на площину
перпендикулярну до осi конуса, а через δΩ кут мiж цiєю проекцiєю i
проекцiєю орта осi UΩ на ту ж площину, то координату vΩ можливо
визначити як:

vΩ = uΩδΩ. (5.29)

Величину кута δΩ можна визначити з виразу

tg δΩ =
mΨx
mΨy
=
ρ cos (δ + t +ω∆ +ωΨ) + a sinωΨ

a cosωΨ − ρ (δ + t +ω∆ +ωΨ)
. (5.30)

Довжину проекцiї ρΩ вiдрiзка vΩ на площину перпендикулярну до
осi конуса можна визначити як:

ρΩ = mΨxy =

√(
mΨx

)2
+

(
mΨy

)2
, (5.31)

mΨx = ρ cos (δ + t +ω∆ +ωΨ) + a sinωΨ, (5.32)

mΨy = a cosωΨ − ρ sin (δ + t +ω∆ +ωΨ) . (5.33)
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В даному випадку параметри δ та ρ можна розглядати, як полярнi
координати точки в конiчнiй системi координат {Ω}. Тодi параметр δ
еквiвалентний полярному куту, а параметр ρ полярному радiусу.

Далi можна вчинити таким чином:

– або трансформувати конiчну систему координат {Ω} : (UΩVΩ) у
плоску ортогональну, прийнявши вiсь абсцис за вiсь VΩ, а вiсь
ординат за вiсь UΩ, маючи на увазi що геометрично вздовж осi VΩ

вiдкладається довжина дуги vΩ;

– або використовувати полярну систему координат, у якiй кут δ буде
полярним кутом, а вiдрiзок mxy буде полярним радiус-вектором.

5.1.5. Аналiз теоретичних результатiв

Виконаємо аналiз теоретичних результатiв отриманих у попереднiх
роздiлах. Як об’єкт дослiдження приймемо деталi з торцевим профiлем
окресленим двома прямими лiнiями. Це дозволить наочно простежити
характер змiни форми початкової iнструментальної поверхнi i рiзальної
кромки iнструмента.

Основним завданням дослiдження вважатимемо виявлення порушень
умов формоутворення та їх вплив на кiнцевий результат формоутворе-
ння, а також дослiдження характеру змiни форми рiзальної кромки в
залежностi вiд параметрiв iнструмента.

5.1.5.1. Результати визначення початкової iнструментальної поверхнi
Розглянемо як приклад визначення профiлю початкової iнструмен-

тальної поверхнi при формоутвореннi деталi поверхня якої має ку-
товий профiль рис. 5.3 при наступних параметрах формоутворення:

Рис. 5.3. Профiль деталi

– радiус початкового кола деталi r = 50 мм;

– радiус початкового кола довбака r = 75мм;

– переднiй кут довбача γ = 0◦.

На початку дослiдження приймемо, що фасонна
поверхня деталi не є гвинтовою, а звичайною
фасонною цилiндричною поверхнею. Це дозво-
лить використовувати отриманi результати, як
деяку базу для виконання наступних порiвнянь
та аналiзiв.

– 152 –



Як рухому поверхню ΩΨ приймаємо конiчну поверхню з кутом при
основi конуса рiвним передньому куту довбача, тобто γ = 6°.

На рис. 5.4 наведена сукупнiсть слiдiв q утворених перетином гвин-
тових траєкторiй T∆ точок, що належать торцевому профiлю деталi, з
рухомою конiчною поверхнею ΩΨ, представлених у системi координат
{Ψ} пов’язаної з iнструментом.

Рис. 5.4. Сукупнiсть слiдiв та огинаюча дол низ

Аналiз характеру взаємного розташування слiдiв q, а також характеру
їх торкання загальної огинаючої дозволяє зробити такi висновки:

- огинаюча ΩΨ не може бути побудована як дотична до всiєї сукупно-
стi слiдiв q;

– Слiди q9...13 (на рис. 5.4 вони позначенi пунктирними лiнiями) не є
дотичними до загальної огинаючої ΩΨ. Отже, можна стверджувати,
що вiдповiднi їм точки M9...13 поверхнi деталi (торцевого профiлю)
не будуть утворенi;

– незважаючи на те, що торцевий профiль деталi складається з
двох прямих лiнiй i поверхня деталi не є гвинтовою поверхнею
вiдповiдний до неї профiль початкової iнструментальної поверхнi
є криволiнiйним;

– загальна форма профiлю початкової iнструментальної поверхнi є
симетричною, так само як i профiль деталi i складається з двох
дiлянок AB та BC.
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В даному випадку при прийнятiй схемi формоутворення та прийнятих
параметрах цiєї схеми (значення радiусiв початкових кiл i розташування
профiлю деталi щодо її центру), профiль огинаючої можна розглядати,
як такий що складається з двох дiлянок AB та BC.

Точки A i B утворенi, як точки повернення слiдiв q0 i q21, а точка B
як результат перетину слiдiв q8 i q14. При цьому, як уже зазначалося,
слiди з q9 по q13 не є дотичними до загальної огинаючої ΘΨ.

Таким чином, узагальнюючи результати аналiзу характеру розташу-
вання слiдiв q вiдносно огинаючої ΘΨ, можна стверджувати, що при
прийнятiй схемi формоутворення (обкатка кола по колу) i прийнятих
величинах радiусiв початкових кiл можливе лише часткове формоутво-
рення поверхнi деталi. Профiль деталi в околицi її кутової точки (точка
B) буде формоутворений деякою перехiдною кривою.

Слiд зазначити, що метод рухомої поверхнi дозволяє визначити форму
перехiдної кривої, безпосередньо за результатами аналiзу розташування
вiдповiдних слiдiв q щодо загальної огинаючої – тобто, без вирiшення
зворотної задачi формоутворення. У той самий час, жоден iз iснуючих у
теперiшнiй час, методiв визначення спряжених поверхонь, не дозволяє
визначити форму перехiдної кривої без вирiшення зворотної задачi
формоутворення.

Чисельна величина вiдхилення утвореного профiлю деталi вiд її но-
мiнального профiлю може бути визначена, як найменша вiдстань h вiд
вiдповiдного слiду q до огинаючої Θ. На рис. 5.5 представлена околи-
ця точки B профiлю огинаючої i показана схема визначення довжини
вiдрiзкiв h, як найкоротших вiдстаней h вiд огинаючої до вiдповiдних
слiдiв q.

Послiдовнiсть побудови формоутворення профiлю деталi з урахуван-
ням похибок формоутворення, може бути такою:

– будуємо вихiдний профiль торцевого перерiзу деталi та позначаємо
на ньому розрахунковi точки M , якi беруть участь у побудовi слiдiв
q∆ перетину траєкторiй T∆ з рухомою конiчною поверхнею ΩΨ;

– у кожнiй розрахунковiй точцi M проводимо перпендикуляр до
профiлю деталi, довжина якого дорiвнює вiдповiднiй вiдстанi h.
Отриманi точки позначимо як M∆F . При цьому, якщо слiд q∆ тор-
кається огинаючої ΘΨ, то природно що величина h дорiвнюватиме
нулю:

– через отриманi точки M∆F проводимо плавну криву, яка є профiлем
утвореної деталi.
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Рис. 5.5. Околицi зони порушення умов формоутворення

Геометрично вiдрiзок h вiдповiдає довжинi нормалi, вiд номiналь-
ної поверхнi деталi, до утвореного профiлю, тобто вiдповiдає похибцi
формоутворення в данiй точцi поверхнi деталi.

Отже, нами були отриманi та проаналiзованi результати визначення
профiлю початкової iнструментальної поверхнi для випадку формоутво-
рення цилiндричної поверхнi довбачем з переднiм кутом γ = 6°.

Необхiдно вiдзначити, що в даному випадку конiчна рухома поверхня
була трансформована у площину.

Слiд особливо пiдкреслити, що в даному випадку, на вiдмiну вiд
усiх iснуючих методiв визначення спряжених поверхонь, рiшення зво-
ротної задачi формоутворення не здiйснювалося. Утворений профiль
був визначений, як синтез номiнального профiлю та сукупностi похибок
формоутворення в кожнiй розрахунковiй точцi.

Таким чином, можна стверджувати що метод рухомої поверхнi до-
зволяє вже на стадiї визначення початкової iнструментальної поверхнi
визначити величину похибки формоутворення.

Тепер перейдемо до дослiдження характеру змiни профiлю початкової
iнструментальної поверхнi при формоутвореннi гвинтової поверхнi при
наступних комбiнацiях параметрiв деталi та iнструмента:

β = 0° γ = 30◦, β = 30◦ γ = 0◦,

β = 15◦ γ = 15◦, β = 30◦ γ = 30◦,
(5.34)

де β – кут нахилу гвинтової лiнiї гвинтової поверхнi деталi
на цилiндрi початкового радiусу r = 50 мм;
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γ – переднiй кут довбача.

Результати аналiзу рис. 5.6 характеру взаємного розташування слiдiв
q приведених до торцевої площини (XΨYΨ) дозволяють стверджува-
ти, що профiль початкової iнструментальної поверхнi не змiнюється,
залишаючись постiйним у всiх випадках.

Можна стверджувати, що отриманi результати повнiстю узгоджу-
ються з базовими положеннями теорiї формоутворення поверхонь, i
пiдтверджують те положення, що форма початкової поверхнi не зале-
жить вiд конкретного виконання iнструмента. У даному випадку вiд
величину переднього кута.

Висновки
Узагальнюючи результати дослiдження пошуку профiлю початкової

iнструментальної поверхнi при формоутвореннi довбачем, дозволяють
стверджувати наступне.

1. Профiль початкової iнструментальної поверхнi не залежить вiд
форми передньої поверхнi iнструмента i залишається постiйним
при її трансформуваннi вiд конiчної до площини.

2. Незалежно вiд величини гвинтового параметра p (кута нахилу
гвинтової лiнiї на початковому цилiндрi) та величини переднього
кута довбача, форма профiлю початкової iнструментальної поверх-
нi залишається постiйною.

3. Результати визначення профiлю початкової iнструментальної по-
верхнi та закономiрностi його взаємозв’язку з параметрами гвин-
тової поверхнi деталi, повнiстю узгоджуються з основними поло-
женнями теорiї формоутворення поверхонь.

4. На вiдмiну вiд методiв визначення спряжених поверхонь що iсну-
ють, метод рухомої поверхнi дозволяє ще на стадiї визначення
початкової поверхнi, не вирiшуючи зворотну задачу формоутворе-
ння, визначити величини вiдхилень утвореної поверхнi деталi вiд
номiнальної, якi були викликанi порушенням умов формоутворен-
ня.

5.1.5.2. Результати визначення рiзальної кромки
Наявкi методики профiлювання iнструменту5 визначають форму про-

сторової рiзальної кромки послiдовно у два етапи:

5У тому числi i такого, що працює за методом взаємного обкочування початкових
геометричних елементiв.
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Етап 1
Спочатку, об’ємна задача тривимiрного простору трансформується

до плоского двовимiрного простору, в якому розглядається, як взаємне
кочення двох кiл розташованих в однiй площинi.

Результатом вирiшення такої схеми формоутворення є плоский про-
фiль початкової iнструментальної поверхнi (тобто представлений у пло-
щинi), розташування якого просторово збiгається з площиною геометри-
чних побудов.

При аналiтичних методах визначення рiзальної кромки їх алгоритми
заснованi на плоскiй iнтерпретацiї просторової задачi.

Етап 2
Далi, визначають форму рiзальної кромки iнструмента, як результат

взаємного перетину визначеної ранiше початкової iнструментальної
поверхнi, з передньою поверхнею iнструмента. Для довбачiв, як правило,
це конiчна поверхня.

На вiдмiну вiд iснуючих методик визначення рiзальної кромки, метод
рухомої поверхнi дозволяє визначити форму просторової рiзальної кром-
ки, минаючи етап визначення початкової iнструментальної поверхнi та
вирiшення задачi пошуку слiду перетину двох поверхонь (початкової
iнструментальної та передньої iнструмента), якi в переважнiй бiльшостi
випадкiв, пов’язанi з розв’язуванням трансцендентних рiвнянь.

Визначатимемо форму просторової рiзальної кромки, для довбача
найбiльш поширеної конструкцiї, яка має передню поверхню у виглядi
конуса з додатним переднiм кутом γ. Тому, вiдповiдно до теоретичних
положень методу рухомої поверхнi, приймемо рухому поверхню ΩΨ у
виглядi конуса з кутом γ при його основi.

Цилiндричнi поверхнi
Як поверхню, що утворюється спочатку будемо розглядати цилiндри-

чну (не гвинтову) фасонну поверхню β = 0° з кутовим прямобiчним
профiлем, прийнятим ранiше.

Переднiй кут довбача змiнюватимемо приймаючи його значення рiв-
ними 0; 10; 20 та 30°. Результати визначення просторової рiзальної
кромки довбача представленi на рис. 5.7.

При аналiзi результатiв профiлювання необхiдно мати на увазi, що в
якостi системи координат, в якiй аналiзується профiль рiзальної кромки,
прийнята конiчна система координат {Ω}, що збiгається з конiчною
передньою поверхнею довбача.
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Рис. 5.7. Проєкцiя просторової рiзальної кромки на площину ортогональну до
осi iнструмента

На наведеному графiку по осi ординат вiдкладено вiдстань вiд верши-
ни конiчної передньої поверхнi до точки рiзальної кромки координата
uΩ(M ) .

По осi абсцис вiдкладена довжина дуги (координата vΩ(M )) принале-
жна переднiй поверхнi iнструмента.

Таким чином, площина кресленика є розгорнутою конiчною поверх-
нею, або, що теж саме, розгорнутою передньою конiчною поверхнею
iнструмента.

Аналiз залежностi форми рiзальної кромки вiд величини переднього
кута γ показав, що iз збiльшенням значень кута γ профiль рiзальної
кромки подовжується, зберiгаючи загальний характер своєї форми i
залишаючись симетричним.
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Таким же чином змiнюється i характер взаємного розташування суку-
пностi слiдiв q перетину траєкторiй T∆ з конiчною рухомою поверхнею
набуваючи подовження вздовж осi UΩ.

Слiд особливо пiдкреслити, що у всiх випадках, форма проекцiї
просторової рiзальної кромки на координатну площину (XΨYΨ), яка
ортогональна до осi довбача, залишається без змiн. Це можна пояснити
тим, що в якостi формоутворюваної поверхнi прийнята цилiндрична, а
не гвинтова поверхня.

Гвинтовi поверхнi
Проведемо дослiдження впливу параметрiв гвинтової поверхнi деталi

(її кроку або, що те саме, величини її гвинтового параметра p∆) на форму
просторової рiзальної кромки. Як гвинтову поверхня буде розглядати
фасонну поверхню кутового профiлю прийнятого ранiше.

Власне гвинтову поверхню характеризуватимемо величиною кута
мiж її вiссю i напрямом дотичної до гвинтової траєкторiї T∆, що ле-
жить на цилiндрi, який проходить через початкове коло. За аналогiєю з
зубчастими передачами будемо позначати його як β.

Отриманi результати представлятимемо у двох системах координат:

– у координатнiй площинi (XΨYΩ) тривимiрної системи {Ψ};

– i у розгорнутiй двовимiрнiй системi координат {Ω} : (UΩVΩ) транс-
формуючи довжину дуги vΩ у прямолiнiйний вiдрiзок осi абсцис.
При цьому конiчна поверхня системи координат {Ω} збiгається з
конiчною передньою поверхнею iнструмента.

Аналiз залежностi форми (рис. 5.8) проєкцiї просторової рiзальної
кромки, як її проекцiї на площину (XΨYΨ), вiд характеру гвинтової
поверхнi (велич кута нахилу β) дозволяє зробити два висновки.

Обертання кромки
Зi збiльшенням кута β нахилу гвинтової лiнiї на початковому цилiн-

дрi, рiзальна кромка повертається навколо осi довбача, на тим бiльшу
величину, чим бiльше кут β.

Це можна пояснити тим, що в мiру збiльшення кута β, що рiвносиль-
но зменшенню осьового кроку гвинтової поверхнi за iнших постiйних
умов, збiльшується кут повороту точки M гвинтової траєкторiї T при
проходженнi однiєї i тiєї ж вiдстанi вздовж осi гвинтової поверхнi.
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Викривлення кромки

Рис. 5.9. Викривлення зубця

Вiсь симетрiї профiлю рiзальної кром-
ки викривляється, а разом з нею весь
профiль рiзальної кромки (рис. 5.9). В
даному випадку вiсь симетрiї рiзальної
кромки (вiсь симетрiї зуба довбача), мо-
жна розглядати як гвинтову проекцiю осi
UΩ, на площину ортогональну до осi iн-
струмента.

Оскiльки довбач має додатнiй пере-
днiй кут γ, гвинтова проекцiя похилої
прямолiнiйної осi UΩ на торцеву площи-
ну утворює спiраль. Тому профiль рiзаль-
ної кромки виходить симетричним щодо
архiмедової спiралi, що добре видно на
наведеному рисунку.

5.1.5.3. Висновки
Узагальнюючи результати аналiзу змi-

ни профiлю рiзальної кромки залежно вiд
кроку гвинтової поверхнi можна ствер-
джувати, що вiсь симетрiї профiлю кром-
ки трансформується в спiраль Архiмеда,
в той час, як профiль рiзальної кромки змiнюючи свою форму залишає-
ться симетричним щодо архiмедової спiралi.

Аналогiчна змiна профiлю рiзальної кромки спостерiгається в пло-
щинi розгорнутої передньої конiчної поверхнi (рис. 5.10). Проте в цьому
випадку вiсь симетрiї профiлю трансформується не у спiраль Архiме-
да, а в криву складнiшого виду, що обумовлено розгортанням конiчної
поверхнi у площину.

Таким чином, узагальнюючи отриманi результати можна стверджува-
ти, що:

– метод рухомої поверхнi дозволяє визначати не тiльки профiль
початкової iнструментальної поверхнi, а й форму просторової
рiзальної кромки для iнструмента, що працює методом обкатки;

– зi збiльшенням переднього кута довбача, профiль рiзальної кромки
трансформується витягуючись уздовж осi симетрiї;

– при значеннях переднього кута γ не рiвних нулю проекцiя осi
симетрiї зубця довбача на його торцеву площину трансформується
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в архiмедову спiраль, при цьому профiль зубця довбача зберiгає
симетричнiсть щодо криволiнiйної осi (архiмедової спiралi).

5.1.6. Зворотна задача формоутворення

При кiнематичнiй схемi формоутворення, яка вiдповiдає коченню
кола по колу, можливi два способи вирiшення зворотної задачi:

– трансформацiя просторової задачi в плоску, з наступним поданням
всiх об’єктiв формоутворення в єдинiй площинi;

– просторове уявлення об’єктiв формоутворення в тривимiрному
просторi.

Кожен з цих способiв має свої переваги i недолiки, проте результа-
ти визначення профiлю деталi при її обробцi вiдомим iнструментом,
iдентичнi.

5.1.6.1. Зворотна задача у площинi
Теоретичною основою способу вирiшення зворотної задачi формо-

утворення в єдинiй площинi є те, що як форму деталi так i форму
початкової iнструментальної поверхнi можна однозначно представити
профiлем їх торцевих перерiзiв.

Вiдповiдно до теоретичних положень методу рухомої поверхнi, рухо-
ма поверхня Ω∆ повинна проходити через розрахункову точку M при її
(точки) русi по гвинтовiй траєкторiї TΨ.

Однак, коли осi гвинтової поверхнi деталi та iнструмента паралельнi
мiж собою, перетин траєкторiй TΨ з площиною Ω∆ зводиться до накла-
дання (утворення прооєкцiї) торцевого профiлю гвинтової поверхнi на
площину Ω∆.

Справдi, якщо осi деталi та iнструмента взаємно паралельнi, то не-
залежно вiд того, як розташованi торцевий перерiз i площина Ω, всi
точки M гвинтової поверхнi при русi за своїми траєкторiями T перетнуть
площину Ω одночасно. У цьому випадку сукупнiсть слiдiв q на рухомiй
площинi Ω визначатиме профiль торцевого перерiзу гвинтової поверхнi.

В силу викладеного, рiшення зворотної просторової задачi формо-
утворення, трансформованої до плоскої схеми простору, зводиться до
визначення слiдiв точок M торцевого профiлю гвинтової поверхнi на
площинi, при русi кочення одного кола по iншому.

Приймемо наступну схему розташування об’єктiв формоутворення.
Вiдома гвинтова початкова iнструментальна поверхня представлена сво-
їм торцевим профiлем у системi координат {Ψ} : (XΨYΨZΨ) (рис. 5.11).
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Площина торцевого профiлю гвинтової поверхнi збiгається з координа-
тною площиною (XΨYΨ).

Рис. 5.11. Орiєнтацiя систем координат

З деталлю зв’яжемо пря-
мокутну систему координат
{∆} : (X∆Y∆Z∆). Вiсь Z∆ пара-
лельна осi ZΨ, але спрямована
в протилежний бiк.

Нерухома система коорди-
нат {Σ} : (XΣYΣZΣ) орiєнтова-
на таким чином, що її вiсь YΣ

перетинає одночасно осi Z∆ та
ZΨ.

Взаємне перемiщення дета-
лi та iнструмента будемо роз-
глядати, як рух взаємної обка-
тки початкових кiл r∆ i rΨ.

Положення точки M, що належить торцевому перерiзу гвинтової
поверхнi iнструмента, в системi координат {Ψ} можна визначити радiус-
вектором mΨ(M )

mΨ(M ) =



mΨ(M )
x

mΨ(M )
y

mΨ(M )
z


=



mΨ(M )
x

mΨ(M )
y

0


. (5.35)

Так як рухома поверхня Ω∆ i торцевий перерiз початкової iнструмен-
тальної поверхнi збiгаються (тiльки при плоскому розв’язаннi задачi),
то рух точки M по гвинтовiй траєкторiї TΨ вiдсутнiй.

В цьому випадку, як перемiнний параметр залишається тiльки кут ωΨ
повороту системи координат {Ψ} разом з iнструментом пiд час процесу
обкатки.

Положення точки M вiдносно нерухомої системи координат {Σ} мо-
жна визначити застосувавши оператор перетворення простору Res(Ψ,Σ),
який складається з послiдовного виконання оператора повороту Rot(Ψ,Σ)
i оператора паралельного переносу Trans(Ψ,Σ).

Оператор повороту Rot(Ψ,Σ)

Rot(Ψ,Σ) =


cosωΨ − sinωΨ 0
− sinωΨ − cosωΨ 0

0 0 −1


. (5.36)
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Оператор паралельного перенесення Trans(Ψ,Σ)

Trans(Ψ,Σ) =
[
0 a 0

]T
. (5.37)

Тодi положення точки M„ що належить торцевому перерiзу початко-
вої iнструментальної поверхнi, вiдносно нерухомої системи координат
{Σ} визначиться радiус-вектором mΣ компоненти якого будуть

mΣ =



mΨ(M )
x cosωΨ −m

Ψ(M )
y sinωΨ

a −mΨ(M )
y cosωΨ −mΨ(M )

x sinωΨ

0


. (5.38)

В отриманому виразi радiус-вектор mΣ мiстить змiнний параметр
ωΨ, який вiдповiдає куту повороту системи координат {Ψ} пов’язаної з
вiдомою початковою iнструментальною поверхнею.

Перехiд вiд нерухомої системи координат {Σ} до системи координат
{∆} пов’язаної з деталлю можна здiйснити за допомогою оператора
перетворення Res(Σ,∆) ≡ Rot(Σ,∆)

Res(Σ,∆) ≡ Rot(Σ,∆) =


cosω∆ sinω∆ 0
− sinω∆ cosω∆ 0

0 0 1


. (5.39)

Тодi остаточно положення точки M торцевого перерiзу початкової
iнструментальної поверхнi вiдносно системи координат пов’язаної з
деталлю, можна визначити радiус-вектором m∆ компоненти якого мають
вигляд:

m∆(M ) =



m∆(M )
x

m∆(M )
y

m∆(M )
z


, (5.40)

m∆(M )
x = sinω∆

(
a −mΨ(M )

y cosωΨ −m
Ψ(M )
x sinωΨ

)
+

+ cosω∆
(
mΨ(M )

x cosωΨ −m
Ψ(M )
y sinωΨ

)
, (5.41)

m∆(M )
y = cosω∆

(
a −mΨ(M )

y cosωΨ −m
Ψ(M )
x sinωΨ

)
−

− sinω∆
(
mΨ(M )

x cosωΨ −m
Ψ(M )
y sinωΨ

)
, (5.42)

m∆(M )
z = 0. (5.43)
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Виконавши вiдповiднi математичнi перетворення отримаємо компо-
ненти вектора m∆ у бiльш простому виглядi

m∆(M ) =

=



a sinω∆ +m
Ψ(M )
x cos (ω∆ +ωΨ) −mΨ(M )

y sin (ω∆ +ωΨ)
a cosω∆ +m

Ψ(M )
y cos (ω∆ +ωΨ) −mΨ(M )

x sin (ω∆ +ωΨ)
0


.

(5.44)

У даному випадку, доцiльно не видiляти систему координат {Ω},
пов’язану з рухомою поверхнею, в самостiйну систему. Простiше буде
прийняти її iдентичною вже iснуючою системи координат {∆} пов’яза-
ною з деталлю. Це можна обґрунтувати тим, що при трансформуваннi
просторової задачi формоутворення до плоскої (двовимiрної), обидвi си-
стеми координат {∆} i {Ω} виявляються розташованими в однiй площинi.
Тому приймемо

X∆ ≡ XΩ, Y∆ ≡ YΩ, Z∆ ≡ ZΩ. (5.45)

У наведених вище залежностях (5.44) змiнним параметром є кут
ωΨ, що характеризує кут повороту iнструмента вiдносно нерухомого
простору. Параметр ω∆, що характеризує величину повороту деталi (а
разом з нею i рухомої поверхнi Ω) у процесi обкатки, можна визначити
зi спiввiдношення

ω∆ =
rΨ
r∆
ω + Ψ. (5.46)

Послiдовнiсть визначення огинаючої Θ∆ до профiлю деталi може
бути такою:

– на торцевому профiлi вiдомої гвинтової початкової iнструменталь-
ної поверхнi вибрати ряд розрахункових точок M;

– приймаючи ряд послiдовних значень параметра ωΨ розрахувати
за наведеними вище залежностями компоненти радiус-вектора m;

– огинаюча до сукупностi слiдiв qΨ i буде профiлем деталi утвореної
при прийнятiй кiнематичнiй схемi, що вiдповiдає коченню кола по
колу.

Запропонований спосiб вирiшення зворотної задачi формоутворення,
трансформуванням тривимiрного представлення об’єктiв формоутворен-
ня в плоске двовимiрне, є унiверсальним i застосовується до гвинтових
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поверхонь довiльної форми. Проте вiн вимагає попереднiх розрахун-
кiв по трансформуванню просторової рiзальної кромки до плоского
перерiзу6 ортогонального осi iнструмента (довбача).

Рис. 5.12. Профiль початкової
iнструментальної поверхнi

Виконаємо дослiдження рiшення
зворотної задачi формоутворення зве-
деної до плоскої схеми, тобто замi-
нимо тривимiрну систему координат
на двомiрну.

Як профiль вихiдної iнструмен-
тальної поверхнi приймемо профiль
отриманий при вирiшеннi прямої за-
дачi i зображений на рис. 5.12.

Умови кiнематичної схеми формо-
утворення кочення кола по колу без
взаємного ковозання приймемо такi:

– радiус початкового кола, пов’язаного з iнструментом rΨ = 75 мм;

– радiус початкового кола, пов’язаного з оброблюваною деталлю
r∆ = 50 мм.

На рис. 5.13 представлена сукупнiсть слiдiв qΨ траєкторiй точок,
що належать торцевому профiлю початкової iнструментальної поверхнi
вiдносно площини Ω.

Аналiзуючи характер взаємного розташування слiдiв qΨ та огинаючої
Θ∆ до них, можна зробити такi висновки.

Профiль деталi та iнструмента
Формоутворений профiль деталi, отриманий в результатi вирiшення

зворотної задачi формоутворення, не збiгається за формою з номiналь-
ним профiлем деталi.

Загальна огинаюча
Загальний профiль огинаючої до слiдiв q можна розглядати, як суку-

пнiсть трьох дiлянок. Двох дзеркально симетричних дiлянки AB i CD,
кожна з яких утворений однiєю прямою лiнiєю. I однiєї криволiнiйної
дiлянки BC.

Слiд зазначити, що прямолiнiйнi дiлянки AB i CD утворенi як огина-
ючи до вiдповiдних сукупностей слiдiв qΨ. На вiдмiну вiд них, дiлянку

6Рiзальна кромка довбача належить до просторової конiчної передньої поверхнi. Пiд
трансформуванням мається на увазi проєкцiя конiчної рiзальної кромки на площину
перпендикулярну до осi довбача.
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Рис. 5.13. Сукупнiсть слiдiв, що визначають профiль деталi

BC загальної огинаючої утворено лише одним слiдом q7, який на рисун-
ку видiлено пунктирною лiнiєю.

Похибка формоутворення
Точка F на кресленику вiдповiдає кутовий точцi номiнального профi-

лю. Найкоротша вiдстань hF вiд неї до кривої BC дорiвнює величинi
похибки формоутворення у цiй точцi профiлю деталi (у даному разi – в
кутовий точцi). чисельна величина похибки hF = 2,2328 мм.

Слiд особливо пiдкреслити, що величина похибки формоутворення
hF була визначена нами ранiше, при вирiшеннi прямої задачi формоутво-
рення, коли здiйснювався пошук профiлю початкової iнструментальної
поверхнi i дорiвнювала 2,2285 мм (величина h11 на рис. 5.5).

Похибка похибки
Щодо рiзницi чисельної величини похибки формоутворення, тобто

похибка визначення похибки (2,2328 − 2,2285 = 0,0043 мм) визначе-
ної при вирiшеннi прямої та зворотної задач формоутворення, можна
стверджувати наступне.

По-перше, вiдносна похибка визначення похибки формоутворення
при вирiшеннi прямої та зворотної задач становить всього 0,0043 мм,
що саме по собi є малою величиною.

По-друге, чисельнi значення hF i h11 були визначенi не розрахун-
ковим шляхом, а вимiрянi безпосередньо з екрана монiтора ЕОМ (у
середовищi графiчного пакета CorelDRAW).
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Зауваження. Остання обставина може бути пiдтвердженням високої
надiйностi та мобiльностi методу рухомої поверхнi при визначеннi
спряжених поверхонь.

Висновки

Узагальнюючи результати проведеного дослiдження можна стверджу-
вати, що метод рухомої поверхнi дозволяє не тiльки визначити форму
перехiдних кривих (у разi порушення однiєї з умов формоутворення), але
i встановити яка саме точка iнструмента буде утворювати цю перехiдну
криву.

Результати визначення чисельної величини похибки формоутворення
отриманi в роботi, дозволяють говорити про високу точнiсть визначення
похибки формоутворення визначеної за результатами рiшення прямої
задачi.

5.1.6.2. Зворотна задача у просторi
У разi просторового вирiшення зворотної задачi формоутворення ви-

хiдними параметрами є координати точок просторової рiзальної кромки,
яка належить переднiй поверхнi.

Рис. 5.14. Конiчна система
координат

Введемо такi системи координат.
Двовимiрна конiчна система коорди-
нат {Υ} : (UΥVΥ) пов’язана з пере-
дньою поверхнею iнструмента i хара-
ктеризується кутом рiвним (π − 2γ)
при вершинi конуса. Де кут γ це пе-
реднiй кут довбача (рис. 5.14).

В даний час найбiльш поширеною
формою передньої поверхню довбача
є конiчна, величина конусностi якої
характеризується величиною додатно-
го переднього кута, тобто кутом γ
при основi конуса.

Слiд зазначити, що в рядi спецiальних випадкiв застосовуються дов-
бачi з передньою поверхнею форма якої вiдрiзняється вiд конiчної. На-
приклад, сферична, плоска для кожного зуба окремо та iнше.

Враховуючи, що метою даної роботи є розробка загальних теоре-
тичних положень методу рухомої поверхнi при визначеннi спряжених
поверхонь, а не дослiдження iнструменту якоїсь конструкцiї, обмежимо-
ся розглядом тiльки довбачiв з конiчною передньою поверхнею.
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Система координат {Ψ} : (XΨYΨZΨ) пов’язана з iнструментом i її
вiсь YΨ завжди розташована в однiй площинi з вiссю UΥ.

Безпосередньо з оброблюваною деталлю зв’яжемо систему координат
{∆} : (X∆Y∆Z∆) вiсь Z∆ якої збiгається з вiссю обертання деталi (рис.
5.15).

Нерухома система тримiрна координат {Σ} : (XΣYΣZΣ) орiєнтована
таким чином, що її вiсь ZΣ збiгається з вiссю Z∆ деталi, а вiсь YΣ

одночасно перетинає осi Z∆ та ZΨ.

Рис. 5.15. Системи координат

Як рухому поверхню прийме-
мо площину Ω∆ яка завжди орi-
єнтована ортогонально щодо осi
оброблюваної деталi.

Будемо вважати, що в загаль-
ному випадку поверхня деталi є
гвинтовою з гвинтовим параме-
тром p∆ i тому рухома площина
Ω∆ також буде здiйснювати гвин-
товий рух з гвинтовим параме-
тром p∆.

З рухомою площиною Ω∆ зв’я-
жемо плоску двовимiрну систему
координат {Ω} : (XΩYΩ).

У процесi дослiдження умов формоутворення вважатимемо дiйсними
такi рухи:

– точка M , що належить рiзальнiй кромцi, здiйснює рух уздовж гвин-
тової траєкторiї T . Цей рух характеризується змiнним параметром
t, який вiдповiдає куту повороту точки M навколо осi гвинтової
поверхнi вiдомого iнструмента, який працює за кiнематичною
схемою кочення кола по колу;

– iнструмент, спiльно з системою координат {Ψ} здiйснює оберталь-
ний рух навколо своєї осi (вiсь ZΨ). Цей рух характеризуватимемо
кутом повороту ωΨ, вважаючи його додатним при поворотi проти
ходу годинникової стрiлки;

– деталь здiйснять обертальний рух (рух обкатки) який характеризу-
ється кутом повороту ω∆;

– плоска рухома поверхня Ω∆ здiйснює гвинтовий рух з гвинтовим
параметром p∆.
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Встановимо наступний характер взаємного зв’язку мiж параметрами
руху об’єктiв формоутворення:

– обертання деталi та iнструмента

r∆ω∆ = rΨωΨ; (5.47)

– гвинтовi рухи точок, що належать гвинтовим поверхням деталi та
iнструмента

rΨ
pΨ
=

r∆
p∆
. (5.48)

Необхiдно вiдзначити, що в даному випадку схема формоутворення
характеризується двома змiнними параметрами:

– змiнний параметр t характеризує рух розрахункової точки M по її
гвинтовiй траєкторiї T∆;

– змiнний параметр ωΨ характеризує рух обкатки7.

З двох параметрiв t i ωΨ провiдним є параметр ωΨ. Це означає,
що при кожному дискретному та фiксованому значеннi параметра ωΨ,
другий параметр t пробiгає всi свої допустимi значення8.

Перейдемо до визначення положення розрахункової точки M у про-
сторi. Вважатимемо вiдомими:

– кут γ при основi конiчної системи координат {Υ} пов’язаної з
передньою конiчною поверхнею довбача;

– координати uΥ та vΥ точки рiзальної кромки iнструмента.

Тодi положення довiльної точки M, що належить рiзальнiй кромцi,
можна визначити в системi {Ψ} радiус-вектором mΨ з такими компонен-
тами

mΨ {M } =



ρΨ {M } cos
(
t + δΨ(M )

)
ρΨ {M } sin

(
t + δΨ(M )

)
pΨ + zΨ(M )


, (5.49)

де ρΨ(M ) – полярний радiус-вектор розрахункової точки M у
системи координат {Ψ};

7У даному випадку рух взаємного кочення кола, пов’язаного з iнструментом, та другого
кола, пов’язаного з деталлю. Тобто кiнематична схема формоутворення вiдповiдає
коченню кола по колу.

8Отже, одному значенню параметра ωΨ вiдповiдає рiд значень параметра t.
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δΨ(M ) – полярний кут розрахункової точки M , величина яко-
го вiдраховується вiд осi абсцис системи координат
{Ψ}.

zΨ(M ) – координата розрахункової точки M вiдносно осi ZΨ

системи координат {Ψ}, її положення на рiзальнiй
кромцi;

pΨ – гвинтовий параметр гвинтової поверхнi довбача,
який визначається величиною кута нахилу гвин-
тової лiнiї (зубця долб’яка) на його початковому
цилiндрi.

У свою чергу чисельнi значення величин радiус-вектора mΨ, що
входять до компонентiв, можна визначити з наступних залежностей:

zΨ(M ) = uΥ sinγ, ρΨ(M ) = uΥ cosγ,

δΨ(M ) =
π

2
− ξ, ξ =

vΥ

ρΨ(M ) .
(5.50)

Радiус-вектор mΨ визначає положення точки M рiзальної кромки
вiдносно системи координат {Ψ} пов’язаної з iнструментом i здiйснює
разом з ним рух обертання.

Положення точки M вiдносно нерухомого простору можна визначити
радiус-вектором mΣ виконавши перетворення простору за допомогою
оператора Res(Ψ,Σ), який складається з послiдовного виконання опера-
тора повороту Rot(Ψ,Σ) i оператора паралельного переносу Trans(Ψ,Σ).

Оператор повороту Rot(Ψ,Σ) системи координат {Ψ} можна реалiзу-
вати такою матрицею

Rot(Ψ,Σ) =


cosωΨ − sinωΨ 0
− sinωΨ − cosωΨ 0

0 0 1


. (5.51)

Оператор паралельного перенесення Trans(Ψ,Σ) системи координат
{Ψ} реалiзується стовпцевою матрицею

Trans(Ψ,Σ) =


0
a
0


. (5.52)
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Тодi, радiус-вектор mΣ матиме такi компоненти

mΣ =



ρΨ cos
(
t + δΨ

)
cosωΨ − ρ

Ψ sin
(
t + δΨ

)
sinωΨ

a − ρΨ sin
(
t + δΨ

)
cosωΨ − ρ

Ψ cos
(
t + δΨ

)
sinωΨ

−pΨ − zΨ


. (5.53)

Виконавши математичнi перетворення отримаємо простiший вираз
для радiус-вектора mΣ, який визначає положення точки M рiзальної
кромки вiдносно нерухомої системи координат {Σ}

mΣ =



ρΨ cos
(
t + δΨ +ωΨ

)
a − ρΨ sin

(
t + δΨ +ωΨ

)
−pΨ − zΨ


. (5.54)

Виконаємо перехiд вiд нерухомої системи координат {Σ} до системи
координат {∆} пов’язаної з деталлю. Цей перехiд можна виконати за
допомогою оператора повороту Rot(Σ,∆)

Rot(Σ,∆) =


cosω∆ sinω∆ 0
− sinω∆ cosω∆ 0

0 0 1


. (5.55)

Тодi положення точки M рiзальної кромки вiдносно системи коор-
динат {∆} пов’язаної з деталлю визначатиметься радiус-вектором m∆ з
такими компонентами:

m∆ =



m∆x
m∆y
m∆z


, (5.56)

m∆x = sinω∆
(
a − ρΨ cosωΨ sin

(
t + δΨ

)
− ρΨ cos

(
t + δΨ

)
sinωΨ

)
+

+ cosωΨ
(
ρΨ cos

(
t + δΨ

)
cosωΨ − ρ

Ψ sin
(
t + δΨ

)
sinωΨ

)
, (5.57)

m∆y = cosω∆
(
a − ρΨ cosωΨ sin

(
t + δΨ

)
− ρΨ cos

(
t + δΨ

)
sinωΨ

)
+

+ sinωΨ
(
ρΨ cos

(
t + δΨ

)
cosωΨ − ρ

Ψ sin
(
t + δΨ

)
sinωΨ

)
, (5.58)

m∆z = −pΨ t − zΨ . (5.59)
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Перехiд вiд системи координат {∆} пов’язаної з деталлю до систе-
ми координат {Ω} пов’язаної з рухомою поверхнею можна виконати
послiдовно здiйснивши операцiю повороту Rot(∆,Ω) та операцiю пара-
лельного перенесення Trans(∆,Ω).

Оператор повороту Rot(∆,Ω) системи координат {∆} пов’язаної з
деталлю навколо її осi Z∆ на кут ω∆ можна реалiзувати матрицею

Rot(∆,Ω) =


cosωΩ sinωΩ 0
− sinωΩ sinωΩ 0

0 0 1


. (5.60)

Оператор паралельного перенесення Trans(∆,Ω) можна реалiзувати
матрицею

Trans(∆,Ω) =


0
0

pΨ t + zΨ


. (5.61)

Тодi остаточно положення точки M в системi координат {Ω} по-
в’язаної з рухомою поверхнею9 буде визначено радiус-вектором mΩ

компоненти якого можна записати такими:

mΩ =
[

mΩx mΩy mΩz
]T
,

mΩx = ρ
Υ cos

(
t + δΥ

)
cosω∆ cosωΩ cosωΨ + a cosωΩ sinω∆−

− ρΥ cosωΩ cosωΨ sin
(
t + δΥ

)
sinω∆ + a cosω∆ sinωΩ−

− ρΥ cosωΩ cosωΨ sin
(
t + δΥ

)
sinωΩ−

− ρΥ cos
(
t + δΥ

)
cosωΨ cosω∆ sinωΩ−

− ρΥ sin
(
t + δΥ

)
cosω∆ sinωΩ sinωΨ−

− ρΥ cos
(
t + δΥ

)
cosωΩ cosω∆ sinωΨ−

− ρΥ cos
(
t + δΥ

)
cosω∆ sinωΩ sinωΨ−

− ρΥ sin
(
t + δΥ

)
sinωΩ sinω∆ sinωΨ, (5.62)

9Або площиною, як окремий випадок просторової поверхнi.
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mΩx = a cosωΩ sinω∆ − ρ
Υ sin

(
t + δΥ

)
cosω∆ cosωΩ cosωΨ − ,

− ρΥ cos
(
t + δΥ

)
cosωΩ cosωΨ sinω∆−

− ρΥ cos
(
t + δΥ

)
cosω∆ cosωΨ sinωΩ+

+ ρΥ cosωΨ sin
(
t + δΥ

)
sinω∆ sinωΩ−

− ρΥ cos
(
t + δΥ

)
cosω∆ cosωΩ sinωΨ+

+ ρΥ cosωΩ cos
(
t + δΥ

)
sinω∆ sinωΨ+

+ ρΥ cosω∆ sin
(
t + δΥ

)
sinωΩ sinωΨ+

+ ρΥ cos
(
t + δΥ

)
sinω∆ sinωΩ sinωΨ−

− a sinω∆ sinωΩ, (5.63)

mΩz = 0. (5.64)

У наведених виразах кут ωΩ можна визначити iз спiввiдношень

ωΩ =
mΨz
p∆
, p∆ =

r∆
rΨ

pΨ . (5.65)

Аналiз результатiв розв’язання просторової зворотної задачi формо-
утворення показав, що при дослiджуванiй схемi формоутворення, яка
зводиться до взаємного кочення двох кiл, вони iдентичнi результатам
застосування плоского варiанту.

5.1.6.3. Висновки
Отриманi результати можна поянити наступним чином. При вирiшен-

нi зворотної задачi за рухому поверхню Ω в обох випадках приймається
площина розташована ортогонально вiдносно осi оброблюваної деталi.

Слiди q траєкторiй T гвинтової поверхнi iнструмента (точнiше гвинто-
вої початкової iнструментальної поверхнi), якi вони залишать на рухомiй
площинi Ω, iдентичнi торцевому профiлю початкової iнструментальної
поверхнi.

Тому отриманi результати розв’язання плоскої та просторової задачi
формоутворення повиннi бути iдентичнi, що i пiдтверджують отриманi
результати.
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6. РЕЙКОВИЙ IНСТРУМЕНТ

Теоретично, формоутворення гвинтових поверхонь рейковим iнстру-
ментом можна розглядати як окремий випадок застосування довбача,
коли радiус його початкового кола дорiвнює нескiнченностi1.

У той же час, враховуючи характер виконуваної роботи, виведемо
математичнi залежностi для даного виду обробки, виходячи зi схеми
формоутворення еквiвалентної коченню кола, пов’язаної з деталлю, по
прямiй пов’язанiй з iнструментом [20, 21, 22, 23].

Метою дослiдження поставимо визначення профiлю просторової
рiзальної кромки при формоутвореннi гвинтової поверхнi рейковим
iнструментом. Розглянемо рейковий iнструмент iз плоскою передньою
поверхнею, орiєнтацiя якої створює на iнструментi додатнiй переднiй
кут γ. Прикладом такого iнструменту може бути гребiнка.

6.1. Пряма задача формоутворення

В iнструментальному виробництвi пiд прямою задачею мають на
увазi пошук профiлю початкової iнструментальної поверхнi для заданого
профiлю деталi.

6.1.1. Взаємна орiєнтацiя об’єктiв дослiдження

В даний час, передня поверхня гребiнки найбiльш часто виконується
у виглядi площини, яка складає з напрямком робочого руху деякий кут2.
Розглядатимемо гребiнки з плоскою передньою поверхнею, єдиною для
всiх зубцiв iнструмента.

З деталлю зв’яжемо систему координат {∆} : (X∆Y∆Z∆), яка орiєнто-
вана в спосiб поданий на рис. 6.1. Вiсь Z∆ збiгається з вiссю гвинтової
поверхнi деталi i спрямована у бiк додатного (правого) гвинтового руху.

1Бiльше того, при використаннi чисельних методiв iз застосуванням ЕОМ, радiус початко-
вого кола довбача достатньо приймати на 3...4 порядки бiльше, нiж радiус початкового
кола деталi. У цьому випадку, похибка обчислень виявлятиметься лише в 5 . . . 7-му
знаку, що достатньо для практичних розрахункiв.

2Поряд з цим, з метою пiдвищення працездатностi iнструменту, часто переднiй поверхнi
гребiнки надають форму цилiндра або конуса. Вiдомi також конструкцiї, якi мають
радiусну пiдточку вздовж рiзальних кромок, по периферiї зубця.
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Координатна площина (X∆Y∆) збiгається з торцевим перерiзом гвин-
тової поверхнi, в якому визначено її профiль заданий полярним радiус-
вектором ρ та полярним кутом δ.

У початковому положеннi вiсь Y∆ спрямована у бiк iнструмента. У
процесi дослiдження система координат {∆} здiйснює, разом iз деталлю,
обертальний рух обкочування.

Рис. 6.1. Системи координат рейкового
iнструменту

З iнструментом зв’яжемо
прямокутну систему коорди-
нат {Ψ} : (XΨYΨZΨ). Вiсь
XΨ якої орiєнтована вздовж
iнструмента, а вiсь YΨ у по-
чатковий момент збiгається
з вiсь Y∆, але спрямована в
протилежний бiк. Вiдповiд-
но, вiсь ZΨ доповнює пра-
ву трiйку ортiв системи {Ψ}.
У процесi дослiдження си-
стема координат здiйснює
рух обкатки, спрямований
уздовж осi XΨ.

Взаємне розташування
систем координат {∆} i {Ψ} визначатимемо в нерухомiй системi ко-
ординат {Σ} : (XΣYΣZΣ). У початковий момент дослiдження система
координат {Σ} повнiстю збiгається iз системою {∆}. При цьому вiдзна-
чимо, що система {∆} обертається разом iз деталлю, тодi як система
{Σ} завжди залишається нерухомою. Початки OΣ, O∆ та OΨ вiдповiдних
систем координат завжди розташованi на осi Y∆.

Як рухому поверхню приймемо площину ΩΨ, яка збiгається з пере-
дньою поверхнею iнструмента. Орiєнтацiя площини ΩΨ визначається
величиною переднього кута γ рейкового iнструменту (гребiнки), що
вимiрюється в координатнiй площинi (YΣZΣ). Приймемо, що площина
ΩΨ завжди проходить через вiсь XΨ системи координат, пов’язаної з
iнструментом.

6.1.2. Побудова слiду перетину гвинтової траєкторiї з
рухомою площиною

Положення довiльної точки M, при її русi по гвинтовiй траєкторiї
T можна визначити радiус-вектором m, компоненти якого в системi
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координат {∆} можна записати наступним чином

m∆(M ) =



ρ∆(M ) cos
(
t + δ∆(M )

)
ρ∆(M ) sin

(
t + δ∆(M )

)
p∆ t


(6.1)

де ρ∆(M ) – полярний радiус-вектор точки M , визначений у си-
стемi координат {∆};

δ∆(M ) – полярний кут точки M , визначений у системi коор-
динат {∆};

t – змiнний параметр, геометричний образ якого вiдпо-
вiдає куту повороту точки M навколо осi гвинтової
поверхнi при її русi по своїй гвинтовiй траєкторiї
T∆, яка належить до гвинтової поверхнi.

Для того, щоб визначити положення розрахункової точки M при її
русi по гвинтовiй траєкторiї T∆, щодо нерухомої системи координат
{Σ}, необхiдно застосувати оператор перетворення простору Res(∆, Σ),
який можна реалiзувати оператором повороту Rot(∆, Σ) початкової си-
стеми координат {∆}. Оператор повороту Rot(∆, Σ) можна записати, як
матрицю

Rot(∆, Σ) =


cosω∆ − sinω∆ 0
sinω∆ cosω∆ 0

0 0 1


. (6.2)

Тодi, радiус-вектор mΣ компоненти, якого визначенi вiдносно системи
координат {Σ} можна визначити як

mΣ = Rot(∆, Σ) ·m∆. (6.3)

Пiдставляючи значення матрицi Rot(∆, Σ) та компоненти радiус-
вектора m∆ отримаємо вираз, що визначає положення розрахункової
точки M вiдносно системи координат {Σ}, яка є нерухомою3.

3Система координат {Σ} є нерухомою системою, яка визначає положення (орiєнтацiю)
простору в якому здiйснюють дослiдження. Вона є основною базою для орiєнтацiї всiх
iнших систем. Таким чином, орiєнтацiю або положення будь-яких систем координат
вiдносно одна-одної можна визначити у системi координат {Σ}
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Виконавши вiдповiднi математичнi перетворення остаточно отримає-
мо компоненти вектора mΣ у виглядi

mΣ = Rot(∆, Σ) ·m∆ =

=



cosω∆ − sinω∆ 0
sinω∆ cosω∆ 0

0 0 1


·



ρ∆(M ) cos
(
t + δ∆(M )

)
ρ∆(M ) sin

(
t + δ∆(M )

)
p∆ t


=

=



ρ∆(M ) cos
(
t + δ∆(M ) +ω∆

)
ρ∆(M ) sin

(
t + δ∆(M ) +ω∆

)
p∆ t


. (6.4)

Отже, на даному етапi дослiдження, ми отримали радiус-вектор mΣ,
який визначає положення точки M при її русi по гвинтовiй траєкторiї
вiдносно нерухомої системи координат {Σ}.

Наступним етапом дослiдження є визначення моменту (умови), ко-
ли розрахункова точка M перетне при своєму русi за траєкторiєю T∆
площину ΩΨ. Виведемо цю умову з розгляду рис. 6.1.

Вiдрiзок h можна визначити, як величину компоненти радiус-вектора
mΣ, що дорiвнює

h = mΣz = p∆ t . (6.5)

З iншого боку, вiдрiзок h можна визначити з виразу

h =
(
a − mΣy

)
tgγ =

(
a − ρ∆(M ) sin

(
t + δ∆(M ) +ω∆

))
tgγ. (6.6)

Отримане вираз є умовою, коли розрахункова точка M , рухаючись по
гвинтовiй траєкторiї T∆ перетнеться з площиною ΩΨ. Слiд зазначити, що
отриманий вираз мiстить два змiнних параметри, а саме ω∆ та t, з яких
нас цiкавить лише параметр t. Його визначення необхiдно виконувати в
наступнiй послiдовностi:

– спочатку, задаємося значенням параметра ω∆, геометричне вiд-
ображення якого вiдповiдає куту повороту деталi при русi обкатки;

– далi, за фiксованого значення параметра ω∆, послiдовно визначає-
мо значення параметра t для всiх розрахункових точок гвинтової
поверхнi;

– знайденi значення параметра t визначають момент, коли вiдповiдна
точка M перетинає площину ΩΨ (точнiше, збiгається з нею)’
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– пiсля цього необхiдно прийняти нове фiксоване значення параме-
тра ω∆ та знайти нову серiю значень параметра t.

Викладенi дiї можна розглядати, як змiну двох параметрiв, з яких
параметр ω∆є провiдним, а параметр t веденим, коли при фiксованому
значеннi провiдного параметраω∆, ведений параметр t пробiгає доступнi
йому значення.

Узагальнюючи результати, отриманi на цьому етапi дослiдження,
можна стверджувати, що радiус-вектор mΣ (при заданий значеннях ω∆
i знайдених значеннях t) визначатиме положення точок Q слiдiв q на
площинi ΩΨ.

Для того щоб визначити положення розрахункових точок Q слiдiв
q на площинi ΩΨ у системi координат {Ω} пов’язаної з площиною ΩΨ,
а вiдповiдно i з передньою площиною iнструмента, необхiдно засто-
сувати оператор перетворення простору Res(Σ,Ω), який складається з
послiдовного виконання операторiв повороту Rot(Σ,Ω) та перенесення
Trans(Σ,Ω).

Оператор повороту Rot(Σ,Ω) системи координат {Σ} з перетворен-
ням її на промiжну систему координат {Σ1} можна реалiзувати матрицею

Rot(Σ,Ω) = Rot
(
Σ

{
ZΣ,π

}
,

{
XΣ,γ

}
Ω
)
=

=



−1 0
0 − cosγ sinγ
0 sinγ cosγ


. (6.7)

В даному випадку виконується поворот системи {Σ} навколо її осi ZΣ

на кут π i послiдовно навколо осi XΣ на кут γ. Результатом перетворень
буде промiжна система координат {Σ1}

Rot
(
Σ

{
ZΣ,π

}
,

{
XΣ,γ

}
Ω
)
⇒

{
Σ
1

}
. (6.8)

Оператор паралельного перенесення Trans(Σ,Ω) можна реалiзувати
стовпцевою матрицею

Trans(Σ,Ω) = Trans(Σ1,YΣ
1

,a) =


−r∆ω∆
a cosγ
−a sinγ


. (6.9)

Оператор (6.9) здiйснює перенесення промiжної системи координат
{Σ1} вздовж її осi на величину a.
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Результатом послiдовного виконання операторiв повороту Rot(Σ,Ω)
та перенесення Trans(Σ,Ω) буде перехiд до системи координат {Ω}
пов’язаної з передньою поверхнею iнструмента. Тодi

mΩ = Rot
(
Σ

{
ZΣ,π

}
,

{
XΣ,γ

}
Ω
)
·mΣ + Trans(Σ,Ω). (6.10)

Пiдставивши до виразу (6.10) вiдповiднi значення елементiв матриць
отримаємо у розгорнутому виглядi

mΩ =



−1 0
0 − cosγ sinγ
0 sinγ cosγ


·



ρ cos (t + δ +ω∆)
ρ sin (t + δ +ω∆)

p∆ t


+

+



−r∆ω∆
a cosγ
−a sinγ


=



mΩx
mΩy
mΩz


(6.11)

mΩx = r∆ω∆ − ρ cos (δ + t) cosω∆ + ρ sin (δ + t) sinω∆

mΩy = a cosγ + p t sinγ−

− cosγ (ρ sin (δ + t) cosω∆ + ρ cos (δ + t) sinγ)

mΩz = p t sinγ − a sinγ+

+ sinγ (ρ sin (δ + t) cosω∆ + ρ cos (δ + t) sinγ)

Отриманi компоненти
(
mΩx ,m

Ω
y ,m

Ω
z

)
радiус-вектора mΩ визначають

положення точки Q, що належить гвинтовiй траєкторiї T∆, на площинi
ΩΨ, тобто описують координати точок Q слiду q у системi координат
{Ω}. Огинаюча до отриманих слiдiв q, визначатиме профiль рiзальної
кромки в переднiй плоскiй поверхнi зубця гребiнки.

Слiд зазначити, що в наведених виразах компонента mΩz повинна до-
рiвнювати нулю, так як площина є двовимiрним плоским геометричним
об’єктом. Тому при чисельних розрахунках компонента mΩz вироджує-
ться в нульовi значення4.

У тому випадку, коли метою дослiдження є визначення профiлю поча-
ткової iнструментальної поверхнi, необхiдно в наведенi залежностi (6.10)
пiдставити значення переднього кута рiвними нулю γ = 0°. У цьому
випадку передня поверхня iнструмента, а разом з нею i площина ΩΨ,

4У середовищi математичного пакета MathCAD, величина mΩz чисельно знаходиться в
межах 10−13 . . . 10−15, що практично рiвнозначно нульовому значенню.
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займуть положення, що вiдповiдає ортогональному перерiзу початкової
iнструментальної поверхнi.

Одночасно з цим слiд враховувати, що параметр t дорiвнює нулю
t = 0 для всiх дискретних фiксованих положень деталi в процесi обкатки.
Це можна пояснити тим, що площини торцевого перерiзу гвинтової по-
верхнi та ортогонального перерiзу початкової iнструментальної поверхнi
– збiгаються. Тому є доцiльним використовувати математичнi залежностi
(6.10), отриманi вище з урахуванням рiвностей γ = 0° та t = 0, а саме

mΩ =



r∆ω∆ + cos (δ +ω∆)
a − ρ sin (δ +ω∆)

0


. (6.12)

У цьому випадку вираз компонентiв радiус-вектора mΩ перетворює-
ться на одно-параметричну залежнiсть, що суттєво спрощує математичну
сторону пошуку профiлю початкової iнструментальної поверхнi.

6.1.3. Обкочування по гвинтовий траєкторiї

Викладенi вище результати дослiджень дозволяють визначати, як про-
фiль початкової iнструментальної поверхнi, так i профiль просторової
рiзальної кромки, однак, мають один недолiк, а саме необхiднiсть розв’я-
зання трансцендентного рiвняння при визначеннi значення параметра
t.

У той же час, у роздiлi даної роботи присвяченому формоутворенню
за схемою кочення кола по колу, зазначалося, що при використаннi мето-
ду рухомої поверхнi, обертальну складову руху точки M по гвинтовiй
траєкторiї T , можна iнтерпретувати як рух обкатки. Тобто замiсть па-
раметра ω∆ руху обкатки розглядати параметр t перемiщення точки по
гвинтовiй траєкторiї.

Розглянемо це твердження бiльш докладно стосовно схеми формо-
утворення, яка вiдповiдає коченню кола з вiдомим профiлем по прямiй.
Як початкову орiєнтацiї об’єктiв дослiдження приймемо їхнє розташува-
ння, наведене на рис. 6.2.

Будемо мiркувати так. Рух обкатки деталi вiдповiдає її обертанню
навколо її ж осi, тобто навколо осi гвинтової поверхнi. При цьому вiдпо-
вiдно до принципiв обкатки, iнструмент (гребiнка) здiйснює узгоджене
поступальне перемiщення, що залежить вiд кута ω∆ повороту деталi та
радiуса r∆ початкового кола.
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Важливим є те, що розрахункова точка M пiд час руху обкатки
здiйснює лише колоподiбний рух5 вiдносно центру OΣ.

Рис. 6.2. Орiєнтацiя похилої рухомої
поверхнi

Тепер виключимо з розгляду
рух обкатки, i розглядатимемо ли-
ше рух розрахункової точки M по
гвинтовiй траєкторiї T∆. У цьому
випадку проекцiя точки M на ко-
ординатну площину (XΣYΣ) буде
у виглядi кола. При цьому її радi-
ус збiгатиметься з радiусом кола
перемiщення точки M при русi
обкатки, так як в обох випадках
залишилися постiйними положе-
ння центру OΣ i величина радiуса ρ(M ) .

Якщо тепер iнструменту (у системi координат {Ψ} пов’язаної з поча-
тковою прямою) надати поступальне перемiщення, параметрами якого
будуть кут t повороту проекцiї точки M i радiус ρ(М) , то отримана форма
траєкторiї руху точки M щодо системи {Ψ} буде iдентичною до кривої,
отриманої у попередньому випадку пiд час розгляду руху обкатки.

Таким чином, можна стверджувати, що при схемi формоутворення,
що вiдповiдає коченню кола по прямiй, рух обкатки можна виключи-
ти, замiнивши його перемiщенням проекцiї розрахункової точки M по
координатнiй площинi (XΣYΣ) при її русi по гвинтовiй траєкторiї T∆.

Вiдповiдно до викладеного, визначатимемо положення розрахункової
точки на гвинтовiй траєкторiї, у системi координат {Σ}, радiус-вектором

mΣ =



ρ cos (δ + t)
ρ sin (δ + t)

p t


. (6.13)

Визначимо положення розрахункової точки у системi координат {Ψ},
пов’язаної з початковою прямою (з iнструментом). При цьому врахову-
ватимемо її поступальне перемiщення з параметрами r∆ i t. Оператор
повороту Rot(Σ,Ψ) системи можна подати матрицею

Rot(Σ,Ψ) =


1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


. (6.14)

5Тобто здiйснює рух по колу навколо осi гвинтової поверхнi.
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Оператор паралельного перенесення Trans(Σ,Ψ) можна реалiзувати
стовпцевою матрицею

Trans(Σ,Ψ) =


r∆t
a
0


. (6.15)

В якостi рухомої поверхнi приймемо площину ΩΨ, яка розташована
паралельно осi XΨ i здiйснює два рухи:

– прямолiнiйний рух обкатки разом з iнструментом6;

– i похилий у координатнiй площинi (XΨZ) пiд кутом β, який дорiв-
нює куту нахилу гвинтової лiнiї на початковому цилiндрi.

У цьому випадку матриця оператора повороту Rot(Ψ,Ω) матиме такi
елементи

Rot(Ψ,Ω) =


0 cosγ − sinγ
1 0 0
0 − sinγ − cosγ


. (6.16)

Оператор паралельного перенесення Trans(Ψ,Ω) включає два пере-
мiщення:

– перше перемiщення, це перемiщення, обумовлене нахилом площи-
ни ΩΨ на кут γ;

– друге перемiщення обумовлено загальним нахилом профiлю гре-
бiнки, який дорiвнює куту нахилу гвинтової лiнiї на початковому
цилiндрi.

Приймаючи, що кути γ i β не дорiвнюють нулю (γ , 0 та β , 0),
елементи стовпцевої матрицi Trans(Ψ,Ω) паралельного перемiщення
будуть такими

Trans(Ψ,Ω) =



((
a − mΣy

)
tgγ − mΣz

)
sinγ((

a − mΣy
)
tgγ − mΣz + p t

)
sinβ((

a − mΣy
)
tgγ − mΣz

)
cosγ



. (6.17)

Таким чином, радiус-вектора mΩ, який визначає положення точок Q
слiду q у рухомiй площинi ΩΨ, можна визначити як

mΩ = Rot(Ψ,Ω) ·
(
Rot (Σ,Ψ) ·mΣ + Trans(Σ,Ψ)

)
+

+ Trans(Ψ,Ω) =
[

mΩx mΩy mΩz
]T
. (6.18)

6Тобто, прямолiнiйний рух кола, що котиться по початковiй прямiй.
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Розкривши наведений вираз, отримаємо наступнi компоненти радiус-
вектора mΩ

mΩx = p t sinγ + (a − ρ sin (δ + t)) cosγ+
+ (−p t + (a − ρ sin (δ + t)) tgγ) sinγ, (6.19)

mΩy = r∆t + ρ cos (δ + t) + (a − ρ sin (δ + t)) tgβ tgγ, (6.20)

mΓ
z = p t cosγ − (a − ρ sin (δ + t)) sinγ+
+ (−p t + (a − ρ sin (δ + t)) tgγ) cosγ. (6.21)

Виконавши перетворення отриманих виразiв до бiльш простого ви-
гляду, отримаємо

mx =
a − ρ sin (δ + t)

cosγ
, (6.22)

my = r∆t + ρ cos (δ + t) + (a − ρ sin (δ + t)) tgβ tgγ, (6.23)

mz = 0. (6.24)

Вираз mz = 0 побiчно пiдтверджує правильнiсть математичних викла-
день, так як в якостi рухомої поверхнi прийнята площина, то компонента
mz повинна дорiвнювати нулю.

Висновки
Роблячи висновки, щодо результатiв теоретичних дослiджень процесу

формоутворення гвинтових поверхонь рейковим iнструментом, можна
стверджувати наступне.

Проведенi теоретичнi дослiдження дозволили вивести математичнi за-
лежностi єдинi, як для визначення профiлю початкової iнструментальної
поверхнi, так i для визначення профiлю просторової рiзальної кромки.

Показано, що при формоутвореннi гвинтових поверхонь, як параметр,
що визначає рух обкатки, можна розглядати параметр, що визначає
положення розрахункової точки на гвинтовiй траєкторiї, що значно
спрощує розрахунковий бiк питання.

6.1.4. Аналiз результатiв дослiдження формоутворення
гвинтових поверхонь рейковим iнструментом

Розглянемо процес формоутворення гвинтових поверхонь рейковим
iнструментом на прикладi обробки деталi, що має кутовий профiль
представлений на рис. 6.3.
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Рис. 6.3. Торцевий профiль
деталi

Характер гвинтової поверхнi визнача-
тимемо кутом β нахилу гвинтової лiнiї на
початковому цилiндрi.

Для того щоб мати певного роду базу
для проведення дослiджень, спочатку ви-
вчимо формоутворення деталi цилiндри-
чної (на гвинтовiй) форми iнструментом
з нульовим переднiм кутом γ.

На рис. 6.4 представлена сукупнiсть слiдiв q утворених перетином
траєкторiй T∆ з рухомою площиною ΩΨ.

Рис. 6.4. Сукупнiсть слiдiв та огинаюча до них

Аналiз характеру розташування слiдiв q щодо один одного i щодо
огинаючої Θ, дозволяє зробити наступнi висновки щодо результатiв фор-
моутворення цилiндричної фасонної поверхнi рейковим iнструментом.

Огинаюча Θ до сукупностi слiдiв q складається з двох дiлянок ΘAB

та ΘBC . Точки A i B огинаючої вiдповiдають крайнiм слiдам q0 i q20.
Далi. Огинаюча є дотичною лише частини слiдiв, саме двох груп

слiдiв q0...8 та q12...20. Саме вони визначають форму двох дiлянок оги-
наючої. У той же час група слiдiв q9...11 не є дотичними до огинаючої,
вони видiленi на малюнку пунктирними лiнiями.

Розглянемо околицю точки B у збiльшеному виглядi рис. 6.5. На
наведеному фрагментi видно, що точка B утворена перетином слiдiв q8
i q12 (на рисунку видiленi товстими лiнiями). Слiди q9...11 проходять на
деякiй вiдстанi вiд огинаючої. Тому можна стверджувати, що профiль
деталi в розрахункових точках 9...11 не буде утворений. При цьому вели-
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чина похибки формоутворення чисельно дорiвнює найменшiй вiдстанi
вiд цих слiдiв до точки B.

Тепер виконаємо формоутворення гвинтової поверхнi, яка характе-
ризується величиною кута β = 30°, рейковим iнструментом з додатнiм
переднiм кутом γ = 30° . Сукупнiсть слiдiв q перетину гвинтових трає-
кторiй T∆ iз похилою рухомою плоскою поверхнею ΩΨ представлено на
рис. 6.6.

Рис. 6.5. Околицi точки B Рис. 6.6. Сукупнiсть слiдiв утворення
гвинтової поверхнi

Аналiз характеру взаємного розташування слiдiв дозволяє ствер-
джувати, що в порiвняннi з попереднiм варiантом формоутворення вiн
iстотно не змiнився, проте загальна картина зображення змiстилась в
горизонтальнiй площинi, що обумовлене впливом додатного переднього
кута γ. Одночасно вiсь симетрiї профiлю рiзальної кромки нахилилася,
залишаючись прямолiнiйною.

6.1.5. Висновки

Узагальнюючи результати дослiдження формоутворення гвинтових
поверхонь рейковим iнструментом можна стверджувати, що їх загаль-
ний характер є аналогiчний результатам формоутворення гвинтових
поверхонь довбачами.

Це можна пояснити тим, що з точки зору теорiї формоутворення, схе-
ма обробки при коченнi кола по прямiй, є окремим випадком взаємного
кочення двох кiл, коли радiус одного кола дорiвнює нескiнченностi.

При використаннi рейкового iнструменту не вiдбувається викривле-
ння осi симетрiї профiлю зубця iнструмента, яке спостерiгається при
формоутвореннi довбачами (де вiсь має вигляд архiмедової спiралi). Це
можна пояснити тим, що рейковий iнструмент можна розглядати як
коло нескiнченно великого радiусу, внаслiдок чого архiмедова спiраль
вироджується у пряму лiнiю.
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6.2. Зворотна задача формоутворення

Зворотну задачу формоутворення рейковим iнструментом можна роз-
глядати, як окремий випадок кiнематичної схеми формоутворення при
взаємному коченнi двох кiл, приймаючи радiус основного кола, яке
пов’язаного з вiдомим профiлем iнструмента рiвним нескiнченностi.

Однак, така постановка задачi незручна тим, що вимагає залучення
вихiдних параметрiв, що не притаманнi рейковому iнструменту. Тому
розглянемо окремо схему формоутворення рейковим iнструментом.

6.2.1. Орiєнтацiя об’єктiв формоутворення

Вважатимемо вiдомою просторову форму рiзальної кромки рейкового
iнструменту, задану в системi координат {Υ} : (XΥYΥZΥ) (рис. 6.7).
Загалом форма передньої поверхнi iнструмента може бути довiльною,
йдеться лише про координати просторової рiзальної кромки7.

Рис. 6.7. Орiєнтацiя систем координат

При цьому координатна
площина (XΥYΥ) є лише де-
якою базою, яка у загальному
випадку орiєнтована довiльно
щодо передньої поверхнi зуб-
ця iнструмента. Це дозволяє
не обмежувати форму пере-
дньої поверхнi, якоюсь однi-
єю формою, а використову-
вати один алгоритм для до-
слiдження формоутворення iн-
струментом рейкового типу з
довiльною формою передньої
поверхнi.

Орiєнтуємо систему коор-
динат {Υ} в такий спосiб. Вiсь XΥ збiгається з напрямком прямолiнiй-
ного руху обкатки8, що робить iнструмент пiд час роботи. Координатна
площина (XΥYΥ) розташована усереднено щодо просторової рiзальної

7У практицi використання рейкового iнструменту досить часто форма передньої поверхнi
може бути конiчною або колоподiбною. Iнколи передню поверхню виконують у формi
канавок, що мають коло у своїму перерiхi. Здебiльшого все залежить вiд “традицiй”
виробника або споживача.

8Прямолiнiйний рух обкатки, це коли коло котиться по прямiй лiнiй. Такiй кiнематичнiй
схемi обробки вiдповiдає черв’ячний iнструмент.
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кромки, її положення визначається кутом γ, у загальному випадку не
рiвним передньому куту зуба рейкового iнструменту.

Безпосередньо з iнструментом зв’яжемо просторову систему коор-
динат {Ψ} : (XΨYΨZΨ). Вiсь XΨ орiєнтована паралельно до прямолiнiй-
ного руху обкатки, який здiйснює в процесi формоутворення рейковий
iнструмент.

З утворюваною деталлю зв’яжемо систему координат {∆} : (X∆Y∆Z∆).
Вiсь Z∆ збiгається з вiссю гвинтової поверхнi деталi.

У початковий момент дослiдження вiсь Y∆ орiєнтована ортогонально
щодо напрямку руху обкочування, що здiйснюється iнструментом. У
процесi дослiдження система координат {∆} здiйснює обертальний рух
обкатки разом з оброблюваною деталлю. Величина повороту оберталь-
ного руху визначається величиною кута ω∆.

Взаємне розташування систем координат, пов’язаних з iнструментом
та оброблюваною деталлю, визначатимемо в нерухомiй системi коор-
динат {Σ} : (XΣYΣZΣ). Приймемо взаємну орiєнтацiю осей Z∆ та ZΨ

паралельної, але спрямованої у протилежний бiк.
Найкоротшу вiдстань мiж цими осями позначимо як a. У загальному

випадку, величина a може бути довiльною, однак, бiльш рацiональним
буде приймати її рiвною радiусу r∆ початкового кола, пов’язаного з
утворюваною деталлю.

Як рухому поверхню приймемо площину Ω∆, яка збiгається з ко-
ординатною площиною (X∆Y∆) i здiйснює обертальний рух разом з
деталлю.

6.2.2. Побудова слiдiв перетин траєкторiй розрахункових
точок з рухомою площиною

Визначимо координати просторової рiзальної кромки довiльної форми
у системi координат {Υ} компонентами радiус-вектора mΥ у загальнiй
формi

mΥ =
[

mΥx mΥy mΥz
]T
. (6.25)

Така форма подання рiзальної кромки дозволяє дослiджувати процес
формоутворення рейковим iнструментом, який має будь-яку форму як
рiзальної кромки, так i всiєї передньої поверхнi зуба, не прив’язую-
чися до якоїсь конкретної конструкцiї. При цьому вважатимемо, що
координатна площина (XΥYΥ) розташована деяким усередненим чином
щодо просторової (загалом криволiнiйної) передньої поверхнi зубця
iнструмента.
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Природно припустити, що у разi плоскої формi передньої поверхнi
зубця iнструмента, координатна площина (XΥYΥ) збiгатиметься з пере-
днiй поверхню зубця. Однак, ця умова не є обов’язковою для проведення
дослiдження.

Для того, щоб перейти вiд системи координат {Υ}, пов’язаної з пе-
редньою поверхнею iнструмента, до системи координат {Ψ} пов’язаної
з iнструментом в цiлому, необхiдно застосувати оператор Rot(Υ,Ψ) пе-
ретворення простору. Компоненти оператора Rot(Υ,Ψ) можна подати
квадратною матрицею

Rot(Υ,Ψ) =


−1 0 0
0 cosγ − sinγ
0 − sinγ − cosγ


. (6.26)

Тодi компоненти радiус-вектора mΨ, який визначає положення роз-
рахункової точки просторової рiзальної кромки iнструмента у системi
координат {Ψ}, можна визначити як

mΨ = Rot(Υ,Ψ) ·mΥ =


−mΥx
mΥy cosγ − mΥz sinγ

mΥz cosγ − mΥy sinγ


. (6.27)

Розглянемо характер руху розрахункової точки рiзальної кромки за її
траєкторiєю TΨ у процесi проведення дослiдження. Рейковий iнструмент
(початкову iнструментальну поверхню рейкового iнструменту) можна
розглядати, як фасонну цилiндричну поверхню, яка утворена деякою
кривою, що рухається по напрямнiй похилiй лiнiї.

Отже, для рейкового iнструменту форма траєкторiї TΨ розрахункових
точок рiзальної кромки трансформується з гвинтової лiнiї в пряму. Саме
тому на рис. 6.7 траєкторiя TΨ представлена прямою лiнiєю.

При вирiшеннi зворотної задачi формоутворення вихiдним параме-
тром є профiль початкової iнструментальної поверхнi. Тому доцiльно
привести всi траєкторiї TΨ до деякої площини, яка з найбiльшою досто-
вiрнiстю характеризувала форму (профiль) початкової iнструментальної
поверхнi.

У даному випадку формоутворення такою площиною може бути ко-
ординатна площина (XΨYΨ). Додатковим аргументом на користь вибору
саме цiєї площини може бути те, що координатна площина (XΨYΨ)
збiгається з площиною Ω∆, це спрощує суть математичних викладень.

Отже, необхiдно визначити таке положення розрахункової точки
на траєкторiй ТΨ, у якому вона збiгається з координатною площиною
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(XΨYΨ). Вище було встановлено, що для рейкового iнструменту траєкто-
рiя ТΨ є прямою лiнiєю.

При формоутвореннi гвинтових поверхонь траєкторiя ТΨ лежить у
площинi робочого руху iнструмента (у координатнiй площинi (XΨZΨ))
та нахилена щодо осi ZΨ на кут β. У свою чергу, кут β дорiвнює куту
нахилу гвинтової лiнiї на цилiндрi радiусу початкового кола r∆.

Тодi компоненти радiус-вектора mΨXY , який визначає положення точок
траєкторiї TΨ що належать координатнiй площинi (XΨYΨ) набудуть
вигляду

mΨXY =



mΨx − mΨz tgβ
mΨy
0


=

=



−mΨx −
(
mΥz cosγ − mΥy sinγ

)
tgβ

mΥy cosγ − mΥz sinγ
0


. (6.28)

Визначимо положення розрахункових точок, що належать одночасно
до траєкторiї TΨ та координатної площини (XΨYΨ) щодо нерухомої
системи координат {Σ}.

Це можна зробити за допомогою оператора Res(Ψ, Σ) перетворення
простору, що складається з оператора повороту Rot(Ψ, Σ) та оператора
паралельного перемiщення Trans(Ψ, Σ).

Оператор Rot(Ψ, Σ) можна реалiзувати матрицею, яка має такi еле-
менти

Rot(Ψ, Σ) =


1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


. (6.29)

Оператор паралельного перемiщення Trans(Ψ, Σ) можна подати у
виглядi стовпцевої матрицi з такими елементами

Trans(Ψ, Σ) =


−ω∆r∆
a
0


. (6.30)

Застосувавши послiдовно, оператори Rot(Ψ, Σ) i Trans(Ψ, Σ) до радiус-
вектора mΨXY отримаємо вираз, який визначає положення розрахункових
точок, що належать до координатної площини (XΨYΨ) вiдносно нерухо-
мої системи координат {Σ}

mΣ = Rot(Ψ, Σ) ·mΨXY + Trans(Ψ, Σ).
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Розкривши наведений вираз, отримаємо у розгорнутому виглядi

mΣ =



1 0 0
0 −1 0
0 0 −1


·



−mΨx −
(
mΥz cosγ − mΥy sinγ

)
tgβ

mΥy cosγ − mΥz sinγ
0


+

+



−ω∆r∆
a
0


=



−mΨx −
(
mΥz cosγ − mΥy sinγ

)
tgβ −ω∆r∆

a − mΥy cosγ − mΥz sinγ
0


. (6.31)

Положення розрахункової точки щодо деталi та рухомої площини Ω∆
пов’язаної з нею, можна визначити перейшовши вiд системи коорди-
нат {Σ} до системи координат {∆}. Для цього необхiдно застосувати
оператор, який реалiзується матрицею з такими елементами.

Rot (Σ,∆) =


cosω∆ sinω∆ 0
− sinω∆ cosω∆ 0

0 0 1


. (6.32)

Результатом виконання оператора повороту Rot (Σ,∆) буде радiус-
вектор m∆ з такими компонентами:

m∆ =
[

m∆x m∆y m∆z
]T
, (6.33)

m∆x =
(
a − mΥy cosγ + mΥz sinγ

)
sinω∆+

+ cosω∆
(
−mΥx − r∆ω∆ −

(
−mΥy cosγ − mΥz sinγ

)
tgγ

)
, (6.34)

m∆y =
(
a − mΥy cosγ + mΥz sinγ

)
cosγ−

− sinω∆
(
−mΥx − r∆ω∆ −

(
−mΥy cosγ − mΥz sinγ

)
tgβ

)
, (6.35)

m∆z = 0. (6.36)

У наведених виразах змiнним параметром є кут ω∆ повороту деталi.
Задаючись рядом фiксованих значень параметра ω∆ можна визначити
координати точок слiду q перетину траєкторiї TΨз рухомою поверхнею
Ω∆ в системi координат {∆}, яка пов’язана з оброблюваною деталлю.

Для того щоб визначити положення точок слiду q щодо площини Ω∆
необхiдно перейти до системи координат {Ω}, при цьому рацiональним
буде вибiр такого напрямку ортiв системи {Ω,} коли вони iдентичнi
ортам системи координат {∆}. У цьому випадку можна записати

X∆ = XΩ, Y∆ = YΩ, Z∆ = ZΩ. (6.37)
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Рис. 6.9. Огинаюча при формоутвореннi рейковим iнструментом

Отже, для визначення огинаючої до сiмейства слiдiв q достатньо їх
побудувати в системi координат {∆} не переходячи до системи {Ω}.

6.2.3. Аналiз результатiв формоутворення гвинтової
поверхнi вiдомим iнструментом рейкового типу

Як вихiднi данi приймемо профiль рiзальної кромки гребiнки, визна-
чений у попередньому роздiлi при вирiшеннi прямої задачi формоутво-
рення. На рис. 6.8 зображено профiль рiзальної кромки зуба гребiнки,
якщо дивитися на нього з боку передньої поверхнi.

Рис. 6.8. Рiзальна кромка
рейкового iнструменту

Як i ранiше приймемо наступнi пара-
метри, що характеризують процес фор-
моутворення. Кут нахилу гвинтової лiнiї
на цилiндрi початкового кола β = 30°. Ра-
дiус r∆ початкового кола, пов’язаного з
деталлю, приймемо рiвним 50 мм.

Як передню поверхню iнструмента бу-
демо розглядати площину, орiєнтовану
пiд кутом γ = 30° вiдносно координа-
тної площини (XΨYΨ). Таким чином, ми
розглядаємо гребiнку найбiльш поширеної конструкцiї, з плоскою пере-
дньою поверхнею та додатнiм переднiм кутом.

Сукупнiсть слiдiв q утворених перетином траєкторiй TΨ з рухомою
площиною Ω∆ подана на рис. 6.9.
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Аналiзую огинаючу до отриманої сукупностi слiдiв q можна ствер-
джувати, що вона складається з трьох дiлянок:

– дiлянки AB та CD є вiдрiзками прямої лiнiї та розташованi си-
метрично вiдносно осi отриманого торцевого профiлю гвинтової
поверхнi. Цi дiлянки огинаючої утворенi як лiнiї, що є дотичними
до двох груп траєкторiй q0...9 та q11...20;

– дiлянка BC огинаючої утворена однiєю траєкторiєю q10.

Отже, можна стверджувати, що крива обмежена точками BC є перехi-
дною кривою, утвореною в результатi порушення умов формоутворення,
що втiм було встановлено ранiше, ще пiд час пошуку початкової iнстру-
ментальної поверхнi.

6.2.4. Висновки

Узагальнюючи результати дослiдження процесу формоутворення, мо-
жна стверджувати наступне.

З погляду основ теорiї формоутворення, кiнематична схема формо-
утворення рейковим iнструментом є окремим випадком кiнематичної
схеми взаємного кочення кола по колу.

Результати отриманi для рейкового iнструменту повнiстю узгоджую-
ться з аналогiчними результатами при формоутвореннi за кiнематичною
схемою взаємної обкатки кола по колу.

Показано, що метод рухомої поверхнi дозволяє, минаючи стадiю
визначення початкової iнструментальної поверхнi, безпосередньо визна-
чати форму просторової рiзальної кромки рейкового iнструменту.

Використання методу рухомої поверхнi дозволяє не вирiшуючи зво-
ротну задачу формоутворення, визначити форму та величину вiдхилення
утвореної поверхнi деталi вiд її номiнальної поверхнi9.

9Номiнальна поверхня, це поверхня за креслеником без уразування допускiв на виготов-
лення та вiдхилень.
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7. КIНЦЕВИЙ IНСТРУМЕНТ

Кiнцевий фасонний iнструмент використовується при формоутворен-
нi гвинтових поверхонь змiнного кроку чи напрямку.

Застосування кiнцевого (пальцевого) iнструменту накладає на обро-
блюваний профiль деталi ту вимогу, що її профiль має бути симетричним
вiдносно осi обертання iнструмента, зазвичай фрези.

7.1. Пряма задача формоутворення

7.1.1. Взаємне розташування об’єктiв дослiдження

Розглянемо праву гвинтову поверхню визначену прямою вiссю W ,
гвинтовим параметром p i профiлем в її торцевому перерiзi. Гвинто-
ву поверхню представлятимемо сукупнiстю гвинтових траєкторiй T
гвинтового руху точки M, що належить торцевому перерiзу гвинтової
поверхнi.

З гвинтовою поверхнею деталi зв’яжемо праву систему координат
{∆} : (X∆Y∆Z∆), яка орiєнтована за рис 7.1. Вiсь Z∆ збiгається з вiссю
W гвинтової поверхнi i спрямована у бiк правого гвинтового руху. Ко-
ординатна площина (X∆Y∆) збiгається з торцевим перерiзом гвинтової
поверхнi.

Рис. 7.1. Орiєнтацiя систем координат

Торцевий профiль гвинто-
вої поверхнi визначений у ко-
ординатнiй площинi (X∆Y∆)
полярним кутом δ та поляр-
ним радiус-вектором ρ.

Полярний кут δ вiдрахо-
вується вiд осi X∆ у на-
прямку проти ходу годин-
никової стрiлки до радiус-
вектора ρ(M ) розрахункової
точки MT .

Полярний кут δ може на-
бувати значень вiд 0 до 2π.

З iнструментом зв’яжемо
праву систему координат {Ψ} : (XΨYΨZΨ), яка орiєнтована в такий
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спосiб. Точка OΨ початку системи координат {Ψ} збiгається з точкою
O∆ початку системи координат {∆}.

Вiсь ZΨ збiгається з вiссю Y∆ за положенням та орiєнтацiєю. Обидвi
вiсi ZΨ та Y∆ спрямованi вiд деталi до шпинделю верстата. Вiсь XΨ

збiгається i вiссю Z∆, а вiсь YΨ з вiссю Х∆, утворюючи праву систему
координат {Ψ}.

В якостi рухомої поверхнi Ω приймемо площину ΩΨ, яка проходить
через вiсь обертання iнструмента та вiсь ZΨ. Рухома площина ΩΨ може
здiйснювати обертальний рух навколо осi ZΨ i в початковий момент
збiгається з координатною площиною (YΨZΨ).

З рухомою площиною (яка проходить через вiсь обертання iнструмен-
та) зв’яжемо двовимiрну систему координат {Ω} : (XΩYΩ) орiєнтовану
в такий спосiб. Вiсь XΩ збiгається з вiссю обертання iнструмента та
вiссю ZΨ. Вiсь YΩ завжди розташована в площинi ΩΨ яка рухається1 i в
початковий момент збiгається з вiссю YΨ.

7.1.2. Побудова слiду

Вiдповiдно до прийнятої в роботi методики визначимо слiд q∆ пере-
тину гвинтової траєкторiї T∆ точки, що належить торцевому перерiзу
гвинтової поверхнi, та рухомої площини ΩΨ пов’язаної з iнструментом.

Положення розрахункової точки M на гвинтовiй траєкторiї можна
визначити радiус-вектором r, який у системi координат {∆} має такi
компоненти

r∆(M ) =



ρ(M ) cos
(
δ(M ) + t

)
ρ(M ) sin

(
δ(M ) + t

)
p t


. (7.1)

У дослiджуванiй кiнематичнiй схемi рухома площина ΩΨ обертається
навколо осi Y∆. Тому можна записати

xΩ = y∆ = lΩx = r∆y . (7.2)

Компонента lΩy вектора l може бути визначена, як проекцiя вектора r

на координатну площину (X∆Z∆) з виразу

lΩy =

√(
r∆x

)2
+

(
r∆z

)2
. (7.3)

1Тобто вiсь YΩ завжди належить рухомiй площинi ΩΨ .Вона рухається одночасно з нею.
Вiдповiдно до цього рухається i вся система координат {Ω} за будь-якого положення
площини ΩΨ .
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Таким чином, для точки M компоненти вектора l(M ) у системi {Ω}
будуть:

lΩx = ρ
(M ) sin

(
δ(M ) + t

)
,

lΩy =

√(
r∆x

)2
+

(
r∆z

)2
=

√(
ρ(M ) cos

(
δ(M ) + t

)2
+ (p t)2

) . (7.4)

Пiдставивши до отриманих залежностей полярнi координати ρ(M )

i δ(M ) розрахункової точки M, i приймаючи ряд послiдовних значень
параметра t можна побудувати слiди q∆ в площинi ΩΨ, яка проходить
через вiсь обертання кiнцевого iнструменту.

7.1.3. Профiль iнструменту

Рис. 7.2. Профiль деталi

При кiнематичнiй схемi формоутворення
гвинтової поверхнi кiнцевим iнструментом,
можлива обробка тiльки деталей якi мають
симетричний профiль торцевого перерiзу.

Приймемо, як об’єкт дослiдження, гвинто-
ву поверхню прямокутного торцевого профi-
лю (рис. 7.2) з гвинтовим параметром p = 20
мм/рад.

Аналiз характеру розташування слiдiв q∆,
утворених гвинтовими траєкторiями T∆ то-
чок торцевого перерiзу гвинтової поверхнi
на рухомiй площинi ΩΨ, дозволяє стверджувати, що при прийнятiй схемi
формоутворення отримання деталi iз заданим прямокутним профiлем
неможливе (рис. 7.3,а).

Все сiмейство слiдiв q∆ роздiлимо на три групи утворенi точками якi
належать дiлянкам AB, BC i CD торцевого профiлю деталi.

Вiдповiднi огинаючi до них позначимо як ΘAB, ΘBC i ΘCD . Аналiз
характеру розташування огинаючих i слiдiв q∆ залишених круговими
траєкторiями на рухомiй площинi, показує, що в околицях точок B i C
(на рис. 7.3 приведена тiльки точка C) вони взаємно перетинаються.

Тому можна стверджувати про неможливiсть повнiстю утворити
заданий профiль деталi. В околицях точок B i C профiль деталi матиме
перехiднi кривi (це видно на рис. 7.3,б).
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Рис. 7.3. Сiмейство слiдiв початкової iнструментальної поверхнi

7.1.4. Висновки

Таким чином, ґрунтуючись на результатах проведеного аналiзу взаєм-
ного розташування слiдiв q та огинаючої до них, можна зробити такi
висновки.

Так як окремi дiлянки огинаючих взаємно перетинаються, створити
початкову iнструментальну поверхню повною мiрою неможливо через
те, що дiлянки огинаючої перетинають одна одну2. На рис. 7.3,б видно
що двi дiлянки рiзних огинаючих (позначених пунктирними лiнiями) пе-
ретинають одна-одну. Отже, повноцiнне вiдтворення такого iнструмента
(рiзальних кромок) є неможливим.

Початкова iнструментальна поверхня, яка обмежена профiлем ABCD
утворюватиме лише частину заданого профiлю деталi. Найбiльша по-
хибка формоутворення буде в околицях точок B i C профiлю деталi.

Метод рухомої поверхнi дозволяє не вирiшуючи зворотну задачу
формоутворення, встановити наявнiсть похибки формоутворення та її
чисельну величину3.

2У такому випадку можна фiзично вiдтворити у металi тiльки одну частину огинаючої.
3Це є значною перевагою запропонованого методу, адже вирiшення зворотної задачi

профiлювання потребує значних витрат часу, що в умовах сучасного виробництвi не
завжди припустиме.
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7.2. Профiль гвинтової поверхнi за вiдомого
iнструмента

Визначимо профiль гвинтової поверхнi деталi при її формоутвореннi
кiнцевим iнструментом вiсь обертання якого ортогональна осi гвинтової
поверхнi. Вважатимемо вiдомим профiль початкової iнструментальної
поверхнi в перерiзi, який проходить через вiсь обертання iнструмента.

Слiд зазначити, що в данiй кiнематичнiй схемi осi iнструмента i
деталi взаємно перетинаються та є ортогональними вiдносно одна-одної.

7.2.1. Взаємне розташування об’єктiв формоутворення

З вiдомою початковою iнструментальною поверхнею зв’яжемо систе-
му координат {Ψ} : (XΨYΨZΨ), яка орiєнтована таким чином (рис. 7.4).
Вiсь ZΨ збiгається з вiссю обертання iнструмента i спрямована вiд дета-
лi у бiк шпинделя верстата. Точка OΨ початку системи координат {Ψ}
збiгається з точкою взаємного перетину осi обертання iнструмента та
гвинтової поверхнi. Ось XΨ доповнює праву трiйку ортiв системи {Ψ}.

Рис. 7.4. Орiєнтацiя систем координат

Профiль вихiдної iнструментальної поверхнi визначено в коорди-
натнiй площинi (YΨZΨ) масивом точок M0(yΨ(M ),zΨ(M )). Початкову
iнструментальну поверхню представлятимемо сукупнiстю кругових тра-
єкторiй T утворених обертальним рухом точки M профiлю iнструмента
навколо його осi.

З гвинтовою поверхнею деталi зв’яжемо просторову систему коор-
динат {∆} : (X∆Y∆Z∆), орiєнтовану в такий спосiб. Вiсь Z∆ збiгається з
вiссю гвинтової поверхнi i спрямована у бiк правого гвинтового руху.
Вiсь Y∆ збiгається з вiссю обертання iнструмента, а вiсь X∆ доповнює
праву трiйку ортiв системи координат {∆}.

Як рухому поверхню Ω приймемо площину Ω∆ орiєнтовану пер-
пендикулярно до осi гвинтової поверхнi. Рухома площина Ω∆ може
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здiйснювати гвинтовий рух уздовж осi Z∆ з гвинтовим параметром p.
У початковий момент площина Ω∆ збiгається з координатною площи-
ною (X∆Y∆) i проходить через вiсь обертання iнструмента. У процесi
формоутворення площина Ω∆ завжди проходить через точку M, що
розглядається, кругової траєкторiї TΨ точки iнструментальної поверхнi.

7.2.2. Побудова слiду траєкторiї у рухомiй площинi

Знаючи координати точки M0(yΨ(M ),zΨ(M )) розрахункової точки осьо-
вого профiлю початкової iнструментальної поверхнi, можна визначити її
положення на круговiй траєкторiї вектором l у системi координат {Ψ}

lΨ(M ) =



yΨ(M ) cos t
yΨ(M ) sin t

zΨ(M )


=



lΨx
lΨy
lΨz


, (7.5)

де t – змiнний параметр, що дорiвнює куту мiж додатним на-
прямком осi XΨ i проекцiєю lΨxy вектора l на координа-
тну площину (XΨYΨ).

У системi координат {∆} положення точки M кругової траєкторiї
можна визначити вектором l∆(M ) компоненти якого будуть

l∆(M ) =



lΨy
lΨz
lΨx


=



yΨ(M ) sin t
zΨ(M )

yΨ(M ) cos t


. (7.6)

Отриманий вираз вектора l∆(M ) визначає положення точки M, що
належить круговiй траєкторiї TΨ у системi координат {∆}. Вiдповiдно до
прийнятої в роботi методики, сумiстимо рухому площину Ω∆ з точкою
M , положення якої в системi {∆} визначено вектором l∆(M ) .

У початковому положеннi рухома площина Ω∆ збiгається з координа-
тною площиною (X∆Y∆) системи координат {∆}. Для того щоб рухома
площина проходила через поточне положення точки M кругової траєкто-
рiї TΨ, вона повинна здiйснити гвинтовий рух з параметром p вздовж
осi Z∆. Цей рух можна розкласти на поступальний вздовж осi Z∆ на
величину z∆(M ) i обертальний навколо осi Z∆ на деякий кут ϕ(М) .

Поступальне перемiщення площини Ω∆ вздовж осi Z∆ на величину
z∆(M ) можна реалiзувати оператором Trans(Ω, Z∆, z∆(M )). Якщо врахо-
вувати, що величина перемiщення z∆(M ) чисельно дорiвнює компоненту
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l∆(M )
z вектора l∆(M ) точки M взщдовж осi Z∆, то оператор перенесення

Trans(Ω,Y∆, l∆z ) набуде вигляду

Trans(Ω,Y∆, l∆z ) =


0
0

l∆(M )
z


=



0
0

yΨ(M ) cos t


. (7.7)

Знаючи величину гвинтового параметра p i компоненту l∆(M )
z вектора

l∆ можна визначити величину кута ϕ(M ) iз спiввiдношення

ϕ(M ) =
l∆(M )
z

p
=

yΨ(M ) cos t
p

. (7.8)

Тодi оператор Rot(Ω, Z∆,ϕ) повороту системи координат {Ω} навко-
ло осi Z∆ на кут ϕ набуде вигляду

Rot(Ω, Z∆,ϕ) =


cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 1


.

Таким чином, оператор Res(∆,Ω) переходу вiд нерухомої системи ко-
ординат {∆}, пов’язаної iз заготованкою, до рухомої системи координат
{Ω} пов’язаної з рухомою площиною Ω набуде вигляду

Res(∆,Ω) = []Ω = Rot(Ω, Z∆,ϕ) · []∆ + Trans(Ω, Z∆, z∆(M )) =

=



cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 1


· []∆ +



0
0

yΨ(M ) cos t


, (7.9)

де []Ω – стовпцевий вектор, компоненти якого визначенi в си-
стемi координат {Ω};

[]∆ – стовпцевий вектор, компоненти якого визначенi в си-
стемi координат {∆}.

Пiдставивши до оператора Res(∆,Ω) значення компонент вектора
l∆ остаточно отримаємо залежнiсть, котра описує послiдовнiсть мате-
матичних перетворень, яку необхiдно здiйснити, щзоб отримати вираз
компонент вектора l∆, а саме:
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lΩ(M ) = Res(∆,Ω) =

=



cosϕ sinϕ 0
− sinϕ cosϕ 0

0 0 1


·



yΨ(M ) sin t
zΨ(M )

yΨ(M ) cos t


+

+



0
0

yΨ(M ) cos t


. (7.10)

Виконавши вiдповiднi математичнi перетворення отримаємо

lΩ(M ) =



yΨ(M ) cos t sin t + zΨ(M ) sinϕ
zΨ(M ) cosϕ − yΨ(M ) sin t sin t

0


. (7.11)

Таким чином, координати розрахункових точок Q слiду qΨ перетину
рухомої площини Ω∆ з круговими траєкторiями T можна записати у
виглядi:

xΩ(M ) = yΨ(M ) cos

(
yΨ(M ) cos t

p

)
sin t + zΨ(M ) sin

(
yΨ(M ) cos t

p

)
,

yΩ(M ) = zΨ(M ) cos

(
yΨ(M ) cos t

p

)
− yΨ(M ) sin

(
yΨ(M ) cos t

p

)
sin t .

(7.12)

Отриманi координати xΩ(M ) та yΩ(M ) визначають положення точки
M при її русi по круговiй траєкторiї вiдносно системи координат {Ω}
пов’язаної з рухомою площиною Ω∆, тобто координати слiду qΨ.

7.2.3. Аналiз результатiв формоутворення

Розглянемо результати формоутворення гвинтової поверхнi кiнце-
вим iнструментом. Як осьовий профiль iнструмента приймемо профiль
рис. 7.5,а визначений ранiше при пошуку початкової iнструментальної
поверхнi в попередньому роздiлi. Представлене вiдображення слiдiв
qΨ кругових траєкторiй TΨ на рухомiй площинi Ω∆ визначає профiль
гвинтової поверхнi деталi утвореної кiнцевим iнструментом.

Сiмейство слiдiв qΨ вiдображення яких на рухомiй площинi ΩΨ
представлено на рис. 7.5,б розташоване симетрично щодо осi обертан-
ня iнструмента, яка проходить через нульову позначку горизонтальної
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шкали. Це пiдтверджує зробленi висновки вiдносно симетрiї процесiв
формоутворення властивих кiнцевому iнструменту.

Рис. 7.5. Сiмейство слiдiв, що визначають профiль деталi

У той же час слiд зазначити, що профiль деталi не буде повнiстю
формований вiдповiдно до кресленика. Його дiлянка вiдзначена стрiлкою
A окреслена по перехiднiй кривiй, яка утворена кутовою точкою профiлю
iнструмента.

7.2.4. Висновки

Аналiз результатiв формоутворення показав, що при прийнятiй схемi
формоутворення кiнцевим iнструментом, неможливо обробити деталь
у вiдповiдностi з кресленням. У той же час, слiд зазначити, що цей
висновок був зроблений на стадiї пошуку початкової iнструментальної
поверхнi до розв’язання зворотної задачi формоутворення.
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8. ТОРЦЕВИЙ IНСТРУМЕНТ

Формоутворення гвинтових поверхонь торцевим iнструментом є ви-
сокопродуктивним процесом. Найчастiше це зовнiшнi рiзьби великого
дiаметра або чорнова обробка черв’якiв великого модулю.

8.1. Взаємне розташування об’єктiв
формоутворення

Як гвинтову поверхню будемо розглядати праву гвинтову поверхню з
вiдомим параметром p i профiлем її осьового перерiзу.

З гвинтовою поверхнею деталi зв’яжемо просторову систему коорди-
нат {∆} : (X∆Y∆Z∆) орiєнтовану в такий спосiб рис. 8.1.

Вiсь Z∆ збiгається з вiссю гвинтової поверхнi за розташуванням та
напрямком. Осi X∆ та Y∆ доповнюють праву систему координат {∆}.
Профiль гвинтової поверхнi заданий у координатнiй площинi (Y∆Z∆),
тобто в її осьовому перерiзi, масивом точок М : (y∆(M )

o , z∆(M )
o ), а сама

гвинтова поверхня представлена сукупнiстю гвинтових траєкторiй T
точок осьового перерiзу.

З торцевим iнструментом зв’яжемо просторову систему координат
{Ψ} : (XΨYΨZΨ) вiсь ZΨ якої збiгається з вiссю обертання iнструмента
та направлена у бiк шпинделя верстата.

Вiдстань мiж точками O∆ та OΨпочатку систем координат {∆} та {Ψ}
дорiвнює розрахунковому радiусу торцевого iнструменту. Позначатиме-
мо його як d.

Координатнi осi системи {Ψ} мають подвiйний нахил щодо осей
системи {∆}. На кут ε величина якого приймається порiвнянною з вели-
чиною кута пiдйому гвинтової лiнiї гвинтової поверхнi на її зовнiшньому
дiаметрi. Другий кут ξ вiдповiдає нахилу осi обертання iнструмента та
визначається виходячи з конструктивних та технологiчних умов.

Як рухому поверхню будемо розглядати площину ΩΨ, яка проходить
через вiсь обертання iнструмента та збiгається з вiссю ZΨ. Рухома
площина ΩΨ може здiйснювати обертання навколо осi ZΨ, а її положення
визначається кутом β, який вiдраховується вiд додатного напрямку осi
YΨ до площини ΩΨ.
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Рис. 8.1. Орiєнтацiя систем координат

{∆} : (X∆Y∆Z∆) – система координат пов’язана з деталлю;
{Ψ} : (XΨYΨZΨ) – система координат пов’язана з iнструментом.

– 206 –



З рухомою площиною ΩΨ зв’яжемо просторову систему координат
{Ω} : (XΩYΩZΩ). Початок OΩ системи {Ω} збiгається з початком OΨ

системи координат {Ψ}. Вiсь YΩ збiгається з вiссю ZΩ, а вiсь XΩ завжди
належить площинi ΩΨ. Вiсь ZΩ доповнює праву трiйку ортiв.

8.1.1. Побудова слiду перетину гвинтової траєкторiї та
рухомої площини

Положення точки M на гвинтовiй траєкторiї T∆ можна визначити
радiус-вектором m компоненти якого в системi координат {∆} будуть

m∆(M ) =



−y∆(M )
o sin t

y∆(M )
o cos t

z∆(M )
o + p t


, (8.1)

де y∆(M )
o – проекцiї точки M , що належить осьовому перерiзу

гвинтової поверхнi, на координатнi вiсь Y∆;

z∆(M )
o – проекцiї точки M , що належить осьовому перерiзу

гвинтової поверхнi, на координатнi вiсь Z∆;

p – гвинтовий параметр гвинтової поверхнi;

t – змiнний параметр, чисельно рiвний величинi кута
мiж вiссю Y∆ та проекцiєю радiус-вектора m на
координатну площину (X∆Y∆). Кут t вiдраховується
вiд осi Y%∆ у напрямку проекцiї радiус-вектора m.

Положення точки Q слiду q∆ утвореного перетином гвинтової тра-
єкторiї T∆ з рухомою площиною ΩΨ можна визначити як положення
точки M , що належить до гвинтової поверхнi, щодо системи координат
{Ω} за допомогою операторiв перетворення Res(∆,Ψ) та Res(Ψ,Ω)

Res(∆,Ω) = Res(∆,Ψ)Res(Ψ,Ω). (8.2)

Оператор перетворення простору Res(∆,Ψ) можна розглядати як
результат виконання оператора повороту Rot(∆,O∆, (ε, ξ)) системи ко-
ординат {∆} щодо її початку O∆ на сукупнiсть кутiв ε i ξ, з подальшим
виконанням оператора перенесення Trans(∆,Ψ, d) на вiдстань d

Res(∆,Ψ) = Rot(∆,O∆, (ε, ξ))Trans(∆,Ψ, d). (8.3)
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Оператор повороту простору Rot(∆,O∆, (ε, ξ)) можна реалiзувати
наступною квадратною матрицею

Rot(∆,O∆, (ε, ξ)) =


cos ξ sin ε sin ζ cos ξ cos ε
sin ε 0 − cos ε

sin ξ sin ε cos ξ sin ξ cos ε


. (8.4)

Оператор перенесення Trans(∆,Ψ, d) можна реалiзувати стовпцевою
матрицею

Trans(∆,Ψ, d) =


d cos ξ
0

d sin ξ


. (8.5)

Тодi оператор Res(∆,Ψ) переходу вiд системи координат {∆} до
системи координат {Ψ} набуде вигляду

[ ]Ψ = Res(∆,Ψ) = Rot(∆,O∆, (ε, ξ)) · [ ]Ψ + Trans(∆,Ψ, d). (8.6)

Таким чином, компоненти точки M (яка належить гвинтовiй траєкто-
рiї T∆) щодо системи координат {Ψ}, визначатимуться радiус-вектором
m компоненти якого можна визначити як

mΨ(M ) = Rot(∆,O∆, (ε, ξ)) ·mΨ(M ) + Trans(∆,Ψ, d) =

=



cos ξ sin ε sin ζ cos ξ cos ε
sin ε 0 − cos ε

sin ξ sin ε cos ξ sin ξ cos ε


·



−y∆(M )
o sin t

y∆(M )
o cos t

z∆(M )
o + p t


+

+



d cos ξ
0

d sin ξ


. (8.7)

Положення точки M , що належить гвинтовiй траєкторiї T∆ щодо си-
стеми координат {Ω}, пов’язаної з рухомою поверхнею, визначається
радiус-вектором mΩ, а його компоненти можна визначити за допомо-
гою оператора перетворення Res(Ψ,∆) який виражається квадратною
матрицею

Res(Ψ,∆) = Rot
(
Ψ,Y∆,β

)
=



sinβ cosβ 0
0 0 1

cosβ − sinβ 0


. (8.8)
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Кут β це кут мiж рухомою площиною ΩΨ та додатним напрямком осi
YΨ. Чисельно його величина визначається з виразу

cosβ(M ) =
mΨ(M )

y√(
mΨ(M )

x

)2
+

(
mΨ(M )

y

)2 . (8.9)

Параметри mΨ(M )
x та mΨ(M )

у – це компоненти радiус-вектора mΨ(M )

точки M щодо системи координат {Ψ} рiвнi:

mΨ(M )
x = d cos ξ +

(
p t + z∆(M )

o

)
cos ε cos ξ−

− y∆(M )
o cos ξ sin t sin ε + y∆(M )

o cos t sin ε; (8.10)

mΨ(M )
y = −

(
p t + z∆(M )

o cos ε − y∆(M )
o sin t sin ε

)
. (8.11)

Тодi можна записати

[ ]Ω = Res (Ψ,Ω) · [ ]Ψ , (8.12)

де [ ]Ω – стовпцева форма представлення вектора компоненти
якого визначенi у системi координат {Ω}.

[ ]Ψ– стовпцева форма представлення вектора компоненти
якого визначенi у системi координат {Ψ}.

Виконавши всi перетворення отримаємо вираз для радiус-вектора mΩ

який визначає положення точки M щодо рухомої площини ΩΨ, тобто
координати точок слiду q∆ перетину гвинтової траєкторiї T∆ точки M
осьового перерiзу гвинтової поверхнi, з рухомою площиною ΩΨ, що
проходить через вiсь iнструмента

mΩ = Res (Ψ,Ω) = Rot
(
Ψ,YΨ,β

)
·mΨ . (8.13)

Компоненти вектора mΩ по осях системи координат {Ω} набудуть
вигляду:

mΩx =
(
−

(
p t + zΨo

)
cos ε − yΨo sin t sin ε

)
cosβ+

+
(
d cos ξ +

(
p t + zΨo

)
cos ε cos ξ − yΨo sin t sin ε cos ξ

)
sinβ+

+ yΨo cos t sin ε sinβ; (8.14)
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mΩy = yΨo cos t cos ξ + d sin ξ +
(
p t + zΨo

)
cos ε sin ξ−

− yΨo sin ξ sin ε. (8.15)

Компонента mΩz = 0 оскiльки рухома площина ΩΨ є двовимiрним
об’єктом.

8.1.2. Профiль початкової iнструментальної поверхнi

Як утворювану поверхню будемо розглядати поверхню метричної
рiзьби М30 × 4. Визначимо форму профiлю початкової iнструменталь-
ної поверхнi для торцевого iнструменту, що має розрахунковий радiус,
рiвний 100 мм.

Для рiзьбової поверхнi зовнiшнього дiаметра 30 мм i кроку P = 4 мм
кут пiдйому профiлю рiзьби дорiвнює 2°26′. Приймемо розрахункову ве-
личину кута β рiвну β = 2°30′. Кут ξ нахилу осi обертання iнструмента
щодо вертикального положення приймемо рiвним ξ = 15°. На рис. 8.2,а
представлена сукупнiсть слiдiв q∆ перетину гвинтових траєкторiй T∆ з
рухомою площиною ΩΨ.

Рис. 8.2. Сiмейство слiдiв при утвореннi гвинтової поверхнi торцевим
iнструментом

Отримана огинаюча складається з двох частин ΘAB i ΘBC розташу-
вання яких не симетрично щодо осi профiлю рiзьби. Це пояснюється
тим, що вiсь обертання iнструмента розташована не ортогонально щодо
осi гвинтової поверхнi (осi рiзьби). З цiєї причини сукупнiсть слiдiв q∆
також має деякий загальний нахил.
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На рис. 8.2,б представлена у збiльшеному виглядi область слiдiв
(огинаючих ΘAB i ΘBC) в околицi точки B. Точка B утворена взаємним
перетином дiлянок ΘAB i ΘBC огинаючої.

При цьому слiд позначений як qB i видiлений пунктирною лiнiєю
не торкається до огинаючої. Слiд qB не є дотичним до нижньої точки
огинаючої (точка B на рис. 8.2,б).

Вiдстань h мiж ними дорiвнює величинi похибки формоутворення
профiлю рiзьби у точцi, яка вiдповiдає слiду qB.

8.2. Висновки

На пiдставi виконаного аналiзу характеру взаємного розташування
слiдiв точок гвинтових траєкторiй, залишених ними на рухомiй площинi,
можна стверджувати, що в цiлому профiль початкової iнструментальної
поверхнi для обробки заданої гвинтової поверхнi iснує.

Однак повнiстю утворити профiль деталi вiдповiдно до креслення
неможливо, так як нижня частина профiлю деталi (околиця точки B)
матиме перехiдну криву.

Слiд також зазначити, що жоден з iснуючих методiв визначення спря-
жених поверхонь не дозволяє отримати такi результати, без вирiшення
зворотної задачi формоутворення.
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9. ЧЕРВ’ЯЧНИЙ IНСТРУМЕНТ

Черв’ячний iнструмент є рiзновидом рейкового, коли декiлька ре-
йок закрiпленi в корпусi, що має обертальний рух. Така конструкцiя
перетворює обертальних рух в iмiтацiю кочення прямої по колу.

9.1. Взаємне розташування об’єктiв
формоутворення

Взаємне розташування об’єктiв формоутворення та пов’язаних з
ними систем координат представлено на рис. 9.1. Вiсь ZΨ збiгається з
вiссю обертання iнструмента i становить з вiссю ZΣ гвинтової поверхнi
гострий кут ε. Система координат {Π} : (XΠYΠZΠ) є промiжною для
простоти виконання просторових перетворень. Найкоротша вiдстань мiж
точками O∆ i OΠ початку вiдповiдних систем координат, дорiвнює d.

Рис. 9.1. Орiєнтацiя об’єктiв формоутворення черв’ячним iнструментом

Рухома площина ΩΨ може здiйснювати обертальний рух навколо
осi ZΨ i в початковий момент проходить через вiсь XΨ координатної
системи {Ψ}.
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9.2. Cлiд перетину гвинтової траєкторiї з рухомою
площиною

Координати точки Q слiду q∆, утвореного взаємним перетином рухо-
мої площини ΩΨ i гвинтовою траєкторiєю T∆, можна визначити вектором
mΩ компоненти якого представленi у двовимiрнiй системi координат
{Ω}, що належить рухомiй площинi ΩΨ.

Визначимо вектор mΩ як результат послiдовного виконання операто-
рiв

mΩ = Res (Ψ,Ω) ⇐ Res (Π,Ψ) ⇐ Res (∆, Σ) ⇐ m∆. (9.1)

Оператор Res (∆, Σ) переходу вiд системи координат {∆} до системи
координат {Σ} можна реалiзувати матрицею повороту Rot(∆, Σ), яка має
такi елементи

Rot(∆, Σ) =


cosω∆ − sinω∆ 0
sinω∆ cosω∆ 0

0 0 1


. (9.2)

Оператор Res(Π,Ψ)переходу вiд системи координат {Π} до системи
координат {Ψ} реалiзується послiдовним виконання оператора повороту
Rot(Σ,Π) та оператора паралельного перенесення Trans(Σ,Π, d), якi
мають такi елементи

Rot(Σ,Π) =


1 0 0
0 1 0
0 0 1


, (9.3)

Trans(Σ,Π, d) =
[
0 −d 0

]T
. (9.4)

Оператор Res (Π,Ψ) переходу вiд системи координат {Π} до системи
координат {Ψ} реалiзується послiдовним виконання оператора повороту
Rot(Π,Ψ) та оператора паралельного перенесення Trans(Π,Ψ, (r∆ω∆))
на величину (r∆ω∆), якi мають такi елементи

Rot(Π,Ψ) =


0 1 0
− cos ε 0 sin ε
sin ε 0 cos ε


, (9.5)

Trans(Π,Ψ, (r∆ω∆)) =
[
0 −r∆ω∆ cos ε r∆ω∆ sin ε

]T
. (9.6)

Тодi

mΨ = Rot (Π,Ψ) ·mΠ + Trans (Π,Ψ, d) =
[

mΨx mΨy mΨz
]T
,
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де компоненти
(
mΨx ,m

Ψ
y ,m

Ψ
z

)
мають такi значення:

mΨx = −d + ρ cosω∆ sin (δ + t) + ρ cos (δ + t) sinω∆;

mΨy = −r∆ω∆ cos ε + p t sin ε−

− (ρ cos (δ + t) cosω∆ − ρ sin (δ + t) sinω∆) cos ε;

mΨz = p t cos ε + r∆ω∆ sin ε+

+ (ρ cos (δ + t) cosω∆ − ρ sin (δ + t) sinω∆) sin ε.

(9.7)

Знаючи компоненти вектора mΨ у системi координат {Ψ} компоненти
вектора mΩ можна представити як

mΩ =



mΨz((
mΨx

)2
+

(
mΨy

)2) 1
2

0



=



mΩx
mΩy
mΩz

mΩz =0
.

Виконавши вiдповiднi перетворення, отримаємо вирази компонент
вектора mΩ в такiй формi:

mΩx = p t cos ε + r∆ω∆ sin ε+

+ (ρ cos (δ + t) cosω∆ − ρ cos (δ + t) sinω∆) sin ε, (9.8)

mΩy =
√

(−d + ρ cosω∆ sin (δ + t) + ρ cos (δ + t) sinω∆)2 +

+

√
(−r∆ω∆ + p t sin ε)2 −

−

√
((ρ cos (δ + t) cosω∆ − ρ sin (δ + t) sinω∆) cos ε)2 . (9.9)

Отриманi залежностi мiстять два змiннi параметри t та ω∆. Параметр
ω∆ визначає взаємне розташування об’єктiв формоутворення в процесi
обкатки i є провiдним1 параметром, а параметр t визначає положення
розрахункової точки на гвинтовiй траєкторiї i є веденим.

Це означає, що при кожному фiксованому значеннi провiдного параме-
тра ω∆, ведений параметр t приймає (пробiгає) все допустимi значення.

1Тобто таким, що є основним (головним) параметром вiд якого залежать всi iншi параме-
три. Практично при кожному конкретному значеннi параметра ω∆, параметр t може
приймати декiлька значень.

Такий спосiб дозволяє дослiдити окремо процес формоутворення для однiєї конкре-
тної точки деталi або iнструменту. Це дозволяє дослiджувати процеси формоутворення
на окремих дiлянках iнструментальної поверхнi та рiзальних кромок залежно вiд
поставленої задачi.
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9.3. Профiль початкової iнструментальної
поверхнi

Рис. 9.2. Торцевий профiль
гвинтової поверхнi

Визначимо профiль початкової iнстру-
ментальної поверхнi iнструменту типу
черв’яка2 на прикладi формоутворення зуб-
частого колеса. Модуль m = 5, кiлькiсть
зубiв Z = 45, кут нахилу зуба на дiлиль-
ному цилiндрi β = 23°, торцевий профiль
гвинтової поверхнi та розрахунковi точки
поданi на рис. 9.2.

На рис. 9.3 представлена сукупнiсть слi-
дiв q утворених гвинтовими траєкторiями
T∆ на рухомiй площинi ΩΨ для п’яти фi-
ксованих положень iнструмента та деталi в
процесi обкатки. Огинаюча до сукупностi слiдiв представлена товстою
пунктирною лiнiєю ABCDEF.

Рис. 9.3. Сукупнiсть слiдiв q при формоутвореннi черв’ячним iнструментом

На збiльшеному фрагментi рисунка видно, що слiди, умовно позна-
ченi як qлiв є дотичними до загальної огинаючої. Отже, точки профiлю

2Таким iнструментом можуть бути черв’ячнi фрези, якi є найпоширенiшим iнструментом
для виготовлення зубчастих колiс.
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деталi яким вони вiдповiдають, будуть утворенi в процесi виготовлення
деталi.

У той же час, слiди умовно позначенi як qправ не торкаються загальної
огинаючої i тому точки деталi яким вони вiдповiдають утворенi не
будуть.

9.4. Висновки

Таким чином можна стверджувати, що результати аналiзу процесу
формоутворення гвинтових поверхонь черв’ячним iнструментiв, вико-
нанi за допомогою методу рухомої поверхнi, дозволяють вже на стадiї
визначення профiлю початкової iнструментальної поверхнi, не проводя-
чи рiшення зворотної задачi, встановити можливi вiдхилення утвореного
профiлю деталi вiд номiнального.

Отже, при використаннi запропонованого методу рухомої площи-
ни не має потреби виконувати зворотну задачу формоутворення для
встановлення можливостi обробки деталi заданого профiлю.

Запропонована методика дозволяє вирiшити це питання ще на стадiї
профiлювання iнструменту, що значно прискорює процес проєктування
сучасного складного iнструменту для обробки гвинтових поверхонь.
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10. УЗАГАЛЬНЕННЯ

Виконаємо узагальнення проведених математичних дослiджень по-
шуку початкової iнструментальної поверхнi методом рухомої площини.

10.1. Узагальнена схема дослiдження умов
формоутворення методом рухомої поверхнi

У попереднiх роздiлах роботи були розглянутi рiзнi схеми формоутво-
рення гвинтової поверхнi, а саме формоутворення:

– дисковим iнструментом;

– кiнцевим iнструментом;

– цилiндричним iнструментом;

– торцевим iнструментом;

– довбачами;

– рейковим iнструментом;

– черв’ячними фрезами.

У кожнiй з перерахованих схемою формоутворення є елементи як
особливого характеру, властивi тiльки даної схеми формоутворення, так
i загальнi для всiх випадкiв утворення гвинтової поверхнi. Проведемо
узагальнення результатiв попереднiх дослiджень та спробуємо видiлити
фактори, якi є загальними для згаданих схем формоутворення.

У кожнiй iз розглянутих схем базовим елементом, який визначає
профiль гвинтової поверхнi, є її торцевий профiль, який у всiх випадках
визначався полярним радiус-вектором ρ(M ) та полярним кутом δ(M )

розрахункової точки M торцевого профiлю гвинтової поверхнi.
Далi. У всiх випадках, що розглядаються, гвинтова поверхня була

представлена сукупнiстю гвинтових траєкторiй T руху розрахункової
точки M торцевого профiлю.

I нарештi, у всiх випадках профiль початкової iнструментальної по-
верхнi визначався як огинаюча до слiдiв q залишеним гвинтовими трає-
кторiями T∆ на рухомiй поверхнi ΩΨ. При цьому слiд вiдзначити насту-
пний важливий момент.
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Якщо метою дослiдження було визначення профiлю рiзальної кромки
iнструмента – то рухома поверхня ΩΨ набуває форми передньої поверхнi
зубця дослiджуваного iнструменту, тобто певною мiрою залежить вiд
конкретної конструкцiї iнструменту.

Однак у тому випадку, коли метою дослiдження було визначення
профiлю початкової iнструментальної поверхнi – просторова рухома
поверхня ΩΨ трансформувалася в площину незалежно вiд схеми формо-
утворення i конструкцiї конкретного iнструменту.

Крiм цього, у всiх випадках визначення профiлю початкової iнстру-
ментальної поверхнi, рухома поверхня (точнiше рухома площина) завжди
проходить через вiсь обертання iнструмента.

Таким чином, можна видiлити такi загальнi елементи при визначеннi
профiлю початкової iнструментальної поверхнi

– форма гвинтової поверхнi визначається профiлем її торцевого
перерiзу;

– гвинтова поверхня представлена в просторi сукупнiстю гвинтових
траєкторiй T розрахункових точок її торцевого профiлю;

– при визначеннi профiлю початкової iнструментальної поверхнi,
рухома поверхня трансформується у площину i завжди проходить
через вiсь обертання iнструмента.

Розглянемо рис. 10.1 на якому представленi розглянутi у роботi схе-
ми формоутворення. У тому випадку, коли рух рухомої площини є
поступальним, будемо позначати його як vΩ. У тому випадку коли вiн
обертальний – будемо позначати його як ωΩ.

Схема 1. Черв’ячний iнструмент. Ця схема характеризується наявнiстю
обертального руху ωΩ рухомої площини, i двох рухiв обкатки –
обертального ω∆ та поступального v∆.

Схема 2. Дисковий iнструмент. Ця схема виходить iз схеми 1 у тому
випадку коли вiдсутнi рухи ω∆ i v∆ обкатки, i присутнiй тiльки
обертальний рух ωΩ рухомої площини.

Схема 3. Цилiндричний iнструмент. Ця схема є окремим випадком схе-
ми 2, коли радiус дискового iнструменту дорiвнює нескiнченностi
i обертальний рух рухомої площини трансформується в поступаль-
ний v∆.

Схема 4. Рейковий iнструмент. Ця схема є окремим випадком схеми
1, коли вiсь обертального руху ωΩ рухомої площини збiгається з

– 218 –



Рис. 10.1. Узагальнена схема формоутворення гвинтових поверхонь
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напрямок поступального руху обкатки vΨ, а вiдстань мiж осями
iнструмента i деталi прагне до нескiнченностi.

Схема 5. Довбання. Ця схема виходить iз схеми 1, коли вiсь гвинтової
поверхнi колiнеарна до осi обертання iнструмента. У цьому випад-
ку поступальний рух обкатки vΨ iнструмента трансформується у
обертальний ωΨ.

Схема 6. Кiнцевий iнструмент. Ця схема виходить iз схеми 2 формоутво-
рення дисковим iнструментом, коли вiсь обертання iнструмента
перетинається з вiссю гвинтової поверхнi i ортогональна до неї.

Схема 7. Торцевий iнструмент. Ця схема є окремим випадком схеми 6,
коли осi гвинтової поверхнi i обертання iнструмента не перетина-
ються мiж собою i не взаємно ортогональнi.

Таким чином, можна стверджувати, що найбiльш загальною кiнема-
тичною схемою формоутворення гвинтової поверхнi є схема властива
черв’ячному iнструменту, а всi iншi схеми можуть бути отриманi з неї,
як окремi випадки взаємного розташування об’єктiв формоутворення.

10.2. Узагальнена орiєнтацiя об’єктiв
формоутворення

На рис. 10.2 представлена узагальнена схема орiєнтацiї об’єктiв фор-
моутворення, яка дозволяє приймаючи тi чи iншi значення параметрiв
трансформувати її стосовно до рiзних схем формоутворення гвинтової
поверхнi.

Як базову систему координат приймемо нерухому систему координат
{Σ} : (XΣYΣZΣ). Будемо розглядати її як деяку основну систему, яка є
зв’язковою при переходi мiж iншими об’єктами формоутворення.

З гвинтовою поверхнею зв’яжемо систему координат {∆} : (X∆Y∆Z∆),
положення якої щодо системи {Σ} визначається кутом повороту ω∆.
Вiсь Z∆ збiгається з вiссю гвинтової поверхнi, а координатна площина
(X∆Y∆) збiгається з її торцевим перерiзом. При такому способi орiєнтацiї
системи {∆} щодо системи {Σ} кут ω∆ можна розглядати як змiнний
параметр процесу обкатки.

Система координат {A} : (X AY AZA) визначає найкоротшу вiдстань
мiж осями iнструмента та утворюваною гвинтовою поверхнею. Бу-
демо позначати його як d. Система {A} може бути використана при
формоутвореннi гвинтової поверхнi дисковим, рейковим, довбальним i
цилiндричним iнструментами.
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Рис. 10.2. Узагальнена схема орiєнтацiї об’єктiв формоутворення
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Система координат {B} : (XBYBZB) може бути використана при
формоутвореннi черв’ячними фрезами. Її положення щодо системи {A}
визначається вiдстанню dB, величина якого вiдповiдає величинi посту-
пального перемiщення iнструмента при обкатцi i може бути визначено
як dB = r∆ω∆. Де r∆ – радiус основного кола пов’язаного з утворюваною
гвинтовою поверхнею; ωω– дискретне значення кута повороту утворю-
вальної поверхнi, тобто величина кута повороту деталi при обкатуваннi.

Система координат {Υ} : (XΥYΥZΥ) є промiжною системою коор-
динат введеною для бiльш простого переходу в системi координат по-
в’язаної з iнструментом. Її положення щодо системи координат {B}
визначається кутом ωΥ.

Система координат {Ψ} : (XΨYΨZΨ) зв’язкова безпосередньо з iн-
струментом i повернена щодо системи {B} на кут ωΨ.

Якщо параметр dB дорiвнює нулю, представлена сукупнiсть систем
координат збiгається зi схемою формоутворення, яка використовується
при роботi торцевого або кiнцевого iнструменту. Якщо параметр d = 0,
то йдеться про кiнцевий iнструмент. Якщо d , 0 то виходить схема
формоутворення торцевим iнструментом.

10.3. Узагальненi залежностi визначення слiду
перетину гвинтової траєкторiї з рухомою
площиною

Визначимо математичнi залежностi необхiднi для побудови слiдiв q
перетину гвинтової траєкторiї T∆ з рухомою поверхнею трансформова-
ної в площину при визначеннi профiлю початкової iнструментальної
поверхнi для узагальненої схеми формоутворення гвинтової поверхнi
[13, 15, 12, 24, 18, 16].

Положення розрахункової точки M на її гвинтовiй траєкторiї T∆
визначатимемо радiус-вектором m∆ , який у системi координат {∆} має
такi компоненти

m∆(M ) =



ρ(M ) cos
(
δ(M ) + t

)
ρ(M ) sin

(
δ(M ) + t

)
p t


(10.1)

де ρ(M ) – полярний радiус-вектор розрахункової точки M тор-
цевого перерiзу гвинтової поверхнi, визначенi в її
торцевому перерiзi;
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δ(M ) – полярний кут розрахункової точки M торцевого пе-
рерiзу гвинтової поверхнi, визначенi в її торцевому
перерiзi;

p – гвинтовий параметр гвинтової поверхнi, що розгля-
дається;

t – змiнний параметр, який визначає положення розра-
хункової точки при її русi вздовж гвинтовiй траєкто-
рiї T∆.

Перехiд вiд системи координат {∆} до нерухомої системи координат
{Σ} реалiзується оператором повороту Rot(∆, Σ)

Rot(∆, Σ) =


cosω∆ − sinω∆ 0
sinω∆ cosω∆ 0

0 0 1


. (10.2)

Тодi, компоненти радiус-вектора mΣ точки M представленi в системi
координат {Σ} будуть

mΣ = Rot(∆, Σ)m∆ =

=



cosω∆ − sinω∆ 0
sinω∆ cosω∆ 0

0 0 1


·



ρ(M ) cos
(
δ(M ) + t

)
ρ(M ) sin

(
δ(M ) + t

)
p t


=

=



mΣx
mΣy
mΣz


(10.3)

де компоненти
(
mΣx,m

Σ
y,m

Σ
z

)
вектора mΣ будуть

mΣx = ρ cos (δ + t) cosω∆ − ρ sin (δ + t) sinω∆, (10.4)

mΣy = ρ sin (δ + t) cosω∆ − ρ cos (δ + t) sinω∆, (10.5)

mΣz = p t. (10.6)

Перехiд вiд нерухомої системи координат {Σ} до системи координат
{A} можна реалiзувати послiдовним виконанням оператора повороту
Rot(Σ, A) та оператора паралельного перенесення Trans(Σ, A)

Rot(Σ, A) =


1 0 0
0 1 0
0 0 1


, Trans(Σ, A) =



0
−d
0


. (10.7)
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Отже, компоненти радiус-вектора mA точки M, вираженi в системi
координат {A}, будуть

mA = Rot(Σ, A) ·mΣ + Trans(Σ, A) =
[

mA
x mA

y mA
z

]T
, (10.8)

mA
x = ρ cos (δ + t) cosω∆ − ρ sin (δ + t) sinω∆, (10.9)

mA
y = ρ sin (δ + t) cosω∆ + ρ cos (δ + t) sinω∆ − d, (10.10)

mA
z = p t. (10.11)

Перехiд вiд системи координат {A} до системи координат {B} у
якiй можна розглядати формоутворення гвинтової поверхнi черв’ячним
iнструментом, можна реалiзувати послiдовним виконанням оператора
повороту Rot(A, B) та оператора паралельного перенесення Trans(A, B)

Rot(A, B) =


0 1 0
− cos ε 0 sin ε
sin ε 0 cos ε


, (10.12)

Trans(A, B) =


0
−dB cos ε
dB sin ε


. (10.13)

У наведених виразах кут ε це кут мiж осями iнструмента та гвинтової
поверхнi аналогiчно схемi формоутворення дисковим або черв’ячним
iнструментом.

Компоненти радiус-вектора mB точки M , вираженi в системi коорди-
нат {B}, будуть:

mB = Rot(A, B) ·mA + Trans(A, B) =
[

mB
x mB

y mB
z

]T
, (10.14)

mB
x = ρ sin (δ + t) cosω∆ + ρ cos (δ + t) sinω∆ − d, (10.15)

mB
y = p t sin ε − dB cos ε−

− (ρ cos (δ + t) cosω∆ − ρ sin (δ + t) sinω∆) cos ε, (10.16)

mB
z = p t sin ε − dB cos ε+

+ (ρ cos (δ + t) cosω∆ − ρ sin (δ + t) sinω∆) sin ε. (10.17)

Перехiд вiд системи координат {B} до системи координат {Γ} здiй-
снюється застосуванням оператора повороту Rot(B, Γ)

Rot(B, Γ) =


cosωΓ 0 sinωΓ
0 1 0

− sinωΓ 0 cosωΓ


. (10.18)

– 224 –



Компоненти радiус-вектора mΓ точки M , вираженi в системi коорди-
нат {Γ} будуть:

mΓ = Rot(B, Γ) ·mB =
[

mΓx mΓy mΓz
]T
, (10.19)

mΓx = (−d + cosω∆ sin (δ + t) + ρ sinω∆ cos (δ + t)) cosωΓ +
+ (p t cos ε + dB sin ε) sinωΓ +
+ (ρ cos (δ + t) cosω∆ sin ε − ρ sin (δ + t) sinω∆) sinωΓ, (10.20)

mΓy = t sin ε − dB cos ε−

− (ρ cos (δ + t) cosω∆ − ρ sin (δ + t) sinω∆) cos ε, (10.21)

mΓz = (d − ρ cosω∆ sin (δ + t) − ρ sinω∆ cos (δ + t)) sinωΓ +
+ (p t cos ε + dB sin ε) cosωΓ +
+ (ρ cos (δ + t) cosω∆ sin ε − ρ sin (δ + t) sinω∆) cosωΓ . (10.22)

I нарештi остаточний перехiд до системи координат {Ψ} пов’язаної з
iнструментом виконується за допомогою оператора повороту Rot(Γ,Ψ)

Rot(Γ,Ψ) =


cosΨ − sinωΨ 0
sinωΨ cosωΨ 0

0 0 1


. (10.23)

Тодi остаточно отримаємо:

mΨ = Rot(Γ,Ψ) ·mΓ =
[

mΨx mΨy mΨz
]T
, (10.24)

mΨx = cosωΨ×

×

*....
,

cosω (−d + ρ cosω∆ sin (δ + t) + ρ sinω∆ cos (δ + t)) +

+ sinωΓ
*.
,

p t cos ε + dB sin ε+

+ sin ε

(
ρ cos (δ + t) cosω∆−
−ρ sin (δ + t) sinω∆

) +/
-

+////
-

−

−
*.
,

dB cos ε + p t sin ε−

− cos ε

(
ρ cos (δ + t) cosω∆−
− sin (δ + t) sinω∆

) +/
-
sinωΨ, (10.25)
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mΨy = cosωΨ

(
−dB cos ε + p t sin ε−

−ρ cos (δ + t) cos ε cosω∆ − ρ sin (δ + t) sinω∆

)
+

+

*......
,

cosωΓ

(
−d + ρ cosω∆ sin (δ + t) +
+ρ cos (δ + t) sinω∆

)
+

+ sinωΓ
*.
,

p t cos ε + dB sin ε + sin ε×

×

(
ρ cos (δ + t) cosω∆−
−ρ sin (δ + t) sinω∆

) +/
-

+//////
-

sinωΨ, (10.26)

mΨz = − sinωΓ (−d + ρ sin (δ + t) cosω∆ + ρ cos (δ + t) sinω∆) +

+ cosωΓ
*.
,

p t cos ε + dB sin ε+

sin ε

(
ρ cos (δ + t) cosω∆−
−ρ sin (δ + t) sinω∆

) +/
-
. (10.27)

Отриманi математичнi залежностi дозволяють визначити координа-
ти точок слiду q у рухомiй площинi для всiх розглянутих випадкiв
формоутворення.

Наприклад, для схеми формоутворення гвинтової поверхнi дисковим
iнструментом параметри

ωΓ = 0, dB = 0,

ωΨ = 0, ω∆ = 0.
(10.28)

У цьому випадку наведенi вище математичнi залежностi, пiсля виконання
вiдповiдних перетворень, набудуть вигляду:

mΨx = −d + ρ sin (δ + t) , (10.29)

mΨy = −ρ cos (δ + t) cos ε + p t sin ε, (10.30)

mΨz = p t cos ε + ρ cos (δ + t) sin ε. (10.31)

Отриманi залежностi повнiстю iдентичнi залежностям, отриманим у
роздiлi присвяченому формоутворенню дисковим iнструментом.

Прийнявши параметри ω = 0Γ та ωΨ = 0 отримаємо залежностi
iдентичнi схемi формоутворення черв’ячними фрезами:
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mΨx = −d + ρ cosω∆ sin (δ + t) + ρ cos (δ + t) sinω∆, (10.32)

mΦy = −dB cos ε + p t sin ε−

− (ρ cos (δ + t) cosω∆ − ρ sin (δ + t) sinω∆) cos ε, (10.33)

mΨz = p t cos ε − dB sin ε+

+ (ρ cos (δ + t) cosω∆ − ρ sin (δ + t) sinω∆) sin ε. (10.34)

У даному випадку слiд враховувати, що параметр dB iдентичний
величинi r∆ω∆. Тобто, справедливим є рiвняння

dB = r∆ω∆. (10.35)

10.4. Висновки

Проведений аналiз узагальненої схеми формоутворення показав, що
запропонований метод рухомої площини при дослiдженнi процесiв утво-
реннi гвинтових поверхонь постiйного кроку може бути застосований у
широкому дiапазонi профiлювання рiзального iнструменту.

Аналiз проведених дослiджень дозволяє стверджувати, що метод
рухомої площини дозволяє визначити не тiльки форму початкової iн-
струментальної поверхнi, але i форму рiзальної кромки. Для цього є
достатнiм замiнити плоску площину просторовою поверхнею, яка є
iдентичною до передньої (або задньої) поверхнi дослiджуваного iнстру-
менту.

Значною перевагою запропонованого методу є можливiсть визна-
чити у числовiй формi величину похибки профiлювання (обробки) не
вирiшуючи зворотну задачу профiлювання.

Змiнюючи початковi параметри, залежно вiд типу обробки, можна
за одними тим-самими математичними залежностями знаходити фор-
му початкової iнструментальної поверхнi для всiх iнструментiв, що
застосовують при обробцi гвинтових поверхонь.
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