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Анотацiя
Розглядаються основнi спроби узагальнень рiвнянь гравiтацiйного поля для задовiльного опису спостереження
темної речовини без залучення гiпотези про темну речовину. Сформульованi лагранжевi та нелагранжевi способи
узагальнень, що враховують поправки за кривиною. В рамках нелагранжевих узагальнень отриманi рiвняння для
гравiтацiйного потенцiалу та ефективного прискорення частинки у гравiтацiйному полi iз врахуванням взаємодiї з
вакуумом.
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1. Проблема темної речовини

Загальна теорiя вiдносностi (ЗТВ), як теоретична
основа сучасних дослiджень Всесвiту, має численнi
пiдтвердження у астрофiзичних спостереженнях та
узгоджується у ньютонiвськiй границi iз класичною
механiкою. Однак, для задовiльного опису астрофi-
зичних даних, слiд припустити iснування, так званих,
темної матерiї та темної енергiї, причому темна ре-
човина повинна складати сумарно приблизно 96%
речовини у Всесвiтi [1]. Зокрема, для опису кривих
обертань галактик, гравiтацiйного лiнзування, спо-
стереження анiзотропiї релiктового випромiнювання
(Нобелiвська премiя 2006 року) слiд ввести темну
матерiю, яка не взаємодiє зi звичайною речовиною
жодним чином окрiм гравiтацiйної взаємодiї. Вона
локалiзується у виглядi гало навколо видимих ча-
стин галактики та призводить до того що швидкiсть
обертання навколо центру галактики не спадає з
вiдстанню до її центра а залишається постiйною або
повiльно зростає до вiдстаней порядку 10− 20 види-
мих радiусiв галактики. Для опису спостережень над
надновими, з яких випливає сучасне прискорене роз-
ширення Всесвiту (Нобелiвська премiя 2011 року),
до рiвнянь Фрiдмана, якi випливають у ЗТВ для
масштабного фактору однорiдного та iзотропного
Всесвiту, слiд ввести, так звану, космологiчну сталу
(Λ-член), яка за своїм сенсом повинна бути сталою
або слабко залежною у просторi та часi густиною де-
якої речовини, так званої темної енергiї [2]. Оскiльки
темна енергiя повинна рiвномiрно заповнювати Все-
свiт та мати сталу у часi густину енергiї, її зв’язують
iз густиною енергiї фiзичного вакууму — основного
стану квантових полiв, оскiльки, з умови лоренц-
iнварiантностi, дана величина повинна бути сталою
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у вакуумi

𝜀vac ≡ 𝜆 = const (1)

та вiдповiдати рiвнянню стану 𝑝vac = −𝜀vac = −𝜆.
Однак, незважаючи на задовiльне пояснення спо-

стережуваних даних за допомогою феноменологiчно-
го введення темної речовини, залишається невiдомою
її мiкроскопiчна природа. Бiльш того, стандартна мо-
дель фiзики елементарних частинок не мiстить в собi
кандидата на роль носiя темної матерiї, а сучасна
квантова теорiя поля, яка є теоретичним пiдґрунтям
для фiзики високих енергiй, не може пояснити зна-
чення густини енергiї вакууму, необхiдне для того,
щоб з нею можна було зв’язати темну енергiю [2].
Тому пояснення природи темної речовини повинно
вiдбуватись за межами вiдомих теорiй та неминуче
призведе до вiдкриття нової фiзики.

Спроби мiкроскопiчної iнтерпретацiї темної речо-
вини сьогоднi просуваються, в основному, в двох
напрямках. З одного боку, якщо припустити iснува-
ння темної речовини, слiд модифiкувати стандартну
модель фiзики елементарних частинок та квантову
теорiю поля. Це вiдбувається за рахунок додавання
нових частинок, iснування яких, в свою чергу, можна
обґрунтувати в рамках нових квантово-польових мо-
делей, якi заснованi на високорозмiрних калiбру-
вальних групах симетрiї. Найбiльш поширеними є
суперсиметричнi теорiї iз механiзмами порушення си-
метрiї, що необхiднi для пояснення неспостереження
суперсиметрiї на макроскопiчних масштабах, що вiд-
сувають за результатами спостережень вiдповiдний
енергетичний масштаб все вище й вище.

2. Модифiкованi теорiї гравiтацiї
В iншому пiдходi припускається, що ефекти з яки-

ми зв’язують темну речовину, можна пояснити шля-
хом модифiкацiї теорiї гравiтацiї, яка використовує-
ться як теоретична парадигма для опису астрофiзи-
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чних та космологiчних спостережень. Зокрема, моди-
фiкацiя польових рiвнянь може принципово призво-
дити до модифiкацiї рiвнянь руху (вiд яких залежить
обробка спостережень темної матерiї) та рiвнянь для
масштабного фактору (якi використовуються при
вивченнi ефекту темної енергiї). Серед таких теорiй
MOND, 𝐹 (𝑅)-гравiтацiя, нелагранжева гравiтацiя
тощо.

Останнiм часом особливу увагу придiляється те-
орiям у яких враховуються поправки за кривиною
простору-часу, якi iнтерпретуються як вiдгук вакуу-
му на своє викривлення [3]. Дiйсно, якщо речовина
викривлює простiр у якому знаходиться, то логiчно
припустити що й характеристики вакууму, який та-
кож мiститься у цьому просторi, також змiнюються,
тобто вакуум «вiдгукується» на своє викривлення
i протидiє своєму викривленню впливаючи на речо-
вину. Ця iдея Сахарова, висловлена ним ще у 1967
роцi [4], довгi роки вважалась цiкавою гiпотезою,
яка не має вiдношення до спостережень i лише зараз
на неї починають дивитись як на джерело нових
iдей у теорiї гравiтацiї. Першi кроки до її розви-
тку були зробленi Гiнзбургом iз спiвавторами, якi у
1971 роцi показали що у напiвкласичному пiдходi до
теорiї гравiтацiї, коли оператори у рiвняннях Айн-
штайна замiнюються на свої середнi за вакуумним
станом, у рiвняннях Айнштайна виникають поправ-
ки за кривиною простору-часу [5]. Згодом Машкевiч,
вивчаючи цi поправки, показав що вони призводять
до утворення ефективного тензору енергiї-iмпульсу,
властивостi якого можуть суттєво вiдрiзнятись вiд
«справжнього» вакуумного тензору i ввiв поняття
про так званий механiзм самокомпенсацiї [6].

Розрiзняють, так званi, лагранжевi та нелагран-
жевi узагальнення, що розрiзняються за способом
модифiкацiї рiвнянь Айнштайна. Перший спосiб мо-
дифiкацiї за рахунок врахування поправок за кри-
виною є так звана F(R)-гравiтацiя та спорiдненi з
нею теорiї ([3], [7], [8]). У стандартнiй схемi цiєї те-
орiї стандартний лагранжiан гравiтацiйного поля
Гiльберта-Айнштайна замiнюється на деяку фун-
кцiю 𝐹 (𝑅) вiд скаляра Рiччi, яка, або розраховує-
ться у високорозмiрних теорiях гравiтацiї типу теорiї
струн, або обирається феноменологiчно:

𝑆gf ∼
∫︁

(𝑅+ 2Λ)
√−𝑔 𝑑4𝑥 =⇒

∫︁
𝐹 (𝑅)

√−𝑔 𝑑4𝑥.

Ця теорiя є лагранжевою, оскiльки рiвняння гра-
вiтацiйного поля отримуються шляхом варiювання
повної дiї для гравiтацiйного поля та матерiї.

Iнший спосiб модифiкацiї рiвнянь гравiтацiйного
поля полягає у безпосередньому врахуваннi попра-
вок за кривиною до тензору енергiї-iмпульсу ваку-
уму. Вiн започаткований Фомiним: у 1973 роцi в
рамках сформульованої ним концепцiї квантового
народження Всесвiту було показано що у рiвняннях
Айнштайна слiд врахувати тензор енергiї-iмпульсу
вакууму, що залежить вiд скаляру Рiччi кривини
простору-часу [9].

Для задовiльного опису спостережуваних даних
у 2005 роцi Вiльчинським, Наказним та Фомiним

була розглянута лiнiйна модельна залежнiсть тензо-
ру енергiї-iмпульсу вакууму вiд скаляру Рiччi 𝑅 та
розглянутi її космологiчнi властивостi [10]:

𝑇 vac
𝑖𝑘 (𝑅) =

1

κ
(Λ0 − 𝑘𝑅) 𝑔𝑖𝑘, κ =

8𝜋𝐺

𝑐4
, (2)

де Λ0 та 𝑘 — параметри теорiї що мають сенс, вiд-
повiдно, власної кривини та «пружностi» простору-
часу. Дана залежнiсть також якiсно описує змен-
шення густини енергiї вакууму в процесi еволюцiї
Всесвiту, що випливає з вивчення фазових переходiв
у ранньому Всесвiтi [2]. Тому, для узгодження iз спо-
стережуваними даними, оскiльки 𝑅 < 0, зрозумiло
що 𝑘 > 0 причому 𝑘≪ 1, а Λ0 порiвняне iз спосте-
режуваним значенням космологiчної сталої Λ∼1028

см.
Необхiднiсть врахування, так званих, локальних

тестiв для теорiї призвела до формулювання Нака-
зним у 2008 роцi концепцiї тензора енергiї-iмпульсу
вакууму як деякої функцiї вiд скаляру Рiччi [11]:

𝑇 vac
𝑖𝑘 =

1

κ
Λ(𝑅)𝑔𝑖𝑘 (3)

де Λ(𝑅) — деяка функцiя. В цьому пiдходi лiнiйна
модель (2) розглядається як лiнiйне наближення, що
застосовне до задач, в яких фiгурує мале значення
густини матерiї та можна знехтувати наступними
степенями у розкладi за 𝑅, наприклад, до вивчення
еволюцiї Всесвiту та динамiки галактик.

Таким чином, рiвняння Айнштайна безпосередньо
не змiнюються, але окрiм звичайної матерiї в них
слiд враховувати наявнiсть поправок за кривиною до
тензора енергiї-iмпульсу вакууму, на вiдмiну вiд (1).
Очевидно, що дана теорiя є нелагранжевою, оскiльки
тензор енергiї-iмпульсу у канонiчному формулюваннi
є варiацiйною похiдною вiд вiдповiдної лагранжевої
густини:

𝑇 𝑖𝑘 =
2√−𝑔

𝛿 (
√−𝑔L)
𝛿𝑔𝑖𝑘

,

а довiльну функцiю не можна представити як похi-
дну вiд iншої функцiї. Ця обставина узгоджується
iз результатами Машкевiча [6] та вказує на неповно-
ту теорiї вакууму або неможливiсть її застосування,
внаслiдок чого ми не можемо провести повний са-
моузгоджений розрахунок тензора енергiї-iмпульсу
виходячи iз квантово-польових теорiй фундаменталь-
них взаємодiй. Подiбна ситуацiя виникає у класичнiй
механiцi при врахуваннi неголономних зв’язкiв, на-
приклад сили тертя, в результатi чого для опису
таких систем вiдмовляються вiд поняття потенцiалу
та застосовують метод множникiв Лагранжа.

Таким чином, основним предметом дослiдження
модифiкованих теорiй гравiтацiї iз поправками за
кривиною є теоретичний аналiз моделi, в якiй тен-
зор енергiї-iмпульсу матерiї вважається залежним
вiд кривини простору-часу, що розглядається як на-
слiдок на її викривлення. В рамках даних теорiй
потрiбно не лише спробувати описати спостережува-
нi данi без залучення гiпотези про темну речовину,
але й переконатись що локальнi тести зберiгають
iснуючи експериментальнi обмеження на вiдхилення
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вiд стандартної ЗТВ, зокрема узгоджуються у ньюто-
нiвськiй границi iз класичною механiкою. Необхiдно
пiдкреслити, що вивчення узагальнених теорiй гра-
вiтацiї має також й самостiйну непересiчну користь,
оскiльки часто дозволяє краще зрозумiти ЗТВ, ще
раз усвiдомити її визначне мiсце серед широкого
загалу навiть метричних гравiтацiйних теорiй i зро-
зумiти де слiд шукати новi напрямки узагальнень i
методи спостережень для її тестування.

В данiй роботи розглядаються окремi питання не-
лагранжевої теорiї гравiтацiї з поправками за криви-
ною (3).

3. Рiвняння для гравiтацiйного потенцiалу

Рiвняння Айнштайна

𝑅𝑖𝑘 − 1

2
𝑅𝑔𝑖𝑘 = κ 𝑇𝑖𝑘 + Λ 𝑔𝑖𝑘,

де Λ ≡ κ 𝑇 vac
𝑖𝑘 для моделi (3) набувають вигляд:

𝑅𝑖𝑘 − 1

2
𝑔𝑖𝑘𝑅 = κ𝑇𝑖𝑘 + Λ(𝑅) 𝑔𝑖𝑘. (4)

Згортка даного рiвняння дає:

−𝑅 = κ𝑇 + 4Λ(𝑅). (5)

Оскiльки у ньютонiвському наближеннi

𝑇 0
0 =𝑇 =𝜌𝑐2, 𝑅0

0=
1

𝑐2
∆𝜙,

де 𝜌 — густина матерiї, 𝜙 — гравiтацiйний потенцiал,
враховуючи (5), з (4) отримаємо:

∆𝜙=4𝜋𝐺𝜌− 𝑐2Λ (𝑅(𝜌)) . (6)

Дане рiвняння мiстить у порiвняннi iз рiвнянням
Пуассона додатковий член 𝑐2Λ, явний вигляд якого
можна знайти з розв’язку алгебраїчного рiвняння
(5) з урахуванням що 𝑇 = 𝜌𝑐2. Його наявнiсть в
рiвняннi для гравiтацiйного потенцiалу призводить,
у загальному випадку, до розбiжностi iз ньютонiв-
ською механiкою. Покажемо, що ця розбiжнiсть буде
неiстотна для лiнiйної моделi (2). Рiвняння (5) в да-
ному випадку перетворюється на лiнiйне вiдносно 𝑅,
тому

𝑅=− (𝜃 𝑇 + 4𝜃Λ0) , (7)
Λ=Λ0 + κ 𝜃 𝑇 + 4𝜃Λ0,

де

𝜃=
𝑘

1− 4𝑘
.

У пiдсумку рiвняння для гравiтацiйного потенцiалу
(6) набуде вигляду:

∆𝜙=4𝜋𝐺
1− 6𝑘

1− 4𝑘
𝜌− 𝑐2

1− 4𝑘
Λ0. (8)

Отримане рiвняння еквiвалентне рiвнянню Пуассона
за рахунок перенормування гравiтацiйної сталої 𝐺,
а також того, що сталий доданок буде неiстотним,
якщо Λ0 порiвняне iз спостережуваним значенням
космологiчної сталої Λ∼1028 см.

Розглянемо також квадратичну модель залежностi
Λ(𝑅):

Λ(𝑅)=Λ0 − 𝛼𝑅− 𝛽𝑅2, (9)

де 𝛼 > 0 та 𝛽 > 0, якщо 𝑅 < 0. Рiвняння (5) набуває
вигляд квадратичного за 𝑅 :

4𝛽𝑅2 − (1− 4𝛼)𝑅− (κ𝑇 + 4Λ0)=0.

Обираючи знак перед квадратним коренем у його
розв’язку так так щоб отримати 𝑅 < 0 отримаємо:

𝑅=
1

8𝛽
(1− 4𝛼− 𝑓) (10)

Λ(𝑅)=− 1

32𝛽
(1− 4𝛼− 𝑓 + 8𝛽κ𝑇 ) ,

де

𝑓 =
√︀

(1− 4𝛼)2 + 16𝛽(4Λ0 + κ𝑇 ).
Таким чином, рiвняння для гравiтацiйного потенцiа-
лу (6) буде наступним:

∆𝜙=4𝜋𝐺𝜌+
𝑐2

32𝛽
(1− 4𝛼− 𝑓 + 8𝛽κ𝑇 ) .

Пiсля лiнеаризацiї 𝑓 за 𝛽 дане рiвняння зводиться
до (8) i, таким чином, буде еквiвалентне рiвнянню
Пуассона.

4. Рiвняння руху

З рiвняння Айнштайна (4) для моделi (3), з ура-
хуванням тотожностi Б’янкi, отримаємо:

κ∇𝑘𝑇𝑖𝑘=−∇𝑖Λ(𝑅)=−Λ′(𝑅)∇𝑖𝑅. (11)

Використовуючи для речовини наближення iдеаль-
ної рiдини, та, вiдповiдно, обираючи тензор енергiї-
iмпульсу у виглядi

𝑇𝑖𝑘=(𝜀+ 𝑝)𝑢𝑖𝑢𝑘 − 𝑝𝑔𝑖𝑘,

де 𝜀 — густина енергiї матерiї, 𝑝 — тиск, 𝑢𝑖 — чоти-
ривимiрна швидкiсть), отримаємо:

∇𝑘 [(𝜀+ 𝑝)𝑢𝑖𝑢𝑘 − 𝑝𝑔𝑖𝑘]=−∇𝑖Λ(𝑅).

В результатi проектування отриманого рiвняння на
ортогональнi 4-вектори 𝑢𝑖 та 𝑔𝑖𝑙 − 𝑢𝑖𝑢𝑙 отримаємо:

∇𝑖(𝜀𝑢
𝑖) + 𝑝∇𝑖𝑢

𝑖=− 1

κ
𝑑Λ(𝑅)

𝑑𝑠

(𝜀+ 𝑝)𝑢𝑘∇𝑘𝑢
𝑖=(𝑔𝑖𝑘 − 𝑢𝑖𝑢𝑘)∇𝑘

[︂
𝑝− 1

κ
Λ(𝑅)

]︂
. (12)

З першого рiвняння у ньютонiвськiй границi випли-
ває модифiкацiя рiвняння неперервностi:

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+ ∇⃗ (𝜌𝑣⃗)=− 1

𝑐2κ
𝑑Λ

𝑑𝑡
,

яке описує «перекачку» енергiї мiж речовиною та
вакуумом, а з другого модифiкацiя рiвнянь руху у
гравiтацiйному полi:

𝑑𝑣⃗

𝑑𝑡
=−∇⃗𝜙+

𝑐2

κ𝜌
∇⃗Λ(𝑅).

Для лiнiйної теорiї (2) данi рiвняння набувають ви-
гляду:

𝜕𝜌

𝜕𝑡
+∇(𝜌𝑣⃗)=−𝜃𝑑𝜌

𝑑𝑡
𝑑𝑣⃗

𝑑𝑡
=−∇⃗𝜙+

𝜃𝑐2

𝜌
∇⃗𝜌. (13)

Таким чином, рiвняння руху мiстить додатковий
член, що можна iнтерпретувати як взаємодiю з ваку-
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Рис. 1. Кривi обертань для галактики M33: теоретична
в рамках дослiджуваної моделi (суцiльна лiнiя) та

спостережувана (точки)

умом та який можна використовувати для пояснення
ефектiв темної матерiї.

Для квадратичної залежностi (9), використовуючи
(10) та знову обмежуючись лiнiйним наближенням
𝑓 за 𝛽 отримаємо рiвняння лiнiйной теорiї (13).

З рiвнянь (12) видно, що теорiя (3) буде зводи-
тись до рiвнянь класичної механiки при довiльних
значеннях 𝜌 за умови Λ(𝑅) → 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡 при 𝑅→ ∞.

5. Моделювання кривих
обертанння галактик

З рiвняння (13), розглядаючи галактику як тонкий
диск iз експоненцiйним розподiлом речовини вздовж
радiусу [12]

𝜌(𝑟) = 𝜌0𝑒
−𝑟/𝑟0

та нехтуючи крайовими ефектами та наявнiстю бал-
джа та сферичного гало, для кривої обертання отри-
маємо [13]:

𝑣(𝑟) = 𝑐
√︀
𝛼𝑥2(𝐼0(𝑥)𝐾0(𝑥)− 𝐼1(𝑥)𝐾1(𝑥) + 2𝑘𝑥,

де

𝑥 =
𝑟

𝑟0
, 𝛼(𝑀, 𝑟0) =

2𝐺𝑀

𝑐2𝑟0
,

𝑀 та 𝑟0 - параметри галактики, 𝑥 =
𝑟

2𝑟0
, 𝐼𝜈 та 𝐾𝜈

— модифiкованi функцiї Бесселя i Макдональда. За-
стосовуючи цю залежнiсть до рiзних галактик було
показано що при значеннi параметру 𝑘 ∼ 10−8 можна
задовiльним чином описати в рамках даної моделi
спостережуванi данi (рис. 1).

В граничних випадках 𝑥≪ 1 та 𝑥≫ 1 знайдений
вираз для 𝑣(𝑟) спрощується:

𝑥≪1 : 𝑣2=−2𝐺𝑀

𝑟0
𝑥2 ln𝑥+ 2𝜃𝑐2𝑥

𝑥≫1
𝑣2

𝑟
=
𝐺𝑀

𝑟2
+
𝜃𝑐2

𝑟0
.

Таким чином, при малих радiусах швидкiсть обер-
тання слабко залежить вiд параметрiв галактики,
що узгоджується iз спостереженнями кору, а при
великих радiусах швидкiсть зростає як 𝑣 ∼ √

𝑟, що
дiйсно спостерiгається для певних галактик [14], при-

чому характерне значення 𝑣 за якого починається
зростання 𝑣0 ∼ 𝑀1/4, що узгоджується iз емпiри-
чним спiввiдношенням Таллi-Фiшера [15].

6. Висновки
Перспективним напрямком пошукiв розв’язання

проблеми темної речовини є побудова модифiкацiй
гравiтацiйної теорiї, що використовується в якостi
теоретичної парадигми для обробки усiх спостере-
жуваних даних з яких випливає iснування темної
речовини. В рамках нелагранжевих узагальнень тео-
рiї гравiтацiї, що враховують поправки за кривиною
простору-часу, якi iнтерпретуються як вiдгук ваку-
уму на своє викривлення, iснує якiсна можливiсть
пояснення темної енергiї та темної матерiї без залуче-
ння гiпотези про iснування темної речовини. Зокре-
ма, показано, що в рамках лiнiйної та квадратичної
залежностi вiд скаляру Рiччi можна досягти якiсно-
го узгодження iз локальними тестами та задовiльно
описати кривi обертань спiральних галактик, а та-
кож зменшення густини енергiї вакууму в процесi
еволюцiї Всесвiту. Однак, при цьому вигляд функцiо-
нальної залежностi Λ(𝑅) однозначно не визначається,
що залишає широкi можливостi для вивчення даних
теорiй: попереду великий обсяг роботи по бiльш де-
тальному вивченню їх властивостей, спiвставленням
їх зi спостереженнями та аналiзом, якi риси вказаних
теорiй можуть виявитись корисними для побудови
бiльш складних концепцiй, а якi є вадами i повиннi
бути виключеними при вдосконаленнi теорiї.
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