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Анотацiя
У роботi iлюструється використання методу граничних елементiв для розв’язання задач рiвноваги в теорiї пружно-
стi, зокрема для нерiвномiрно нагрiтих систем. Отримано рiвняння, що у випадку малих градiєнтiв температури
розв’язанi за допомогою метода граничних елементiв для подальшої практичної реалiзацiї, враховуючи наявнi син-
гулярностi, що виникають при моделюваннi. Особливiстю роботи є те, що за допомогою замiн у тензорi деформацiй
вдається уникнути iнтегрування за об’ємом та обмежитися подвiйним iнтегралом.
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Вступ
Метод граничних елементiв є одним iз найпопу-

лярнiших методiв чисельного моделювання рiзних
задач механiки та фiзики. Величезним досягненням,
що приваблює вчених з усього свiту, є можливiсть
розглядати не сам регiон, у якому необхiдно розв’я-
зати задачу, а його границю. Цей факт i викори-
стовується авторами у данiй публiкацiї у контекстi
використання даного методу для теорiї пружностi.

Iснує широкий клас задач, коли деформацiї супро-
воджуються змiнами температури. Змiна температу-
ри може виникати як в результатi самої деформацiї,
так i через стороннi причини. Iнтегральнi рiвняння
при наявностi температурного члена у законi Гука
будуть описуватися рiвняннями з наявнiстю члена,
що iнтегрується за об’ємом [1, стор. 28]. Для того,
щоб позбавитися його, можна зробити замiну у тен-
зорi деформацiї та включити температурний член.
Ця замiна можлива у випадку, коли коефiцiєнти
Ламе не залежать вiд температури та вважаються
постiйними величинами.

Комп’ютерне моделювання отриманих рiвнянь дає
змогу дiзнатися величину деформацiї у стацiонар-
ному наближеннi у будь-якiй точцi розглянутого
об’єму.

1. Тензор деформацiї та закон Гука нерiвно-
мiрно нагрiтого тiла

Закон Гука виражає зв’язок мiж тензором напру-
жень та тензором деформацiї. У випадку, коли тiло
нагрiто нерiвномiрно, закон Гука має наступний ви-
гляд:

𝜎𝑖𝑘 = −𝐾𝛼(𝑇 − 𝑇0)𝛿𝑖𝑘 + 2𝜇𝑢𝑖𝑘 + 𝜆𝑢𝑙𝑙𝛿𝑖𝑘 (1)

де 𝜎𝑖𝑘 – тензор напружень, 𝑢𝑖𝑘 – тензор деформацiй,
𝜆, 𝜇 – коефiцiєнти Ламе, 𝐾 – iзотермiчний модуль
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всестороннього стиснення, 𝛼 – коефiцiєнт теплового
розширення, 𝑇0 – температура ненагрiтого тiла.

Закон Гука з урахуванням змiни температури мо-
жна представити як сума тензора напружень без
урахування змiни тиску з вiдповiдним членом, що
вiдповiдає за змiну тиску.

𝜎𝑖𝑘 = 𝜎
(0)
𝑖𝑘 −𝐾𝛼(𝑇 − 𝑇0)𝛿𝑖𝑘

Зробимо замiну у тензорi деформацiї:

𝑢𝑖𝑘 = 𝑢
(0)
𝑖𝑘 +

𝛼

3
(𝑇 − 𝑇0)𝛿𝑖𝑘 (2)

Тодi закон Гука буде виглядати, як вiдповiдний
без наявностi температурного члена:

𝜎𝑖𝑘 = 2𝜇𝑢
(0)
𝑖𝑘 + 𝜆𝑢

(0)
𝑙𝑙 𝛿𝑖𝑘 (3)

Будемо вважати деформацiї малими, тодi тензор
деформацiї визначається виразом [1, стор. 11].:

𝑢𝑖𝑘 =
1

2

(︂
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑥𝑘
+

𝜕𝑢𝑘

𝜕𝑥𝑖

)︂
де 𝑢𝑖 – вектор деформацiї.

Нагадаємо, що компоненти тензора деформацiї не
є цiлком незалежними величинами, оскiльки шiсть
компонент 𝑢𝑖𝑘 виражаються через три незалежнi
компоненти вектора деформацiї. Щоб деформацiї бу-
ли сумiсними, необхiдно виконання умов сумiсностi
Сен-Венана:

𝜀𝑖𝑘𝑙𝜀𝑗𝑚𝑛
𝜕2𝑢𝑙𝑚

𝜕𝑥𝑘𝜕𝑥𝑛
= 0

де 𝜀𝑖𝑘𝑙 – абсолютно антисиметричний одиничний тен-
зор (тензор Левi-Чiвiти).

Для того, щоб вважати 𝑢
(0)
𝑖𝑘 тензором деформацiї,

необхiдно, щоб виконувалася умова:

𝜕2(𝑇 − 𝑇0)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
= 𝛿𝑖𝑗

𝜕2(𝑇 − 𝑇0)

𝜕𝑥2
𝑘

(4)



1.1. Рiвняння рiвноваги iзотропних тiл

Як вiдомо, рiвняння рiвноваги має вигляд:
𝜕𝜎𝑖𝑘

𝜕𝑥𝑘
= 0

Скористаємося законом Гука (1), (3) i використає-
мо замiну (2):

𝜕𝜎𝑖𝑘

𝜕𝑥𝑘
= 2

𝜕𝜇𝑢
(0)
𝑖𝑘

𝜕𝑥𝑘
+

𝜕𝜆𝑢
(0)
𝑙𝑙

𝜕𝑥𝑖
= 0 (5)

1.2. Умова для температури

В загальному випадку коефiцiєнти 𝜇 та 𝜆 є фун-
кцiями температури, тобто 𝜇 = 𝜇(𝑇 − 𝑇0) та 𝜆 =
𝜆(𝑇 − 𝑇0). Експериментальнi дослiдження показу-
ють, що цi коефiцiєнти зменшуються при збiльшеннi
температури. Однак, ми можемо знехтувати цiєю
залежнiстю, якщо будемо вважати, що градiєнти
температури є невеликими, тобто:⃒⃒⃒⃒

𝜕(𝑇 − 𝑇0)

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒
<< 1 (6)

Використовуючи рiвняння (6), отримуємо:

𝜕2(𝑇 − 𝑇0)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
−→ 0

Повертаючись до рiвняння (3), знаходимо необхi-
дну умову для температури, щоб тензор 𝑢

(0)
𝑖𝑘 , який є

результатом замiни (2) мав сенс тензора напружень:

∆(𝑇 − 𝑇0) = 0 (7)

Це рiвняння є рiвнянням Лапласа. У випадку його
виконання тензор 𝑢

(0)
𝑖𝑘 можемо знайти через вектор

деформацiї:

𝑢
(0)
𝑖𝑘 =

1

2

(︃
𝜕𝑢

(0)
𝑖

𝜕𝑥𝑘
+

𝜕𝑢
(0)
𝑘

𝜕𝑥𝑖

)︃
В свою чергу, рiвняння теплопровiдностi для твер-

дих тiл визначається рiвнянням:

𝐶𝑣
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+

𝐶𝑝 − 𝐶𝑣

𝛼

𝜕

𝜕𝑡
div𝑢⃗ = 𝜅∆(𝑇 − 𝑇0)

де 𝐶𝑣 – теплоємнiсть при постiйному тиску, 𝐶𝑝 –
теплоємнiсть при постiйному об’ємi.

У стацiонарному випадку рiвняння для темпера-
тури задовольняє рiвняння Лапласа (7), що пiдтвер-
джує справедливiсть замiни (2).

Скориставшись представленням тензора деформа-
цiї через вектор деформацiї, отримаємо вiдоме для
нас рiвняння:

𝜇∆𝑢⃗(0) + (𝜆+ 𝜇)∇div𝑢⃗(0) = 0 (8)

Замкнена система рiвнянь для знаходження де-
формацiї буде мати наступний вигляд:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜇∆𝑢⃗(0) + (𝜆+ 𝜇)∇div𝑢⃗(0) = 0

∆(𝑇 − 𝑇0) = 0

𝑢
(0)
𝑖𝑘 =

1

2

(︃
𝜕𝑢

(0)
𝑖

𝜕𝑥𝑘
+

𝜕𝑢
(0)
𝑘

𝜕𝑥𝑖

)︃
𝑢𝑖𝑘 = 𝑢

(0)
𝑖𝑘 +

𝛼

3
(𝑇 − 𝑇0)𝛿𝑖𝑘

(9)

2. Iнтегральне рiвняння

Для використання методу граничних елементiв,
необхiдно отримати iнтегральний вигляд рiвняння
рiвноваги твердого тiла (8). Для цього запишемо рiв-
няння з сингулярною правою частиною [2, стор. 186]:

𝜇∆𝑢⃗* + (𝜆+ 𝜇)∇div𝑢⃗* = −𝛿(𝑟⃗ − 𝜉)𝑒⃗ (10)

де 𝑢⃗* – фундаментальне рiшення рiвняння, 𝑒⃗ – оди-
ничний вектор напряму.

Проiнтегруємо рiвняння (8) за всiм об’ємом з фун-
даментальним рiшенням:∫︁

Ω

𝜇𝑢⃗*∆𝑢⃗𝑑Ω+

∫︁
Ω

(𝜆+ 𝜇)𝑢⃗*∇div𝑢⃗𝑑Ω = 0 (11)

Використовуючи формулу Гаусса-
Остроградського, фундаментальний розв’язок
рiвняння (10) та закон Гука, можна звести iнтегру-
вання за об’ємом до iнтегрування за поверхнею:

𝑒⃗(𝜉)𝑢⃗(𝜉) +

∮︁
Γ

𝑝*𝑢⃗𝑑Γ =

∮︁
Γ

𝑝𝑢⃗*𝑑Γ (12)

де 𝑝 – поверхнева сила, 𝑝* – поверхнева сила при
сингулярнiй задачi.

Зручно перейти вiд вектора фундаментального
розв’язку до тензору:{︃

𝑢*
𝑖 = 𝑢*

𝑗𝑖(𝜉𝑖, 𝑥𝑖)𝑒𝑗

𝑝*𝑖 = 𝑝*𝑗𝑖(𝜉𝑖, 𝑥𝑖)𝑒𝑗
(13)

Використовуючи цi вирази, рiвняння рiвноваги в
iнтегральнiй формi матиме вигляд:

𝐶𝑖𝑗(𝜉𝑖)𝑢𝑗(𝜉𝑖) +

∮︁
Γ

𝑢𝑗(𝑥𝑖)𝑝
*
𝑗𝑖(𝜉𝑖, 𝑥𝑖)𝑑Γ(𝑥𝑖) =

=

∮︁
Γ

𝑝𝑗𝑢
*
𝑗𝑖(𝜉𝑖, 𝑥𝑖)𝑑Γ(𝑥𝑖) (14)

де 𝐶𝑖𝑗 = 𝛿𝑖𝑗+lim
𝜀→0

∮︁
Γ𝜀

𝑝𝑗𝑢
*
𝑗𝑖𝑑Γ(𝑥𝑖) – тензор, що дозволяє

обходити сингулярностi пiд час iнтегрування точки,
що знаходиться на поверхнi [2, стор. 192].

3. Фундаментальний розв’язок

3.1. Фундаментальний розв’язок у загально-
му тривимiрному випадку

У загальному тривимiрному випадку тензор фун-
даментального рiшення має наступний вигляд [2,
стор. 187]:

𝑢*
𝑖𝑗(𝜉, 𝑟⃗) =

2(𝜆+ 𝜇)𝑟

16𝜋(𝜆+ 2𝜇)

(︂
(3− 𝜆

𝜆+ 𝜇
𝛿𝑖𝑗 +

𝑟𝑖𝑟𝑗
𝑟2

)

)︂
(15)

де 𝑟𝑖 = 𝑥𝑖(𝑟⃗) − 𝑥𝑖(𝜉) – вiдстань вiд точки спосте-
реження до точки, у якiй дельта-функцiя набуває
значення нескiнченностi.



3.2. Фундаментальний розв’язок у цилiн-
дричнiй системi вiдлiку iз аксiальною
симетрiєю

Для побудови фундаментального розв’язку у ци-
лiндричнiй системi вiдлiку скористаємося матрицею
переходу iз декартової системи у цилiндричну:

𝑇 =

⎛⎝cos𝜙 − sin𝜙 0
sin𝜙 cos𝜙 0
0 0 1

⎞⎠
Записуючи елемент поверхнi у цилiндричнiй систе-

мi координат можна помiтити, що, скориставшись
аксiальною симетрiєю, можна одразу проiнтегрувати
фундаментальний тензор рiшень за кутом. Тензор
фундаментального рiшення у цилiндричнiй системi
координат матиме вигляд [3, стор. 46]:⎛⎝ 𝑢*

𝜌𝜌 𝑢*
𝜌𝜙 𝑢*

𝜌𝑧

𝑢*
𝜙𝜌 𝑢*

𝜙𝜙 𝑢*
𝜙𝑧

𝑢*
𝑧𝜌 𝑢*

𝑧𝜙 𝑢*
𝑧𝑧

⎞⎠ =

2𝜋∫︁
0

⎛⎝ 𝑢*
𝑥𝑥 𝑢*

𝑥𝑦 𝑢*
𝑥𝑧

𝑢*
𝑦𝑥 𝑢*

𝑦𝑦 𝑢*
𝑦𝑧

𝑢*
𝑧𝑥 𝑢*

𝑧𝑦 𝑢*
𝑧𝑧

⎞⎠𝑇𝑑𝜙

(16)

Рис. 1. Дискретизацiя у цилiндричнiй системi

Вiдповiднi компоненти тензору фундаментальних
рiшень в загальному виглядi:

𝑢*
𝑖𝑗 = 𝐴(𝜌(𝑟⃗ − 𝜉), 𝑧(𝑟⃗ − 𝜉))𝐾(𝑘)+

+𝐵(𝜌(𝑟⃗ − 𝜉), 𝑧(𝑟⃗ − 𝜉))𝐸(𝑘) (17)

де 𝑘 = 2

√︂
𝜌(𝜉)𝜌(𝑟)√

(𝜌(𝜉)−𝜌𝑟)2+(𝑧(𝜉)−𝑧(𝑟))2
, 𝐾(𝑘), 𝐸(𝑘) – повнi

елiптичнi iнтеграли першого та другого роду.

4. Елiптичнi iнтеграли
Повний елiптичний iнтеграл першого роду:

𝐾(𝑘) =

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙√︀
1− 𝑘2 sin2 𝜙

Цей iнтеграл має особливiсть у точцi 1. У дослi-
дженнi використовується цiкавий спосiб обчислення
цього iнтегралу за допомогою використання власти-
востей середнього арифметико-геометричного:

𝑎𝑛+1 =
𝑎𝑛 + 𝑏𝑛

2
𝑏𝑛+1 =

√︀
𝑎𝑛𝑏𝑛

де 0 < 𝑏0 <= 𝑎0.

Цю послiдовнiсть можна виразити через повний
елiптичний iнтеграл першого роду:

agm(a,b) =
𝜋

4

𝑎+ 𝑏

𝐾((𝑎−𝑏
𝑎+𝑏 )

2)

Тодi повний елiптичний iнтеграл першого ро-
ду виражатиметься через середнє арифметико-
геометричне наступним чином:

𝐾(𝑘) =
𝜋

4

2
√
𝑘

𝑘 − 1

1

agm( 2
√
𝑘−𝑘−1
𝑘+1 , 1)

(18)

Повний елiптичний iнтеграл другого роду:

𝐸(𝑘) =

2𝜋∫︁
0

√︁
1− 𝑘2 sin2 𝜙𝑑𝜙

Iнтеграл не мiстить особливостей, тому його можна
рахувати, використовуючи вузловий метод Гауса.

5. Система рiвнянь

Першим кроком для чисельного розв’язання рiв-
няння (14) є дискретизацiя. Необхiдно розбити по-
верхню на граничнi елементи та провести чисельне
iнтегрування. Нехай 𝑃 – фiксована точка простору,
𝑄 – точка, за якою проводиться сума [3, стор. 47].

𝐶𝑖𝑗(𝑃 )𝑢𝑗(𝑃 ) +

𝑁𝐸∑︁
𝑙=1

∫︁
Γ

𝑝*𝑖𝑗(𝑄)𝑢𝑗𝑄𝜌(𝑄)𝑑Γ =

=

𝑁𝐸∑︁
𝑙=1

∫︁
Γ

𝑢*
𝑖𝑗(𝑄)𝑝𝑗𝑄𝜌(𝑄)𝑑Γ (19)

де 𝑁𝐸 – кiлькiсть елементiв розбиття.

Висновки

У сучасному свiтi питання дослiдження пружних
властивостей твердих тiл постають особливо актуаль-
но через бурхливий розвиток нанотехнологiй. Осо-
бливо широким спектром виступають задачi, у яких
деформацiї нерозривно пов’язанi iз нерiвномiрним
розподiлом температури.

Комп’ютерна реалiзацiя розв’язання задачi (19)
надає змогу дiзнаватися деформацiї тiла з аксiаль-
ною симетрiєю. Виконуючи замiну (2) та розв’язання
оберненої задачi деформацiї – знаходження вектора
деформацiї тiла за вiдомим тензором деформацiї дає
змогу дiзнаватися тi чи iншi властивостi при рiзних
граничних умовах.
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