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Анотацiя
В доповiдi представленi результати роботи реалiзацiї рiзницевої схеми для квазiлiнiйної модифiкацiї гiперболiчного
рiвняння Бюргерса.
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Вступ

Рiвняння Бюргерса є модельним: застосовується в
акустицi, гiдродинамiцi для моделювання поведiнки
ударних хвиль, що поширюється в суцiльному се-
редовищi. Також за допомогою рiвняння Бюргерса
моделюють деякi економiчнi процеси, що можна опи-
сати поширенням збурень у суцiльному середовищi
з дисипацiєю. Рiвняння Бюргерса
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отримується з рiвняння Нав’є–Стокса шляхом вики-
дання з правої частини доданку, що мiстить тиск.
Але сучаснi дослiдження (див. [1] та огляд лiтерату-
ри там) показують що для швидкоплинних процесiв,
що протiкають в сильно нерiвноважних умовах, тре-
ба застосовувати бiльш точнi рiвняння, що узагаль-
нюють класичнi рiвняння, в тому числi Нав’є-Стокса
та Бюргерса. Зокрема, тут наводяться попереднi
результати дослiдження квазилiнiйної модифiкацiї
гiперболiчного рiвняння Бюргерса другого поряд-
ку за часом з багатомодовими (з багатьма горбами)
початковими умовами. В цiй роботi запропоновано
iнструмент для чисельного розв’язку квазилiнiйної
модифiкацiї гiперболiчного рiвняння Бюргерса:
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1. Опис рiзницевої схеми

Це рiвняння розв’язується за допомогою схеми на
шаблонi «хрест» [2, 3]. Найпростiша явна рiзницева
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схема для рiвняння (2) має наступний вигляд:
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𝑘(𝑢(𝑥𝑖, 𝑡𝑗))
𝑢(𝑥𝑖+1, 𝑡𝑗)− 2𝑢(𝑥𝑖, 𝑡𝑗) + 𝑢(𝑥𝑖−1, 𝑡𝑗)
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Це – явна схема. Виразимо звiдси 𝑢𝑖,𝑗+1, зроби-
мо замiну 𝑢𝑖,𝑗+1 → 𝑢𝑖,𝑗 , 𝑢𝑖,𝑗 → 𝑢𝑖,𝑗−1, 𝑢𝑖,𝑗−1 → 𝑢𝑖,𝑗−2

Отримаємо вираз для заповнення шарiв таблицi, по-
чинаючи з третього:
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Задача розв’язується за початкових умов:

𝑢(𝑥𝑚𝑖𝑛, 𝑡) = 𝜙1(𝑡)

𝑢(𝑥𝑚𝑎𝑥, 𝑡) = 𝜙2(𝑡)

𝑢(𝑥, 0) = 𝜓1(𝑥) (5)
𝜕𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑡
= 𝜓2(𝑡)

Нульовий та перший шари заповнюються, враховую-
чи початковi умови:

𝑢𝑖,0 =𝜓1(𝑡) (6)
𝑢𝑖,1 =𝑢𝑖,0 + 𝛿𝑡𝜓2(𝑥𝑖)

Точнiсть схеми: 𝑜(𝛿𝑡, 𝛿𝑥) – схема першого порядку
точностi.

2. Опис iнтерфейсу програми

Вхiднi данi для роботи програми користувач вво-
дить в термiналi. Ось типовий вигляд вводу поча-
ткових даних:

𝑃𝑙𝑒𝑎𝑠𝑒, 𝑖𝑛𝑝𝑢𝑡𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑠 : 𝑇𝑚𝑖𝑛 = 0.0;𝑇𝑚𝑎𝑥 =
100.0;𝑋𝑚𝑖𝑛 = −50.0;𝑋𝑚𝑎𝑥 = 50.0; 𝑑𝑒𝑙𝑡𝑎𝑇 =
0.1; 𝑑𝑒𝑙𝑡𝑎𝑋 = 0.1;𝑇𝑎𝑢 = 0.0;𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 = 1.0;𝑢(𝑥, 0) =
0.5*𝑚𝑎𝑡ℎ.𝑒𝑥𝑝(−𝑥*𝑥/30);𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0.0;𝑢(𝑋𝑚𝑖𝑛, 𝑡) =
0.0;𝑢(𝑋𝑚𝑎𝑥, 𝑡) = 0.0;𝑃ℎ𝑖(𝑢) = 𝑢; 𝑘(𝑢) = 0.1; 𝑘′(𝑢) =
0.0; 𝑓(𝑢) = 0.0..𝑃 𝑟𝑜𝑔𝑟𝑒𝑠𝑠 : 223𝑙𝑖𝑛𝑒𝑠𝑜𝑓1000𝑐𝑎𝑙𝑐𝑢𝑙𝑎𝑡𝑒𝑑.

Розберемо докладнiше кожен з елементiв, що вво-
дяться користувачем. Вiдрiзок [𝑇𝑚𝑖𝑛, 𝑇𝑚𝑎𝑥] задає
дiапазон, в якому змiнюється часова координата 𝑡
рiвняння Бюргерса з кроком 𝑑𝑒𝑙𝑡𝑎𝑇 = 𝛿𝑡. Анало-
гiчно, [𝑋𝑚𝑖𝑛,𝑋𝑚𝑎𝑥] задає дiапазон, в якому змi-
нюється просторова координата рiвняння з кроком
𝑑𝑒𝑙𝑡𝑎𝑋 = 𝛿𝑥. 𝑇𝑎𝑢 = 𝜏,𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 = 𝛾 - коефiцiєнти в
рiвняннi (2) Пiсля цього вводяться функцiї, що визна-
чають нелiнiйне рiвняння (3): 𝑃ℎ𝑖(𝑢) = 𝜙(𝑢), 𝑘(𝑢) =
𝑘(𝑢), 𝑘′(𝑢)− похiдна вiд функцiї 𝑘(𝑢), що обчислює-
ться користувачем та використовується в рiзницевiй
схемi, f(u) = 𝑓(𝑢). Пiсля вводу даних починається
обробка даних – обчислення таблицi. Iндикатором
прогресу виступає кiлькiсть обрахованих рядкiв.

3. Деякi результати роботи програми

Зауважимо, що при спецiальних значеннях коефi-
цiєнтiв та функцiй: 𝜏 = 1.0, 𝛾 = 0.0, 𝜙(𝑢) ≡ 0, 𝑘(𝑢) ≡
1.0, 𝑘′(𝑢) ≡ 0.0, 𝑓(𝑢) ≡ 0.0 дослiджуване рiвняння
обертається в добре вивчене хвильове:
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В загальному випадку рiвняння (2) має дуже бага-
тий спектр розв’язкiв. Для iлюстрацiї тут наведемо
випадок дослiдження поведiнки часткового випад-
ку рiвняння (2) при спецiальних «багатогорбових»
початкових умовах:
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3.1. Розв’язок при початкових умовах у
виглядi двох однакових горбiв

Початковi умови:

𝜓1(𝑥) = 𝑒−(𝑥−5)2/20 + 𝑒−(𝑥+5)2/20, (9)

𝜙1(𝑡) ≡ 𝜙2(𝑡) ≡
𝜕𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑡
≡ 0

Значення крокiв схеми такi: 𝛿𝑥 = 0.1, 𝛿𝑡 = 0.005
Поведiнку рiвняння за таких початкових умов у вiд-
повiднi моменти часу описують рисунки 1, 2, 3.

Рис. 1. t = 0

Рис. 2. t = 0.265

Рис. 3. t = 6.875



Рис. 4. t = 0

Рис. 5. t = 0.505

Рис. 6. t = 1.56

3.2. Розв’язок при початкових умовах у
виглядi суми 7 гаусових розподiлiв

Початковi умови:

𝜓1(𝑥) = 𝑒−(𝑥−6)2/20 + 0.5𝑒−(𝑥+5)2/35+

1.5𝑒−(𝑥−20)2/15 + 𝑒−(𝑥−50)2/45−

𝑒−(𝑥+30)/30 − 0.8𝑒−(𝑥−60)2/100+ (10)

0.6𝑒−(𝑥+65)2/150,

𝜙1(𝑡) ≡ 𝜙2(𝑡) ≡
𝜕𝑢(𝑥, 0)

𝜕𝑡
≡ 0

Значення крокiв схеми такi: 𝛿𝑥 = 0.1, 𝛿𝑡 = 0.005
Поведiнку рiвняння за таких початкових умов у вiд-
повiднi моменти часу описують рисунки 4, 5, 6.

3.3. Аналiз результатiв

Хоча на рисунках 1-6 наведено для iлюстрацiї ли-
ше попереднi обрахунки, навiть вони мають цiкавi
особливостi. Так, графiки вище показують форму-
вання багато-пiкового пакету коливань з суми гау-
совських розподiлiв. Наведенi розв’язки вже можуть
бути цiкавими для дослiдження умов виникнення
так званих “multi-bump solutions” в розподiлений
середовищах (див., наприклад, [4]).

Висновки
Таким чином, в роботi наведено рiзницеву схему

для квазилiнiйної модифiкацiї гiперболiчного рiвня-
ння Бюргерса та деякi результати з обрахункiв його
розв’язкiв, що показують перспективнiсть подаль-
ших дослiджень.
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