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ПОВОРОТНИМИ ПОСЛIДОВНОСТЯМИ 𝑘-ГО ПОРЯДКУ
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Якщо поворотна послiдовнiсть 𝑘-го порядку задана своїм рекурентним
спiввiдношенням 𝑥𝑛 =

∑︀𝑘
𝑝=1 𝑎𝑝 𝑥𝑛−𝑝, то виникає необхiднiсть для зручно-

стi обчислень або вивчення властивостей елементiв даної послiдовностi та
iнших задач знайти альтернативний метод визначення загального члена
𝑥𝑛. Це або аналiтична формула типу формули Бiне, або вираження через
бiномiальнi коефiцiєнти, континуанти, матрицi i т. д. У данiй роботi для
цього розглянемо (𝑘 + 1)-дiагональнi матрицi типу Теплiца–Гессенберга.

Розглянемо матрицю 𝐴𝑛(𝑎0; 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘) та обчислимо її визначник
методом рекурсивних спiввiдношень. Маємо, розкладаючи покроково за
елементами першого стовпчика,

∆𝑛 = det𝐴𝑛 (𝑎0, 𝑎1, ... 𝑎𝑘) =

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒

𝑎1 𝑎2 𝑎3 ... 𝑎𝑘 0 ... 0 0
𝑎0 𝑎1 𝑎2 ... 𝑎𝑘−1 𝑎𝑘 ... 0 0
0 𝑎0 𝑎1 ... 𝑎𝑘−2 𝑎𝑘−1 ... 0 0
... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... 0 0 ... 𝑎1 𝑎2
0 0 0 ... 0 0 ... 𝑎0 𝑎1

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
𝑛

= 𝑎1∆𝑛−1 − 𝑎0

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒

𝑎2 𝑎3 𝑎4 ... 𝑎𝑘 0 ... 0 0
𝑎0 𝑎1 𝑎2 ... 𝑎𝑘−2 𝑎𝑘−1 ... 0 0
0 𝑎0 𝑎1 ... 𝑎𝑘−3 𝑎𝑘−2 ... 0 0
... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 0 0 ... 0 0 ... 𝑎1 𝑎2
0 0 0 ... 0 0 ... 𝑎0 𝑎1

⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
⃒⃒
𝑛−1

= 𝑎1∆𝑛−1 − 𝑎0 𝑎2∆𝑛−2 + 𝑎20 𝑎3∆𝑛−3 − 𝑎30 𝑎4∆𝑛−4 + ...+

+ (−1)𝑘−2 𝑎𝑘−2
0 𝑎𝑘−1∆𝑛−𝑘−1 + (−1)𝑘−1𝑎𝑘−1

0 𝑎𝑘∆𝑛−𝑘 =

=

𝑘∑︁

𝑝=1

(−1)𝑝−1𝑎𝑝−1
0 𝑎𝑝 ∆𝑛−𝑝.

Або, якщо 𝑎0 = −1, то ∆𝑛 = det𝐴𝑛(−1; 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘) =
∑︀𝑘
𝑝=1 𝑎𝑝 ∆𝑛−𝑝.

Для обчислення ∆𝑛 складемо характеристичне рiвняння

𝜆𝑘 − 𝑎1𝜆𝑘−1 − 𝑎2𝜆𝑘−2 − · · · − 𝑎𝑘−1𝜆− 𝑎𝑘 = 0.
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Знайдемо коренi цього многочлена 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑘 та запишемо ∆𝑛 =
𝐶1𝜆

𝑛
1 + 𝐶2𝜆

𝑛
2 + · · · + 𝐶𝑘𝜆

𝑛
𝑘 , де константи 𝐶1, 𝐶2, . . . , 𝐶𝑘 знаходимо iз по-

чаткових умов ∆1,∆2, . . . ,∆𝑘.
Вiдмiтимо тепер, що для вiдповiдної поворотної послiдовностi 𝑘-го по-

рядку з 𝑥𝑛 =
∑︀𝑘
𝑝=1 𝑎𝑝𝑥𝑛−𝑝 =

∑︀𝑘
𝑝=1 𝑎𝑝∆𝑛−𝑝 та узгодженими початковими

умовами 𝑥1 = ∆1, 𝑥2 = ∆2, . . . , 𝑥𝑘 = ∆𝑘, алгоритм дiй для знаходження
𝑥𝑛 та ∆𝑛 iдентичний. Тому робимо висновок, що

𝑥𝑛 = det𝐴𝑛(−1; 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘),

тобто маємо шукане представлення загального члена вiдповiдної поворо-
тної послiдовностi у виглядi визначника (𝑘 + 1)-дiагональної матрицi.

Приклад 1. При 𝑎1 = 2, 𝑎2 = −2, маємо 𝑥𝑛+1 = 2𝑥𝑛 − 2𝑥𝑛−1, з п. у.
𝑥0 = 1, 𝑥1 = 2. Тодi {𝑥𝑛} = {1, 2, 2, 0,−4, ...}; 𝜆2 − 2𝜆+ 2 = 0; 𝜆1,2 = 1± 𝑖,

𝑥𝑛 = 𝐶1𝜆
𝑛
1 +𝐶2𝜆

𝑛
2 = 𝐶1(1+𝑖)𝑛+𝐶2(1−𝑖)𝑛, де

{︃
𝐶1 + 𝐶2 = 1,

𝐶1(1 + 𝑖) + 𝐶2(1− 𝑖) = 2.

𝑥𝑛 = (1 + 𝑖)𝑛−1 + (1− 𝑖)𝑛−1 = (
√

2)𝑛+1 cos (𝑛−1)𝜋
4 , 𝑥𝑛 = det𝐴𝑛(−1, 2,−2).

Приклад 2. Розглянемо det𝐴𝑛(−1, 4, 1,−16, 12).
Вiдповiдна послiдовнiсть задана таким рекурентним спiввiдношенням:

𝑥𝑛+1 = 4𝑥𝑛+𝑥𝑛−1−16𝑥𝑛−2+12𝑥𝑛−3. Характеристичне рiвняння: 𝜆4−4𝜆3−
𝜆2+16𝜆−12 = (𝜆−1)(𝜆2−4)(𝜆−3) = 0, 𝜆1−4 = {1;−2; 2; 3}. Послiдовнiсть
𝑥𝑛 = {0, 0, 0, 1, 4, 17, 56, 189, . . . }, 𝑥𝑛 = 𝐶1 + 𝐶2(−2)𝑛 + 𝐶32𝑛 + 𝐶43𝑛, де
𝐶1 = 1

6 , 𝐶2 = − 1
60 , 𝐶3 = 1

4 , 𝐶4 = 1
10 , тобто 𝑥𝑛 = 1

6 − 1
60 (−2)𝑛 − 1

42𝑛 +
1
103𝑛. Таким чином, маємо формулу загального члена при 𝑛 > 1: 𝑥𝑛+3 =
det𝐴𝑛(−1, 4, 1,−16, 12).
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