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Анотацiя

Ця доповiдь присвячена визначнику Вронського (вронськiану), вона включає в
себе такi аспекти: швидке знайомство з ученим, пояснення явища «вронськiан»,
доведення його недосконалостi.
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Юзеф Вронський
Юзеф Гоене-Вронський (Józef Maria Hoene-

Wroński, 1776–1853) — польський учений першої по-
ловини XIX столiття, сферами iнтересiв якого були
вища математика та iсторiя фiлософiї. Цi науки
вiн поїхав вивчати до Нiмеччини пiсля участi в бойо-
вих дiях пiд час захисту Варшави в 1794 роцi в якостi
офiцера артилерiї. Його iдеї в галузi математики були
досить проривними для того часу, i навiть такий вiдо-
мий учений як Жозеф Лагранж був тiєї думки, що
теорiї Вронського можуть зробити переворот у на-
уцi, але через його складний характер, схильнiсть до
мiстицизму та складнi формулювання в його роботах

науковi досягнення Юзефа були непомiченi його сучасниками. Але пiсля смертi
Вронського в другiй половинi XIX столiття було виявлено, що йому належить
авторство значної кiлькостi методiв i деяких тверджень, якi на той час були заново
вiдкритi iншими математиками. Одним з найважливiших його досягнень, яке
викарбувало його прiзвище в сучаснiй теорiї математичного аналiзу, є визначник
Вронського (вронськiан).
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Визначник Вронського (вронськiан)
Так як авторство бiльшостi досягнень Вронського було розкрито пiсля смертi

ученого, то, як наслiдок, одне з найважливiших його математичних вiдкриттiв отри-
мало свою назву не вiд самого автора, а назву було запропоновано шотланд-
ським ученим Томасом Муiром (Thomas Patterson Brown Muir, 1844-1934) у
1882 роцi в його монографiї про визначники.

Означення. Визначник Вронського (вронськiан) (класичний) — це визначник
квадратної матрицi (зазвичай позначається W), яка складається з двох або бiльше
функцiй (перший рядок матрицi) та їх похiдних (iншi рядки матрицi) та має такий
вигляд:

W
[︀
𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), . . . , 𝑓𝑛(𝑥)

]︀
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒
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𝑛 (𝑥)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒ , де n – це

кiлькiсть функцiй.

Узагальнений вронськiан[Gatto, Scherbak] — це адаптована версiя кла-
сичного визначення для роботи з функцiями декiлькох змiнних, диферен-
цiальних рiвнянь з частинними похiдними або багатовимiрними полiно-
мами. Головною вiдмiннiстю узагальненого поняття вiд класичного є замiна в
матрицi послiдовних похiдних за x на диференцiальнi оператори (частинних
похiдних чи iншi). Зазвичай таку матрицю позначають як M(𝑥), та вона має
наступний вигляд:

M(𝑥) =
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(︀
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⎞⎟⎟⎠ , де n – це кiлькiсть фун-

кцiй, а Dn−1(fn) – диференцiальний оператор.
Наприклад, для диференцiйного оператора частинних похiдних Dn−1(fn) прийме

наступний вигляд:
Di

(︀
fj
)︀

=
∑︀

|𝛼|⩽𝑖 𝑎𝛼
𝜕 |𝛼|𝑓𝑗

𝜕𝑥
𝛼1
1 ...𝜕𝑥𝛼𝑚

𝑚
, де 𝛼 – це iндекс, а a𝛼 – сталi.

А сам узагальнений вронськiан — це визначник матрицi M(𝑥):
W

(︀
𝑓1, . . . , 𝑓𝑛

)︀
(𝑥) = det

(︀
M(𝑥)

)︀
.

Також вронськiан можна загалом використовувати для лiнiйних однорi-
дних диференцiальних рiвнянь (ЛОДР) n-го порядку. Якщо вiдомi n− 1
його розв’язкiв, то останнiй можна знайти за допомогою цього визначника.
Приклад 1. Для двох рiвнянь другого порядку у формi:

𝑦′′ + 𝑔(𝑥) 𝑦′ + ℎ(𝑥) 𝑦 = 0
Є дiйсними наступнi вирази:
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𝑊 ′ + 𝑔(𝑥)𝑊 = 0 або 𝑊 = 𝐶 𝑒
−

∫︁
𝑔(𝑥) 𝑑𝑥

, де W
(︀
𝑦1, 𝑦2

)︀
(𝑥) = 𝑦1 𝑦

′
2 − 𝑦2 𝑦

′
1,

𝑎 W′(︀𝑦1, 𝑦2)︀(𝑥) = 𝑔(𝑥)𝑊 (𝑥).

Контрприклади
Вронськiан використовується для аналiзу функцiй на лiнiйну залежнiсть мiж

собою, а саме якщо W ̸= 0, то функцiї є лiнiйно незалежними. Також вiн має
ключове значення для дослiдження лiнiйних зв’язкiв у розв’язках одного й того
самого ЛОДР з неперервними коефiцiєнтами. У такому випадку виконуються
базовi твердження:

∙ Якщо W ̸= 0 у деякiй точцi, то набiр розв’язкiв на вiдповiдному iнтервалi
лiнiйно незалежний;

∙ Якщо W = 0, то розв’язки лiнiйно залежнi.
Проте для довiльних функцiй (якi необов’язково є розв’язками ЛОДР) iснують

контрприклади, коли тотожний нуль Вронськiана не означає їх лiнiйної залежностi.

Приклад 2. Функцiї з модулем.[Wirkus, Swift]
Нехай задано двi функцiї, якi потрiбно дослiдити на лiнiйну залежнiсть:

f1(𝑥) = 𝑥3, f2(𝑥) = |𝑥|3
Застосуємо вронськiан:

W
(︀
𝑓1, 𝑓2

)︀
(𝑥) =

⃒⃒⃒⃒
𝑓1(𝑥) 𝑓2(𝑥)
𝑓 ′
1(𝑥) 𝑓 ′

2(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
= 𝑥3 𝑑

𝑑𝑥

(︀
|𝑥|3

)︀
− 3𝑥2

⃒⃒
𝑥
⃒⃒3
.

Через |x|3 маємо два випадки:
1. Для x > 0: |𝑥|3 = 𝑥3, 𝑑

𝑑𝑥

(︀
|𝑥|3

)︀
= 3𝑥2, тодi вронськiан дорiвнює:

W1

(︀
𝑓1, 𝑓2

)︀
(𝑥) = 𝑥3 · 3𝑥2 − 3𝑥2 · 𝑥3 = 0.

2. Для x < 0: |𝑥|3 = −𝑥3, 𝑑
𝑑𝑥

(︀
|𝑥|3

)︀
= −3𝑥2, тодi вронськiан дорiвнює:

W2

(︀
𝑓1, 𝑓2

)︀
(𝑥) = 𝑥3 ·

(︀
−3𝑥2

)︀
− 3𝑥2

(︀
−𝑥3

)︀
= 0.

Отже, вронськiан тотожно дорiвнює нулю на обох iнтервалах, що повинно було
б свiдчити, що функцiї є лiнiйно залежними.

Перевiрка:
𝛼1𝑥

3 + 𝛼2

⃒⃒
𝑥
⃒⃒3
= 0

Знову маємо розгалуження розв’язкiв:
1. Для x > 0: |𝑥|3 = 𝑥3:

𝛼1𝑥
3 + 𝛼2𝑥

3 = 0
(𝛼1 + 𝛼2)𝑥

3 = 0 ⇒ 𝛼1 + 𝛼2 = 0 ⇒ 𝛼1 = −𝛼2

2. Для x < 0: |𝑥|3 = −𝑥3:
𝛼1𝑥

3 − 𝛼2𝑥
3 = 0

(𝛼1 − 𝛼2)𝑥
3 = 0 ⇒ 𝛼1 − 𝛼2 = 0 ⇒ 𝛼1 = 𝛼2.
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Отже, значення коефiцiєнтiв вiдрiзняються на множник −1, з чого випливає,
що єдиним випадком, коли виконується умова 𝑎1𝑓1(𝑥) + 𝑎2𝑓2(𝑥) = 0, є 𝑎1 = 𝑎2 = 0,
що свiдчить про лiнiйну незалежнiсть функцiй.
Приклад 3. Кусково-заданi функцiї.[Wirkus, Swift]

𝑓1(𝑥) =

{︃
𝑒𝑥, 𝑥 ⩾ 0,

0, 𝑥 < 0,
𝑓2(𝑥) =

{︃
0, 𝑥 ⩾ 0,

𝑒−𝑥, 𝑥 < 0.

Як пiдсумок, Вронськiан не є унiверсальним iндикатором лiнiйної залежностi
для будь-яких функцiй. Його визначна властивiсть залишається справедливою у
чiтко визначених умовах, зокрема коли йдеться про сiмейство розв’язкiв ЛОДР
(з неперервними коефiцiєнтами). Якщо ж умови виходять за цi рамки, слiд бути
обережним: нульове значення Вронськiана не гарантує, що функцiї лiнiйно залежнi.

Висновок
Отже, визначник Вронського (Вронськiан) є серйозним iнструментом у теорiї

лiнiйних диференцiальних рiвнянь, дозволяючи просто й ефективно перевiряти лi-
нiйну незалежнiсть (або залежнiсть) розв’язкiв. Завдяки властивостям Вронськiана
можна:

∙ Оцiнювати повноту системи розв’язкiв для ЛОДР n-го порядку з неперерв-
ними коефiцiєнтами;

∙ Знаходити невiдомi розв’язки, якщо вже вiдомо n− 1 незалежних розв’язкiв;
∙ Застосовувати у фiзичних задачах: при моделюваннi коливальних, хвильових,

електричних процесiв часто достатньо одного-двох обчислень Вронськiана, щоб
переконатися в правильностi побудованих фундаментальних систем розв’язкiв.

Також узагальнене поняття Вронськiана використовується й в алгебраїчнiй
геометрiї та теорiї чисел. Зокрема, Теорема Рота (одна з фундаментальних у
дiофантовiй апроксимацiї) спирається на результат про «узагальненi Вронськiани»:
якщо всi вони тотожно дорiвнюють нулю для певного набору полiномiв, то цi
полiноми є лiнiйно залежними.

Отож, Визначник Вронського (вронськiан) є важливим iнструментом не лише в
теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь (ЗДР), а й у багатьох сучасних роздiлах
математичного аналiзу та сумiжних сферах.
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