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Передмова

При розв’язуваннi конкретних задач з рiзних галузей знань
не завжди можна знайти безпосереднiй зв’язок мiж змiнни-
ми, якi описують розглядуваний процес або явище. У багатьох
випадках одержується спiввiдношення, яке зв’язує мiж собою
незалежну змiнну, функцiю вiд неї та її похiднi. Таке спiввiд-
ношення називається диференцальним рiвнянням.

Пропонований навчальний посiбник, що є переробленим
варiантом посiбника [3], має на метi дати читачевi основи знань
з класичної теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь, якi
необхiднi для складання математичних моделей рiзних при-
кладних задач та їхнього розв’язування. За традицiєю посiб-
ник включає роздiли, в яких розглядаються звичайнi диферен-
цiальнi рiвняння i рiвняння з частинними похiдними першого
порядку.

Посiбник написано на основi лекцiй, що читалися авторами
студентам рiзних спецiальностей у рiзних навчальних закла-
дах. Вiн складається з семи роздiлiв, якi подiленi на параграфи
та пункти. Виклад матерiалу проведено стисло й в доступнiй
формi. Оскiльки посiбник розрахований на студентiв природ-
ничих та iнженерних спецiальностей, то наведено багато задач
з рiзних галузей знань, математичнi моделi яких описуються
диференцiальними рiвняннями або системами рiвнянь. Крiм
того, в кiнцi кожного параграфа пропонуються задачi та впра-
ви для самостiйного розв’язування, що дає можливiсть вико-
ристовувати посiбник також як збiрник задач i вправ. Значну
увагу придiлено теорiї рiвнянь другого порядку, а також теорiї
стiйкостi. Окремий роздiл присвячено застосуванню диферен-
цiальних рiвнянь до задач економiки, технiки i природознав-
ства.
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Вступ

При розв’язуваннi багатьох рiзноманiтних прикладних за-
дач використовують математичнi моделi, в основi яких лежать
диференцiальнi рiвняння. Диференцiальним називається
рiвняння, яке зв’язує мiж собою незалежну змiнну або змiннi,
шукану функцiю та похiднi рiзних порядкiв вiд цiєї функцiї.
При цьому рiвняння може не мiстити в явному виглядi неза-
лежну змiнну (змiннi) та шукану функцiю, але обов’язково мi-
стить одну або декiлька похiдних вiд шуканої функцiї.

Якщо шукана функцiя залежить вiд однiєї змiнної, то ди-
ференцiальне рiвняння називається звичайним, якщо ж вiд
декiлькох – рiвнянням iз частинними похiдними. Ми роз-
глядатимемо, в основному, звичайнi диференцiальнi рiвняння.

У загальному випадку звичайне диференцiальне рiвняння
можна записати у виглядi

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0, (1)

де F – вiдома функцiя вiд n + 2 змiнних, n ∈ N. Найвищий
порядок n похiдної, яка входить в (1), називається порядком
диференцiального рiвняння. Наприклад, рiвняння y′ = 3x2, y′−√
y = 0 – це рiвняння першого порядку; рiвняння y′′+ω2y = 0,

y′′ − y = x2 – другого порядку; рiвняння y(4) + y′′ lnx = x –
четвертого порядку.

Розв’язком диференцiального рiвняння (1) на про-
мiжку X називається функцiя y = φ(x), яка визначена i непе-
рервна разом зi своїми похiдними до порядку рiвняння на цьо-
му промiжку i така, що при пiдставляннi її в рiвняння пере-
творює його в тотожнiсть

F (x, φ(x), φ′(x), . . . , φ(n)(x)) = 0, x ∈ X.

Задача про знаходження розв’язку диференцiального рiв-
няння називається задачею iнтегрування цього рiвняння.
Предметом iнтегрування диференцiального рiвняння є вiдшу-
кання за цим рiвнянням зв’язку мiж залежною i незалежною
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змiнними, з якого одержуємо функцiю або функцiї, що задо-
вольняють задане диференцiальне рiвняння. Графiк розв’язку
диференцiального рiвняння називається iнтегральною кри-
вою або iнтегральною лiнiєю. Область iснування розв’язку
рiвняння (1), взагалi кажучи, не збiгається з множиною зна-
чень незалежної змiнної x з областi задання рiвняння. На-
приклад, для рiвняння першого порядку y′ = 1 + y2 функцiя
F (x, y, y′) = y′ − 1 − y2 визначена для всiх x, y i y′, а тому
x ∈ (−∞,+∞). Однак його розв’язок y = tg x визначений ли-
ше для x ̸= (2n+1)π

2 , n ∈ Z.
Приклад 1. Розв’язати рiвняння y′ = x2.
J Розв’язати це рiвняння означає, що треба знайти функ-

цiю y, похiдна вiд якої дорiвнює x2, тобто треба знайти первiсну
для функцiї f(x) = x2, x ∈ R. З iнтегрального числення вiдо-

мо, що такою є функцiя y =
x3

3
+ C, x ∈ R, де C – довiльна

стала з R. I
З прикладу 1 видно, що розв’язок рiвняння визначається

неоднозначно, тобто диференцiальне рiвняння визначає сiм’ю
iнтегральних лiнiй на площинi. Для видiлення конкретного
розв’язку треба задати додаткову умову. Такою умовою є
y(x0) = y0 або умова того, що iнтегральна лiнiя проходить че-
рез задану точку (x0, y0).

Загальним розв’язком диференцiального рiвняння (1) n-
го порядку називається вираз

y = φ(x,C1, . . . , Cn), (2)

який мiстить n довiльних сталих C1, . . ., Cn i такий, що при
вiдповiдному виборi цих сталих з (2) одержуємо будь-який
розв’язок рiвняння (1), який належить до певного класу.

Частинним розв’язком диференцiального рiвняння на-
зивається розв’язок, який одержується iз загального розв’язку
при деяких конкретних числових значеннях сталих C1, C2, . . .,
Cn.

У наступних параграфах ми уточнимо поняття загального
та частинного розв’язкiв диференцiального рiвняння.
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Наведемо приклади задач iз рiзних галузей науки i приро-
дознавства, якi описуються диференцiальними рiвняннями.

Приклад 2. Вiдомо, що радiоактивна речовина маси m0

має перiод пiврозпаду T , тобто за час T у результатi розпаду
залишається

m0

2
речовини. Треба знайти закон, який описує

залежнiсть маси речовини вiд часу.
J Нехай m(t) – маса речовини в момент часу t. Згiдно з

законом радiоактивного розпаду швидкiсть розпаду в момент
часу t пропорцiйна наявнiй масi речовини в цей самий момент
часу, тобто

dm(t)

dt
= −km(t), (3)

де k – додатний коефiцiєнт пропорцiйностi. Знак мiнус взято
для позначення розпаду.

Легко можна переконатися, що функцiя

m(t) = Ce−kt, t ≥ 0, (4)

де C – довiльна стала з R, є розв’язком рiвняння (3).
Оскiльки в початковий момент часу t = 0 булоm0 речовини,

тобто m(0) = m0, то, пiдставивши в (4) t = 0, дiстанемо

m0 = Ce 0 або C = m0.

Тому
m(t) = m0e

−kt.

Для знаходження коефiцiєнта k скористаємося тим, що
m(T ) =

m0

2
. Тодi

m0

2
= m0e

−kT або e kT = 2,

звiдки випливає, що k =
1

T
ln 2.

Отже, закон радiоактивного розпаду має вигляд

m(t) = m0e
− t

T
ln 2 = m02

− t
T , t > 0. I
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Досвiд показує, що рiзнi за змiстом задачi приводить до
однакових диференцiальних рiвнянь. Використання диферен-
цiального рiвняння як моделi деякого процесу зручне тим, що
воно описує еволюцiю процесу з часом та характер можливих
змiн у залежностi вiд його початкового стану.

Приклад 3. Швидкiсть обезцiнювання обладнання внаслi-
док зношення пропорцiйна фактичнiй його вартостi в цей са-
мий момент часу. Якою буде вартiсть обладнання пiсля його
використання впродовж t рокiв, якщо початкова вартiсть ста-
новила y0 гр.од.?

J Нехай y(t) – вартiсть обладнання у момент часу t. Змi-
на вартостi (обезцiнювання) дорiвнює рiзницi y0 − y(t). Швид-

кiсть обезцiнювання
d(y0 − y(t))

dt
пропорцiйна фактичнiй вар-

тостi y(t) у момент часу t, тобто

d(y0 − y(t))

dt
= ky(t)

або
dy(t)

dt
= −ky(t),

де k – коефiцiєнт пропорцiйностi.
Одержали рiвняння, яке з точнiстю до позначень збiгається

з рiвнянням (3). Його розв’язком з урахуванням початкової
умови y(0) = y0 є функцiя

y(t) = y0e
−kt, t > 0. I

Приклад 4. Матерiальна точка масиm падає пiд дiєю сили
земного тяжiння. Треба знайти закон руху точки, тобто шлях,
пройдений точкою за час t, якщо в початковий момент часу
t = 0 точка мала швидкiсть v0.

J Вертикальну пряму, вздовж якої рухається точка, вiзь-
мемо за вiсь Oy. За початок координат вiзьмемо точку осi, що
вiдповiдає положенню точки в початковий момент часу t = 0,
тобто y(0) = 0. За додатний напрямок осi Oy приймемо напря-
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мок до Землi. Пройдений точкою шлях y
є деякою функцiєю часу t. Треба визна-
чити цю функцiю. З фiзики вiдомо, що
при вiльному падiннi прискорення стале
i дорiвнює g ≈ 9, 81 м/с2. З iншого бо-
ку, прискорення дорiвнює другiй похiднiй?


y

O

y(t)

вiд шляху за часом, тобто y′′(t). Прирiвнявши цi два вирази,
дiстанемо диференцiальне рiвняння другого порядку

y′′(t) = g. (5)

Легко пересвiдчитися, що сукупнiсть розв’язкiв цього рiв-
няння визначається рiвнiстю

y = g
t2

2
+ C1t+ C2, t > 0, (6)

де C1 i C2 – довiльнi сталi.
Якщо в початковий момент часу t = 0 точка займала певне

положення y0 i мала початкову швидкiсть v0, тобто

y(0) = y0, y′(0) = v0,

то з рiвностi (6) знаходимо, що

C1 = v0, C2 = y0.

Отже, закон вiльного падiння тiла має вигляд

y = g
t2

2
+ v0t+ y0, t > 0. I

Приклад 5. Знайти рiвняння кривої, для якої кутовий ко-
ефiцiєнт дотичної в довiльнiй її точцi у три рази бiльший за
кутовий коефiцiєнт прямої, що проходить через цю точку i по-
чаток координат.

J
Згiдно з умовою tg β = 3 tgα.
Оскiльки tg β = dy

dx , а tgα = y
x ,

то матимемо диференцiальне рiв-
няння dy

dx = 3 yx . Очевидно, що
розв’язком цього рiвняння є функ-
цiя y = Cx3, C ∈ R. I
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Роздiл 1
Диференцiальнi рiвняння першого

порядку

§ 1. Загальнi поняття про диференцiальне
рiвняння першого порядку

Диференцiальне рiвняння першого порядку зв’язує
мiж собою незалежну змiнну, шукану функцiю i її першу похiд-
ну. Тому в загальному випадку його можна записати у виглядi

F (x, y, y′) = 0, (1)

де x – незалежна змiнна, значення якої заповнюють деяку мно-
жину X ⊂ R, y – шукана функцiя вiд x, а y′ – її похiдна.

Рiвняння (1) може не мiстити в явному виглядi x i y, але
обов’язково мiстить y′.

Розв’язавши рiвняння (1), якщо це можливо, вiдносно по-
хiдної y′, дiстанемо

y′ = f(x, y), (x, y) ∈ D ⊂ R2. (2)

Рiвняння (2) називається рiвнянням першого порядку,
розв’язаним вiдносно похiдної.

Очевидно, що рiвняння (2) можна записати ще так:
dy

dx
= f(x, y) або f(x, y)dx− dy = 0, (x, y) ∈ D.

У такому виглядi воно є частинним випадком загальнiшого
рiвняння

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0,
яке так само називають диференцiальним рiвнянням першого
порядку. Обидвi змiннi x i y входять у це рiвняння вже рiв-
ноправно, а тому будь-яку з них модна взяти за незалежну
змiнну.

Розглянемо рiвняння (2), де f – деяка задана неперервна
функцiя в областi D.

Функцiя y = φ(x), x ∈ X, називається розв’язком дифе-
ренцiального рiвняння (2), якщо:
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1) φ має неперервну похiдну φ′(x), x ∈ X;
2) (x, φ(x)) ∈ D при всiх x ∈ X;
3) φ′(x) = f(x, φ(x)), x ∈ X.
Приклад 1. Довести, що функцiя y = sinx є розв’язком

рiвняння y′ + y ctg x− 2 cosx = 0, x ̸= nπ, n ∈ Z.
J Маємо y′ = cosx, x ∈ R. Пiдставивши y i y′ у рiвняння,

одержимо
cosx+ sinx · ctg x− 2 cosx = 0

або
cosx+ cosx− 2 cosx = 0, x ̸= nπ, n ∈ Z,

а це й означає, що y = sinx є розв’язком заданого рiвняння при
x ̸= nπ, n ∈ Z. I

Пiзнiше ми переконаємося в тому, що при знаходженнi
розв’язку диференцiального рiвняння доводиться виконувати
операцiю iнтегрування. Тому процес знаходження розв’язку
диференцiального рiвняння називається ще iнтегруванням
диференцiального рiвняння.

Лiнiя в областi D, яка є графiком деякого розв’язку рiв-
няння (2), називається iнтегральною лiнiєю цього диферен-
цiального рiвняння.

З’ясуємо геометричний змiст диференцiального рiвняння
першого порядку (2).

Розглядатимемо в рiвняннi (2) змiннi x i y як декартовi
координати точки на площинi R2. Нехай y = φ(x), x ∈ X, –
розв’язок рiвняння (2). Це означає, що

φ′(x) = f(x, φ(x)), x ∈ X. (3)

Вiзьмемо на графiку функцiї y = φ(x), x ∈ X, тобто на
iнтегральнiй лiнiї, довiльну точку M(x, y) i проведемо в цiй
точцi дотичну до лiнiї. Згiдно з геометричним змiстом похiдної

φ′(x) = tgα, (4)

де α – кут нахилу дотичної до осi Ox. Iз спiввiдношень (2) – (4)
випливає, що tgα = f(x, φ(x)) = f(x, y), де (x, y) – координати
точки M . Отже, кутовий коефiцiєнт дотичної до iнтегральної
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лiнiї в кожнiй її точцi дорiвнює значенню в цiй точцi правої
частини диференцiального рiвняння (2). Це означає, що дифе-
ренцiальне рiвняння (2) визначає у кожнiй точцi (x, y) ∈ D на-
прямок дотичної до iнтегральної лiнiї, що проходить через цю
точку. Сукупнiсть цих напрямкiв називається полем напрям-
кiв диференцiального рiвняння (2). Це поле можна зобразити,
якщо вiд вiдповiдних точок областi D провести стрiлки, що
утворюють з вiссю Ox кути α(x) = arctgφ′(x), додатний на-
прямок стрiлки можна вибрати довiльно, оскiльки арктангенс
визначає кут з точнiстю, кратною π (див. рисунок).

Задачу iнтегрування диференцiального рiвняння можна
тлумачити так: знайти таку лiнiю, щоб дотична в кожнiй
її точцi мала напрямок, що збiгається з напрямком поля в
цiй точцi, тобто треба провести лiнiю так, щоб стрiлки по-
ля показували напрямок дотичної до шуканої лiнiї в кожнiй
точцi.

Для того щоб полегшити побудову поля напрямкiв, знай-
демо всi точки областi D, в яких стрiлки мають один i той
самий напрямок. Множину цих точок називають iзоклiною
диференцiального рiвняння (2).

Рiвняння iзоклiни (лiнiї однакових напрямкiв) знаходиться
легко. Справдi, в кожнiй точцi iзоклiни тангенс кута нахилу
напрямкiв поля має одне й те саме значення tgα = k. Оскiльки,
з iншого боку, tgα = y′ = f(x, y), то координати кожної точки
iзоклiни задовольняють рiвняння

f(x, y) = k. (5)
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Спiввiдношення (5) є рiвнянням iзоклiни диференцiально-
го рiвняння (2). Якщо припустити, що k в рiвняннi (5) може
набувати рiзних значень, то це рiвняння можна розглядати як
рiвняння сiм’ї iзоклiн.

Приклад 2. Побудувати поле напрямкiв рiвняння
dy

dx
= x2 + y2

i накреслити iнтегральнi кривi.
J Рiвняння iзоклiн заданого рiвняння має вигляд x2+ y2 =

= k, тобто iзоклiнами є концентричнi кола радiуса
√
k, k ≥ 0,

з центром у початку координат. У точках кожного з кiл треба
провести вiдрiзки, якi утворюють з вiссю Ox один i той самий

кут α, тангенс якого дорiвнює k. При k =
1

2
iзоклiною є коло

x2 + y2 =
1

2
, при k = 1 – коло x2 + y2 = 1 i т.д. Якщо k = 0,

то маємо рiвняння x2 + y2 = 0, яке задовольняє єдина точка
(0, 0). Для того щоб побудувати iнтегральну лiнiю, вiзьмемо на
площинi довiльну точку (x0, y0). Проведемо через неї лiнiю так,
щоб вона в кожнiй точцi мала напрямок поля, тобто напрямок
дотичної до неї в кожнiй її точцi збiгався з напрямком поля
в цiй точцi. Оскiльки (x0, y0) – довiльна точка площини R2,
то задане диференцiальне рiвняння має множину iнтегральних
лiнiй, зображених на наступному рисунку. I
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Розглянутий приклад 2 дозволяє зробити певнi висновки,
якi за вiдповiдних умов є правильними для широкого класу
диференцiальних рiвнянь першого порядку.

1) Диференцiальному рiвнянню (2) вiдповiдає безлiч iнте-
гральних лiнiй i, отже, безлiч розв’язкiв.

2) Для видiлення з цiєї множини конкретної iнтегральної
лiнiї треба задати точку (x0, y0), через яку повинна проходити
лiнiя. Це означає, що треба задати те значення y0 , якого набу-
ває розв’язок y = φ(x) при x = x0. Задане значення y0 шука-
ного розв’язку при x = x0 називається початковою умовою.
Вона записується так:

y(x)|x=x0 = y0 або y(x0) = y0, (6)

де (x0, y0) ∈ D.
Задача, в якiй треба знайти розв’язок рiвняння (2), що за-

довольняє умову (6), називається задачею Кошi.
Умови, за яких задача Кошi має єдиний розв’язок, визна-

чаються теоремою Кошi про iснування i єдинiсть
розв’язку: якщо права частина f рiвняння (2) i її частинна

похiдна
∂f

∂y
визначенi та неперервнi в деякiй областi D змi-

ни x i y, то для довiльної внутрiшньої точки (x0, y0) цiєї об-
ластi задане рiвняння має єдиний розв’язок y = φ(x), який
при x = x0 набуває значення y0.

Геометрично це означає, що через кожну внутрiшню точку
(x0, y0) областi D проходить єдина iнтегральна лiнiя.

Внутрiшнi точки областi D або точки її межi, в яких не ви-
конуються умови теореми про iснування i єдинiсть розв’язку,
називаються особливими точками диференцiального рiвнян-
ня. У цих точках має розрив або функцiя f або її частинна

похiдна
∂f

∂y
. Через кожну з таких точок може проходити або

декiлька iнтегральних лiнiй, або не проходити жодна.
Приклад 3. Дослiдити, чи має особливi точки рiвняння

dy

dx
=
y

x
.

J Права частина рiвняння f(x, y) =
y

x
i ї ї частинна похiдна
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∂f(x, y)

∂y
=

1

x
неперервнi при x ̸= 0. Отже, на всiй площинi Oxy,

за винятком осi Oy, права частина рiвняння задовольняє умови
теореми Кошi. Точки, якi лежать на осi Oy, є особливими.

Легко перевiрити, що розв’язком заданого рiвняння є функ-
цiя y = Cx, де C – довiльна стала. При конкретних значеннях
сталої C одержуємо рiзнi розв’язки цього рiвняння.

Нехай вiдомо, що y(x0) = y0, x0 ̸= 0. Пiдставляючи в су-
купнiсть розв’язкiв замiсть x i y їхнi значення x0 i y0, дiстане-
мо спiввiдношення для визначення сталої C, а саме, y0 = Cx0.
Звiдси випливає, що C =

y0
x0

i вiдповiдний частинний розв’язок

y =
y0
x0
x.

Сукупнiсть розв’язкiв y = Cx – це всi прямi, якi проходять
через початок координат, за винятком осi Oy. Через кожну
точку, що не лежить на осi Oy, проходить єдина пряма (iн-
тегральна лiнiя) з цiєї сукупностi. Через початок координат
проходить безлiч iнтегральних лiнiй. Порушення єдиностi по-
яснюється тим, що початок координат є особливою точкою.
Зауважимо, що через особливi точки, якi лежать на осi Oy i
не збiгаються з початком координат, не проходить жодна iнте-
гральна лiнiя. I

Теорема Кошi гарантує iснування розв’язку тiльки в мало-
му околi точки x0. Це iстотно, оскiльки розв’язок задачi Кошi
може за скiнченне значення x перетворитися в нескiнченнiсть.

Приклад 4.Розв’язати задачу Кошi
dy

dx
= y2, y(x0) = y0.

J Легко перевiримо, що всi розв’язки рiвняння визначають-
ся рiвнiстю

y =
1

C − x
,C ∈ R.

Задовольняючи початкову умову, дiстаємо y0 = 1
C−x0 або

C = x0 +
1
y0
. Тому розв’язок задачi Кошi має вигляд

y =
y0

1− (x− x0)y0
. (7)

Якщо y0 ̸= 0, то iнтегральною лiнiєю є гiпербола, а якщо
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y0 = 0, то вiсь Ox.
З формули (7) випливає, що розв’язок перетворюється у

нескiнченнiсть при x = x0 +
1
y0
, y0 > 0. I

Дамо означення загального та частинного розв’язкiв ди-
ференцiального рiвняння (2), права частина якого f задоволь-
няє в деякiй областi D умови теореми Кошi.

Функцiя y = φ(x,C), яка залежить вiд аргументу x i довiль-
ної сталої C, називається загальним розв’язком рiвняння (2)
в областi D, якщо вона задовольняє умови:

1) при довiльних значеннях сталої C, яка належать до дея-
кої множини, функцiя y = φ(x,C) є розв’язком рiвняння (2);

2) для кожної точки (x0, y0), що лежить усерединi областi
D, iснує єдине значення сталої C = C0 таке, що розв’язок y =
= φ(x,C0) задовольняє початкову умову (6).

Значення C = C0 знаходимо з умови

y0 = φ(x0, C0).

Будь-який розв’язок y = φ(x,C0) рiвняння (2), який одер-
жується iз загального розв’зку y = φ(x,C) при конкретному
значеннi C = C0, називається частинним розв’язком.

Якщо загальний розв’язок диференцiального рiвняння
знайдено у виглядi, не розв’язаному вiдносно y, тобто у виглядi
Φ(x, y, C) = 0, то вiн називається загальним iнтегралом
диференцiального рiвняння. Якщо, iнтегруючи рiвняння (2),
дiстаємо загальний iнтеграл у виглядi, розв’язаному вiдносно
довiльної сталої C, тобто ψ(x, y) = C, то лiву частину цiєї рiв-
ностi називають iнтегралом диференцiального рiвняння.

Нижче розглянемо методи знаходження розв’язкiв дифе-
ренцiальних рiвнянь першого порядку. Оскiльки не iснує єди-
ного методу знаходження розв’язкiв рiвняння (2) для довiльної
правої частини f , то видiлимо тi типи рiвнянь, якi iнтегрують-
ся в квадратурах, тобто їхнi розв’язки виражаються через
елементарнi функцiї або iнтеграли вiд них.
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§ 2. Рiвняння з вiдокремлюваними змiнними

Диференцiальне рiвняння першого порядку називається
рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними, якщо його
можна подати у виглядi

dy

dx
= f(x)g(y). (1)

Вважатимемо, що функцiя f неперервна на промiжку X, а
g – неперервна на промiжку Y , причому g(y) ̸= 0, y ∈ Y .

У рiвняннi (1) права частина є добутком функцiї тiльки вiд
x i функцiї тiльки вiд y. Воно iнтегрується за допомогою методу
вiдокремлення змiнних, який полягає в тому, що множенням i
дiленням рiвняння зводиться до такого вигляду, коли до однiєї
частини його входить тiльки функцiя вiд x i множник dx, а до
другої – функцiя вiд y i множник dy. У нашому випадку треба
помножити обидвi частини рiвняння (1) на dx i подiлити на
g(y):

dy

g(y)
= f(x)dx. (2)

Якщо рiвняння (1) подано у виглядi (2), то кажуть, що в ньому
змiннi вiдокремленi.

Припустимо, що ми знайшли розв’язок y(x) рiвняння (2).
Якщо функцiю y(x) пiдставити в це рiвняння, то воно перетво-
риться в тотожнiсть. Зiнтегрувавши її почленно, дiстанемо∫

dy

g(y)
+ C1 =

∫
f(x)dx+ C2

або ∫
dy

g(y)
=

∫
f(x)dx+ C, (3)

де C = C2 − C1 – довiльна стала. Тут i далi знак iнтеграла
означає взяття первiсної вiд пiдiнтегральної функцiї.

Отже, припускаючи, що y є розв’язком рiвняння (1), ми
дiстали спiввiдношення (3), яке зв’язує цей розв’язок y i неза-
лежну змiнну x, тобто дiстали загальний iнтеграл рiвняння
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(1). Якщо вдасться розв’язати його вiдносно y, то матимемо за-
гальний розв’язок заданого рiвняння. Легко пересвiдчуємося,
що кожний розв’язок рiвняння (3) є розв’язком рiвняння (1),
оскiльки коли деяка функцiя y(x) при пiдставляннi перетворює
рiвняння (3) в тотожнiсть, то диференцiюючи цю тотожнiсть,
переконуємося, що y(x) задовольняє i рiвняння (1).

Зауваження 1. При дiленнi обох частин рiвняння (1) на
g(y), ми могли втратити тi розв’язки, для яких g(y) = 0. Справ-
дi, якщо g(y0) = 0, то функцiя y = y0, очевидно, є розв’язком
рiвняння (1).

Приклад 1. Розв’язати рiвняння

xy′ + y = 0, x ̸= 0.

J Розв’язавши рiвняння вiдносно y′, одержимо y′ = −y
x

або
dy

dx
= −y

x
. Вiдокремлюючи змiннi, знаходимо

dy

y
= −dx

x
.

Зiнтегрувавши, дiстанемо∫
dy

y
= −

∫
dx

x
+ C1

або
ln |y| = − ln |x|+ C1,

де C1 – довiльна стала. Для спрощення одержаного розв’язку
скористаємося часто вживаним прийомом, а саме, покладемо
C1 = lnC2, C2 > 0. Тодi ln |y| = − ln |x| + lnC2, звiдки |y| =
C2

|x|
. Якщо ми розглядаємо гладкi розв’язки, то рiвнiсть |y| =

C2

|x|
, де C2 > 0, еквiвалентна рiвностi y = ±C2

x
або y =

C

x
,

де C може набувати як додатних, так i вiд’ємних значень, але
C ̸= 0. Якщо взяти до уваги, що при дiленнi на y ми втратили

розв’язок y = 0, то можна вважати, що в формулi y =
C

x
стала

C набуває i значення C = 0, при якому ми одержимо втрачений
ранiше розв’язок y = 0.
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Отже, загальний розв’язок заданого рiвняння має вигляд

y =
C

x
, x ̸= 0, де стала C ∈ R. I

Приклад 2. Розв’язати рiвняння

x(1 + y2)dx− y(1 + x2)dy = 0.

J Вiдокремимо змiннi та зiнтегруємо:
ydy

1 + y2
=

xdx

1 + x2
,

∫
ydy

1 + y2
=

∫
xdx

1 + x2
+ C,

ln(1 + y2) = ln(1 + x2) + lnC1, C1 > 0.

Звiдси одержуємо загальний iнтеграл рiвняння

1 + y2 = C1(1 + x2), C1 > 0.

Зауважимо, що втрати розв’язкiв не було, бо 1 + y2 ̸= 0 i
1 + x2 ̸= 0. I

Зауваження 2. До рiвняння з вiдокремлюваними змiнни-
ми зводиться рiвняння

dy

dx
= f(ax+ by + c), (4)

де a, b i c – дiйснi числа, а f(z) – неперервна функцiя на про-
мiжку X.

У рiвняннi (4) зробимо замiну z = ax + by + c. Оскiльки
dz

dx
= a+ b

dy

dx
, то

dz

dx
= a+ bf(z). (5)

Рiвняння (5) є диференцiальним рiвнянням з вiдокремлю-
ваними змiнними. Вiдокремлюючи змiннi та iнтегруючи, отри-
муємо

dz

a+ bf(z)
= dx, a+ bf(z) ̸= 0,

x =

∫
dz

a+ bf(z)
+ C. (6)

Знайшовши iнтеграл у правiй частинi (6) i повернувшись
до змiнної y, одержимо загальний iнтеграл рiвняння (4).
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Приклад 3. Знайти розв’язок задачi Кошi

dy

dx
= 2x+ y, y(1) = 2.

J Задане рiвняння не є рiвнянням з вiдокремлюваними
змiнними, але зводиться до нього замiною z = 2x+y. Оскiльки
dz

dx
= 2 +

dy

dx
, то рiвняння набуде вигляду

dz

dx
= 2 + z.

Вiдокремлюючи змiннi та iнтегруючи, маємо

dz

z + 2
= dx, ln |z + 2| = x+ ln |C1|, C1 ̸= 0,

|z + 2| = |C1|e x, z + 2 = ±C1e
x.

Якщо врахувати розв’язок z = −2, який ми втратили при
вiдокремленнi змiнних, то одержимо загальний розв’язок

z = −2 + Ce x, x ∈ R, C ∈ R.

Пiсля повернення до змiнної y, матимемо

2x+ y = −2 + Ce x або y = −2(x+ 1) + Ce x, x ∈ R, C ∈ R.

З початкової умови знаходимо

2 = −2(1 + 1) + Ce або C =
6

e
.

Отже, розв’язком задачi Кошi є функцiя

y = −2(x+ 1) + 6e x−1, x ∈ R. I

Приклад 4 (модель рiвноважного зростання випуску
продукцiї). Нехай y(t) – кiлькiсть продукцiї, що випускається
галуззю за час t, а p – цiна одиницi продукцiї. Вiдомо, що сума
iнвестицiй, тобто кiлькiсть коштiв I(t), якi направляються на
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розширення виробництва, пропорцiйна прибутку py(t) з коефi-
цiєнтом пропорцiйностi m ∈ (0, 1). Швидкiсть випуску продук-
цiї пропорцiйна збiльшенню iнвестицiй з коефiцiєнтом l. Треба
знайти кiлькiсть продукцiї, що випускається галуззю за час t,
якщо y = y0 при t = t0.

J Згiдно з умовою задачi

I(t) = mpy(t), y′(t) = lI(t), t > t0.

Звiдси випливає, що

y′(t) = lmpy(t)

або
y′(t) = ky(t),

де k := lmp.
Маємо диференцiальне рiвняння з вiдокремлюваними змiн-

ними. Вiдокремивши змiннi та зiнтегрувавши, дiстанемо

dy

dt
= ky,

dy

y
= kdt,

∫
dy

y
= k

∫
dt+ lnC1, C1 > 0,

ln |y| = kt+ lnC1, |y| = C1e
kt,

y = ±C1e
kt, C1 > 0.

Оскiльки при вiдокремленнi змiнних втрачено розв’язок
y = 0, то його треба включити в одержану вище сукупнiсть.
Тому загальний розв’язок рiвняння

y(t) = Ce kt, t > t0, C ∈ R.

Врахуємо, що y(t0) = y0, тодi
y0 = Ce kt0

або
C = y0e

−kt0 .
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Отже, кiлькiсть продукцiї, що випускається галуззю, визна-
чається функцiєю

y(t) = y0e
k(t−t0), t > t0. I

Приклад 5 (охолодження тiла). Тiло маси m зi сталою
теплоємнiстю c має температуру y0. Температура оточуючого
середовища стала i дорiвнює y1 < y0. Знайти закон охолод-
ження тiла, вважаючи, що кiлькiсть тепла, яке вiддає тiло за
нескiнченно малий промiжок часу dt, пропорцiйна рiзницi тем-
ператур тiла i оточуючого середовища, а також довжинi про-
мiжку dt (закон Ньютона).

J Нехай y(t) – температура тiла в момент часу t. За нескiн-
ченно малий промiжок часу dt кiлькiсть тепла, яке вiддає тiло,
згiдно з припущенням, дорiвнює

dq = −k(y − y1)dt, (7)

де k – коефiцiєнт пропорцiйностi.
З iншого боку, кiлькiсть тепла q, яке вiддає тiло при охо-

лодженнi вiд температури y до y1, дорiвнює q = mc(y − y1), а
тому

dq = mcdy. (8)

Порiвнюючи мiж собою (7) i (8), одержуємо диференцiальне
рiвняння

mcdy = −k(y − y1)dt

або
dy

dt
= − k

mc
(y − y1). (9)

Вiдокремивши змiннi та зiнтегрувавши, дiстанемо
dy

y − y1
= − k

mc
dt,

ln(y − y1) = − k

mc
+ lnC,

y = y1 + Ce−
k
mc

t, C ∈ R. (10)
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Оскiльки y(0) = y0, то з (10) одержуємо, що C = y0 − y1, а
тому шуканий закон охолодження тiла має вигляд

y = y1 + (y0 − y1)e
− kt

mc . (11)

Коефiцiєнт k або задається умовою задачi, або визначається
додатковою умовою, наприклад, y(t1) = y2. Тодi, пiдставивши
в (11) t = t1 i y = y2, матимемо

y2 = y1 + (y0 − y1)e
− kt1

mc ,

звiдки знаходимо,що

e−
k
mc =

(
y2 − y1
y0 − y1

) 1
t1

.

Тому

y = y1 + (y0 − y1)

(
y2 − y1
y0 − y1

) 1
t1

. I

Вправи
1. Розв’язати рiвняння з вiдокремлюваними змiнними:

1) √
xy dx+ x2y dy = 0; 2) sinx cos y dx+ cosx sin y dy = 0;

3) (y − x2y) dy = (x− xy2) dx; 4) (1 + y2) dx+ xy dy = 0;
5) y′ = (2y + 1) ctg x; 6) x

√
1 + y2 + yy′

√
1 + x2 = 0;

7) y = xy′+2(1+x2y′); 8) xy′ = y ln y; 9) xy(1+x2)y′ = 1+y2;
10) (1 + y2) dx = x dy; 11) y′ = x

y ; 12) dy = y tg x dx;
13) y′ = e x+y; 14) (1 + y2)x dx+ (1 + x2) dy = 0;
15) y − xy′ = 1 + x2y′; 16) y′ = sin(x− y);
17) x2 dx+ y3e x+y dy = 0; 18) x+ xy + y′(y + xy) = 0;
19) (xy2 + x)dx+ (y − x2y)dy = 0; 20) xyy′ = 1− x2;
21) yy′ = 1−2x

y ; 22) y′ tg x− y = 1;

23) xy′ + y = 7y2; 24) y′ +
√

1−y2
1−x2 = 0;

25)
√

1− y2dx+ y
√
1− x2dy = 0; 26) ey′ = x.

2. Знайти розв’язок диференцiального рiвняння, що задо-
вольняє початкову умову:
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1) y′ sinx = y ln y, y(π2 ) = 1; 2) y′ = 1+y2

1+x2
, y(0) = 1;

3) sin y cosx dy = cos y sinx dx, y(0) = π
4 ;

4) y′ =
xy2 + y2

x2y − x2
, y(1) = 1; 5) 2y′

√
x = y, y(4) = 1;

6) (1 + e x)yy′ = e x, y(1) = 1; 7) y′ = y cosx, y(0) = 1;
8) y′

√
1− x2 = 1, y(1) = π

2 ; 9) e y( dydx + 1) = 1, y(0) = 0;
10) xy′ = y

lnx , y(e) = 1.
3. Фiрма має на складi 1680 приладiв, причому вона ви-

робляє по 900, а реалiзує по 800 приладiв за мiсяць. Попит на
продукцiю знижується зi швидкiстю 10 приладiв за мiсяць. З
якою швидкiстю v має падати виробництво, щоб на складi че-
рез 12 мiсяцiв не залишилося жодного приладу?

4. У культурi пивних дрiжджiв швидкiсть приросту дiю-
чого ферменту пропорцiйна наявнiй його кiлькостi. Якщо ця
кiлькiсть подвоюється за годину, то в скiльки разiв вона збiль-
шиться за 2,5 год?

5. Вiдомо, що попит d i пропозицiя s на деякий товар визна-
чається вiдповiдно спiввiдношеннями

d = 4p′ − 2p+ 39, s = 44p′ + 2p− 1,
де p – цiна товару, а p′ – тенденцiя формування цiни. Виходячи
з вимоги вiдповiдностi попиту i пропозицiї, знайти закон змiни
цiни в залежностi вiд часу, якщо в початковий момент часу
t = 0 одиниця товару коштувала 1 гр.од.

6. У резервуар, що мiстить 10 кг солi на 100 л сумiшi, щох-
вилини вливається 30 л води i витiкає 20 л сумiшi. Визначити,
яка кiлькiсть солi залишиться в резервуарi через t хв, вважа-
ючи, що сумiш миттєво перемiшується.

7. Розв’язати рiвняння:

1)
dy

dx
=

1

x− y
+ 1; 2)

dy

dx
=
√

4x+ 2y − 1, якщо y(0) = 1;

3)
dy

dx
= 2x+ y − 3; 4) (x+ 2y)

dy

dx
= 1, якщо y(0) = −1.

8. Нехай є N потенцiйних покупцiв деякого товару. Пiс-
ля рекламного оголошення iнформацiя про даний товар поши-
рюється через спiлкування покупцiв мiж собою. Враховуючи,
що швидкiсть змiни числа покупцiв, якi знають про товар, про-
порцiйна як числу проiнформованих про товар, так i числу по-
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купцiв, якi про нього нiчого не знають, скласти математичну
модель задачi та знайти закон залежностi числа проiнформо-

ваних покупцiв вiд часу, якщо x(0) =
N

ψ
.

9. За який час тiло, нагрiте до 100◦, охолодиться до 25◦ в
кiмнатi з температурою 20◦, якщо до 60◦ воно охолоджується
за 10 хв? За законом Ньютона швидкiсть охолодження пропор-
цiйна рiзницi температур тiла та кiмнати.

10. Зiнтегрувати диференцiальне рiвняння розширеного

вiдтворення
dP

dt
=

H − S

f
P , де H, S i f – сталi, та визначи-

ти, через який промiжок часу вiдбудеться подвоєння сукупного
продукту, якщо H = 0, 6, S = 0, 5, f = 1.

11. Залежнiсть кiлькостi населення мiста вiд часу t (у
роках) описується диференцiальним рiвнянням y′ = 0, 1y(1−
−10−6y). Через скiльки рокiв кiлькiсть населення цього мiста
зросте з 100000 до 500000?

12. Знайти обсяг реалiзованої продукцiї y(t) i його значення
при t = 2, якщо вiдомо, що цiна залежить вiд обсягу продукцiї

i має вигляд p(y) = 3 − 2y, норма акселерацiй
1

l
= 1, 5, норма

iнвестицiй m = 0, 6, y(0) = 1, а модель росту має вигляд y′ =
= mlyp(y).

13. Граничний прибуток фiрми визначається спiввiдношен-
ням y′(x) = 50000 − x. Знайти повний прибуток фiрми, якщо
нульовий випуск продукцiї дає нульовий прибуток.

14. Проходячи через лiс i зазнаючи опору дерев, вiтер втра-
чає свою швидкiсть. На нескiнченно малому шляху ця втрата
пропорцiйна швидкостi на початку цього шляху i його довжинi.
Знайти швидкiсть вiтру, який пройшов у лiсi 150 м, знаючи, що
до вступу в лiс початкова швидкiсть вiтру v0 = 12 м/с, пiсля
проходження в лiсi шляху x = 1 м швидкiсть вiтру зменшилася
до величини v1 = 11, 8 м/с.

15. Площа областi, обмеженої лiнiєю, вiссю Ox i ординатою
довiльної точки лiнiї, дорiвнює кубовi цiєї ординати. Знайти ту
з iнтегральних лiнiй, що проходить через початок координат.

16. Цегляна стiна товщиною 30 см має iз зовнiшнього бо-
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ку температуру 0◦, а з внутрiшнього 20◦. Знайти температуру
всерединi стiни.

17. Якщо через довiльну точку лiнiї провести прямi, па-
ралельнi осям координат до зустрiчi з цими осями, то площа
прямокутника, який при цьому утворюється, дiлиться лiнiєю
на двi частини, одна з яких за площею втричi бiльша за другу.
Знайти рiвняння цiєї лiнiї.

Вiдповiдi
1. 1) 2

3

√
y3 − 2√

x
= C, x = 0, y = 0; 2) cosx cos y = C;

3) 1 − y2 = C(1 − x2), x = ±1; 4) x(1 + y2) = C; 5) y =
= 1

2(C sin2 x − 1); 6)
√
1 + x2 +

√
1 + y2 = C; 7) y = 2 + 2Cx

1+2x ;
8) y = e Cx; 9) (1 + x2)(1 + y2) = Cx2; 10) y = tg lnCx;
11) y2 − x2 = C; 12) ln |y cosx| = C; 13) e x + e−y = C;
14) arctg y ± 1

2 ln(1 + x2) = C; 15) y = 1 + Cx
1+x ; 16) x + C =

= ctg(y−x2 + π
4 ); 17) e y(y3 − 3y2 + 6y − 6) −e−x(2+2x+x2) = C;

18) x+y = lnC(x+1)(y+1); 19) 1+y2 = C(1−x2); 20) x2+y2 =
= lnCx2; 21) y =

√
C + 3x− 3x2; 22) y = C sinx − 1; 23) Cx =

y−1
y ; 24) x

√
1− y2 + y

√
1− x2 = C; 25)

√
1− y2 = arcsinx+ C;

26) y = x(lnx− 1) + C.

2. 1) y = 1; 2) y = 1+x
1−x ; 3) cosx =

√
2 cos y; 4)

x+ y

xy
=

= ln
x

y
+ 2; 5) y = e

√
x−2; 6) y2 − 1 = 2 ln e x+1

e+1 ; 7) y = e sinx;

8) y = arcsinx; 9) y = 0; 10) y = lnx.
3. dx

dt = s(t) − d(t), s(t) = 900 − vt, d(t) = 800 − 10t, x(t) =

= 1680 + 100t+
(10− v)t2

2
, v = 50.

4. dx
dt = kx, x(t) = x0e

kt, k = ln 2, x(2, 5) = 25/2x0 = 5, 65x0.
5. 10p′ + p− 1 = 0, p(t) = Ce−0,1t + 10.
6. dx

dt = − 2x
10+t , x(0) = 10, x(t) = C

(10+t)2
, x(t) = 1000

(10+t)2
.

7. 1) (x − y)2 = −2x + C; 2) x + C =
√
4x+ 2y − 1−

−2 ln(2 +
√

4x+ 2y − 1), x+ 1− 2 ln 3 =
√
4x+ 2y − 1− 2 ln(2+

+
√

4x+ 2y − 1); 3) 2x + y − 1 = Ce x; 4) x + 2y + 2 = Ce y,
x+ 2y + 2 = 0.

8.
dx

dt
= kx(N − x), x(0) =

N

ψ
; x =

N

1 + (ψ − 1)e−Nkt .
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9.
dy

dt
= k(y − 20), t0 = 40 хв; скористатись мiркуваннями з

прикладу 5.
10. P (t) = P0e

H−S
f

t, t0 = 10 ln 2 = 10 · 0, 6931 ≈ 7.
11. t0 = 20 ln 3 = 20 · 1, 0986 ≈ 22 роки.

12. y′ = 0, 4(3 − 2y)y, y(t) =
3e 1,2t

1 + 2e 1,2t
, y(2) =

3e2,4

1 + e 2,4
≈

≈ 1, 43.

13. y(x) = 50000x− x2

2
.

14.
dv

dx
= −kv, v = v0e

−kx, e−k =
v1
v0

= 0, 983, v =

= 12(0, 983)150 = 12 · 0, 0776 ≈ 0, 93 м/c.
15.

Оскiльки площа фiгури OMA
S =

∫ x
0 y(ξ)dξ, то згiдно з умовою∫ x

0 y(ξ)dξ = y3. Взявши диферен-
цiал вiд обох частин цiєї рiвностi,
одержимо диференцiальне рiв-
няння y(x)dx = 3y2dy або dy

dx = 1
3y .

Звiдси випливає, що y2

2 = x
3 +C. Враховуючи те, що лiнiя про-

ходить через початок координат, одержимо рiвняння шуканої
лiнiї y2 = 2

3x.
16. У даному випадку рiвняння теплопровiдностi q = k dtdx ,

де q – кiлькiсть тепла, k – коефiцiєнт теплопровiдностi, x –
вiддаль вiд зовнiшньої стiни до вiдповiдної площадки. Зiнте-
грувавши одержане рiвняння, матимемо t = q

kx + C. Згiдно з
умовою t(30) = 0, t(0) = 20. Тому 0 = q

k30+C,C = −30 qk , а от-
же, t = q

kx−30 qk або t = q
k (x−30), 20 = q

k (0−30), qk = −2
3 . Звiдси

випливає, що t = −2
3(x − 30). Тодi при x = 15 t = −2

3(15 − 30)
або t = 10◦.
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17.
Згiдно з умовою задачi площа
криволiнiйної трапецiї OMA,
яка дорiвнює

∫ x
0 y(ξ)dξ, втричi

бiльша за площу криволiнiй-
ного трикутника OBM , що
дорiвнює xy −

∫ x
0 y(ξ)dξ, тоб-

то
∫ x
0 y(ξ)dξ = 3(xy −

∫ x
0 y(ξ)dξ).

Пiсля спрощення i диференцiювання за x обох частин рiвностi,
дiстанемо диференцiальне рiвняння 3xy′ = y, розв’язком якого
є y3 = Cx.

§ 3. Однорiднi рiвняння першого порядку

Рiвняння першого порядку

dy

dx
= f(x, y)

називається однорiдним, якщо f є однорiдною функцiєю своїх
аргументiв нульового вимiру, тобто якщо правильною є тотож-
нiсть

f(tx, ty) = t0f(x, y) = f(x, y), t ∈ R \ {0}. (1)

У загальному випадку функцiя f(x, y) називається од-
норiдною m-го вимiру, якщо виконується тотожнiсть
f(tx, ty) = tmf(x, y), t ̸= 0.

Якщо в (1) взяти t =
1

x
, то дiстанемо тотожнiсть

f(x, y) = f

(
1,
y

x

)
.

Оскiльки в правiй частинi стоїть функцiя тiльки одного ар-

гументу
y

x
, то, позначивши її через φ

(
y

x

)
, однорiдне рiвняння
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можемо записати у виглядi

dy

dx
= φ

(
y

x

)
. (2)

При довiльнiй заданiй неперервнiй функцiї φ змiннi в цьо-
му рiвняннi не вiдокремлюються, але його можна звести до
рiвняння з вiдокремлюваними змiнними, якщо зробити замiну

z =
y

x
. Справдi, тодi y = zx,

dy

dx
=
dz

dx
x+ z, а тому рiвняння (2)

набуде вигляду
dz

dx
x+ z = φ(z)

або
dz

dx
x = φ(z)− z. (3)

При розв’язуваннi рiвняння (3) треба розрiзняти три ви-
падки: а) φ(z) ̸= z для кожного z з областi визначення φ;
б) φ(z) ≡ z; в) φ(zk) = zk для деяких точок zk. Рiвняння (3)
еквiвалентне рiвнянню з вiдокремленими змiнними вигляду

dz

φ(z)− z
=
dx

x

у випадку а) i рiвнянню xz′ = 0 у випадку б). У випадку в)
безпосередньою перевiркою можна переконатися, що z(x) = zk
є розв’язком рiвняння (3).

Знайшовши всi розв’язки рiвняння (3) i повернувшись до за-
мiни, знайдемо всi розв’язки рiвняння (2). При цьому можливi
i складенi розв’язки, якi на рiзних промiжках визначаються
рiзними аналiтичними виразами. Вони з’являються тодi, коли
iнтегральнi кривi рiвняння (2) дотикаються до iнтегральних
прямих y = zkx.

Приклад 1. Розв’язати рiвняння

x
dy

dx
=
x2 + y2

x+ y
, x > 0, x+ y > 0.

28



J Запишемо рiвняння у виглядi

dy

dx
=

1 + ( yx)
2

1 + y
x

i зробимо замiну y = zx. Тодi рiвняння набуде вигляду

dz

dx
x+ z =

1 + z2

1 + z
, x > 0, z > −1.

Звiдси знаходимо, що

dz

dx
x =

1− z

1 + z
, x > 0, z > −1.

Безпосередньою перевiркою переконуємося, що z = 1 є
розв’язком цього рiвняння. Якщо ж z ̸= 1, то рiвняння еквi-
валентне такому:

1 + z

1− z
dz =

dx

x
, x > 0, z > −1.

Зiнтегрувавши це рiвняння, дiстанемо

− ln(z − 1)2 − z = ln |x|+ C, C ∈ R.

Повернувшись до змiнної y, одержимо всi розв’язки заданого
рiвняння

lnx+ C = − ln

(
y

x
− 1

)2

− y

x
, C ∈ R,

y = x. I
Зауваження 1. Рiвняння вигляду

dy

dx
= f

(
a1x+ b1y + c1
a2x+ b2y + c2

)
, (4)

де f(t) – неперервна функцiя на промiжку T , а числа a1, b1,
c1, a2, b2, c2 такi, що |a1| + |b1| > 0, |a2| + |b2| > 0, зводиться
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до рiвняння з вiдокремлюваними змiнними або до однорiдного
рiвняння.

Розглянемо на площинi прямi a1x+b1y+c1 = 0 i a2x+b2y+
c2 = 0. Якщо цi прямi мають точку перетину (x0, y0), то замiна

x = u+ x0, y = v + y0

зводить рiвняння (4) до однорiдного рiвняння

dv

du
= f

(
a1u+ b1v

a2u+ b2v

)
.

Якщо ж прямi паралельнi, то знайдеться таке число k ̸= 0,
що a2x + b2y = k(a1x + b1y). У цьому випадку рiвняння (4)
набуде вигляду

dy

dx
= f

(
a1x+ b1y + c1

k(a1x+ b1y) + c2

)

i замiною z = a1x+ b1y зводиться до рiвняння з вiдокремлюва-
ними змiнними.

Приклад 2. Зiнтегрувати рiвняння

dy

dx
=

y + 2

2x+ y − 4
.

J Розв’язавши систему рiвнянь{
y + 2 = 0,
2x+ y − 4 = 0,

одержимо, що x0 = 3, y0 = −2.
Пiсля замiни

x = u+ 3, y = v − 2

дiстанемо рiвняння
dv

du
=

v

2u+ v
.
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Очевидно, що v = 0 є розв’язком цього рiвняння. При v ̸= 0
воно є однорiдним. Шукатимемо його розв’язок у виглядi

v = zu,

де z = z(u) – нова невiдома функцiя.
Пiсля пiдстановки в рiвняння i вiдповiдних спрощень зна-

ходимо, що
dz

du
u+ z =

zu

2u+ zu

або
dz

du
u = −z(z + 1)

2 + z
.

Вiдокремивши змiннi та зiнтегрувавши, одержимо∫
(z + 2)dz

z(z + 1)
= −

∫
du

u
+ ln |C1|, C1 ̸= 0,

∫ (
2

z
− 1

z + 1

)
dz = − ln |u|+ ln |C1|,

2 ln |z| − ln |z + 1|+ ln |u| = ln |C1|,

ln

∣∣∣∣∣ z2uz + 1

∣∣∣∣∣ = ln |C1|,
z2u

z + 1
= ±C1

або
z2u = C(z + 1), де C ∈ R.

Якщо повернутися спочатку до змiнної v, а потiм до змiн-
них x i y, то дiстанемо

v2 = C(u+ v),

(y + 2)2 = C(x+ y − 1), C ∈ R.

Отже, всi розв’язки заданого рiвняння визначаються фор-
мулою

(y + 2)2 = C(x+ y − 1), C ∈ R. I
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Приклад 3. Розв’язати рiвняння (x+ y+1)dx+ (2x+2y−
−1)dy = 0.

J Оскiльки система рiвнянь{
x+ y + 1 = 0,
2x+ 2y − 1 = 0

несумiсна, то зробимо замiну x + y = z. Тодi dy = dz − dx i
рiвняння набуде вигляду

(z + 1)dx+ (2z − 1)(dz − dx) = 0

або
(2− z)dx+ (2z − 1)dz = 0.

Вiдокремлюючи змiннi та iнтегруючи, дiстаємо

dx =
2z − 1

z − 2
dz, z ̸= 2,∫

dx =

∫
2z − 1

z − 2
dz + C, x = 2z + 3 ln |z − 2|+ C.

Повернувшись до змiнних x i y, знайдемо сукупнiсть
розв’язкiв рiвняння

x+ 2y + 3 ln |x+ y − 2| = C, C ∈ R.

Оскiльки при вiдокремленнi змiнних ми втратили розв’язок
z = 2 або y = 2−x, то остаточно дiстаємо всi розв’язки рiвняння

x+ 2y + 3 ln |x+ y − 2| = C, C ∈ R,

y = 2− x. I
Зауваження 2. Iнколи рiвняння

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0

можна звести до однорiдного замiною

y = zxα.
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Це можливе лише тодi, коли в рiвняннi всi члени є одного й
того самого вимiру, якщо змiннiй x приписати вимiр 1, змiннiй
y – вимiр α i похiднiй y′ – вимiр α− 1.

Приклад 4. Розв’язати рiвняння

(x2y2 + y − 2

x2
)dx+ xdy = 0.

J Зробимо пiдстановку y = zα, dy = αzα−1dz, де α – деяке
число, яке виберемо пiзнiше. Пiдставляючи в рiвняння вирази
для y i dy, отримаємо

(x2z2α + zα − 2

x2
)dx+ xαzα−1dz = 0.

Зауважимо, що x2z2α має вимiр 2+2α, zα – вимiр α, 2
x2

– вимiр
−2, xzα−1 – вимiр 1+α−1. Одержане рiвняння буде однорiдним,
якщо вимiри всiх членiв однаковi, тобто, якщо виконуються
умови 2 + 2α = α = −2 = α. Цi умови задовольняє α = −2.

Отже, треба зробити замiну y = z
x2

. Ця замiна зводить рiв-
няння до вигляду

(z2 − z − 2)dx+ xdz = 0,

в якому змiннi вiдокремлюються. Вiдокремивши змiннi, зiнте-
грувавши i виконавши обернену замiну змiнних, одержимо

x3(x2y − 2)

x2y + 1
= C. I

Вправи
1. Розв’язати диференцiальне рiвняння:

1) (x+2y)y′+ y = 0; 2) x2y′ = y2+2xy; 3) y′ = y2−x2
2xy ;

4) (2√xy− x)dy+ y dx = 0; 5) y′ = y2

x2
− 2; 6) y′ = x+y

y−x ;
7) x dy − y dx = y dy; 8) y′ = 2xy

x2−y2 ; 9) y′ = x
y + y

x ;
10) xy′ sin y

x + x = y sin y
x ; 11) xy′ − y =

√
x2 + y2;

12) y2 + x2y′ = xyy′; 13) y′ = e
y
x + y

x ; 14) xy′ = y ln y
x ;

15) x dy − (y −
√
x2 + y2)dx = 0; 16) (x+ y)dx− (x− y)dy = 0;
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17) (x− y cos yx)dx+ x cos yxdy = 0;
18) (3y2+3xy+x2)dx = (x2+2xy)dy; 19) xy dx+(x2+y2) dy = 0;
20) y2 dx+ x(x− y) dy = 0; 21) (2x3 + 3xy2)dx+ y3dy = 0;
22) (3x2 + 6xy + 3y2)dx+ (2x2 + 3xy)dy = 0;
23) (x− 2)dx+ (y − 2x+ 1)dy = 0;
24) (3x− 7y − 3)dy = (3y − 7x+ 7)dx;
25) (x+ 2y + 1)dx = (2x+ 4y + 3)dy;
26) (x− y2)dx+ 2xydy = 0;
27) ( 2

x2
− y2)dx+ dy = 0;

28) 2xy3dx+ (x2y2 − 1)dy = 0.
2. Знайти розв’язок диференцiального рiвняння, що задо-

вольняє початкову умову:
1) xy′ − y = x tg y

x , y(1) = π
2 ;

2) y′ = 4 + y
x +

(
y
x

)2
, y(1) = 2;

3) (x2 + 2xy − y2)dx+ (y2 + 2xy − x2)dy = 0, y(1) = −1;
4) (1 + e

x
y )dx = (xy − 1)e

x
y dy, y(0) = 2;

5) xy′ = x sin y
x + y, y(1) = π

2 ;
6) xy dy − y2 dx = (x+ y)2e

−x
y dx, y(1) = 0;

7) (x− 2y)y′ = 2x+ y, y(1) = 0.
3. Знайти лiнiї, в яких пiддотична дорiвнює сумi абсциси i

ординати точки дотику.
4. Знайти лiнiї, в яких вiдрiзок дотичної вiд точки дотику

M до точки N її перетину з вiссю Ox дорiвнює вiдрiзку осi Ox
вiд точки N до початку координат O.

Вiдповiдi
1. 1) y2+xy = C; 2) x2+xy = Cy, y = 0; 3) (x−C)2+y2 = C2;

4)
√

x
y − ln |y| = C; 5) y− 2x = Cx2(y+x); 6) x2+2xy− y2 = C;

7) ln |y|+ x
y = C; 8) x2+y2 = Cy; 9) y = ±x

√
2 ln |Cx|; 10) Cx =

= e cos y
x ; 11) y +

√
x2 + y2 = Cx2; 12) e

y
x = Cy; 13) ln |Cx| =

= −e− y
x ; 14) y = xe 1+Cx; 15) y +

√
x2 + y2 = C; 16) arctg y

x =

= ln
√
x2 + y2 + C; 17) x = Ce− sin y

x ; 18) (x+ y)2 = Cx3e
− x

x+y ;
19) y2(2x2+y2) = C2; 20) y = Ce y/x; 21) 2x2+y2 = C

√
x2 + y2;

22) 3x4 + 8x3y + 6x2y2 = C; 23) ln(y − x − 1) = C + x−2
x−y+1 ;
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24) (x+y−1)5(y−x+1)2 = C; 25) ln(4x+8y+5)+8y−4x = C;

26) xe
y2

x = C,α = 1
2 ; 27) y = C+2x3

(C−x3)x , α = −1; 28) 1 + x2y2 =
Cy, y = 0, α = −1.

2. 1) y = x arcsinx; 2) arctg y
2x − 2 ln |x| = π

4 ; 3) x + y = 0;
4) x+ ye

x
y = C, x+ ye

x
y = 2; 5) y = 2x arctgCx, y = 2x arctg x;

6) xe
y
x = (x+ y)(1 + ln |x|); 7) x2 + y2 = e arctg y

x .
3.

Оскiльки tgα = y′, то з
трикутника AMB зна-
ходимо, що пiддотична
AB = y

y′ . Згiдно з умовою
y
y′ = x + y або y′ = y

x+y .
Отже, маємо однорiдне
рiвняння, яке краще за-

писати у виглядi dxdy = x+y
y i зробити замiну x = zy. Тодi загаль-

ний розв’язок легко знаходиться i має вигляд y = Ce
x
y , C ∈ R.

4.
MN =

√
MK2 +KN2,

ON = OK +KN або MN =√
y2 + ( yy′ )

2, ON = x − y
y′ ,

бо MK
KN = tg(180◦ − α), де

tgα = y′, тому y
KN = −y′,

а отже, KN = − y
y′ .

Оскiльки MN = ON , то y2 + y2

y′2 = (x− y
y′ )

2, звiдки y′ = 2xy
x2−y2 .

Зiнтегрувавши це однорiдне рiвняння, одержимо загальний iн-
теграл y

x2+y2
= C.

§ 4. Лiнiйнi рiвняння першого порядку
та звiднi до них

4.1. Лiнiйне рiвняння першого порядку. Так нази-
вається рiвняння, яке лiнiйне вiдносно шуканої функцiї та її
похiдної. Воно має вигляд

dy

dx
+ p(x)y = f(x), (1)
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де p i f – неперервнi функцiї, наприклад, на вiдрiзку [a, b].
Якщо f(x) = 0, x ∈ [a, b], то рiвняння (1) називається лiнiй-

ним однорiдним i воно має вигляд

dy

dx
+ p(x)y = 0. (2)

Однорiдне лiнiйне рiвняння (2) розв’язується за допомогою
вiдокремлення змiнних i одного iнтегрування:

dy

y
= −p(x)dx, ln |y| = −

∫
p(x)dx+ lnC1, C1 > 0,

або
y = Ce−

∫
p(x)dx, C = ±C1, C ∈ R \ {0}. (3)

При дiленнi на y ми втратили розв’язок y = 0, але його мож-
на включити в знайдену сiм’ю (3), якщо вважати, що C може
набувати i значення 0.

Для того щоб знайти загальний розв’язок лiнiйного неод-
норiдного рiвняння (1), застосуємо метод варiацiї сталої.
Цей метод полягає в тому, що загальний розв’язок рiвняння (1)
шукатимемо у виглядi (3), замiнивши довiльну сталу C деякою
диференцiйовною функцiєю c(x):

y = c(x)e−
∫
p(x)dx. (4)

Знайдемо похiдну

dy

dx
=
dc(x)

dx
e−

∫
p(x)dx − c(x)e−

∫
p(x)dx

(∫
p(x)dx

)′

=

=
dc(x)

dx
e−

∫
p(x)dx − c(x)p(x)e−

∫
p(x)dx (5)

та пiдставимо (4) i (5) у рiвняння (1). Тодi одержимо

dc(x)

dx
e−

∫
p(x)dx − c(x)p(x)e−

∫
p(x)dx + p(x)c(x)e−

∫
p(x)dx = f(x)

або
dc(x)

dx
= f(x)e

∫
p(x)dx.
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Iнтегруючи, знайдемо

c(x) =

∫
f(x)e

∫
p(x)dxdx+ C2, C2 ∈ R. (6)

Пiдставивши (6) у (4), дiстанемо загальний розв’язок неод-
норiдного лiнiйного рiвняння (1):

y =

(∫
f(x)e

∫
p(x)dx + C2

)
e−

∫
p(x)dx, C2 ∈ R. (7)

Отже, загальний розв’язок неоднорiдного лiнiйного рiвнян-
ня дорiвнює сумi загального розв’язку вiдповiдного однорiдно-
го рiвняння

C2e
−

∫
p(x)dx

i частинного розв’язку неоднорiдного рiвняння

e−
∫
p(x)dx

∫
f(x)e

∫
p(x)dxdx,

який одержується з (7) при C2 = 0.
З формули (7) випливає, що загальний розв’язок лiнiйного

рiвняння є лiнiйною функцiєю довiльної сталої C2, тобто y =
C2ϕ(x)+ψ(x). Ця властивiсть загального розв’язку характерна
тiльки для лiнiйного рiвняння. Легко можна довести, що жодне
iнше диференцiальне рiвняння такої властивостi не має.

Зауважимо, що в конкретних прикладах недоцiльно кори-
стуватися громiздкою формулою (7), значно легше кожного ра-
зу повторювати всi наведенi вище мiркування.

Приклад 1. Знайти загальний розв’язок рiвняння

dy

dx
=
y

x
+ x2, x ̸= 0,

i видiлити з нього частинний розв’язок, який задовольняє по-

чаткову умову y(1) =
1

2
.

J Розглянемо спочатку вiдповiдне однорiдне рiвняння

dy

dx
=
y

x
.
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Вiдокремлюючи змiннi та iнтегруючи, одержуємо

dy

y
=
dx

x
, ln |y| = ln |x|+ ln |C|, C ̸= 0, або y = Cx, C ∈ R,

враховуючи втрачений розв’язок y = 0.
Розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо у виглядi

y = c(x)x.

Диференцiюючи, знаходимо
dy

dx
=
dc(x)

dx
x+c(x). Пiдставимо

вирази для y i
dy

dx
в задане рiвняння:

dc(x)

dx
x+ c(x) =

c(x)x

x
+ x2

або
dc(x)

dx
= x.

Звiдси випливає, що c(x) =
x2

2
+ C1, а тому загальний

розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння має вигляд

y =

(
x2

2
+ C1

)
x

або

y = C1x+
x3

2
, C1 ∈ R.

Знайдемо значення сталої C1, скориставшись початковою

умовою y(1) =
1

2
:

1

2
= C1 · 1 +

1

2
.

Отже, C1 = 0 i тому розв’язком задачi Кошi є функцiя

y =
x3

2
.I

4.2. Модель Еванса встановлення рiвноважної цiни
на ринку одного товару. Нехай p(t) – цiна певного товару,

38



d(t) = a − bp(t) – попит на товар, s(t) = α + βp(t) – пропо-
зицiя товару на момент часу t, де a, b, α, β – додатнi сталi,
причому a > α , тобто при нульовiй цiнi попит перевищує про-
позицiю. Прийнято вважати, що швидкiсть змiни цiни товару
пропорцiйна рiзницi мiж попитом i пропозицiєю з коефiцiєнтом
пропорцiйностi γ > 0.

Треба знайти закон залежностi цiни вiд часу, якщо p(0) =
p0.

J Згiдно з умовою задачi

dp(t)

dt
= γ(d(t)− s(t)).

Тодi, пiдставивши у цю рiвнiсть вирази для d(t) i s(t), одержи-
мо

dp

dt
= γ(a− bp(t)− α− βp(t))

або
dp

dt
= −γ(b+ β)p(t) + γ(a− α). (8)

Маємо лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiвняння. Знайде-
мо загальний розв’язок цього рiвняння. Спочатку розв’яжемо
однорiдне рiвняння

dp

dt
= −γ(b+ β)p. (9)

Вiдокремивши змiннi та зiнтегрувавши, одержимо

dp

p
= −γ(b+ β)dt,

∫
dp

p
= −γ(b+ β)

∫
dt+ ln |C|,

ln p = −γ(b+ β)t+ lnC або p = Ce−γ(b+β)t, C > 0.

Розв’язок неоднорiдного рiвняння (8) шукатимемо у
виглядi

p(t) = c(t)e−γ(b+β)t. (10)

Тодi

dp(t)

dt
=
dc(t)

dt
e−γ(b+β)t − γ(b+ β)c(t)e−γ(b+β)t. (11)
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Пiдставивши вирази (10) i (11) у рiвняння (8), дiстанемо

dc(t)

dt
e−γ(b+β)t = γ(a− α)

або
dc(t)

dt
= γ(a− α)e γ(b+β)t.

Звiдси випливає, що

c(t) =
a− α

b+ β
e γ(b+β)t + C1, C1 ∈ R,

а тому загальний розв’язок рiвняння (8) має вигляд

p(t) = C1e
−γ(b+β)t +

a− α

b+ β
, C1 ∈ R.

Скориставшись початковою умовою, дiстанемо

p0 = C1 +
a− α

b+ β
або C1 = p0 −

a− α

b+ β
.

Отже, закон залежностi цiни вiд часу описується функцiєю

p(t) =

(
p0 −

a− α

b+ β

)
e−γ(b+β)t +

a− α

b+ β
, t > 0. (12)

Якщо в (12) перейти до границi при t→ +∞, то одержимо

lim
t→+∞

p(t) = lim
t→+∞

(
p0 −

a− α

b+ β

)
e−γ(b+β)t +

a− α

b+ β
=
a− α

b+ β
,

бо

lim
t→+∞

(
p0 −

a− α

b+ β

)
e−γ(b+β)t = 0.

Ця границя визначає рiвноважну цiну. При нiй попит дорiв-
нює пропозицiї. Якщо p0 <

a− α

b+ β
, то цiна прямує до

a− α

b+ β
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зростаючи, а якщо p0 >
a− α

b+ β
, то цiна прямує до

a− α

b+ β
спада-

ючи. I
4.3. Рiвняння Бернуллi. Так називається рiвняння вигля-

ду
dy

dx
+ p(x)y = q(x)yα,

де p i q – неперервнi функцiї на вiдрiзку [a, b], α – деяке число,
вiдмiнне вiд нуля i одиницi. Зауважимо, що y = 0 – розв’язок
рiвняння Бернуллi при α > 0. Якщо y ̸= 0, то, подiливши рiв-
няння на yα i ввiвши нову невiдому функцiю z = y1−α, вiдносно
функцiї z дiстанемо лiнiйне рiвняння

z′ + (1− α)p(x)z = (1− α)q(x).

Приклад 2. Знайти розв’язок рiвняння
dy

dx
− 2xy = 2x3y2,

який задовольняє умову y(0) = 1.
J Маємо рiвняння Бернуллi з α = 2. Подiлимо обидвi ча-

стини рiвняння на y2, y ̸= 0:

y−2 dy

dx
− 2xy−1 = 2x3.

Зробимо замiну y−1 = z, тодi −y−2 dy

dx
=

dz

dx
. Отже, рiвняння

набуде вигляду
dz

dx
+ 2xz = −2x3.

Зiнтегруємо одержане лiнiйне неоднорiдне рiвняння. Спо-
чатку знайдемо загальний розв’язок вiдповiдного лiнiйного од-
норiдного рiвняння:

dz

dx
= −2xz,

dz

z
= −2xdx, ln |z| = −x2 + ln |C|, C ̸= 0,

або z = Ce−x2 , C ∈ R, якщо врахувати ще розв’язок z = 0.
Загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння шу-

катимемо у виглядi
z = c(x)e−x2 .
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Тодi, пiсля пiдстановки в рiвняння, дiстанемо

dc(x)

dx
e−x2 = −2x3,

dc(x)

dx
= −2x3e x

2
,

c(x) = −2

∫
x3e x

2
dx = −

∫
x2de x

2
=

= −

(
x2e x

2 −
∫

2xe x
2
dx

)
= −(x2 − 1)e x

2
+ C1.

Отже, загальним розв’язком лiнiйного неоднорiдного рiв-
няння є функцiя

z(x) = C1e
−x2 + 1− x2, C1 ∈ R.

Якщо повернутися до змiнної y, то дiстанемо

y =
1

C1e−x2 + 1− x2
.

Крiм цього, є ще частинний розв’язок y = 0, бо α = 2 > 0.
Задовольнимо початкову умову:

1 =
1

C1 + 1
, C1 = 0.

Звiдси випливає, що розв’язком задачi Кошi є

y =
1

1− x2
, x ̸= ±1. I

Зауваження 1. Розглянемо рiвняння

f ′(y)y′ + p(x)f(y) = q(x). (13)

Це рiвняння можна записати у виглядi

df

dx
+ pf = q

i розглядати його як лiнiйне рiвняння вiдносно функцiй f(y).
Загальний розв’язок цього рiвняння

f(y) = e−
∫
p(x)dx(C +

∫
q(x)e

∫
p(x)dxdx), C ∈ R.
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Рiвняння Бернуллi множенням на (1 − α)y−α зводиться до
рiвняння (13), де f(y) = y1−α.

До рiвняння (13) зводиться також i рiвняння

y′ + p(x) = q(x)e αy, (14)

якщо його помножити на −e−αy i взяти f(y) = e−αy.
Приклад 3. Розв’язати рiвняння cos y dydx + sin y = x+ 1.
J Зробимо замiну z = sin y, dz

dx = cos y dydx . Тодi рiвняння
набуде вигляду

dz

dx
+ z = x+ 1.

Розв’яжемо одержане лiнiйне рiвняння методом варiацiї до-
вiльної сталої:

dz
dx + z = 0, dzz = −dx, ln |z| = x+ ln |C1|, C1 ̸= 0,
z = Ce−x, C ∈ R, z = c(x)e−x,
e−x dc(x)

dx − c(x)e−x + c(x)e−x = x+ 1,
dc(x)
dx = (x+ 1)e x, c(x) =

∫
(x+ 1)e xdx,

c(x) = xe x − e x + e x + C1, z = (xe x + C1)e
−x, z = x +

C1e
−x. Повернувшись до замiни, дiстанемо загальний iнтеграл

рiвняння
sin y = x+ C1e

−x, C1 ∈ R. I
Приклад 4. Розв’язати рiвняння

e−x dy

dx
− e−x = e y.

J Запишемо задане рiвняння у виглядi e−y dy
dx − e−y = e x.

Зробивши замiну z = e−y, dz
dx = −e−y dy

dx , одержимо лiнiйне
неоднорiдне рiвняння − dz

dx − z = e x або dz
dx + z = −e x.

Розв’яжемо це рiвняння методом варiацiї сталої:
dz
dx + z = 0, dzz = −dx, ln |z| = −x+ ln |C1|, C1 ̸= 0,
z = Ce−x, C ∈ R, z = c(x)e−x,
c′(x)e−x − c(x)e−x + c(x)e−x = −e x,
c′(x) = −e 2x, c(x) = −1

2e
2x + C2, z = C2e

−x − 1
2e

x.
Тодi

e−y = C2e
−x − 1

2
e x, C2 ∈ R. I
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4.4. Рiвняння Рiккатi. Так називається нелiнiйне рiвнян-
ня першого порядку вигляду

dy

dx
+ p(x)y2 + q(x)y = f(x), (15)

де p, q, f – неперервнi функцiї на вiдрiзку [a, b]. На вiдмiну вiд
ранiше розглянутих рiвнянь, рiвняння Рiккатi розв’язується в
квадратурах лише в деяких випадках. Розглянемо деякi з них.

1) Коефiцiєнти p, q i f – сталi. У цьому випадку в рiвняннi
(15) можна вiдокремити змiннi. Зробивши це, одержимо

dy

py2 + qy
= fdx,

∫
dy

py2 + qy
= fx+ C.

Отже, iнтегрування рiвняння звелося до знаходження iнте-
грала.

2) Вiдношення q
p ,

f
p – сталi. Якщо ввести позначення q

p = a,
f
p = −b, де a i b сталi, то можемо рiвняння (15) записати у
виглядi

dy

dx
+ p(y2 + ay + b) = 0.

Вiдокремивши змiннi, матимемо

dy

y2 + ay + b
+ pdx = 0,

dy

y2 + ay + b
+

∫
p(x)dx = C,

тобто задачу зведено до знаходження iнтегралiв.
3) Якщо f = 0, то маємо рiвняння Бернуллi з α = 2.
4) Увипадку p = 0 рiвняння (15) є лiнiйним рiвнянням.
5) Cпецiальне рiвняння Рiккатi

dy

dx
+ cy2 = dxα, (16)
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де c ̸= 0, d ̸= 0, α – заданi числа, розв’язується в квадратурах
тiльки тодi, коли

α

2α+ 4
– цiле число, α ̸= −2. У випадку α =

−2 рiвняння (16) зводиться до однорiдного замiною y = z
x .

6) Доведено, що замiною функцiї рiвняння Рiккатi (15) зво-
диться до рiвняння Бернуллi, коли вiдомий його частинний
розв’язок y1.

Приклад 5. Розв’язати рiвняння Рiккатi

dy

dx
= y2 − 2e xy + e 2x + e x.

J Безпосередньою пiдстановкою в рiвняння переконуємося
в тому, що y1(x) = e x є розв’язком заданого рiвняння. Тодi

замiна y = z+e x зводить рiвняння до вигляду
dz

dx
= z2, яке має

розв’язки z = 0, z = − 1

x+ C
, де C – довiльна стала. Отже, всi

розв’язки вихiдного рiвняння такi: y = e x, y = − 1

x+ C
+ e x.I

Приклад 6. Розв’язати рiвняння 4y′ + y2 + 4
x2

= 0.
J Маємо спецiальне рiвняння Рiккатi з α = −2. Зробивши

замiну y = z
x , дiстанемо рiвняння

4

x
z′ − 4z

x2
+
z2

x2
+

4

x2
= 0,

4xz′ − 4z + z2 + 4 = 0,
4dz

z2 − 4z + 4
= −dx

x
.

Зiнтегрувавши це рiвняння, одержимо∫
dz

(z − 2)2
= −1

4

∫
dx

x
,

1

z − 2
=

1

4
ln |x|+ C1, z = 2 +

4

C + ln |x|
.

Якщо повернутися до замiни, то матимемо

y =
2

x
+

4

Cx+ x ln |x|
. I
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Зауваження 2. За наявностi двох частинних розв’язкiв y1
i y2 рiвняння Рiккатi загальний розв’язок цього рiвняння зна-
ходиться з рiвностi

y − y1
y − y2

= Ce
∫
p(x)(y2(x)−y1(x))dx,C ∈ R. (17)

Приклад 7. Розв’язати рiвняння

y′ + xy2 +
3

x
y +

1

x
= 0,

якщо його частинними розв’язками є y1 = 1
x−

1
x2

i y2 = − 1
x−

1
x2

.
J З формули (17) одержуємо

y − 1
x + 1

x2

y + 1
x + 1

x2

= Ce−2x,

y =
x− 1 + C(x+ 1)e−2x

x2(1− Ce−2x)
, C ∈ R. I

Вправи
1. Розв’язати лiнiйне рiвняння:

1) xy′ − 2y = 2x4; 2) y′ + y = x; 3) y′ − y = e x; 4) x2y′ − xy = 1;
5) y′+y cosx = sinx cosx; 6) (x2+1)y′+4xy = 3; 7) xy′+2y = x2;
8) (1 + y2)dx+ xy dy =

√
1 + y2 sin y dy; 9) dx+ (x+ y2)dy = 0;

10) y′ + 2xy = 1 + 2x2; 11) xy′ + y = 3x2; 12) xy′ − 2y = 2x4;
13) y′(x cos y + sin 2y) = 1; 14) (x− 2xy − y2)y′ + y2 = 0;
15) y′ cosx− y sinx = 1, y(0) = 1; 16) y′ = y

3x−y2 ,
17) (xy + e x)dx− xdy = 0; 18) y = x(y′ − x cosx);
19) y′ = 1

2x−y2 ; 20) x(x− 1)y′ + y = x2(2x− 1), y(2) = 4.
2. Крапля, початкова маса якої M , вiльно падаючи в по-

вiтрi, рiвномiрно випаровується i втрачає кожної секунди ма-
су m. Сила опору повiтря пропорцiйна швидкостi руху крап-
лi з коефiцiєнтом пропорцiйностi k ̸= m. Знайти залежнiсть
швидкостi руху краплi вiд часу, що пройшов вiд початку падiн-
ня краплi, якщо в початковий момент часу швидкiсть краплi
дорiвнювала нулю.
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3. Розв’язати рiвняння Бернуллi:
1) y′+ xy

1−x2 = x
√
y; 2) xy′−y = 2xy2; 3) y′+2xy = 2x3y3;

4) y′ + y = x
√
y; 5) dy = (xy3 − xy)dx; 6) y′ − x3

y + 2y
x = 0;

7) x dy+2y dx = x5y2 dx; 8) xy′ + y = y2 lnx; 9) y′ + y
x+1+

+y2 = 0; 10) y′−y tg x+y2 cosx = 0; 11) xy′−4y−x2√y = 0;
12) y′ + 2y = y2e x; 13) y′ = y4 cosx+ y tg x;
14) y′ + xy = y2 sinx.

4. Знайти рiвняння лiнiї, яка проходить: 1) через точку
A(0, 1), якщо в кожнiй точцi нормаль до лiнiї вiдтинає на осi
абсцис вiдрiзок, який дорiвнює квадрату радiуса-вектора цiєї
точки; 2) через точку A(a, a) i для якої, якщо в довiльнiй її
точцi M(x, y) з ординатою PM провести дотичну до перети-
ну з вiссю Oy у точцi N , площа трапецiї ONMP дорiвнює a2;
3) через початок координат, якщо середина вiдрiзка її нормалi
вiд довiльної точки лiнiї до осi Ox знаходиться на параболi
y2 = 1

2x.
5. У випадку моделi Еванса (пункт 4.2) знайти цiну p(t) i

рiвноважну цiну, якщо: 1) d(t) = 10 − 5p(t), s(t) = 7 + 3p(t),
p(0) = 4, γ = 2; 2) d(t) = 9 − 4p(t), s(t) = 2 + 5p(t), p(0) = 3,
γ = 1, 5.

6. Нехай Y (t) – прибуток, одержуваний на момент часу t
деякою галуззю, є сумою iнвестицiй I(t) i споживання C(t),
тобто

Y (t) = I(t) + C(t).

Вважатимемо, що швидкiсть зростання прибутку пропорцiйна

величинi iнвестицiй b
dY (t)

dt
= I(t), де b – коефiцiєнт капiта-

ломiсткостi. Тодi для функцiї Y (t) матимемо диференцiальне
рiвняння

b
dY (t)

dt
= Y (t)− C(t).

Знайти Y (t), якщо: 1) C(t) = 2t, b =
1

2
; Y (0) = 2; 2) C(t) =

C0e
rt, br ̸= 1, r – темп зростання споживання, Y (0) = Y0, C0 i

Y0 – дiйснi числа.
7. Повнi витрати y i граничнi витрати y′ виробництва
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пов’язанi рiвнiстю y′ − 4y + x = 0. Знайти функцiю y повних
витрат, якщо y(0) = 0.

8. Конденсатор ємнiстю c вмикається в коло з напругою
E i опором R. Знайти заряд q конденсатора в момент t пiсля
включення.

9. У примiщеннi цеху з кубатурою 10800 м3 повiтря мiстить
0,12% вуглекислоти. Вентилятори подають свiже повiтря, що
мiстить 0,04% вуглекислоти, в кiлькостi 1500 м3/хв. Припус-
каючи, що концентрацiя вуглекислоти в усiх частинах примi-
щення у кожний момент часу одна й та сама, знайти вмiст
вуглекислоти через 10 хв пiсля початку роботи вентилятора.

10. Розв’язати рiвняння, яке має вигляд рiвняння (13) чи
(14):

1) 1
y
dy
dx − x ln y = 2x;

2) 1
1+y2

dy
dx + x arctg y = x;

3) cos yy′ + 1
1+x2

sin y = 1
1+x2

;
4) dy

dx − x = xe−x2e 2y;
5) 3 dydx + e x+3y + 1 = 0;
6) dy

dx + x sin 2y = 2xe−x2 cos2 y.
11. Розв’язати рiвняння Рiккатi, якщо вiдомий частинний

розв’язок y1:

1) y′ = y2 + y
x + 1

x2
, y1 = −1

x
; 2) y′ = y2 − 2xy + x2, y1 = x+ 1;

3) x2y′ + x2y2 + 2xy = 2, y1 =
1

x
; 4) y′ = y2 − y

x − 4
x2

, y1 = 2
x ;

5) x2y′+2x2y2− 5xy+4 = 0, y1 = 1
x , 6) y′ = −y− y2+2, y1 = 1.

12. Знайти кривi, в яких вiдрiзок, що вiдтинається нормал-
лю на вiсi Ox, дорiвнює y2

x .

Вiдповiдi
1. 1) y = x4+Cx2; 2) y = x−1+Ce−x; 3) y = e x(x+C); 4) y =

= Cx − 1
2x ; 5) y = sinx − 1 + Ce− sinx; 6) y = x3+3x+C

(x2+1)2
; 7) y =

= x2

4 + C
x2

; 8) x
√

1 + y2+cos y = C; 9) x = 2y−y2+Ce−y; 10) y =

= x+Ce−x2 ; 11) y = (x3+C) 1x ; 12) y = x4+Cx2; 13) x = Ce sin y−
−2 sin y−2; 14) x = y2(1+Ce

1
y ); 15) y = x+1

cosx ; 16) x = y2+Cy3,
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y = 0; 17) y = e x(ln |x| + C), x = 0; 18) x(sinx + C) = y;
19) x = Ce 2y + y2

2 + y
2 + 1

4 ; 20) y = x2.
2. v = g

m−k (−M +mt+ (1− m
M t)

k/mM).
3. 1) y

1
2 = C(1−x2)1/4− 1

3(1−x
2); 2) y = x

C−x2 ; 3) Cy2e 2x2−
−y2−2x2y2 = 2, y = 0; 4) y = (x−2+Ce−x

2 )2; 5) y2(Ce x2+1) =

= 1, y = 0; 6) y = x−2
√

1
4x

8 + C; 7) y = − 1
1
3
x5+Cx2

, y = 0;

8) y(1 + lnx + Cx) = 1; 9) y = 1
(x+1)(C+ln |1+x|) ; 10) y(x + C) =

= secx; 11) y = x4

4 ln2 |Cx|; 12) y = 1
e x+Ce 2x ; 13) y−3 = C cos3 x−

−3 sinx cos2 x, C ∈ R \ {0}; 14) y = e
−x2

2 (C −
∫
sinxe

−x2

2 dx)−1.
4. 1) y′ − y = (x2 − x)y−1, тодi x2 + y2 = e 2x;

2)
Площа трапецiї S = ON+PM

2 OP .
Оскiльки ON = y − xy′, PM = y,
OP = x, то одержимо диферен-
цiальне рiвняння (2y−xy′)x = 2a2

або y′ − 2
xy = −2a2

x2
. Це лiнiйне

рiвняння, загальним розв’язком

якого є y = 2a2

3x + Cx2. Оскiльки y(a) = a, то C = 1
3a , а тому

рiвняння шуканої лiнiї набуде вигляду y = 2a2

3x + x2

3a ;
3)

Нехай M(x, y) – довiльна
точка на шуканiй лiнiї.
Точка P перетину нор-
малi в точцi M лiнiї з
вiссю Ox має координати
x + yy′ i 0, а середина N
вiдрiзка MP нормалi –
координати x + xy′

2 i y
2 .

Оскiльки точка N лежить на параболi y2 = 1
2x, то її координа-

ти задовольняють рiвняння параболи, тобто y2

4 = 1
2(x+

yy′

2 ) або
y′− y = −2x

y . Зiнтегрувавши одержане диференцiальне рiвнян-
ня Бернуллi, одержимо загальний розв’язок y2 = 2x+1+Ce 2x.
Скориставшись початковою умовою y(0) = 0, дiстанемо, що
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C = −1. Рiвняння шуканої лiнiї має вигляд y2 = 2x+ 1− e 2x.
5. 1) p(t) = 3, 655e−16t+0, 375, 0, 375; 2) p(t) = 2, 222e−13,5t+

+0, 778; 0, 778.
6. 1) Y (t) = Ce 2t + 2t + 1, Y (t) = e 2t + 2t + 1; 2)Y (t) =

=
(
Y0 −

C0

1− br

)
e

t
b +

C0

1− br
e rt.

7. y =
1

4
x+

1

16
− 1

16
e 4x.

8. З фiзики вiдомо, що i =
dq

dt
, а також i =

V

R
, де i – сила

струму, V – електрорушiйна сила, V = E− q

c
. Диференцiальне

рiвняння процесу R
dq

dt
= E − q

c
. Тодi q(t) = cE − C1e

− t
cR ,

C1 ∈ R, а оскiльки q(0) = 0, то q(t) = cE
(
1− e− t

CR

)
.

9. Рiвняння має вигляд (0, 01x − 0, 0004)1500dt = −10800 ·

0, 01dx або
dx

dt
= − 5

36
x+

0, 1

18
, де x – вмiст вуглекислоти (у %)

в повiтрi на момент часу t. Тодi x(t) = Ce−
5
36
t + 0, 04, x(t) =

= 0, 08e−
5
36
t + 0, 04, x(10) ≈ 0, 06%.

10. 1) ln y = Ce−x2

2 − 2; 2) arctg y = Ce−x2

2 + 1;
3) e arctg x(sin y − 1) = C; 4) e−2y = (C + x2)e−x2 ; 5) e−3y =
(C + x)e x; 6) tg y = (C + x2)e−x2 .

11. 1)y = −1

x
+

1

Cx− x lnx
; 2) y = x+1+

2Ce2x

1− Ce2x
; 3) y =

=
1

x
+

16

Ce4x − 4x− 1
; 4) y =

2(C − x4)

x(C + x4)
, y =

2

x
; 5) y =

1

x
+

x

C + x2
; 6) y = 1 +

1

Ce 3x − 1
3

.

12.
Згiдно з умовою OB = y2

x . Оскiль-
ки OB = OA + AB, де OA = x,
а AB = y tgα або AB = yy′,
то маємо рiвняння yy′ + x = y2

x
або y′ − y

x = −x
y , яке є рiвнян-

ням Бернуллi. Розв’язавши це рiв-
няння знайдемо шуканi лiнiї y2 =
Cx2 − 2x2 ln |x|, C > 0.
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§ 5. Рiвняння в повних диференцiалах.
Iнтегрувальний множник

5.1. Рiвняння в повних диференцiалах. Розглянемо ди-
ференцiальне рiвняння першого порядку в симетричнiй формi

P (x, y)dx+Q(x, y)dy = 0, (1)

де функцiї P , Q,
∂P

∂y
i
∂Q

∂x
неперервнi в деякiй областi D ⊂ R2

i область D не мiстить особливих точок цього рiвняння.
Рiвняння (1) називається рiвнянням у повних диферен-

цiалах, якщо iснує така неперервно диференцiйовна функцiя
u в областi D, що

du(x, y) = P (x, y)dx+Q(x, y)dy, (x, y) ∈ D. (2)

Оскiльки

du(x, y) =
∂u(x, y)

∂x
dx+

∂u(x, y)

∂y
dy,

то рiвнiсть (2) еквiвалентна таким двом рiвностям:

∂u(x, y)

∂x
= P (x, y),

∂u(x, y)

∂y
= Q(x, y), (x, y) ∈ D. (3)

Якщо функцiя y = y(x), x ∈ X, є розв’язком рiвняння (1),
то

du(x, y(x)) = 0, x ∈ X,

i, отже,
u(x, y(x)) = C, (4)

де C – довiльна стала, i навпаки, якщо деяка функцiя y =
y(x), x ∈ X, перетворює в тотожнiсть рiвняння (4), то дифе-
ренцiюючи одержану тотожнiсть, дiстаємо du(x, y(x)) = 0, i,
отже, u(x, y) = C, де C – довiльна стала, є загальним iнтегра-
лом рiвняння (1).
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Якщо задано початкову умову y(x0) = y0, то стала C визна-
чається з (4) рiвнiстю C = u(x0, y0) i

u(x, y) = u(x0, y0) (5)

є частинним iнтегралом. Якщо
∂u(x0, y0)

∂y
= Q(x0, y0) ̸= 0, то

рiвнiсть (5) визначає y як неявну функцiю x.
Вiдомо, що вираз P (x, y)dx + Q(x, y)dy є повним диферен-

цiалом в однозв’язнiй областi D тодi й тiльки тодi, коли вико-
нується рiвнiсть

∂P (x, y)

∂y
=
∂Q(x, y)

∂x
, (x, y) ∈ D. (6)

Якщо умова (6) виконується, то рiвняння (1) легко iнте-
грується. Справдi, iнтегруючи за x першу з рiвностей (3), одер-
жуємо

u(x, y) =

∫
P (x, y)dx+ φ(y). (7)

При знаходженнi iнтеграла
∫
P (x, y)dx величина y розгля-

дається як стала, а тому φ(y) є довiльною диференцiйовною
функцiєю вiд y. Для її визначення продиференцiюємо (7) за y
i скористаємося другою рiвнiстю з (3):

∂

∂y

(∫
P (x, y)dx

)
+ φ′(y) = Q(x, y).

З цього рiвняння знаходимо φ′(y), i пiсля iнтегрування
визначаємо функцiю φ, пiдставивши яку в (7), одержимо u.

Приклад 1. Розв’язати рiвняння

(y cosx− x2)dx+ (sinx+ y)dy = 0.

J Тут P (x, y) = y cosx − x2, Q(x, y) = sinx + y – непе-
рервно диференцiйовнi функцiї на всiй площинi R2, яка є од-
нозв’язною областю. Отже, можна скористатися рiвнiстю (6).
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Маємо
∂P

∂y
= cosx,

∂Q

∂x
= cosx, тобто задане рiвняння є рiвнян-

ням у повних диференцiалах. Функцiю u, повний диференцiал
якої стоїть у правiй частинi рiвняння, знайдемо iз системи (3),
яка має вигляд

∂u

∂x
= y cosx− x2,

∂u

∂y
= sinx+ y.

Iнтегруючи першу рiвнiсть за x, одержуємо

u(x, y) = y sinx− x3

3
+ φ(y),

де φ – довiльна диференцiйовна функцiя вiд y. Для її визначен-
ня продиференцiюємо отриманий вираз за y i результат при-
рiвняємо до Q(x, y) = sinx+ y:

∂u

∂y
= sinx+ φ′(y), sinx+ φ′(y) = sinx+ y,

φ′(y) = y, φ(y) =
y2

2
+ C1.

Отже, функцiя u має вигляд

u(x, y) = y sinx− x3

3
+
y2

2
+ C1.

Тодi загальним iнтегралом рiвняння є u(x, y) = C2, C2 ∈ R,
тобто

y sinx− x3

3
+
y2

2
= C, C = C2 − C1 ∈ R. I

5.2. Iнтегрувальний множник. Якщо рiвняння (1) не є
рiвнянням у повних диференцiалах, то виникає запитання, чи
не можна його звести до рiвняння в повних диференцiалах за
допомогою множення на деяку функцiю µ(x, y).

Нехай задано рiвняння (1), для якого в областi D

∂P

∂y
̸= ∂Q

∂x
.
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Неперервно диференцiйовна в областi D функцiя µ(x, y) ̸=
̸= 0 називається iнтегрувальним множником рiвняння (1),
якщо рiвняння

µ(x, y)P (x, y)dx+ µ(x, y)Q(x, y)dy = 0

є в областi D рiвнянням у повних диференцiалах.
Якщо iнтегрувальний множник µ(x, y) iснує для рiвняння

(1), то вiн згiдно з умовою (6) повинен задовольняти спiввiд-
ношення

∂(µP )

∂y
=
∂(µQ)

∂x
.

Звiдси випливає, що iнтегрувальний множник є розв’язком рiв-
няння

Q
∂µ

∂x
− P

∂µ

∂y
= µ

(
∂P

∂y
− ∂Q

∂x

)
. (8)

Рiвняння (8) є рiвнянням iз частинними похiдними для
визначення невiдомої функцiї µ. Задача iнтегрування тако-
го рiвняння в загальному випадку не простiша, нiж задача
розв’язування рiвняння (1).

Якщо наперед вiдомо, що µ = µ(ω), де ω – задана функ-
цiя вiд x i y, то рiвняння (8) зводиться до звичайного дифе-
ренцiального рiвняння з невiдомою функцiєю µ вiд незалежної
змiнної ω

dµ

dω
= ψ(ω)µ, (9)

де

ψ(ω) =

∂P
∂y − ∂Q

∂x

Q∂ω
∂x − P ∂ω

∂y

, (10)

тобто дрiб справа є тiльки функцiєю вiд ω.
Розв’язавши рiвняння (9), знайдемо iнтегрувальний множ-

ник
µ = e

∫
ψ(ω)dω.

На практицi за ω, як правило, беруть одну iз функцiй x, y,
x± y, x2 ± y2, xy i т.п.
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Зокрема, рiвняння (1) має iнтегрувальний множник, залеж-
ний тiльки вiд x (ω = x) або лише вiд y (ω = y), якщо вико-
нується вiдповiдно умова

∂P
∂y − ∂Q

∂x

Q
= ψ(x), µ = e

∫
ψ(x)dx

або
∂P
∂y − ∂Q

∂x

−P
= ψ(y), µ = e

∫
ψ(y)dy. (11)

Якщо вiдомо два незалежних iнтегрувальних множники
µ1(x, y) i µ2(x, y), то з їхньою допомогою загальний iнтеграл
рiвняння знаходиться без iнтегрування у виглядi

µ1(x, y)

µ2(x, y)
= C, C ∈ R.

Приклад 2. Розв’язати рiвняння

ydx+ 2(y4 − x)dy = 0.

J Тут P = y, Q = 2(y4 − x). Оскiльки
∂P

∂y
− ∂Q

∂x
= 1 + 2 =

3 ̸= 0, то рiвняння не є рiвнянням у повних диференцiалах.
Очевидно, y = 0 є розв’язком рiвняння. Вважаючи, що y ̸= 0,
знайдемо iнтегрувальний множник рiвняння вигляду µ = µ(y).
Згiдно з (11) маємо

ψ(y) =
3

−y
, µ(y) = e

−
∫

3
y
dy
, µ(y) = e−3 ln |y| або µ(y) =

1

|y|3
.

Помноживши рiвняння на
1

|y|3
, дiстанемо для y > 0 i y < 0

таке рiвняння в повних диференцiалах

1

y2
dx+ 2

(
y − x

y3

)
dy = 0.

Звiдси випливає, що

∂u

∂x
=

1

y2
,

∂u

∂y
= 2

(
y − x

y3

)
. (12)
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Тодi з першого рiвняння одержуємо, що

u(x, y) =
x

y2
+ φ(y).

Пiдставивши цю функцiю в друге рiвняння з (12), матимемо

−2x

y3
+ φ′(y) = 2y − 2x

y3
або φ′(y) = 2y,

звiдки випливає, що φ(y) = y2 + C1. Тому

u(x, y) =
x

y2
+ y2 + C1.

Отже, всi розв’язки заданого рiвняння визначаються фор-
мулами

x

y2
+ y2 = C, C ∈ R, y = 0. I

Приклад 3. Для диференцiального рiвняння

xdx+ ydy + xdy − ydx = 0

знайти iнтегрувальний множник вигляду µ = µ(x2 + y2) i зiн-
тегрувати його.

J Для iснування iнтегрувального множника вигляду µ =
= µ(x2 + y2) необхiдно, щоб функцiя ψ з формули (10) була
функцiєю вiд ω = x2 + y2. У нашому випадку

ψ(ω) =

∂(x−y)
∂y − ∂(y+x)

∂x

(x+ y)2x− (x− y)2y
=

=
−2

2x2 + 2xy − 2xy + 2y2
= − 1

x2 + y2
= − 1

ω
,

а тому

µ = e−
∫

1
ω
dω = e− lnω =

1

ω
=

1

x2 + y2
.

Помноживши задане рiвняння на µ =
1

x2 + y2
, зведемо його

до вигляду
xdx+ ydy

x2 + y2
+
xdy − ydx

x2 + y2
= 0
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або

1
2d(x

2 + y2)

x2 + y2
+

d

(
y
x

)

1 +

(
y
x

)2 = 0,

1

2
d(ln(x2 + y2)) + d

(
arctg

y

x

)
= 0.

Пiсля iнтегрування, одержимо

ln
√
x2 + y2 = − arctg

y

x
+ lnC, C > 0,

звiдки, потенцiюючи, отримуємо загальний iнтеграл заданого
рiвняння √

x2 + y2 = Ce− arctg y
x , C > 0. I

Приклад 4. Розв’язати рiвняння

(3x+ 2y + y2)dx+ (x+ 4xy + 5y2)dy = 0,

якщо воно має iнтегрувальний множник µ = µ(x+ y2).
J Маємо P = 3x+ 2y + y2, Q = x+ 4xy + 5y2, а тому

∂P

∂y
− ∂Q

∂x
= 2 + 2y − 1− 4y = 1− 2y.

Оскiльки w = x + y2, то ∂w
∂x = 1, ∂w

∂y = 2y, а отже, згiдно з
формулами (9), (10) одержуємо рiвняння для знаходження µ:

dµ

dw
=

1− 2y

x+ 4xy + 5y2 − 6xy − 4y2 − 2y3
µ

або
1

µ

dµ

dw
=

1− 2y

x(1− 2y) + y2(1− 2y)
,
dµ

µ
=
dw

w
.

Звiдси випливає, що µ = x+ y2. Помноживши задане рiвняння
на µ = x+ y2, дiстанемо рiвняння в повних диференцiалах

(3x2+2xy+4xy2+2y3+y4)dx+(x2+4x2y+6xy2+4xy3+5y4)dy = 0.
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Маємо
∂u

∂x
= 3x2 + 2xy + 4xy2 + 2y3 + y4,

∂u

∂y
= x2 + 4x2y + 6xy2 + 4xy3 + 5y4,

а тому

u = x3 + x2y + 2x2y2 + 2xy3 + xy4 + φ(y).

Пiдставивши цю функцiю у друге з вищенаведених рiвнянь,
дiстанемо

x2 + 4x2y+ 6xy2 + 4xy3 + φ′(y) = x2 + 4x2y+ 6xy2 + 4xy3 + 5y4

або φ′(y) = 5y4. Звiдси випливає, що φ(y) = y5 + C1. Тому

u = x3 + x2y + 2x2y2 + 2xy3 + xy4 + y5 + C1,

а отже, загальний iнтеграл рiвняння має вигляд

x3 + x2y + 2x2y2 + 2xy3 + xy4 + y5 = C,C ∈ R. I

Приклад 5. Розв’язати рiвняння

y2dx+ (xy − 1)dy = 0,

знайшовши два незалежних iнтегрувальних множники.
J Маємо P = y2, Q = xy − 1,

∂Q
∂x − ∂P

∂y

Px−Qy
=

y − 2y

y2x− (xy − y)y
= −1,

а тому можна знаходити iнтегрувальний множник як функцiю
добутку xy, тобто

µ1 = e−
∫
d(xy) = e−xy.

Розглядуване рiвняння має також iнтегрувальний множник
як функцiю y, бо

∂Q
∂x − ∂P

∂y

P
=
y − 2y

y2
= −1

y
,
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а тому

µ2 = e
−

∫ dy
y = e− ln y =

1

y
.

Маючи два незалежних iнтегрувальних множники, знайде-
мо загальний iнтеграл рiвняння

µ1
µ2

= C,
e−xy

1
y

= C, ye−xy = C,C ∈ R. I

Зауваження. Якщо вiдомий iнтегрувальний множник, то
можна знайти не тiльки загальний iнтеграл, але також i всi
особливi розв’язки. Особливим розв’язком рiвняння (1) мо-
же бути тiльки такий розв’язок, вздовж якого iнтегруваль-
ний множник перетворюється в нескiнченнiсть, тобто такий
розв’язок, при наближеннi до якого µ→ ∞.

Звiдси випливає просте правило знаходження особливих
розв’язкiв: 1) знайти лiнiї, вздовж яких µ перетворюється в
нескiнченнiсть; 2) перевiрити, чи знайденi лiнiї є iнтегральни-
ми лiнiями, тобто розв’язками рiвняння; 3) перевiрити, чи мi-
ститься цей розв’язок у загальному розв’язку. Тi iз знайдених
розв’язкiв, якi не мiстяться в загальному, й будуть особливи-
ми. Якщо з’ясується, що µ не перетворюється в нескiнченнiсть
або перетворюється в нескiнченнiсть лише в окремих точках,
то рiвняння не має особливих розв’язкiв.

Приклад 6. Знайти всi розв’язки рiвняння

dy − 2
√
ydx = 0, y ≥ 0.

J Маємо, що ∂P
∂y − ∂Q

∂x = − 1√
y − 0 = − 1√

y , y > 0, а тому
рiвняння не є рiвнянням у повних диференцiалах. Оскiльки

∂P
∂y − ∂Q

∂x

−P
= − 1

2y
,

то рiвняння має iнтегрувальний множник як функцiю y

µ = e
− 1

2

∫ dy
y = e− 1

2
ln y = e ln y−

1
2 = y−

1
2 =

1
√
y
.
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Помноживши вихiдне рiвняння на µ, дiстанемо рiвняння у по-
вних диференцiалах

dy
√
y
− 2dx = 0,

звiдки випливає, що
√
y − x = C,C ∈ R.

З рiвностi µ = 1√
y = ∞ випливає, що y = 0. Очевидно, що

y = 0 є розв’язком рiвняня i це особливий розв’язок, бо вiн
не мiститься в загальному при жодному числовому значеннi C
(див. рисунок).I

Приклад 7. Розв’язати рiвняння dy − xydx = 0.
J Оскiльки ∂P

∂y − ∂Q
∂x = x, а

∂P
∂y − ∂Q

∂x

−P
= −1

y
,

то рiвняння має iнтегрувальний множник

µ = e
−

∫ dy
y = e− ln y =

1

y
.

Пiсля множення рiвняння на цей множник, дiстанемо рiвняння
в повних диференцiалах

dy

y
+ xdx = 0,

всi розв’язки якого визначаються рiвнiстю

x2

2
+ ln y = C,C ∈ R.
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З рiвностi µ = 1
y = ∞ випливає, що y = 0. Ця функцiя є

розв’язком, який мiститься в загальному при C = 0, а тому не
є особливим. I

Вправи
1. Розв’язати рiвняння:

1) (2x+ y)dx+ (x+ 2y)dy = 0; 2) (x+ y)dx+ (x− y)dy = 0;
3) (x+ sin y)dx+ (x cos y + sin y)dy = 0;
4) (x2 + 2xy)dx+ (x2 + y3)dy = 0;
5) 3x2+y

y2
dx = 2x3+xy+2y3

y3
dy;

6) (3x2 + 6xy − 2y2)dx+ (3x2 − 4xy − 3y2)dy = 0;
7) (1 + e x/y)dx+ e

x
y (1− x

y )dy = 0;
8) (1 + x

√
x2 + y2)dx+ (y

√
x2 + y2 − 1)dy = 0;

9) 2x−y
x2+y2

dx+ 2y+x
x2+y2

dy = 0; 10) y dy = (x dy + y dx)
√

1 + y2;
11) (sin y − y sinx+ 1

x)dx+ (x cos y + cosx− 1
y )dy = 0;

12) (x ln y − x2 + cos y)dy + (x3 + y ln y − y − 2xy)dx = 0;
13) (1 + y2

x2
)dx− 2 yxdy = 0;

14) xe xy′ + e y + ye x = 0;
15) y

xdx+ (y3 + lnx)dy = 0;
16) (2− 9xy2x)x dx+ (4y2 − 6x3)y dy = 0;
17) e−ydx− (2y + xe−y)dy = 0;
18) 2x

y3
dx+ (y2−3x2

y4
dy = 0, y(1) = 1;

19) 2xy3dx+ 3(x2y2 + y2 − 1)dy = 0.
2. Розв’язати рiвняння, пiдiбравши спочатку iнтегруваль-

ний множник:
1) (x2 − y) dx+ x dy = 0; 2) y dx− (x+ y2) dy = 0;
3) 2x tg y dx+ (x2 − 2 sin y) dy = 0;
4) (e 2x − y2) dx+ y dy = 0;
5) (1 + 3x2 sin y) dx− x ctg y dy = 0;
6) (x2y3 + y) dx+ (x3y2 − x) dy = 0;
7) (2y + xy3) dx+ (x+ x2y2) dy = 0;
8) (x2 + y) dx− x dy = 0;
9) (x2y + y2 + 2xy) dx+ (x2 + x)(x+ 2y) dy = 0;
10) (2x3y2 − y) dx+ (2x2y3 − x) dy = 0;
11) (x2 + y2 + 1) dx− 2xy dy = 0;
12) y2 dx+ (xy − 1) dy = 0;
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13) (3y2 − x)dx+ (2y3 − 6xy)dy = 0;
14) (x+ y2)dx− 2xydy = 0.

3. Знайти u(x, y), якщо ux = x2y + x, uy = x3

3 + y.

Вiдповiдi
1. 1) x2 + xy + y2 = C; 2) x2

2 + xy − y2

2 = C; 3) x2

2 + x sin y−
− cos y = C; 4) x3

3 + x2y + y4

4 = C; 5) x
y + x3

y2
− 2y = C; 6) x3+

+3x2y − 2xy2 − y3 = C; 7) x + ye x/y = C; 8) x+

+1
3

√
(x2 + y2)3 − y2

2 = C; 9) ln(x2 + y2) − arctg x
y = C;

10)
√

1 + y2 − xy = C; 11) x sin y + y cosx + ln |xy | = C;

12) x4

4 + xy ln y − xy − x2y + sin y = C; 13) x − y2

x = C;
14) xe y + ye x = C; 15) y lnx+ y4

4 = C; 16) x2 + 3y2x3 + y4 = C;
17) xe−y − y2 + C = 0; 18) y = x; 19) x2y3 + y3 − 3y = C.

2. 1) x + y
x = C, µ(x) = 1

x2
; 2) x = y(C + y), µ(y) = 1

y2
;

3) x2 sin y + 1
2 cos 2y = C, µ(y) = cos y; 4) y2 = (C − 2x)e 2x,

µ(x) = e 2x; 5) x
sin y + x3 = C, µ(y) = 1

sin y ; 6) x2y2 = ln
Cy2

x2
,

C > 0, µ(x, y) = 1
xy ; 7) 3x2y+x3y3 = C, µ(x) = x; 8) x2−y = Cx,

µ(x) = 1
x2

; 9) xy(x + y) = C(x + 1), µ(x) = 1
(x+1)2

; 10) xy(x2+
+y2) + 1 = Cxy, µ(xy) = 1

x2y2
; 11) x2 − y2 − 1 = Cx, µ1(x) = 1

x2
,

µ2(x
2 − y2) = 1

(x2−y2−1)2
; 12) ye−xy = C, µ(xy) = e−xy; 13) (x+

y2)2C = x− y2, µ(x+ y2) = 1
(x+y2)3

; 14) x = Ce
y2

x , µ(x) = 1
x2

.

3. u(x, y) = x3y
3 + x2

2 + y2

2 + C.

§ 6. Особливi розв’язки

Згiдно з теоремою Кошi про iснування i єдинiсть розв’язку,
якщо права частина рiвняння y′ = f(x, y) неперервна в деякiй

областi D та має в нiй неперервну похiдну
∂f(x, y)

∂y
, то через

кожну внутрiшню точку (x0, y0) цiєї областi проходить єдина
iнтегральна лiнiя. Умови теореми Кошi можуть не виконувати-
ся в точках, якi лежать на межi областi D. Такi точки, як вiдо-
мо, називаються особливими. Якщо (x0, y0) – особлива точка,
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то може трапитися так, що через неї не проходить жодна iн-
тегральна лiнiя або проходить декiлька iнтегральних лiнiй. У
прикладi 3 з §1 для диференцiального рiвняння y′ =

y

x
вста-

новлено, що вся вiсь Oy складається з особливих точок. При
цьому через початок координат проходить безлiч iнтегральних
лiнiй, а через особливi точки, вiдмiннi вiд початку координат,
не проходить жодна iнтегральна лiнiя.

Якщо лiнiя y = φ(x) складається тiльки з особливих точок i
є iнтегральною лiнiєю диференцiального рiвняння, то функцiя
y = φ(x) називається особливим розв’язком.

Умови теореми Кошi є достатнiми для того, щоб в деякiй
областi D рiвняння y′ = f(x, y) не мало особливих розв’язкiв.
Тому для iснування особливого розв’язку необхiдно, щоб не
виконувалися умови теореми Кошi.

Отже, для того щоб знайти особливий розв’язок диферен-
цiального рiвняння y′ = f(x, y), треба знайти лiнiю y = φ(x),

в кожнiй точцi якої має розрив f(x, y) або
∂f(x, y)

∂y
i перевiри-

ти, чи є функцiя y = φ(x) розв’язком рiвняння. Якщо функцiя
y = φ(x) є розв’язком диференцiального рiвняння, то це й буде
особливий розв’язок.

Приклад 1. Чи має рiвняння y′ = x2 + y2 особливий
розв’язок?

J Умови теореми Кошi виконуються, оскiльки права части-

на рiвняння f(x, y) = x2 + y2 i ї ї похiдна
∂f(x, y)

∂y
= 2y непе-

рервнi в довiльнiй обмеженiй областi D ⊂ R2. Тому рiвняння
особливих розв’язкiв не має. I

Приклад 2. Знайти особливий розв’язок рiвняння y′ =
= 3
√
y2.

J Права частина цього рiвняння f(x, y) = 3
√
y2 неперервна

для всiх значень y ∈ R, але похiдна
∂f(x, y)

∂y
=

2

3 3
√
y

терпить

розрив при y = 0, тобто в усiх точках осi Ox. Отже, кожна
точка прямої y = 0 є особливою. Очевидно, що функцiя y = 0
є розв’язком заданого рiвняння. Звiдси випливає, що розв’язок
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y = 0 є особливим.
Знайдемо тепер загальний розв’язок рiвняння. Вiдокрем-

люючи змiннi, знаходимо

dy

y2/3
= dx.

Зiнтегрувавши, дiстанемо загальний розв’язок

3y1/3 = x+ C або y =
(x+ C)3

27
, C ∈ R.

Сiм’я iнтегральних лiнiй, що вiд-
повiдають знайденому загальному
розв’язку, є сiм’єю кубiчних парабол.
Оскiльки через кожну точку особли-
вого розв’язку y = 0 (осi Ox) прохо-
дить ще одна iнтегральна лiнiя зада-
ного рiвняння (кубiчна парабола), то
в кожнiй точцi осi Ox порушується
властивiсть єдиностi.

-

6

O x

y

y = (x+C)3

27

Вiдзначимо, що сукупнiсть розв’язкiв заданого рiвняння

складається iз загального розв’язку y =
(x+ C)3

27
, C ∈ R, i

особливого розв’язку y = 0. I
Зауваження. Особливий розв’язок, взагалi кажучи, не мi-

ститься в загальному розв’язку i не може бути видiлений з ньо-
го при жодному конкретному значеннi сталої C. У прикладi 2
особливий розв’язок не можна отримати iз загального при жод-
ному значеннi C.

Приклад 3. Чи має рiвняння y′ = 3
√

(y − x)2+5 особливий
розв’язок?

J Права частина рiвняння f(x, y) = 3
√

(y − x)2+5 неперерв-

на в R2, а частинна похiдна
∂f

∂y
=

2

3
(y−x)−

1
3 необмежено зрос-

тає при наближеннi до прямої y = x. Це означає, що на прямiй
y = x може порушуватися єдинiсть розв’язку. Оскiльки, як лег-
ко можна переконатися безпосередньою пiдстановкою, функцiя
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y = x не задовольняє задане рiвняння, то особливого розв’язку
рiвняння не має. I

Вправи
1. Чи має особливi розв’язки рiвняння:

1) y′ = 3
√

(y − x)2 + 1; 2) y′ = 3
√
y2 + 1;

3) y′ = √
y; 4) y′ = x2 + y3;

5) y′ = 1
y2

; 6) y′ =
√

1− y2 ?

Вiдповiдi
1. 1) Так, y = x; 2) нi; 3) так, y = 0; 4) нi; 5) нi, хоча умови

теореми Кошi не виконуються на осi Ox, через кожну точку
x0 цiєї осi проходить єдина iнтегральна лiнiя y = 3

√
3(x− x0);

6) так, y = −1, y = 1.

§ 7. Рiвняння першого порядку, не розв’язанi
вiдносно похiдної. Рiвняння Лагранжа i Клеро

Диференцiальне рiвняння першого порядку, не розв’язане
вiдносно похiдної, має вигляд

F (x, y, y′) = 0, (1)

де F – вiдома функцiя аргументiв x, y, y′, яка визначена i непе-
рервна в деякiй непорожнiй областi Ω ⊂ R3.

Функцiя y = φ(x), x ∈ X, яка неперервно диферен-
цiйовна i перетворює рiвняння (1) у тотожнiсть, називається
розв’язком цього рiвняння. Графiк розв’язку називається iн-
тегральною лiнiєю.

Рiвняння (1), аналогiчно до рiвняння, розв’язаного вiдносно
похiдної, в областi визначення породжує поле напрямкiв. У
цьому випадку в кожнiй точцi (x0, y0) задається, взагалi ка-
жучи, декiлька напрямкiв поля, тобто декiлька значень y′, що
знаходяться з рiвняння F (x0, y0, y′) = 0.

Iнтегральна лiнiя має ту властивiсть, що в кожнiй її точцi
напрямок дотичної збiгається з одним iз напрямкiв поля, що
визначаються рiвнянням (1) у цiй точцi.
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Задача про знаходження iнтегральної лiнiї, що проходить
через задану точку (x0, y0), тобто знаходження розв’язку рiв-
няння (1), який задовольняє початкову умову

y(x0) = y0, (2)

називається задачею Кошi.
Як вiдомо, для рiвняння y′ = f(x, y) початкова умова має

вигляд y(x0) = y0. При певних умовах на f, x0, y0, якi описа-
но в теоремi Кошi (див. § 1), гарантується iснування i єдинiсть
розв’язку задачi Кошi. Аналогiчне питання виникає i для рiв-
няння (1). Очевидно, що для таких рiвнянь через деяку точ-
ку (x0, y0), взагалi кажучи, може проходити вже не одна, а
декiлька iнтегральних лiнiй, оскiльки, розв’язуючи рiвняння
F (x, y, y′) = 0 вiдносно y′, дiстаємо як правило, не одне, а
декiлька дiйсних значень y′ = fi(x, y), i ∈ I. Якщо кожне з
рiвнянь y′ = fi(x, y), i ∈ I, в околi точки (x0, y0) задовольняє
умову теореми Кошi, то для кожного з них знайдеться єдиний
розв’язок рiвняння, який задовольняє початкову умову (2). То-
му властивiсть єдиностi розв’язку рiвняння (1), що задовольняє
умову (2), означає, що через точку (x0, y0) у заданому напрям-
ку проходить не бiльше однiєї iнтегральної лiнiї рiвняння (1).

Вiдповiдь на питання про iснування та єдинiсть розв’язку
задачi Кошi (1), (2) дає теорема Кошi: нехай y′0 – один iз
коренiв рiвняння

F (x0, y0, y
′) = 0 (3)

вiдносно третього аргументу. Якщо в деякому околi точ-
ки (x0, y0, y

′
0) виконуються умови: 1) F (x, y, y′) – непере-

рвна; 2) iснують неперервнi частиннi похiднi F ′
y i F ′

y′;
3) F ′

y′(x0, y0, y
′
0) ̸= 0, то в досить малому околi точки x0 iснує

єдиний розв’язок рiвняння (1), для якого

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0. (4)

Розв’язок називається частинним, якщо в кожнiй його
точцi має мiсце єдинiсть розв’язку задачi Кошi.

Якщо в кожнiй точцi розв’язку порушується єдинiсть
розв’язку задачi Кошi, то вiн називається особливим.
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При розв’язуваннi рiвняння (1) розрiзняють два пiдходи:
1) розв’язування його вiдносно y′ з подальшим iнтегруванням
одержаних рiвнянь; 2) введення параметра, коли рiвняння (1)
розв’язано вiдносно x або y.

1) Нехай рiвняння (1) розв’язане вiдносно похiдної y′, тоб-
то одержано, взагалi кажучи, декiлька рiвнянь, розв’язаних
вiдносно похiдної y′(x) = fi(x, y), i ∈ {1, . . . , k}. Зiнтегрував-
ши кожне з одержаних рiвнянь, матимемо множину розв’язкiв
вихiдного рiвняння. При цьому особливими розв’язками для
рiвняння (1) будуть лише такi, якi є особливими хоча б для
одного з отриманих рiвнянь.

Приклад 1. Розв’язати рiвняння yy′2 + (x− y)y′ − x = 0.
J Розв’яжемо задане рiвняння вiдносно y′:

y′ =
−x+ y ±

√
(x− y)2 + 4xy

2y
,

y′ =
−x+ y ±

√
(x+ y)2

2y

або
y′ =

−x+ y + x+ y

2y
, y′ = 1,

y′ =
−x+ y − x− y

2y
, y′ = −x

y
.

Зiнтегруємо кожне з рiвнянь окремо:
y′ = 1, y = x+ C;

y′ = −x
y
, ydy = −xdx, x2 + y2 = C2.

Отже, сукупнiсть розв’язкiв
визначається формулами

x−y+C = 0, x2+y2−C2 = 0

або

(x−y+C)(x2+y2−C2) = 0.
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Через кожну точку (x0, y0) площини R2, крiм точки (0, 0), про-
ходить два розв’язки, кожний у своєму напрямку. Це означає,
що розв’язок задачi Кошi єдиний. I

2) Якщо рiвняння (1) має вигляд

F (y′) = 0,

то його загальний iнтеграл знаходиться без квадратур i визна-

чається формулою F

(
y − C

x

)
= 0.

Справдi, нехай рiвняння F (y′) = 0 має скiнченну або нескiн-
ченну кiлькiсть дiйсних розв’язкiв y′ = ki, де ki – сталi, i ∈ I,
тобто F (ki) = 0, i ∈ I. Зiнтегрувавши рiвняння y′ = ki, одер-

жимо y = kix + C, звiдки ki =
y − C

x
, i ∈ I. Пiдставивши

цi значення ki в рiвностi F (ki) = 0, дiстанемо спiввiдношення

F
(y − C

x

)
= 0.

У випадку, коли коренi рiвняння F (k) = 0 заповнюють су-
цiльно деякий iнтервал, то можуть бути й iншi розв’язки.

Приклад 2. Розв’язати рiвняння sin y′ = 0.

J Загальним iнтегралом рiвняння є sin
y − C

x
= 0 або y =

C + nx, n ∈ Z. Умови 1) – 3) теореми Кошi для вихiдного
рiвняння виконанi на всiй площинi, тому незважаючи на те, що
через кожну точку проходить безлiч розв’язкiв, задача Кошi,
поставлена у формi (4), має єдиний розв’язок. I

Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння

y′ + |y′| = 0.

J Коренями вiдносно y′ цього рiвняння є y′ = k, k ∈
(−∞, 0], вони суцiльно заповнюють iнтервал (−∞, 0]. Тодi
розв’язками нашого рiвняння є функцiї

y = kx+ C, k ∈ (−∞, 0], C ∈ R.

Очевидно, що розв’язками рiвняння є також функцiї

y = −xn, 0 ≤ x <∞, n ∈ N,
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якi при n > 1 не входять у попередню сiм’ю розв’язкiв. I
3) Якщо рiвняння (1) можна розв’язати вiдносно y або x, то

його зручно зiнтегрувати за допомогою введення параметра.
Нехай, наприклад, рiвняння (1) розв’язується вiдносно y:

y = f(x, y′). (5)

Якщо прийняти y′ за незалежну змiнну y′ =
dy

dx
= p, то з (5)

дiстанемо
y = f(x, p). (6)

Продиференцiювавши обидвi частини рiвностi (6) i скори-
ставшись рiвнiстю dy = pdx, отримаємо рiвняння

∂f

∂x
dx+

∂f

∂p
dp = pdx

або (
∂f

∂x
− p

)
dx+

∂f

∂p
dp = 0. (7)

Розв’язавши рiвняння (7) вiдносно p, знайдемо розв’язок
p = φ(x,C), C ∈ R, а пiсля пiдстановки його в (6), дiстанемо
розв’язок рiвняння (5) у виглядi y = f(x, φ(x,C)), C ∈ R. Як-
що ж рiвняння (7) розв’язується вiдносно x, тобто x = ψ(p, C),
C ∈ R, то сукупнiсть розв’язкiв рiвняння визначається у пара-
метричнiй формi {

x = ψ(p, C),
y = f(ψ(p, C), p).

(8)

Аналогiчно поступаємо й у випадку, коли рiвняння (1)
розв’язується вiдносно x.

Приклад 4. Розв’язати рiвняння y − xy′ = y2y′2.
J Розв’яжемо рiвняння вiдносно x i введемо параметр y′ =

p. Тодi одержимо, що

x =
y

p
− py2.
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Продиференцiюємо цю рiвнiсть за y, вважаючи p функцiєю

вiд y, i замiнимо
dx

dy
на

1

p
:

dx

dy
=

1

p
− y

p2
dp

dy
− y2

dp

dy
− 2yp,

1

p
=

1

p
−

(
y

p2
+ y2

)
dp

dy
− 2yp

або
dp

dy
= − 2yp

y
p2

+ y2
.

Якщо розглядати y як функцiю вiд p, то це рiвняння є лiнiй-
ним неоднорiдним рiвнянням:

dy

dp
= − y

2p
− 1

2p3
, y ̸= 0.

Розв’яжемо спочатку лiнiйне однорiдне рiвняння:

dy

dp
= − y

2p
;

dy

y
= −1

2

dp

p
; ln |y| = −1

2
ln |p|+ lnC1,

y = ±C1p
− 1

2 , C1 > 0,

або y = Cp−
1
2 , C ∈ R.

Знайдемо розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння ме-
тодом варiацiї довiльної сталої:

y = c(p)p−
1
2 ,

dy

dp
=
dc(p)

dp
p−

1
2 − c(p)

1

2
p−

3
2 ,

dc(p)

dp
p−

1
2 − 1

2
c(p)p−

3
2 = −1

2
c(p)p−

3
2 − 1

2p3
,

dc(p)

dp
= −1

2
p−

5
2 , c(p) =

1

3
p−

3
2 + C2,

y = C2p
− 1

2 +
1

3
p−2, C2 ∈ R.
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Звiдси випливає, що сукупнiсть розв’язкiв заданого рiвнян-
ня виражається параметрично рiвняннями x =

y

p
− py2,

y = C2p
− 1

2 +
1

3
p−2, C2 ∈ R. I

Приклад 5. Розв’язати рiвняння y − y′2 + xy′ − x2

2
= 0.

J Розв’яжемо рiвняння вiдносно y i введемо параметр y′ =
p. Тодi одержимо рiвняння в параметричному виглядi

y = p2 − xp+
x2

2
, y′ = p.

Скориставшись рiвнiстю dy = y′dx, отримаємо

(−p+ x)dx+ (2p− x)dp = pdx,

звiдки
(−2p+ x)dx+ (2p− x)dp = 0

або
(2p− x)(−dx+ dp) = 0.

Це рiвняння розпадається на два:

−dx+ dp = 0 i 2p− x = 0.

З першого отримуємо, що p = x + C, C ∈ R. Пiдставивши

це значення p у вираз y = p2 − xp +
x2

2
, дiстанемо загальний

розв’язок рiвняння

y =
x2

2
+ Cx+ C2, C ∈ R.

З другого рiвняння 2p−x = 0 знаходимо p =
x

2
. Пiдставив-

ши його також у вираз y = p2 − xp+
x2

2
, одержимо особливий
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розв’язок y =
x2

4
нашого рiвняння. Цей розв’язок є обвiдною

сiм’ї розв’язкiв y =
x2

2
+ Cx+ C2, C ∈ R. I

4) Метод введення параметра особливо зручно застосову-
вати, коли рiвняння (1) лiнiйно залежить вiд x i y. Такими
рiвняннями є рiвняння Лагранжа i Клеро.

Рiвняння вигляду

y = φ(y′)x+ ψ(y′), (9)

в якому y є лiнiйною функцiєю вiд x з коефiцiєнтами, залежни-
ми вiд y′, причому коефiцiєнт при x не дорiвнює y′, називається
рiвнянням Лагранжа. Побудова його загального розв’язку в
параметричнiй формi зводиться до iнтегрування деякого лiнiй-
ного рiвняння.

Нехай y′ = p, тодi

y = φ(p)x+ ψ(p). (10)

Замiнимо в рiвностi dy = y′dx величину dy диференцiалом y з
(10) як функцiї x i p, а замiсть y′ пiдставимо p:

φ(p)dx+ (φ′(p)x+ ψ′(p))dp = pdx

або
(φ(p)− p)dx+ (φ′(p)x+ ψ′(p))dp = 0.

Це рiвняння зводиться до лiнiйного рiвняння вiдносно
функцiї x, якщо подiлити обидвi його частини на dp i φ(p)−p ̸=
̸= 0. Маємо

dx

dp
+

φ′(p)

φ(p)− p
x =

ψ′(p)

p− φ(p)
, φ(p)− p ̸= 0. (11)

Загальний розв’язок рiвняння (11) має вигляд

x = Cα(p) + β(p), C ∈ R.

Пiдставивши цей вираз у (10), дiстанемо, що

y = Cα1(p) + β1(p).
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Отже, рiвняння Лагранжа має загальний розв’язок у пара-
метричнiй формi: {

x = Cα(p) + β(p),
y = Cα1(p) + β1(p).

Якщо рiвняння φ(p) − p = 0 має дiйснi розв’язки p = pi,
i ∈ {1, . . . , k}, то, пiдставляючи їх в (10) i беручи до уваги, що
φ(pi) = pi, одержимо

y = pix+ ψ(pi), i ∈ {1, . . . , k}.

Цi розв’язки можуть бути як частинними, так i особливи-
ми. Отже, особливими розв’язками рiвняння Лагранжа можуть
бути тiльки прямi y = pix+ ψ(pi), i ∈ {1, . . . , k}.

Рiвняння вигляду

y = xy′ + ψ(y′) (12)

називається рiвнянням Клеро. Воно вiдрiзняється вiд рiв-
няння Лагранжа лише тим, що в ньому коефiцiєнт при x дорiв-
нює y′.

Нехай y′ = p. Тодi рiвняння (12) набуде вигляду

y = xp+ ψ(p). (13)

Далi маємо

dy = y′dx, pdx+ (x+ ψ′(p))dp = pdx

або
(x+ ψ′(p))dp = 0.

Це рiвняння розпадається на два:

dp = 0 i x+ ψ′(p) = 0.

З рiвностi dp = 0 випливає, що p = C. Пiдставляючи це
значення p в (12), дiстаємо

y = Cx+ ψ(C), C ∈ R. (14)
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Ця сiм’я прямих є загальним розв’язком рiвняння Клеро.
Рiвнiсть x + ψ′(p) = 0 разом з рiвнiстю (13) утворює

розв’язок рiвняння Клеро в параметричнiй формi{
x = −ψ′(p),
y = −ψ′(p)p+ ψ(p),

який, як правило, є особливим.
До рiвняння Клеро приходимо, наприклад, коли шукаємо

рiвняння кривої за властивiстю її дотичної, не залежною вiд
точки дотику, тобто спiльною для всiх точок кривої.

Приклад 6. Розв’язати рiвняння y = 2xy′ − y′2.
J Дотримуючись описаного вище методу розв’язування рiв-

няння Лагранжа, одержуємо: y′ = p, y = 2xp − p2, dy = y′dx,

2pdx+ 2xdp− 2pdp = pdx, pdx+ (2x− 2p)dp = 0,
dx

dp
+

2

p
x = 2,

p ̸= 0.
Маємо лiнiйне неоднорiдне рiвняння з невiдомою функцiєю

x. Знайдемо спочатку загальний розв’язок лiнiйного однорiд-
ного рiвняння:

dx

dp
= −2

p
x,

dx

x
= −2

p
dp,

ln |x| = −2 ln |p|+ ln |C1|, x =
C1

p2
, C1 ∈ R \ {0},

або, якщо врахувати ще розв’язок x = 0, x =
C

p2
, C ∈ R.

Розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння шукаємо у
виглядi

x =
c(p)

p2
,

де c(p) – невiдома функцiя. Пiсля пiдстановки в неоднорiдне
рiвняння дiстанемо

c′(p)

p2
− 2pc(p)

p3
+

2pc(p)

p3
= 2,

c′(p)

p2
= 2, c′(p) = 2p2, c(p) =

2

3
p3 + C2,
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а тому

x =
2

3
p+

C2

p2
, C2 ∈ R.

Отже, маємо сукупнiсть розв’язкiв рiвняння Лагранжа в
параметричнiй формi

x =
2

3
p+

C2

p2
,

y =
2C2

p
+
p2

3
, p ̸= 0, C2 ∈ R.

Якщо p = 0, то пiдставивши його в рiвнiсть y = 2xp− p2, знай-
демо, що y = 0. Це частинний розв’язок нашого рiвняння. I

Приклад 7. Зiнтегрувати рiвняння y = xy′ +
1

y′
.

J Покладемо y′ = p i запишемо задане рiвняння Клеро

у виглядi y = xp +
1

p
. Тодi dy = xdp + pdx − 1

p2
dp i з рiв-

ностi dy = y′dx випливає, що xdp + pdx − 1

p2
dp = pdx або(

x− 1

p2

)
dp = 0. Прирiвнявши до нуля другий множник, одер-

жимо dp = 0, звiдки p = C i загальний розв’язок заданого

рiвняння має вигляд y = Cx +
1

C
. Якщо прирiвняти до нуля

перший множник, то матимемо x =
1

p2
. Виключаючи p з цього

рiвняння i рiвняння y = xp+
1

p
, дiстаємо y2 = 4x. Цей розв’язок

є особливим i вiн служить обвiдною сiм’ї прямих y = Cx +
1

C
(див. рисунок).I

75



-

6

O x

y

y2 = 4x

y = Cx+
1

C

5) У багатьох випадках рiвняння (1) складно розв’язується
як вiдносно y′, так i вiдносно x або y. Тодi зручно подати це
рiвняння у параметричному виглядi

x = φ(u, v) y = ψ(u, v), y′ = χ(u, v).

Скориставшись спiввiдношенням dy = y′dx, дiстанемо рiвнян-
ня

∂ψ

∂u
du+

∂ψ

∂v
dv = χ(u, v)

(
∂φ

∂u
du+

∂φ

∂v
dv

)
або

dv

du
=
χ(u, v)∂φ∂u − ∂ψ

∂u
∂ψ
∂v − χ(u, v)∂φ∂v

. (15)

Якщо рiвняння (15) розв’язати вiдносно v, то дiстанемо су-
купнiсть його розв’язкiв v = g(u,C). Пiдставивши знайдене v
у x = φ(u, v) i y = ψ(u, v), одержимо розв’язок рiвняння (1) у
параметричнiй формi x = φ(u, g(u,C)), y = ψ(u, g(u,C)).

Приклад 8. Розв’язати рiвняння y2/3 + (y′)2/3 = 1.
J Покладемо y = cos3 u, y′ = sin3 u. Тодi, скориставшись

спiввiдношенням dy = y′dx, дiстанемо

dx =
dy

y′
, dx =

−3 cos2 u sinudu

sin3 u
, dx = −3

cos2 u

sin2 u
du.

Звiдси

x = −3

∫
cos2 u

sin2 u
du+ C = −3

∫
1− sin2 u

sin2 u
du+ C =

= 3

∫
du− 3

∫
du

sin2 u
+ C = 3u+ 3 ctg u+ C.
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Тому загальний розв’язок нашого рiвняння в параметрич-
нiй формi має вигляд

x = 3u+ 3 ctg u+ C, y = cos3 u, C ∈ R. I

Для знаходження особливих розв’язкiв рiвняння (1) засто-
совують два методи.

Метод p-дискримiнантної лiнiї. Якщо функцiя
F (x, y, y′) неперервна за змiнною x i неперервно дифе-
ренцiйовна за y i y′, то особливий розв’язок (якщо вiн iснує)
задовольняє систему рiвнянь{

F (x, y, p) = 0,
F ′
p(x, y, p) = 0,

(16)

де p = y′. Виключивши з цiєї системи p, знайдемо рiвняння
p-дискримiнантної лiнiї. Для кожної вiтки p-дискримiнантної
лiнiї необхiдно перевiрити, чи є вона iнтегральною лiнiєю i чи
порушується в кожнiй точцi умова єдиностi.

Метод C-дискримiнантної лiнiї. Якщо сiм’я iнтеграль-
них лiнiй Φ(x, y, C) = 0 рiвняння (1) має обвiдну, тобто лiнiю,
яка дотикається до кожної лiнiї сiм’ї в однiй або декiлькох точ-
ках i вся складається з цих точок дотику, то остання завжди є
розв’язком диференцiального рiвняння i причому особливим.
Справдi, по-перше, обвiдна є iнтегральною лiнiєю; по-друге,
в кожнiй точцi обвiдної порушується єдинiсть, оскiльки через
точки обвiдної в одному напрямку проходять принаймнi двi
iнтегральнi лiнiї, а саме, обвiдна та iнтегральна лiнiя, що до-
тикається до неї в цiй точцi.

Вiдомо, що обвiдна входить до складу C-дискримiнантної
лiнiї, яка визначається системою рiвнянь Φ(x, y, C) = 0,

∂Φ(x, y, C)

∂C
= 0.

(17)

Знайшовши C-дискримiнанту лiнiю, треба перевiрити, чи є
вона або її частина обвiдною заданої сiм’ї розв’язкiв. Це буде
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тодi, коли на нiй: 1) iснують обмеженi частиннi похiднi∣∣∣∂Φ
∂x

∣∣∣ ≤M,
∣∣∣∂Φ
∂y

∣∣∣ ≤ N, (18)

де M i N – сталi;

2)
∂Φ

∂x
̸= 0 або

∂Φ

∂y
̸= 0. (19)

Приклад 9. Знайти особливi розв’язки диференцiального
рiвняння

xy′
2 − 2yy′ + 4x = 0, x > 0, (20)

якщо його загальний iнтеграл має вигляд

x2 = C(y − C). (21)

J Знаходимо C-дискримiнанту лiнiю. Маємо

Φ(x, y, C) := C(y − C)− x2,

тодi
∂Φ

∂C
= y − 2C = 0,

звiдки C =
y

2
. Пiдставивши це значення C в загальний iнтеграл

(21), дiстанемо

x2 =
y

2

(
y − y

2

)
або (y − 2x)(y + 2x) = 0,

тобто y = ±2x.
Отже, C-дискримiнантна лiнiя складається з двох прямих

y = 2x i y = −2x.
Безпосередньою перевiркою переконуємося, що кожна з цих

прямих є розв’язком нашого рiвняння.
Доведемо, що кожний з цих розв’язкiв є особливим

розв’язком рiвняння. Маємо
∂Φ

∂x
= −2x,

∂Φ

∂y
= C, а тому∣∣∣∂Φ

∂x

∣∣∣ = | − 2x| ≤ 2b, 0 < a ≤ x ≤ b,
∣∣∣∂Φ
∂y

∣∣∣ = |C| ≤ N , де

N = max
C∈Ω

|C|, де Ω – область допустимих значень C.
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Оскiльки, на C-дискримiнантних лiнiях
∂Φ

∂x
= −2x ̸= 0 в

областi x > 0, то прямi y = 2x i y = −2x є обвiдними сiм’ї
парабол x2 = C(y−C), тобто особливими розв’язками рiвняння
(20). I

Приклад 10. Знайти особливi розв’язки рiвняння

2y(y′ + 2)− xy′
2
= 0. (22)

J Знайдемо p-дискримiнанту лiнiю з системи рiвнянь Φ(x, y, p) := 2y(p+ 2)− xp2 = 0,
∂Φ

∂p
= 2y − 2xp = 0.

Маємо p =
y

x
, а тому 2y

(
y

x
+ 2

)
− x

y2

x2
= 0, тобто y2 + 4xy = 0

є p-дискримiнантною лiнiєю, яка розпадається на двi вiтки

y = 0 i y = −4x. (23)

Безпосередньою перевiркою переконуємося, що обидвi цi
функцiї є розв’язками нашого рiвняння.

Для того щоб з’ясувати, чи розв’язки (23) є особливими,
знайдемо обвiдну сiм’ї iнтегральних лiнiй

Cy − (C − x)2 = 0 (24)

рiвняння (22).
Випишемо систему для знаходження C-дискримiнантної

лiнiї {
Cy − (C − x)2 = 0,
y − 2(C − x) = 0,

звiдки, виключаючи C, дiстанемо

y2 + 4xy = 0 або y = 0 i y = −4x,

що збiгається з (23). Оскiльки на цих лiнiях виконуються умови
(18) i (19), то вони є особливими розв’язками рiвняння (22).
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Iнтегральнi лiнiї (24) є параболами y =
(C − x)2

C
, а прямi

y = 0 i y = −4x – обвiдними цiєї сiм’ї парабол (див. рисунок).I

Вправи
1. Зiнтегрувати рiвняння:

1) y′2−(3x−2y)y′+2x2−xy−3y2 = 0; 2) y′2−(2x+y)y′+x2+xy =
= 0; 3) y′2+x = 2y; 4) y′(2y−y′) = y2 sin2 x; 5) y(y−2xy′)2 = 2y′;
6) y = y′2e y

′ ; 7) y = y′ sin y′+cos y′; 8) y− y′ =
√

1 + y′2; 9) y =

= ln(1 + y′2); 10) y′2 − y′3 = y2; 11) x = y′
√
y′2 + 1; 12) x =

= y′ sin y′; 13) xy′2−e 1/y′ = 0; 14) x(y′−1)2 = y′(y′−2); 15) y =

= xy′−x2y′3; 16) x =
y

y′
+

1

y′2
; 17) xy′+y−4

√
y′ = 0; 18) 2xy′−y =

= y′ ln yy′; 19) x2y′2 = xyy′+1; 20) y′−sin y′ = 0; 21) y′−|y′| = 0;
22) y′2 + y′ − 2 = 0; 23) y(y − 2xy′)3 = y′2.

2. Знайти розв’язки поданих нижче рiвнянь Лагранжа i
Клеро:
1) y = 2xy′ − 4y′3; 2) y = xy′2 − 2y′3; 3) 2y′2(y − xy′) = 1;
4) 2xy′ − y = ln y′; 5) y = 2xy′ +

√
1 + y′2; 6) y = xy′2 − 2y′;

7) y = xy′ + ln y′; 8) y = xy′ − a
√

1 + y′2; 9) y = xy′2 + y′2;

10) y = 2xy′ + sin y′; 11) y + y′ = x + y′2; 12) y =
3

2
xy′ + e y

′
;

13) y = xy′ − e y
′ ; 14) xy′2 − 2yy′ + 4x = 0;

15) y = xy′ − 1
4y

′2; 16) y = xy′ − y′4

2 ; 17) x = y + 4
9y

′2 − 8
27y

′3.
3. Знайти особливi розв’язки рiвняння, якщо вiдомий за-

гальний iнтеграл:
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1) y = y′2 − xy′ +
x2

2
, y = Cx+ C2 +

x2

2
;

2) y2y′2 + y2 = 1, (x− C)2 + y2 = 1;

3) y′2 − yy′ + e x = 0, y = Ce x +
1

C
;

4) 3xy′2 − 6yy′ + x+ 2y = 0, x2 + C(x− 3y) + C2 = 0.
4. Методом p-дискримiнантної лiнiї знайти особливi

розв’язки рiвняння:
1) y′2−4y = 0; 2) y′3−4xyy′+8y2 = 0; 3) y′2−4yy′−y′2+4y = 0;
4) y′2 − y2 = 0; 5) (y′)2 + 4xy′ = 5x2 + 9y.

5. Знайти лiнiю, для якої будь-який вiдрiзок дотичної до
неї в довiльнiй точцi M(x, y), що лежить мiж координатними
осями, має довжину l.

6. Знайти лiнiю, будь-яка дотична до якої утворює з осями
координат трикутник площею 2a2.

7. Знайти лiнiю, для якої пiврiзниця пiддотичної i пiднор-
малi в довiльнiй точцi дорiвнює абсцисi точки дотику.

Вiдповiдi

1. 1) y = Ce x−x− 1, y = Ce−3x+
2

9
(3x− 1); 2) y =

x2

2
+C,

y = Ce x − x − 1; 3) ln |1 ± 2
√
2y − x| = 2(x + C ±

√
2y − x);

4) lnCy = x ± sinx, y = 0; 5) y2 = C2x − C, 4xy2 = −1;
6) x = e p(p+1)+C, y = p2e p; 7) x = sin p+C, y = p sin p+cos p;

8) x = 4p3 +
1

2p2
+ C, y = 3p4 +

1

p
; 9) x = 2arctg p + C, y =

= ln(1 + p2); y = 0; 10)

 x = ±
(
ln

∣∣∣∣1−√
1−p

1+
√
1−p

∣∣∣∣+ 3
√
1− p

)
+ C,

y = ±
√
1− p;

11) x = p
√
p2 + 1, 3y = (2p2 − 1)

√
p2 + 1 + C; 12) x = p sin p,

y = p2 sin p+p cos p−sin p+C; 13) x =
e 1/p

p2
, y = e 1/p

(
1+

1

p

)
+C;

14) x =
p(p− 2)

(p− 1)2
, y = 1− p2

(p− 1)2
+C; 15) xp2 = C

√
|p| − 1, y =

= xp−x2p3, y = 0; 16) x = Cy+C2, 4x = −y2; 17) x√p = ln p+C,
y =

√
p(4 − ln p − C); 18) y2 = 2Cx − C lnC, 2x = 1 + 2 ln |y|;
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19)

 ±xp
√
2 lnCp = 1,

y = ±
(√

2 lnCp− 1√
2 lnCp

)
;

20)
y − C

x
− sin

y − C

x
=

= 0; 21) y = kx + C, k ∈ (0;∞); y = xn, x ∈ (0;∞), n > 1;
22) (y−x−C)(y+2x−C) = 0; 23) y2 = 2C3x+C2, 27x2y2 = 1.

2. 1)


x = 3p2 +

C

p2
,

y = 2p3 +
2C

p
;
y = 0;

2)


x =

C

(p− 1)2
+ 2p+ 1,

y =
Cp2

(p− 1)2
+ p2;

y = 0, y = x− 2;

3) 2C2(y−Cx) = 1, 8y2 = 27x2; 4) xp2 = p+C, y = 2+
2C

p
− ln p;

5)

 x =
1

2p2
(ln |p+

√
p2 + 1| − p

√
p2 + 1 + C),

y = 2px+
√
p2 + 1;

6) x =
2p− 2 ln p+ C

(p− 1)2
, y = xp2−2p; 7) y = Cx−lnC, y = lnx+1;

8) y = Cx− C
√
1 + C2, y2 + x2 = a2;

9)

 x+ 1 =
C

(p− 1)2
,

y = p2(x+ 1);
y = 0;

10)


x =

C

p2
− cos p

p2
− sin p

p
,

y =
2C

p
− 2 cos p

p
− sin p;

y = 0;

11)
{
x = 2p+ ln |p− 1|+ C,
y = p2 + p+ ln |p− 1|+ C;

12)


x =

C

p3
− 2e p

(
1

p
− 2

p2
+

2

p3

)
,

y =
3C

2p2
− 2e p

(
1− 3

p
+

3

p2

)
;

13) y = Cx− e C ; y = x(lnx− 1); 14) y = Cx2 +
1

C
;

15) y = Cx− 1
4e

2, y = x2; 16) y = Cx− C4

2 , y = 3x
4

3
√

x
2 ;

17) (y − C)2 = (x− C)2, y = x− 4
27 .
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3. 1) y =
x2

3
; 2) y = ±1; 3) y = ±2e

x
2 ; 4) y = x, y = −x

3
.

4. 1) y = 0; 2) y = 0, y =
4

27
x3; 3) y = 0; 4) особливих

розв’язкiв немає; 5) y = −x2.
5.

Рiвняння дотичної в точцi
M(x, y) лiнiї y = f(x) має
вигляд Y − y = y′(X − x), де
X, Y – координати точок до-
тичної. Координати точок A
i B знайдемо, якщо в це рiв-
няння пiдставити вiдповiдно
Y = 0 i X = 0: XA = x − y

y′ ,
YB = y−xy′. Згiдно з умовою

AB = l. Вiдстань AB мiж точками A(XA, 0) i B(0, YA) дорiвнює√
(x− y

y′ )
2 + (y − xy′)2. Тодi одержимо диференцiальне рiвнян-

ня
√

(x− y
y′ )

2 + (y − xy′)2 = l або y = xy′ ± ly′√
1+(y′)2

. Це рiв-

няння Клеро. Його загальним розв’язком є y = Cx± Cl√
1+C2

, а

особливим y = ± lC3

(1+C2)3/2
або x2/3 + y2/3 = l3/2.

6. Якщо скористатись рисунком i мiркуваннями iз задачi
5, то матимемо S = 2a2 i S = 1

2(x − y
y′ )(y − xy′) або (x −

y
y′ )(y−xy

′) = 4a2. Звiдси дiстанемо рiвняння xy′−y = ±2a
√
−y′

або y = xy′ ∓ 2a
√
−y′. Розв’язавши це рiвняння дiстанемо, що

шуканими лiнiями є xy = −3a2 i xy = a2.
7. Згiдно з умовою 1

2(
y
y′ − yy′) = x або y = 2y′

1−(y′)2x. Маємо

рiвняння Лагранжа, яке зручно записати у виглядi x = yx′

2 −
y
2x , вважаючи, що x є функцiєю вiд y. Розв’язавши останнє
рiвняння дiстанемо загальний iнтеграл у параметричнiй формi{

x = Cp
2 (p− 1

p),

y = Cp.

Виключивши параметр p, одержимо загальний розв’язок x =

= y2

2C − C
2 або 2Cx = y2 − C2, тобто сiм’ю парабол.
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Роздiл 2
Диференцiальнi рiвняння вищого порядку.

Рiвняння, що допускають зниження
порядку

§ 8. Загальнi поняття та означення

Рiвняння
F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0, (1)

де x – незалежна змiнна, y – шукана функцiя, а функцiя F
визначена й неперервна в деякiй областi D ⊂ Rn+2, n ∈ N, та
обов’язково залежна вiд y(n), називається звичайним дифе-
ренцiальним рiвнянням n-го порядку.

Диференцiальне рiвняння n-го порядку, розв’язане вiд-
носно старшої похiдної, має вигляд

y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1)), (2)

де функцiя f неперервна в деякiй областi Ω ⊂ Rn+1 змiни своїх
аргументiв.

Розв’язком рiвняння (2) на промiжку X називається
функцiя y = φ(x), яка задовольняє умови:

1) φ неперервно диференцiйовна n разiв на X;
2) (x, φ(x), φ′(x), . . . , φ(n−1)(x)) ∈ Ω, x ∈ X;
3) φ перетворює рiвняння (2) в тотожнiсть, тобто

φ(n)(x) = f(x, φ(x), φ′(x), . . . , φ(n−1)(x)), x ∈ X.

Задачею Кошi або початковою задачею для рiвняння
(2) називається задача про знаходження розв’язку y = y(x)
рiвняння (2), який задовольняє початковi умови

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y
(n−1)(x0) = y

(n−1)
0 , (3)

де x0 ∈ X, y0, y′0, . . ., y
(n−1)
0 – заданi числа.

Iснування та єдинiсть розв’язку задачi Кошi гарантує тео-
рема Кошi: якщо в рiвняннi (2) функцiя f задовольняє умо-
ви: а) f неперервна за сукупнiстю змiнних x, y, y′, . . ., y(n−1)
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в областi Ω; б) iснують неперервнi частиннi похiднi
∂f

∂y
,

∂f

∂y′
, . . .,

∂f

∂y(n−1)
всерединi областi Ω, то для будь-якої точки

(x0, y0, y
′
0, . . . , y

(n−1)
0 ) ∈ Ω iснує єдиний розв’язок рiвняння (2),

який визначений в деякому околi точки x0 ∈ X i задовольняє
початковi умови (3).

Для рiвняння другого порядку

y′′ = f(x, y, y′)

початковi умови мають вигляд

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0,

де x0 ∈ X, y0, y′0 – заданi числа. У цьому випадку теорема Кошi
про iснування та єдинiсть геометрично означає, що через за-
дану точку (x0, y0) проходить одна iнтегральна крива, кутовий
коефiцiєнт дотичної до якої в цiй точцi дорiвнює y′0. З механiч-
ної точки зору це означає, що треба знайти закон руху y = y(x)
матерiальної точки, яка в початковий момент часу x0 займала
положення y0 i мала швидкiсть y′0.

Приклад 1. Довести, що задача Кошi

y′′ = sin y′ + e−x2y,

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, x0 ∈ R, {y0, y′0} ⊂ R,

має єдиний розв’язок в деякому околi точки x0.
J Перевiримо виконання умов теореми Кошi. У нашому ви-

падку f(x, y, y′) = sin y′ + e−x2y. Ця функцiя визначена i непе-
рервна в R3. Її частиннi похiднi

∂f

∂y
= −x2e−x2y,

∂f

∂y′
= cos y′

є неперервними та обмеженими функцiями в будь-якiй обме-
женiй областi Ω ⊂ R3.

Оскiльки умови теореми Кошi виконуються, то задача Кошi
має єдиний розв’язок у деякому околi точки x0. I
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Нехай Ω – область, у кожнiй точцi якої задача Кошi для
рiвняння (2) має єдиний розв’язок. Функцiя

y = φ(x,C1, . . . , Cn), (4)

де C1, . . ., Cn – довiльнi сталi, називається загальним
розв’язком рiвняння (2) в областi Ω, якщо:

1) функцiя φ має неперервнi частиннi похiднi за x до n-го
порядку включно;

2) для будь-якої точки (x0, y0, y
′
0, . . . , y

(n−1)
0 ) ∈ Ω система

y0 = φ(x0, C1, . . . , Cn),
y′0 = φ′(x0, C1, . . . , Cn),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
y
(n−1)
0 = φ(n−1)(x0, C1, . . . , Cn)

має єдиний розв’язок вiдносно C1, . . ., Cn:

C0
1 = ψ1(x0, y0, y

′
0, . . . , y

(n−1)
0 ),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
C0
n = ψn(x0, y0, y

′
0, . . . , y

(n−1)
0 );

(5)

3) функцiя φ(x,C0
1 , . . . , C

0
n) є розв’язком рiвняння (2) при

будь-яких допустимих значеннях C0
1 , . . ., C0

n, якi визначаються
рiвностями (5), за умови, що (x0, y0, y

′
0, . . . , y

(n−1)
0 ) ∈ Ω.

Якщо загальний розв’язок (4) в областi Ω заданий неявно
спiввiдношенням

Φ(x, y, C1, . . . , Cn) = 0, (6)

то (6) називають загальним iнтегралом рiвняння (2) в об-
ластi Ω.

Розв’язок, який можна знайти з (4) при конкретних число-
вих значеннях C1, . . ., Cn, називають частинним розв’язком
рiвняння (2). Аналогiчно вводиться поняття частинного iн-
теграла. Якщо вiдомий загальний розв’язок (4) або загальний
iнтеграл (6), то розв’язати задачу Кошi можна так. Iз спiввiд-
ношень (4) або (6) i тих, якi дiстають з них за допомогою (n−1)-
кратного диференцiювання за x з використанням початкових
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умов (3), записують систему рiвнянь для визначення C1, . . .,
Cn. Розв’язавши цю систему i пiдставивши знайденi значення
C0
1 , . . ., C0

n в (4) або (6), дiстанемо розв’язок задачi Кошi

y = φ(x,C0
1 , . . . , C

0
n) (7)

або частинний iнтеграл

Φ(x, y, C0
1 , . . . , C

0
n) = 0,

яким неявно задається розв’язок задачi Кошi.
Якщо в кожнiй точцi розв’язку порушується єдинiсть

розв’язку задачi Кошi, то вiн називається особливим.
Часто розв’язки (4) або (6) задаються у виглядi{

x = φ(t, C1, . . . , Cn),
y = ψ(t, C1, . . . , Cn), t ∈ T.

(8)

Тодi (8) називають загальним iнтегралом в параметрич-
нiй формi.

Спiввiдношення вигляду

Ψ(x, y, y′, . . . , y(n−k), C1, . . . , Ck) = 0, (9)

яке справджується для всiх розв’язкiв y рiвняння (1) i одер-
жане внаслiдок iнтегрування цього рiвняння, називається про-
мiжним iнтегралом k-го порядку рiвняння (1).

Промiжний iнтеграл першого порядку

Ψ(x, y, y′, . . . , y(n−1), C1) = 0 (10)

називають першим iнтегралом.
Якщо вiдомо k рiзних перших iнтегралiв, то порядок рiв-

няння можна знизити на k одиниць. Якщо ж вiдомо n рiзних
перших iнтегралiв, то виключивши з них усi похiднi y′, y′′, . . .,
y(n−1), дiстанемо загальний iнтеграл рiвняння.

Нижче ми розглянемо рiвняння, якi допускають зниження
порядку, тобто за допомогою деякої пiдстановки їх можна зве-
сти до рiвняння нижчого порядку.
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§ 9. Деякi типи рiвнянь, якi допускають зниження
порядку

9.1. Рiвняння вигляду F (x, y(n)) = 0. Розглянемо рiв-
няння вигляду

F (x, y(n)) = 0. (1)

У багатьох випадках рiвняння (1) можна зобразити у пара-
метричнiй формi {

x = φ(t),

y(n) = ψ(t), t ∈ T,

де φ(t) – диференцiйовна функцiя.
Оскiльки dy(n−1) = y(n)dx, то dy(n−1) = ψ(t)φ′(t)dt, звiдки

знаходимо, що

y(n−1) =

∫
ψ(t)φ′(t)dt+ C1 = ψ1(t, C1), C1 ∈ R.

Аналогiчно знаходимо y(n−2) i т.д. Для y дiстанемо вираз
вигляду y = ψn(t, C1, . . . , Cn). Тодi система{

x = φ(t),
y = ψn(t, C1, . . . , Cn), t ∈ T, {C1, . . . , Cn} ⊂ R,

є загальним iнтегралом рiвняння (1) в параметричнiй формi.
Приклад 1. Розв’язати рiвняння

x− e y
′′
+ (y′′)2 = 0.

J Запишемо рiвняння у виглядi

x = e y
′′ − (y′′)2

i введемо параметр y′′ = t. Тодi одержимо параметричний
вигляд рiвняння {

x = e t − t2,
y′′ = t.
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Далi
dy′ = y′′dx, dy′ = t(e t − 2t)dt,

звiдки

y′ =

∫
t(e t − 2t)dt+ C1 = e t(t− 1)− 2

3
t2 + C1.

Тому з рiвностi
dy = y′dx

випливає, що

dy =
(
e t(t− 1)− 2

3
t2 + C1

)
(e t − 2t)dt

або

dy = (e 2t(t− 1)− (
2

3
t3 + 2t2 − 2t− C1)e

t +
4

3
t4 − 2C1t)dt.

Iнтегруючи, отримуємо

y = (
t

2
− 3

4
)e 2t − (

2

3
t3 − 2t+ 2− C1)e

t +
4

15
t5 − C1t

2 + C2.

Приєднуючи сюди рiвнiсть x = e t − t2, одержуємо загальний
розв’язок у параметричнiй формi. I

Частинним випадком рiвняння (1) є рiвняння

y(n) = f(x). (2)

Припустимо, що функцiя f неперервна на промiжкуX. Тодi
iснує єдиний розв’язок задачi Кошi, причому початковi данi y0,
y′0, . . ., y

(n−1)
0 можна задавати довiльно, а x0 ∈ X. Цей розв’язок

буде визначеним на всьому промiжку X. Iнтегруючи послiдов-
но n разiв рiвняння (2), знайдемо загальний розв’язок цього
рiвняння.

Приклад 2. Знайти загальний розв’язок рiвняння y(3) =
lnx

x2
i видiлити розв’язок, який задовольняє початковi умови

y(1) = 0, y′(1) = 1, y′′(1) = 2.
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J Зiнтегруємо задане рiвняння послiдовно три рази:

y′′ =

∫
lnx

x2
dx+ C1 = −

∫
lnxd

(
1

x

)
+ C1 =

= −

(
1

x
lnx−

∫
1

x

1

x
dx

)
+ C1 = −

(
1

x
lnx+

1

x

)
+ C1;

y′=−
∫ (

1

x
(lnx+1)+C1

)
dx+C2=−

∫
lnx

x
dx−

∫
dx

x
+C1

∫
dx+C2 =

= −
∫

lnxd(lnx)− lnx+ C1x+ C2 = − ln2 x

2
− lnx+ C1x+ C2;

y = −1

2

∫
ln2 xdx−

∫
lnxdx+ C1

x2

2
+ C2x+ C3 =

= −1

2

(
x ln2 x− 2

∫
lnxdx

)
−
∫

lnxdx+ C1
x2

2
+ C2x+ C3 =

= −x
2
ln2 x+

∫
lnxdx−

∫
lnxdx+ C1

x2

2
+ C2x+ C3 =

= −x
2
ln2 x+ C1

x2

2
+ C2x+ C3, {C1, C2, C3} ⊂ R.

Знайдемо розв’язок, який задовольняє заданi початковi
умови. Пiдставляючи початковi данi в одержанi вище вирази
для y, y′ i y′′, дiстаємо таку систему рiвнянь для знаходження
C1, C2 i C3: 

C1

2
+ C2 + C3 = 0,

C1 + C2 = 1,
−1 + C1 = 2.

Звiдси випливає, що C1 = 3, C2 = −2, C3 =
1

2
. Шуканим

розв’язком є

y = −x
2
ln2 x+

3

2
x2 − 2x+

1

2
. I
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9.2. Рiвняння, яке не мiстить явно шуканої функ-
цiї i кiлькох послiдовних похiдних. Розглянемо рiвняння
вигляду

F (x, y(k), y(k+1), . . . , y(n)) = 0, (3)

k ∈ {1, . . . , n− 1}.
За допомогою пiдстановки y(k) = z, де z – нова невiдома

функцiя вiд x, рiвняння (3) можна звести до рiвняння (n− k)-
го порядку

F (x, z′, z′′, . . . , z(n−k)) = 0. (4)

Якщо рiвняння (4) зiнтегрувати, то, повертаючись до змiн-
ної y, дiстанемо промiжний iнтеграл рiвняння (3) у виглядi

y(k) = φ(x,C1, . . . , Cn−k) або Φ(x, y(k), C1, . . . , Cn−k) = 0.
(5)

Рiвняння (5) є рiвняннями типу (1), тiльки порядку k < n.
Приклад 3. Розв’язати рiвняння y′ = xy′′ + (y′′)2.
J Покладемо y′ = z. Тодi дiстанемо рiвняння

z = xz′ + z′
2
,

яке є рiвнянням Клеро. Розв’яжемо його за допомогою методу
введення параметра.

Нехай z′ = p, тодi z = xp + p2, а dz = xdp + pdx + 2pdp. З
рiвностi dz = z′dx випливає, що xdp + pdx + 2pdp = pdx або
(x+ 2p)dp = 0. Звiдси одержуємо, що: 1) dp = 0, i тодi p = C1,
а тому z = C1x+ C2

1 ; 2) x = −2p або p = −x
2
, а це означає, що

z = −x
2

4
. Отже, загальним розв’язком рiвняння Клеро є

z = C1x+ C2
1 , (6)

а особливим

z = −x
2

4
. (7)

Повернувшись до змiнної y, дiстанемо з (6), що

y′ = C1x+ C2
1 .
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Пiсля iнтегрування матимемо, що загальним розв’язком вихiд-
ного рiвняння є

y =
C1

2
x2 + C2

1x+ C2.

Замiнимо в (7) z на y′, тодi

y′ = −x
2

4
,

звiдки

y = −x
3

12
+ C3.

Кожний з розв’язкiв, якi входять в цю сiм’ю, є особливим
розв’язком вихiдного рiвняння. I

9.3. Рiвняння, яке не мiстить явно незалежної змiн-
ної. Розглянемо рiвняння вигляду

F (y, y′, . . . , y(n)) = 0. (8)

За допомогою замiни

y′ = p (9)

де p = p(y) – нова шукана функцiя, y – нова незалежна змiнна,
порядок рiвняння (8) можна знизити на одиницю, оскiльки

y′′ =
dy′

dx
=
dp

dy

dy

dx
= pp′,

y(3) =
dy′′

dx
=
dy′′

dy

dy

dx
= (p′′p+ p′

2
)p,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

y(n) = g(p, p′, . . . , p(n−1)), (10)

де

p(j) =
djp

dyj
, j ∈ {1, . . . , n− 1}.

92



Пiдставивши (9) i (10) у (8), дiстанемо рiвняння (n − 1)-го
порядку вiдносно нової шуканої функцiї p

F1(y, p, p
′, . . . , p(n−1)) = 0. (11)

Якщо вiдомий загальний iнтеграл рiвняння (11)

Φ1(y, p, C1, . . . , Cn−1) = 0,

то спiввiдношення

Φ1(y, y
′, C1, . . . , Cn−1) = 0 (12)

є промiжним iнтегралом (n − 1)-го порядку рiвняння (8)
– диференцiальним рiвнянням першого порядку iнтегровно-
го типу. Загальний iнтеграл рiвняння (12), який має вигляд
Φ(x, y, C1, . . . , Cn) = 0, де C1, . . ., Cn – довiльнi сталi, є загаль-
ним iнтегралом рiвняння (8).

При виконаннi замiни (9) можлива втрата розв’язкiв вигля-
ду y = const. Безпосередньою пiдстановкою необхiдно пе-
ревiрити, чи справдi рiвняння (8) має такi розв’язки.

Приклад 4. Знайти розв’язок диференцiального рiвняння

y′′+
2

1− y
(y′)2 = 0, який задовольняє початковi умови y(0) = 0,

y′(0) = 1.
J У рiвняннi не мiститься в явному виглядi незалежна змiн-

на x. Виконавши замiну y′ = p(y), з урахуванням того, що
y′′ = p′p, одержуємо диференцiальне рiвняння з вiдокремлюва-
ними змiнними

dp

dy
p+

2

1− y
p2 = 0.

Вiдокремивши змiннi, дiстанемо

dp

p
= − 2dy

1− y
, p ̸= 0,

або пiсля iнтегрування обох частин ln |p| = 2 ln |1 − y| + ln |C|,
звiдки випливає, що p = C(1− y)2, C ∈ R \ {0}.

Очевидно, що p = 0 є розв’язком рiвняння з вiдокремлюва-
ними змiнними, тому одержуємо
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[
p = C(1− y)2, C ∈ R \ {0},
p = 0

або p = C1(1− y)2, C1 ∈ R.

Урахувавши замiну, дiстанемо рiвняння з вiдокремлювани-
ми змiнними

y′ = C1(1− y)2.
Вiдокремивши змiннi (1 − y)−2dy = C1 dx, пiсля iнтегрування
матимемо

1− y =
1

C1x+ C2
, {C1, C2} ⊂ R.

Знайдемо значення сталих C1 i C2, при яких розв’язок за-
довольняє початковi умови:

0 = 1− 1

C2
, 1 = C1(1− 0)2,

звiдки C1 = 1, C2 = 1.

Отже, розв’язком задачi Кошi є функцiя y = 1− 1

x+ 1
. I

9.4. Рiвняння, однорiдне вiдносно y, y′, . . ., y(n). Роз-
глянемо рiвняння

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0, (13)

де функцiя F однорiдна вiдносно y, y′, . . ., y(n) з показником
однорiдностi m, тобто

F (x, ty, ty′, . . . , ty(n)) = tmF (x, y, y′, . . . , y(n)), t > 0.

За допомогою замiни

y = e
∫
z(x)dx

або
y′ = yz, (14)

де z – нова невiдома функцiя, порядок рiвняння (13) можна
знизити на одиницю.

Справдi, диференцiюючи послiдовно (14) i замiнюючи кож-
ного разу y′ на yz, одержимо

y′′ = y′z + yz′ = y(z2 + z′),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
y(n) = yg(z, z′, . . . , z(n−1)),

(15)
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де g – певна функцiя вiд змiнних z, z′, . . ., z(n−1).
Пiдставимо (15) i (14) в (13). Тодi дiстанемо

F (x, y, yz, y(z2 + z′), . . . , yg(z, z′, . . . , z(n−1))) = 0

або
ymF (x, 1, z, z2 + z′, . . . , g(z, z′, . . . , z(n−1))) = 0. (16)

Скоротивши рiвняння (16) на ym (розв’язок y = 0 не втра-
тимо), дiстанемо диференцiальне рiвняння (n − 1)-го порядку
вiдносно функцiї z:

F (x, 1, z, z2 + z′, . . . , g(z, z′, . . . , z(n−1))) = 0. (17)

Якщо вiдомий загальний розв’язок z = φ(x,C1, . . . , Cn−1)
рiвняння (17), то, як випливає з (14), загальний розв’язок рiв-
няння (13) має вигляд

y = Cne
∫
φ(x,C1,...,Cn−1)dx, (18)

де C1, . . ., Cn – довiльнi сталi. Розв’язок y = 0 дiстаємо з (18)
при Cn = 0.

Приклад 5. Розв’язати рiвняння

xyy′′ − xy′
2 − yy′ = 0.

J У цьому випадку F (x, y, y′, y′′) = xyy′′ − xy′2 − yy′ є од-
норiдною функцiєю другого вимiру вiдносно y, y′, y′′, оскiльки
F (x, ty, ty′, ty′′) = x(ty)(ty′′) − x(ty′)2 − (ty)(ty′) = t2(xyy′′ −
xy′2 − yy′) = t2F (x, y, y′, y′′).

Нехай y′ = yz, тодi y′′ = y′z+ yz′ або y′′ = yz2+ yz′. Пiдста-
вивши вирази для y′ i y′′ в рiвняння i скоротивши на y2 ̸= 0,
дiстанемо

x(z2 + z′)− xz2 − z = 0
або

xz′ − z = 0.
Вiдокремивши змiннi та зiнтегрувавши, одержимо

z = C1x, C1 ∈ R.
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Замiнимо z на
y′

y
:

y′

y
= C1x.

Пiсля iнтегрування, отримаємо загальний розв’язок рiвняння

y = C2e
C1
2
x2 , {C1, C2} ⊂ R. I

Зауваження. Очевидно, що задане рiвняння можна
розв’язати методом вiдокремлення змiнних.

Справдi, подiливши обидвi сторони рiвняння на xyy′, мати-
мемо

y′′

y′
− y′

y
− 1

x
= 0

або
dy′

y′
− dy

y
− dx

x
= 0.

Звiдси, зiнтегрувавши i провiвши певнi спрощення, дiстанемо

ln |y′| − ln |y| − ln |x| = ln |C̄1|, C̄1 ̸= 0,

y′

y
= C1x,C1 ∈ R,

dy

y
= C1xdx, ln |y| = C1

x2

2
+ ln |C̄2|, C̄2 ̸= 0,

y = C2e
C1x

2

2 , {C1, C2} ⊂ R.

9.5. Узагальнено однорiдне рiвняння. Рiвняння вигля-
ду

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0 (19)

називається узагальнено однорiдним, якщо iснує таке чис-
ло k, при якому лiва частина цього рiвняння стає однорiдною
функцiєю вимiру m вiдносно всiх аргументiв у припущеннi, що
x, y, y′, . . ., y(n) є величинами вiдповiдно 1-го, k-го, . . ., (k−n)-го
вимiрiв.
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Якщо в рiвняннi (19) покласти

x = e t, y = ze kt,

де t i z – вiдповiдно нова незалежна змiнна i нова невiдома
функцiя, то воно зводиться до рiвняння, що не мiстить неза-
лежної змiнної t

F1(z, z
′, . . . , z(n)) = 0.

Приклад 6. Розв’язати рiвняння

x4y′′ + (xy′ − y)3 = 0.

J Перевiримо, чи це рiвняння узагальнено однорiдне, тобто
iснує таке число k, що

F (tx, tky, tk−1y′, . . . , tk−ny(n)) = tmF (x, y, y′, . . . , y(n)).
Маємо
t4x4tk−2y′′ + (txtk−1y′ − tky)3 = t4+k−2x4y′′ + t3k(xy′ − y)3.

Звiдси випливає, що
4 + k − 2 = 3k

або
k = 1.

Отже, задане рiвняння є узагальнено однорiдним.
Зробимо пiдстановку

x = e t, y = ze t.

Оскiльки

y′ =
dy

dt

dt

dx
=
dy

dt
e−t =

(
dz

dt
e t + ze t

)
e−t =

dz

dt
+ z,

y′′ =
dy′

dt
e−t =

(
d2z

dt2
+
dz

dt

)
e−t,

то рiвняння набуде вигляду

e4t

(
d2z

dt2
+
dz

dt

)
e−t +

(
e t

(
dz

dt
+ z

)
− ze t

)3

= 0
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або
d2z

dt2
+
dz

dt
+

(
dz

dt

)3

= 0.

Замiна
dz

dt
= u(t),

d2z

dt2
= u

du

dz
зводить це рiвняння до вигля-

ду
du

dz
u+ u+ u3 = 0

або
du

dz
= −(1 + u2), u ̸= 0.

Зiнтегрувавши одержане рiвняння, знайдемо його загаль-
ний розв’язок

u = tg(C1 − z), C1 ∈ R.

Повернувшись до замiни, дiстанемо рiвняння

dz

dt
= tg(C1 − z).

Розв’язавши це рiвняння, матимемо

sin(z − C1) = C2e
−t, {C1, C2} ⊂ R.

Оскiльки t = lnx, z =
y

x
, то

sin

(
y

x
− C1

)
= C2

1

x
, {C1, C2} ⊂ R. I

9.6. Рiвняння, лiва частина якого є точною похiд-
ною. Якщо в рiвняннi

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0 (20)

лiва частина є точною похiдною вiд деякої функцiї
Φ(x, y, y′, . . . , y(n−1)), тобто

F (x, y, y′, . . . , y(n)) =
d

dx
Φ(x, y, y′, . . . , y(n−1)),
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то
Φ(x, y, y′, . . . , y(n−1)) = C1 (21)

буде першим iнтегралом рiвняння (20). Може трапитися, що
рiвняння (21) у свою чергу є рiвнянням у точних похiдних.
Тодi ми знайдемо другий iнтеграл рiвняння (20).

Якщо рiвняння (20) не є рiвнянням у точних похiдних, то
iнодi можна пiдiбрати таку функцiю µ = µ(x, y, y′, . . . , y(n)) –
iнтегрувальний множник, що пiсля множення на неї рiвняння
(20) стає рiвнянням у точних похiдних. При множеннi на iн-
тегрувальний множник можуть з’явитися зайвi розв’язки, якi
є коренями рiвняння µ = 0, а також можлива втрата деяких
розв’язкiв у випадку розривностi функцiї µ.

Приклад 7. Розв’язати рiвняння y′′ = y′(1 + y′).
J Запишемо рiвняння у виглядi

y′′

y′
− (1 + y′) = 0

або
(ln y′)′ − (x+ y)′ = 0, y′ > 0.

Пiсля iнтегрування одержимо диференцiальне рiвняння пер-
шого порядку

ln y′ − (x+ y) = lnC1, C1 > 0,

тобто
y′ = C1e

x+y, C1 > 0.

Очевидно, що y, для якого y′ = 0, є розв’язком вихiдного
рiвняння. Тому остаточно дiстанемо, що

y′ = C1e
x+y, C1 ≥ 0.

Це є рiвняння з вiдокремлюваними змiнними. Вiдокремив-
ши змiннi та зiнтегрувавши, матимемо

e−y dy = C1e
x dx
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або
−e−y = C1e

x + C2, C1 ≥ 0, C2 ∈ R. I
Приклад 8. Знайти загальний розв’язок рiвняння

y′′ − xy′ − y = 0.

J Записавши рiвняння у виглядi

(y′ − xy)′ = 0,

одержимо
y′ − xy = C1, C1 ∈ R.

Розв’язавши це лiнiйне неоднорiдне рiвняння першого по-
рядку дiстанемо, що

y = e
x2

2

(
C1

∫ x

0
e− t2

2 dt+ C2

)
, {C1, C2} ⊂ R.

Оскiльки iнтеграл
∫ x
0 e

− t2

2 dt не є елементарною функцiєю,
то маємо загальний розв’язок, який виражається через елемен-
тарнi функцiї та iнтеграли вiд них, тобто рiвняння розв’язне у
квадратурах. I

Вправи
1. Розв’язати рiвняння:

1) y′′′ = 5
x4
+2 sinx; 2) y′′ = lnx; 3) y′′′ = 1

x ; 4) y(4) = x2+3 sinx;
5) y′′′ = (y′′)2; 6) xy′′ = y′+x2; 7) yy′′ = y′2; 8) y′2+yy′′ = yy′;
9) x2yy′′ = (y − xy′)2; 10) xyy′′ + xy′2 = 2yy′, x ̸= 0; 11) xy′′ =
= y′ ln y′

x ; 12) 4x2y3y′′ = x2 − y4; 13) x4y′′′ + 2x3y′′ = 1;
14) x2yy′′ − 5xyy′ − x2y′2 = 6y2, x ̸= 0; 15) (y′′)4 + y′′ − x = 0;
16) yy′′+4y′ = y′2; 17) 4yy′2y′′ = y′4+3; 18) yy′′−y′2+y2 sinx =
= 0; 19) 2yy′y′′ − y′′2 = y′3; 20) xyy′′ − yy′ = 2xy′2, x ̸= 0;
21) x2yy′′ + x2y′2 − 5xyy′ + 4y2 = 0, x ̸= 0; 22) y′y′′′ = 3y′′2;
23) xy(5) − y(4) = 0; 24) 4y′ + y′′2 = 4xy′′.

2. Знайти розв’язок рiвняння при заданих початкових умо-
вах:
1) y′′(x2 + 1)− 2xy′ = 0, y(0) = 1, y′(0) = 3;
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2) y′′′(x− 1)− y′′ = 0, y(2) = 2, y′(2) = 1, y′′(2) = 1;
3) y′′ = y′ ln y′, y(0) = 0, y′(0) = 1;
4) yy′′ = (1− x)y′2, y(1) = 1, y′(1) = 2;
5) 3y′y′′ = e y, y(−3) = 0, y′(−3) = 1;
6) 2y2y′′ + y′2 = 4, y(0) = 1, y′(0) = −2;
7) 4xyy′′ − 4yy′ + y′2 = 0, y(−1) = 1, y′(−1) = −4;
8) xy′′ − y′ − x2yy′ = 0, y(1) = 0, y′(1) = 2;
9) yy′′ − y′2 + y′3 = 0, y(1) = 1, y′(1) = 1;

10) y′′′ = 3yy′, y(0) = 1, y′(0) = 1, y′′(0) =
3

2
;

11) xy′′ = y′ + 2x2yy′, y(1) = 2, y′(1) = 4;
12) y′′′ = x lnx, y(1) = 0, y′(1) = 0, y′′(1) = −1

4 ;
13) y′′ + y′ + 2 = 0, y(0) = 0, y′(0) = −2;
14) y′′ = e 2y, y(0) = 0, y′(0) = 1;
15) y′′ + (2 + 4y2)y′3 − 2yy′2 = 0, y(0) = 1, y′(0) = 1

2 .
3. Знайти закон руху матерiальної точки масою m вздовж

прямої OA пiд дiєю вiдштовхуючої сили, яка обернено про-
порцiйна третьому степеню вiдстанi x точки M вiд нерухомого
центра.

4. Знайти рiвняння лiнiї, радiус кривини якої дорiвнює оди-
ницi.

5. У моторного човна, який рухається прямолiнiйно зi
швидкiстю v0 = 5 м/с, вимикають мотор. При русi човен за-
знає опору води, сила якого пропорцiйна квадрату швидкостi
з коефiцiєнтом пропорцiйностi k =

m

50
, де m – маса човна. Че-

рез який час швидкiсть човна зменшиться вдвоє i який шлях
пройде човен за цей час?

6. Куля входить у дерев’яний брус товщиною 12 см зi швид-
кiстю 200 м/с, а вилiтає з нього, пробивши його, зi швидкiстю
60 м/с. Куля зазнає опору деревини, сила якого пропорцiйна
квадрату швидкостi руху. Знайти час проходження кулi через
брус.

Вiдповiдi
1. 1) y = − 5

6x +2 cosx+C1
x2

2 +C2x+C3; 2) y = x2

2 (lnx−
3
2+

+C1x+C2; 3) y = x2

2 lnx−C1x
2+C2x+C3; 4) y = x6

360 +3 sinx+
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+C1
x3

6 +C2
x2

2 +C3x+C4; 5) y = −(x+C1) ln |x+C1|+C2x+C3;
6) y = x3

3 + C1x
2 + C2; 7) y ln |y| + x + C1y + C2 = 0,

y = C; 8) y2

2 = C1e
x + C2; 9) y = C2xe

−C1
x ; 10) y =

= C2

√
3C1 + 2x3; 11) y = (C1x−C2

1 )e
x
C1

+1
+C2; 12) 4C1y

2 = 4x+
+x(C1 lnC2x)

2; 13) y = C1 ln |x|+C2x+C3− 1
2x ; 14) y = C1

x e
C2x6 ;

15)
{
y = 16

5 p
9 + 7

15p
6 + 1

6p
3 + C1x+ C2,

x = p+ p4;
, p = y′′; 16) C1y+4 =

= C2e
C1x, y = 4x + C, y = 0; 17) C1y =

(
3
4C1x+ C2

)4/3
+ 3;

18) ln(C2y) = C1x + sinx, y = 0; 19) 2y = C2e
C1x + C1,

y(x+C)+2 = 0; 20) y(C1+C2x
2) = 1, y = 0; 21) y2 = C1x

4+C2x
2;

22) (y + C1)
2 = C2x + C3, y = C1x + C2; 23) y = C1x

5/120 +

C2x
3/6+C3x

2/2+C4x+C5; 24) y = C1x(x−C1)+C2, y = x3

3 +C3.
2. 1) y = x3 + 3x + 1; 2) y = 1

6(x − 1)3 + 1
2x + 5

6 ; 3) y = x;
4) x ln y = 2(x − 1); 5) x3e y + 27 = 0; 6) y = 1 − 2x; 7) y =

= (2x+1)2; 8) y = 2 tg x2−1
2 ; 9) y− x = 2 ln |y|; 10) y =

4

(x− 2)2
;

11)
1

y
= 1− x2

2
; 12) y = x4

24 lnx− 13
288x

4 + 5
36x− 3

32 ; 13) y = −2x;

14) y = − ln |x− 1|; 15) y =
√
x+ 1.

3. Згiдно з другим законом динамiки m
d2x

dt2
=

k

x3
, де k –

коефiцiєнт пропорцiйностi, x(t) – вiдстань вiд рухомої точки
до нерухомого центра в момент часу t. Зробимо очевиднi пере-
творення, а потiм зiнтегруємо:

2x′x′′dt = 2a2x′
dt

x3
, d(x′)2 = a2d

(
− 1

x2

)
,

x′
2
= a2

(
− 1

x2
+

1

C1

)
, x′ = ± a√

C1

√
x2 − C1

x
,

dx

dt
= ± a√

C1

√
x2 − C1

x
, x2 − C1 =

a2

C1
(t+ C2)

2,

a2 =
k

m
.
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4. R =

√
(1 + y′2)3

y′′
, (x+ C1)

2 + (y + C2)
2 = 1.

5. ms′′(t) = −m

50
(s′(t))2, s(0) = 0, s′(0) = v0 = 5 м/с; s(t) =

= 50 ln
t+ 10

10
, t0 = 10 с, s1 = s(10) ≈ 34, 5 м.

6. Згiдно з другим законом динамiки

d2x

dt2
= − k

m

(
dx

dt

)2

,

де x(t) – шлях, пройдений кулею в брусi за час t. Загальний

розв’язок рiвняння x(t) =
m

k
ln

(
k

m
t − C1

)
+ C2. Сталi C1 i

C2 знаходимо з початкових умов x(0) = 0, x′(0) = 200 м/с,

C1 = − 1

200
, C2 =

m

k
ln 200. Тому x(t) =

m

k
ln

(
200

k

m
t + 1

)
або t =

m

200k

(
e

kx
m − 1

)
. Коефiцiєнт пропорцiйностi знаходимо

з умови, що при x = 12 см = 0, 12 м, x′(t0) = 60 м/с. Тодi

e
k
m =

(10
3

) 25
3 , k =

m

0, 12
ln

10

3
≈ 10, 08m. Отже,

t0 =
m

200 · 10, 08m

((10
3

) 25
3
·0,12

−1

)
=

1

2006

(10
3
−1
)
≈ 0, 00114 c.
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Роздiл 3
Лiнiйнi диференцiальнi рiвняння вищих

порядкiв

Багато задач математики, механiки, фiзики, хiмiї, еконо-
мiки та iнших наук приводять до лiнiйних рiвнянь. У §4 вивче-
но лiнiйнi диференцiальнi рiвняння першого порядку. У цьому
роздiлi розглянемо теорiю лiнiйних диференцiальних рiвнянь
вищих порядкiв.

§ 10. Означення та загальнi властивостi

Лiнiйним диференцiальним рiвнянням n-го порядку
називається рiвняння, яке лiнiйне вiдносно невiдомої функцiї
та її похiдних, i, отже, має вигляд

a0(x)y
(n) + a1(x)y

(n−1) + . . .+ an−1(x)y
′ + an(x)y = g(x). (1)

У ньому a0, a1, . . ., an i g є заданими неперервними функцiя-
ми на промiжку X, зокрема, вони можуть бути сталими або
й нулями. Якщо рiвняння (1) має порядок n, то коефiцiєнт
a0(x) ̸= 0, x ∈ X. Подiливши обидвi частини рiвняння (1) на

a0(x) ̸= 0 i ввiвши позначення pi(x) :=
ai(x)

a0(x)
, i ∈ {1, . . . , n},

φ(x) :=
g(x)

a0(x)
, зведемо його до вигляду

y(n) + p1(x)y
(n−1) + . . .+ pn−1(x)y

′ + pn(x)y = φ(x), (2)

де p1, . . ., pn i φ – вiдомi неперервнi функцiї на промiжку X.
Рiвняння (2) називається неоднорiдним лiнiйним ди-

ференцiальним рiвнянням або рiвнянням з правою ча-
стиною. Якщо ж права частина або вiльний член рiвняння φ
дорiвнює нулю на X, то рiвняння називається лiнiйним од-
норiдним i воно має вигляд

y(n) + p1(x)y
(n−1) + . . .+ pn−1(x)y

′ + pn(x)y = 0. (3)

Рiвняння (3) називається однорiдним рiвнянням, що
вiдповiдає неоднорiдному рiвнянню (2).
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Запишемо рiвняння (2) у виглядi

y(n) = φ(x)−
n∑
i=1

pi(x)y
(n−i) =: f(x, y, y′, . . . , y(n−1)). (4)

Очевидно, що рiвняння (4) є частинним випадком рiвняння

y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1)), (5)

яке розглядалося в попередньому роздiлi. Це дозволяє засто-
сувати теорему Кошi про iснування i єдинiсть розв’язку задачi

Кошi, яку наведено в §8. Оскiльки
∂f

∂y
= −pn,

∂f

∂y′
= −pn−1,

. . .,
∂f

∂y(n−1)
= −p1, а функцiї pi(x), i ∈ {1, . . . , n}, є неперерв-

ними на промiжку X, то вони обмеженi на будь-якому вiдрiз-
ку [α, β] ⊂ X. Звiдси впливає, що правильною для лiнiйного
неоднорiдного рiвняння (2) є така теорема Кошi: якщо кое-
фiцiєнти p1, . . ., pn i функцiя φ неперервнi на промiжку X,
то якi б не були початковi умови y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . .,
y(n−1)(x0) = y

(n−1)
0 , де x0 ∈ X, iснує єдиний розв’язок рiвняння

(2), який задовольняє заданi початковi умови.
Для рiвняння (5) розв’язок задачi Кошi iснує, взагалi ка-

жучи, в деякому околi точки x0, а для лiнiйного рiвняння (2)
цей розв’язок iснує на всьому промiжку X, де неперервнi кое-
фiцiєнти p1, . . ., pn i права частина φ.

Вiдзначимо деякi загальнi властивостi лiнiйних диферен-
цiальних рiвнянь [10]: 1) рiвняння (2) залишається лiнiйним
при замiнi незалежної змiнної x = ψ(t), де ψ – довiльна непе-
рервно диференцiйовна n разiв функцiя, похiдна якої ψ′(t) не
перетворюється в нуль на промiжку T , який вiдповiдає змiнi
x на промiжку X; 2) рiвняння (2) залишається лiнiйним при
лiнiйному перетвореннi залежної змiнної y = a(x)z + b(x), де
функцiї a i b мають неперервнi похiднi до порядку n включно
i a(x) ̸= 0 для x ∈ X.
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§ 11. Загальна теорiя лiнiйних однорiдних рiвнянь

Розглянемо лiнiйне однорiдне рiвняння n-го порядку

y(n) + p1(x)y
(n−1) + . . .+ pn(x)y = 0, (1)

де p1, . . ., pn – неперервнi функцiї на промiжку X. Запишемо
його у виглядi

L(y) = 0, (2)

де
L(y) := y(n) + p1(x)y

(n−1) + . . .+ pn(x)y

називається лiнiйним диференцiальним виразом.
Лiнiйний диференцiальний вираз має такi властивостi:
1) Для довiльних функцiй y1 i y2, що мають n неперервних

похiдних, правильна рiвнiсть

L(y1 + y2) = L(y1) + L(y2). (3)

J Маємо

L(y1+y2) = (y1+y2)
(n)+p1(x)(y1+y2)

(n−1)+. . .+pn−1(x)(y1+y2)
′+

+pn(x)(y1+y2) = (y
(n)
1 +p1(x)y

(n−1)
1 +. . .+pn−1(x)y

′
1+pn(x)y1)+

+(y
(n)
2 +p1(x)y

(n−1)
2 +. . .+pn−1(x)y

′
2+pn(x)y2) = L(y1)+L(y2). I

Цю властивiсть доведено для суми двох функцiй, але вона,
очевидно, поширюється на суму будь-якої скiнченної кiлькостi
доданкiв.

2) Для будь-якої n разiв диференцiйовної функцiї y та до-
вiльної сталої C

L(Cy) = CL(y), (4)

тобто сталий множник можна винести за знак лiнiйного
виразу.

J Справдi,

L(Cy) = (Cy)(n)+p1(x)(Cy)
(n−1)+. . .+pn−1(x)(Cy)

′+pn(x)(Cy) =
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= C(y(n) + p1(x)y
(n−1) + . . .+ pn−1(x)y

′ + pn(x)y) = CL(y). I
Наслiдком властивостей 1) i 2) є рiвнiсть

L

(
n∑
k=1

Ckyk

)
=

n∑
k=1

CkL(yk),

де Ck, k ∈ {1, . . . , n}, – сталi.
За допомогою властивостей лiнiйного диференцiального ви-

разу L доведемо теореми про розв’язки лiнiйного однорiдного
рiвняння.

Теорема 1. Якщо y1 i y2 – два розв’язки рiвняння (2), то
y1 + y2 так само є розв’язком цього рiвняння.

J Оскiльки y1 i y2 є розв’язками рiвняння (2), то L(y1) = 0
i L(y2) = 0. Згiдно з (3) L(y1 + y2) = L(y1) + L(y2), а тому
L(y1 + y2) = 0, тобто y = y1 + y2 є розв’язком рiвняння (2). I

Теорема 2. Якщо y1 є розв’язком лiнiйного однорiдного рiв-
няння (2), то i Cy1, де C – довiльна стала, є розв’язком того
самого рiвняння.

J Згiдно з умовою L(y1) = 0. Тодi, скориставшись рiвнiстю
(4), матимемо L(Cy1) = CL(y1) = C · 0 = 0, тобто y = Cy1 є
розв’язком рiвняння (2). I

З теорем 1 i 2 випливає, що коли y1, . . ., yn є розв’язками
рiвняння (2), то й функцiя

y = C1y1 + . . .+ Cnyn, (5)

де C1, . . ., Cn – довiльнi сталi, є також розв’язком цього рiв-
няння.

Теорема 3. Якщо лiнiйне однорiдне рiвняння (1) з дiйс-
ними коефiцiєнтами pk, k ∈ {1, . . . , n}, має комплексний
розв’язок y = u + iv, то дiйсна частина цього розв’язку u i
його уявна частина v окремо є розв’язками цього ж рiвняння.

J Згiдно з умовою теореми маємо L(u + iv) = 0. Треба
довести, що L(u) = 0 i L(v) = 0.

Скориставшись властивостями 1) i 2) диференцiального ви-
разу L, дiстанемо

L(u+ iv) = L(u) + iL(v) = 0,
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звiдки випливає, що L(u) = 0 i L(v) = 0, оскiльки комплексна
функцiя дiйсної змiнної перетворюється тотожно в нуль тодi й
тiльки тодi, коли її дiйсна та уявна частини тотожно дорiвню-
ють нулю. I

Зауваження. Ми застосували властивостi 1) i 2) диферен-
цiального виразу L до комплексної функцiї u+ iv дiйсної змiн-
ної, що допустимо, оскiльки при доведеннi властивостей 1) i 2)
використовували лише властивостi похiдних (Cy)′ = Cy′, де C
– стала, i (y1 + y2)

′ = y′1 + y′2, якi правильнi й для комплексних
функцiй дiйсної змiнної.

Оскiльки загальний розв’язок рiвняння n-го порядку мi-
стить n довiльних сталих C1, . . ., Cn, то виникає запитання,
коли вираз, який визначається рiвнiстю (5), буде загальним
розв’язком лiнiйного однорiдного рiвняння (2). Як показує на-
ступний приклад останнє не завжди має мiсце.

Приклад 1. Довести, що для рiвняння

y′′ + 4y = 0

функцiя y = C1y1+C2y2, де y1 = sin 2x, y2 = 10 sin 2x – частин-
нi розв’язки рiвняння, C1, C2 – довiльнi сталi, не є загальним
розв’язком.

J Очевидно, що для заданого рiвняння виконуються умови
теореми Кошi про iснування i єдинiсть розв’язку при довiль-
них початкових умовах. Якщо б вираз y = C1 sin 2x+C210 sin 2x
був загальним розв’язком заданого рiвняння, то з нього мож-
на було б одержати будь-який частинний розв’язок, вибравши
вiдповiдним чином сталi C1 i C2. Цього не можна зробити, на-
приклад, для функцiї y = cos 2x, яка є розв’язком рiвняння
y′′ + 4y = 0 i задовольняє початковi умови y(0) = 1, y′(0) = 0.
Легко бачити, що цей розв’язок не можна одержати з лiнiй-
ної комбiнацiї y = C1 sin 2x+C110 sin 2x, задовольняючи зазна-
ченi вище початковi умови, бо, наприклад, уже перша умова
y(0) = 1 для функцiї y не виконується при жодних значеннях
C1 i C2: C1 sin 0 + C210 sin 0 ̸= 1. I

Питання про те, якi умови повиннi задовольняти частиннi
розв’язки, щоб вираз (5) був загальним розв’язком однорiдно-
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го рiвняння (2), розв’язується за допомогою поняття лiнiйної
незалежностi функцiй.

Функцiї y1, . . ., yn, що визначенi на промiжку X, нази-
ваються лiнiйно залежними на цьому промiжку, якщо iс-
нують сталi α1, . . ., αn, якi не всi дорiвнюють нулю, тобто
α2
1 + . . .+ α2

n ̸= 0, i такi, що

α1y1(x) + . . .+ αnyn(x) = 0, x ∈ X. (6)

Якщо не iснує таких сталих α1, . . ., αn, де α2
1+ . . .+α

2
n ̸= 0,

щоб рiвнiсть (6) справджувалась для всiх x ∈ X, то функцiї y1,
. . ., yn називаються лiнiйно незалежними на промiжку X.

Приклад 2. Довести, що функцiї 1, x, . . ., xn лiнiйно неза-
лежнi на довiльному вiдрiзку [a, b] ⊂ R.

J Справдi, рiвнiсть

α1 + α2x+ . . .+ αn+1x
n = 0, x ∈ [a, b], (7)

можлива лише, коли всi αi = 0, i ∈ {1, . . . , n+1}. Якщо хоча б
одне αi ̸= 0, то в лiвiй частинi (7) стояв би многочлен степеня не
вище n, який може мати не бiльше нiж n рiзних коренiв, i, отже,
перетворюється в нуль не бiльше як в n точках розглядуваного
вiдрiзка, а не на всьому вiдрiзку згiдно з рiвнiстю (7). I

Приклад 3. Довести, що функцiї e k1x, . . ., e knx, де ki ̸= kj ,
i ̸= j, лiнiйно незалежнi на довiльному вiдрiзку [a, b] ⊂ R.

J Припустимо, що заданi функцiї лiнiйно залежнi. Тодi

α1e
k1x + . . .+ αne

knx = 0, x ∈ [a, b], (8)

де принаймнi одне αi ̸= 0, наприклад, αn ̸= 0. Подiливши то-
тожнiсть (8) на e k1x i продиференцiювавши, дiстанемо

α2(k2 − k1)e
(k2−k1)x + . . .+ αn(kn − k1)e

(kn−k1)x = 0. (9)

Далi, подiлимо тотожнiсть (9) на e (k2−k1)x i продиференцiюємо
одержану рiвнiсть. Тодi матимемо, що

α3(k3 − k1)(k3 − k2)e
(k3−k2)x + . . .+
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+αn(kn − k1)(kn − k2)e
(kn−k2)x = 0, x ∈ [a; b].

Продовживши цей процес n− 1 разiв, отримаємо

αn(kn − k1)(kn − k2) . . . (kn − kn−1)e
(kn−kn−1)x = 0, x ∈ [a, b].

Остання рiвнiсть неможлива, оскiльки αn ̸= 0 згiдно з при-
пущенням, а ki ̸= kj , коли i ̸= j.

Зауважимо, що ki, i ∈ {1, . . . , n}, можуть бути й комплекс-
ними. I

Можна також довести, що функцiї

e k1x, xe k1x, . . . , xn1e k1x,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

e kpx, xe kpx, . . . , xnpe kpx,

де ki ̸= kj , i ̸= j, лiнiйно незалежнi на довiльному вiдрiзку
[a, b] ⊂ R.

Зауваження. У випадку двох функцiй маємо простiший
критерiй лiнiйної незалежностi: функцiї y1 i y2 є лiнiйно
незалежними на промiжку X, якщо їхнє вiдношення y1

y2
не

дорiвнює тотожно сталiй, якщо ж їхнє вiдношення дорiвнює
тотожно сталiй, то вони лiнiйно залежнi.

Нехай є n функцiй y1, . . ., yn, якi визначенi та мають непе-
рервнi похiднi до (n−1)-го порядку на промiжку X. Визначник

Wy1,y2,...,yn(x) :=W (x) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣
y1(x) . . . yn(x)
y′1(x) . . . y′n(x)
. . . . . . . . .

y
(n−1)
1 (x) . . . y

(n−1)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣ , (10)

x ∈ X,

називається визначником Вронського цих функцiй.
Теорема 3. Якщо функцiї y1, . . ., yn лiнiйно залежнi на X,

то їх визначник Вронського тотожно дорiвнює нулю на X.
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J Згiдно з умовою правильна рiвнiсть (6), де α2
1 + α2

2 +
. . .+ α2

n ̸= 0. Продиференцiювавши тотожнiсть (6) n− 1 разiв,
одержимо систему рiвнянь

α1y1(x) + . . .+ αnyn(x) = 0,
α1y

′
1(x) + . . .+ αny

′
n(x) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
α1y

(n−1)
1 (x) + . . .+ αny

(n−1)
n (x) = 0, x ∈ X.

(11)

Це лiнiйна однорiдна система вiдносно αi, i ∈ {1, . . . , n}, яка
має ненульовi розв’язки, бо не всi αi, i ∈ {1, . . . , n}, дорiвнюють
нулю за припущенням. Отже, визначник системи (11), який є
визначником Вронського W (x) дорiвнює нулю в кожнiй точцi
x з промiжку X. I

Якщо y1, . . ., yn є частинними розв’язками однорiдного рiв-
няння (2), то правильна обернена й до того ж сильнiша теоре-
ма.

Теорема 4. Якщо лiнiйно незалежнi функцiї y1, . . ., yn є
розв’язками лiнiйного однорiдного рiвняння (2) з неперервни-
ми на промiжку X коефiцiєнтами pi, i ∈ {1, . . . , n}, то їх
визначник Вронського W (x) не може перетворитися в нуль в
жоднiй точцi x розглядуваного промiжку.

J Припустимо, що в деякiй точцi x0 ∈ X визначник Вронсь-
кого W (x0) = 0. Виберемо сталi αi, i ∈ {1, . . . , n}, так, щоб
задовольнялася система рiвнянь

α1y1(x0) + . . .+ αnyn(x0) = 0,
α1y

′
1(x0) + . . .+ αny

′
n(x0) = 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
α1y

(n−1)
1 (x0) + . . .+ αny

(n−1)
n (x0) = 0

(12)

i щоб не всi αi, i ∈ {1, . . . , n}, дорiвнювали нулю. Цей ви-
бiр можливий, оскiльки визначник лiнiйної однорiдної системи
(12) n рiвнянь з n невiдомими дорiвнює W (x0) = 0, i, отже,
iснує нетривiальний розв’язок цiєї системи. При такому виборi
αi, i ∈ {1, . . . , n}, лiнiйна комбiнацiя

y(x) = α1y1(x) + . . .+ αnyn(x), x ∈ X,
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буде розв’язком лiнiйного однорiдного рiвняння (2), який задо-
вольняє, згiдно з рiвняннями системи (12), нульовi початковi
умови

y(x0) = 0, y′(x0) = 0, . . . , y(n−1)(x0) = 0. (13)

Такi початковi умови, очевидно, задовольняє тривiальний
розв’язок y(x) = 0, x ∈ X, рiвняння (2) i, як випливає з тео-
реми про єдинiсть розв’язку, початковi умови (13) задовольняє
тiльки цей розв’язок. Отже, α1y1(x)+ . . .+αnyn(x) = 0, x ∈ X,
i розв’язки y1, . . ., yn, всупереч умовi теореми, лiнiйно залеж-
нi. I

Теореми 3 i 4 можна об’єднати так: визначник Вронсько-
го, складений для системи n розв’язкiв лiнiйного рiвняння n-
го порядку (2), або тотожно дорiвнює нулю, або не перетво-
рюється в нуль у жоднiй точцi того iнтервалу, де коефiцiєн-
ти рiвняння неперервнi.

Будь-яка система n лiнiйно незалежних частинних
розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння (2) n-го порядку
називається фундаментальною системою розв’язкiв.

З теореми 4 випливає, що функцiї, якi утворюють фун-
даментальну систему, лiнiйно незалежнi в усякому промiжку
X1 ⊂ X. Це випливає з того, що визначник Вронського не пе-
ретворюється в нуль.

Доведено [10], що для кожного лiнiйного однорiдного рiв-
няння (2) з неперервними коефiцiєнтами pi, i ∈ {1, . . . , n}, на
промiжку X, iснує фундаментальна система розв’язкiв.

Теорема 5. Якщо y1, . . ., yn утворюють фундаменталь-
ну систему розв’язкiв лiнiйного однорiдного рiвняння (2), то
загальний розв’язок цього рiвняння має вигляд

y = C1y1 + . . .+ Cnyn, (14)

де C1, . . ., Cn – довiльнi сталi.
J Згiдно з означенням, вираз, до якого входять n довiль-

них сталих, називається загальним розв’язком, якщо з нього
при певних значеннях сталих одержується будь-який частин-
ний розв’язок. Ранiше було зазначено, що будь-який частинний
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розв’язок однозначно визначається початковими умовами

y(x0) = y0, y
′(x0) = y′0, . . . , y

(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 , (15)

де y0, y′0, . . ., y
(n−1)
0 – будь-якi числа i x0 ∈ X. Ми доведемо, що

вираз (14) є загальним розв’язком, якщо покажемо, що можна
сталi C1, . . ., Cn визначити так, щоб задовольнялися початковi
умови (15). Для визначення сталих Ci, i ∈ {1, . . . , n}, дiстанемо
систему лiнiйних рiвнянь

C1y10 + . . .+ Cnyn0 = y0,
C1y

′
10 + . . .+ Cny

′
n0 = y′0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
C1y

(n−1)
10 + . . .+ Cny

(n−1)
n0 = y

(n−1)
0 .

(16)

Тут yi0 є значенням функцiї yi(x) при x = x0, а y(k)i0 – значенням
похiдної y(k)i (x) при x = x0, i ∈ {1, . . . , n}, k ∈ {1, . . . , n − 1}.
Визначник системи (16) є визначником Вронського, в якому
замiсть x пiдставлено x0, тобто W (x0). Згiдно з теоремою 4
W (x0) ̸= 0, а тому система (16) має єдиний розв’язок вiдносно
невiдомих C1, . . ., Cn. Вираз (14), в якому Ci, i ∈ {1, . . . , n},
визначенi iз системи (16), задовольняє початковi умови (15). I

Приклад 4. Знайти загальний розв’язок рiвняння y′′−4y =
= 0.

J Безпосередньою пiдстановкою в рiвняння, знаходимо, що
рiвняння має частиннi розв’язки y1 = e 2x i y2 = e−2x, x ∈
R. Для з’ясування питання про їхню лiнiйну залежнiсть або
незалежнiсть складемо визначник Вронського

Wy1,y2(x) =

∣∣∣∣ e 2x e−2x

2e 2x −2e−2x

∣∣∣∣ = −4 ̸= 0, x ∈ R.

Отже, система частинних розв’язкiв e 2x i e−2x є фунда-
ментальною системою, i тому загальний розв’язок має вигляд
y1 = C1e

2x + C2e
−2x, x ∈ R, {C1, C2} ⊂ R. I

Доведено [10], що для визначника Вронського (10) правиль-
на формула Лiувiлля

W (x) =W (x0)e
−

x∫
x0

p1(t)dt

, {x0, x} ⊂ X. (17)

113



Можна застосувати формулу Лiувiлля для знаходження за-
гального розв’язку рiвняння другого порядку

y′′ + p1(x)y
′ + p2(x)y = 0,

якщо вiдомий один ненульовий частинний розв’язок y1 цього
рiвняння.

Нехай y – будь-який розв’язок цього рiвняння, вiдмiнний
вiд y1. Складемо визначник Wy1,y i запишемо його у виглядi
(17), де W (x0) = C, C ∈ R:∣∣∣∣ y1 y

y′1 y′

∣∣∣∣ = Ce−
∫
p1(x)dx.

Тодi
y1y

′ − y′1y = Ce−
∫
p1(x)dx

або
d

dx

( y
y1

)
=

1

y21
Ce−

∫
p1(x)dx.

Звiдки, зiнтегрувавши, одержимо загальний розв’язок

y = y1

(∫
Ce−

∫
p1(x)dx

y21
dx+ C1

)
, {C,C1} ⊂ R. (18)

Приклад 5. Знайти загальний розв’язок рiвняння

xy′′ − xy′ + y = 0, x ̸= 0,

якщо вiдомий частинний розв’язок y1 = x.
J Скористаємося формулою (18), в якiй вiзьмемо p1 = −1,

y1 = x. Тодi

y = x

(∫
Ce−

∫
(−1)dx

x2
dx+ C1

)
або

y = x

(
C

∫
e x

x2
dx+ C1

)
, x ̸= 0, {C,C1} ⊂ R. I
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Розв’яжемо задачу про вiдновлення диференцiального рiв-
няння за вiдомою його фундаментальною системою розв’язкiв.

Нехай задано лiнiйно незалежну систему функцiй y1, . . ., yn
на iнтервалi (a, b). Треба побудувати диференцiальне рiвняння
n-го порядку, для якого ця система є фундаментальною систе-
мою розв’язкiв. З цiєю метою прирiвняємо до нуля визначник,
в якому через y позначимо шукану функцiю:∣∣∣∣∣∣∣∣

y1 . . . yn y
y′1 . . . y′n y′

. . . . . . . . . . . .

y
(n)
1 . . . y

(n)
n y(n)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (19)

Розкладаючи цей визначник за елементами останнього
стовпчика, переконаємося в тому, що рiвнiсть (19) є лiнiй-
ним однорiдним диференцiальним рiвнянням n-го порядку вiд-
носно функцiї y. Пiдставляючи замiсть y функцiю yi, i ∈
{1, . . . , n}, дiстаємо визначник з двома однаковими стовпчика-
ми. Вiн тотожно дорiвнює нулю, а тому y1, . . ., yn є частинними
розв’язками рiвняння (19).

Коефiцiєнт при y(n) є визначником Вронського W (x), а
вiн, як вiдомо, не перетворюється в нуль на iнтервалi (a, b).
Подiливши на нього обидвi частини рiвняння (19), отримає-
мо рiвняння n-го порядку iз старшим коефiцiєнтом, що дорiв-
нює одиницi, а за доведеним таке рiвняння однозначно визна-
чається фундаментальною системою розв’язкiв. Отже, задачу
розв’язано.

Приклад 6. Скласти рiвняння, фундаментальною систе-
мою розв’язкiв якого є функцiї y1 = x2, y2 = e x.

J Згiдно з формулою (19) маємо∣∣∣∣∣∣
x2 e x y
2x e x y′

2 e x y′′

∣∣∣∣∣∣ = e x

∣∣∣∣∣∣
x2 1 y
2x 1 y′

2 1 y′′

∣∣∣∣∣∣ = 0.

Якщо розкласти визначник за елементами третього стовп-
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чика, то одержимо

e x

(∣∣∣∣ x2 1
2x 1

∣∣∣∣ y′′ − ∣∣∣∣ x2 1
2 1

∣∣∣∣ y′ + ∣∣∣∣ 2x 1
2 1

∣∣∣∣ y
)

= 0

або
(x2 − 2x)y′′ − (x2 − 2)y′ + 2(x− 1)y = 0. I

Вправи
1. Знайти визначник Вронського для системи функцiй:

1) x,
1

x
; 2) e−x, xe−x; 3) 2, cosx, cos 2x; 4) e−3x sin 2x,

e−3x cos 2x.
2. Дослiдити, чи є лiнiйно незалежними наведенi функцiї в

їхнiй областi визначення:
1) e x, xe x, x2e x; 2) sinx, cosx, cos 2x; 3) 1, sinx, cos 2x; 4) 5,
cos2 x, sin2 x.

3. Зiнтегрувати рiвняння, якщо вiдомий один його частин-
ний розв’язок y1:

1) y′′ +
2

x
y′ + y = 0, y1 =

sinx

x
; 2) y′′ sin2 x = 2y, y1 = ctg x;

3) x2(lnx− 1)y′′ − xy′ + y = 0, y1 = x;
4) y′′ + (tg x− 2 ctg x)y′ + 2 ctg2 x · y = 0, y1 = sinx;
5) (1 + x2)y′′ − 2xy′ + 2y = 0, y1 = x.

4. Скласти лiнiйне однорiдне рiвняння, якщо задана його
фундаментальна система розв’язкiв:
1) e−x, e x; 2) sin 3x, cos 3x; 3) 1, x; 4) e x, xe x, x2e x; 5) x, x2,
x3; 6) e−x sin 2x, e−x cos 2x, 1.

Вiдповiдi

1. 1) −2

x
; 2) e−2x; 3) −8 sin3 x; 4) −2e−6x.

2. 1) Так; 2) так; 3) так; 4) нi.

3. 1) y = C1
sinx

x
+C2

cosx

x
; 2) y = C1+(C1−C2x) ctg x; 3) y =

C1x+C2 lnx; 4) y = C1 sinx+C2 sin 2x; 5) y = C1(x
2−1)+C2x.

4. 1) y′′−y = 0; 2) y′′+9y = 0; 3) y′′ = 0; 4) y′′′−3y′′+3y′−y =
= 0; 5) 2x3y′′′ − 6x2y′′ + 12xy′ − 12y = 0; 6) y′′′ + 2y′′ + 5y′ = 0.
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§ 12. Лiнiйнi неоднорiднi рiвняння

Розглянемо неоднорiдне лiнiйне диференцiальне рiвняння
n-го порядку вигляду

L(y) := y(n)+ p1(x)y
(n−1)+ . . .+ pn−1(x)y

′+ pn(x)y = f(x), (1)

де p1, . . ., pn, f – неперервнi функцiї на X, причому f ̸≡ 0.
Однорiдне лiнiйне рiвняння з тими ж коефiцiєнтами, але з

правою частиною, що дорiвнює нулю,

L(y) := y(n) + p1(x)y
(n−1) + . . .+ pn−1(x)y

′ + pn(x)y = 0, (2)

називається, як було зазначено вище, однорiдним рiвнянням,
що вiдповiдає неоднорiдному рiвнянню (1). Очевидно, що рiв-
няння (1) i (2) не мають спiльних розв’язкiв.

З двох основних властивостей лiнiйного диференцiального
виразу

L(Cy) = CL(y), L(y1 + y2) = L(y1) + L(y2),

де C – стала, випливають вiдповiднi властивостi розв’язкiв рiв-
няння (1).

1) Сума ỹ + y1 розв’язку ỹ неоднорiдного рiвняння (1) i
розв’язку y1 вiдповiдного однорiдного рiвняння (2) є розв’язком
неоднорiдного рiвняння (1).

J Оскiльки

L(ỹ + y1) = L(ỹ) + L(y1),

а L(ỹ) = f , L(y1) = 0, то

L(ỹ + y1) = f. I

2) Якщо yk є розв’язком рiвняння L(y) = fk, k ∈ {1, . . . ,m},
то y = α1y1 + . . .+ αmym є розв’язком рiвняння

L(y) = α1f1 + . . .+ αmfm,

де αk, k ∈ {1, . . . ,m}, – сталi.
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J Згiдно з властивостями лiнiйностi виразу L, маємо

L(α1y1 + . . .+ αmym) = L(α1y1) + . . .+ L(αmym) =

= α1L(y1) + . . .+ αmL(ym).

Оскiльки L(yk) = fk, k ∈ {1, . . . ,m}, то

L(α1y1 + . . .+ αmym) = α1f1 + . . .+ αmfm. I

Ця властивiсть називається принципом суперпозицiї.
3) Якщо рiвняння L(y) = f + ig, де всi коефiцiєнти pk,

k ∈ {1, . . . , n}, i функцiї f i g дiйснi, має розв’язок y = u+ iv,
то його дiйсна частина u та уявна частина v є вiдповiдно
розв’язками рiвнянь

L(u) = f, L(v) = g.

J Маємо
L(u+ iv) = f + ig

або
L(u) + iL(v) = f + ig.

Звiдси випливає, що рiвнi окремо дiйснi частини L(u) = f
та уявнi частини L(v) = g. I

Теорема 1. Загальний розв’язок рiвняння (1) з неперерв-
ними на промiжку X коефiцiєнтами pi, i ∈ {1, . . . , n}, i пра-
вою частиною f дорiвнює сумi загального розв’язку вiдповiдно-
го однорiдного рiвняння (2) i будь-якого частинного розв’язку
неоднорiдного рiвняння (1).

J Нехай ỹ – частинний розв’язок лiнiйного неоднорiдного
рiвняння (1), тобто

L(ỹ) = f. (3)

Введемо нову шукану функцiю z, покладаючи

y = ỹ + z. (4)
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Пiдставляючи вираз (4) у рiвняння (1), маємо згiдно з вла-
стивiстю лiнiйного диференцiального виразу L, що

L(ỹ) + L(z) = f.

Звiдси, враховуючи рiвнiсть (3), дiстаємо

L(z) = 0

– однорiдне рiвняння, що вiдповiдає рiвнянню (1).
Припустимо, що y1, . . ., yn – фундаментальна система

розв’язкiв однорiдного рiвняння (2), що вiдповiдає рiвнянню
(1). Тодi загальний розв’язок рiвняння (2) має вигляд

C1y1 + . . .+ Cnyn.

Пiдставляючи цей вираз замiсть z у формулу (4), дiстаємо за-
гальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння (1):

y = C1y1 + . . .+ Cnyn + ỹ. (5)

Для доведення того, що формула (5) визначає загальний
розв’язок рiвняння (1), треба пересвiдчитися, що пiдбором ста-
лих Ci, i ∈ {1, . . . , n}, в (5) можна задовольнити довiльно заданi
початковi умови

y(x0) = y0, y′(x0) = y′0, . . . , y(n−1)(x0) = y
(n−1)
0 , (6)

де x0 ∈ X, а y0, y′0, . . ., y
(n−1)
0 – будь-яка система дiйсних чисел.

Задовольняючи виразом (5) початковi умови (6), дiстаємо
таку систему алгебраїчних рiвнянь вiдносно невiдомих C1, . . .,
Cn:

C1y1(x0) + . . .+ Cnyn(x0) + ỹ(x0) = y0,
C1y

′
1(x0) + . . .+ Cny

′
n(x0) + ỹ′(x0) = y′0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
C1y

(n−1)
1 (x0) + . . .+ Cny

(n−1)
n (x0) + ỹ(n−1)(x0) = y

(n−1)
0 .

(7)

Система (7) має єдиний розв’язок, бо її визначник є визнач-
ником Вронського W (x0) ̸= 0. Отже, для C1, . . ., Cn дiста-
немо цiлком певнi значення, i вираз (5) справдi є загальним
розв’язком рiвняння (1). I
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Приклад 1. Знайти загальний розв’язок рiвняння

y′′ − 4y = 8x

та його частинний розв’язок, який задовольняє умови

y(0) = 0, y′(0) = 6.

J Вiдповiдне однорiдне рiвняння має вигляд

y′′ − 4y = 0.

Безпосередньою пiдстановкою пересвiдчуємося, що лiнiйно
незалежними розв’язками цього рiвняння є функцiї y1 = e−2x,
y2 = e 2x, а тому його загальний розв’язок має вигляд

y = C1e
−2x + C2e

2x.

Оскiльки правою частиною лiнiйного неоднорiдного рiвнян-
ня є многочлен першого степеня, то шукатимемо частинний
розв’язок цього рiвняння у виглядi ỹ = Ax + B. Тодi, пiдста-
вивши цей вираз у неоднорiдне рiвняння, матимемо

−4Ax− 4B = 8x,

звiдки випливає, що A = −2, B = 0. Отже, частинним
розв’язком неоднорiдного рiвняння є y = −2x.

Згiдно з теоремою 1 загальний розв’язок рiвняння має
вигляд

y = C1e
−2x + C2e

2x − 2x.

Знайдемо y′ = −2C1e
−2x + 2C2e

2x − 2 i задовольнимо по-
чатковi умови:

0 = C1 + C2, 6 = −2C1 + 2C2 − 2.

Звiдси випливає, що C1 = −2, C2 = 2. Тому шуканий розв’язок
задачi Кошi y = −3e−2x + 2e 2x − 2. I

З викладеного вище випливає, що для розв’язання неод-
норiдного рiвняння досить знати фундаментальну систему
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розв’язкiв вiдповiдного однорiдного рiвняння i частинний
розв’язок неоднорiдного рiвняння.

Якщо пiдiбрати частинний розв’язок неоднорiдного рiвнян-
ня (1) складно, але знайдено загальний розв’язок вiдповiдного
однорiдного рiвняння (2)

y = C1y+ . . .+ Cnyn, (8)

то можна знайти загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння
методом варiацiї сталих.

Функцiя (8) задовольняє рiвняння (2) i, отже, не може задо-
вольняти рiвняння (1), якщо Ci, i ∈ {1, . . . , n}, – сталi. Постави-
мо собi за мету дiстати розв’язок рiвняння (1) у тiй самiй формi
(8), де C1, . . ., Cn будуть функцiями c1(x), . . . , cn(x) незалеж-
ної змiнної x. При цьому ми вводимо n нових невiдомих функ-
цiй, для визначення яких треба мати n рiвнянь. Одне з них
дiстанемо з умови, що вираз (8) iз змiнними ci, i ∈ {1, . . . , n},
задовольняє рiвняння (1), а iншi n − 1 рiвнянь можна задати
довiльно. Задаватимемо їх так, щоб вирази для похiдних вiд
(8) мали найпростiший вигляд, тобто такий, який вони мали б
при сталих ci, i ∈ {1, . . . , n}. Виберемо ci, i ∈ {1, . . . , n}, так,
щоб друга сума в правiй частинi

y′ = (c1(x)y
′
1(x)+ . . .+ cny

′
n(x))+ (c′1(x)y1(x)+ . . .+ c′n(x)yn(x))

дорiвнювала нулю, тобто

c′1(x)y1(x) + . . .+ c′n(x)yn(x) = 0

i, отже,
y′ = c1(x)y

′
1(x) + . . .+ cny

′
n(x),

тобто y′ має такий самий вигляд, як i при сталих ci, i ∈
{1, . . . , n}. У випадку другої похiдної

y′′ = (c1(x)y
′′
1 + . . .+ cn(x)y

′′
n(x))+ (c′1(x)y

′
1(x)+ . . .+ c

′
n(x)y

′
n(x))

вимагатимемо перетворення в нуль другої суми

c′1(x)y
′
1(x) + . . .+ c′n(x)y

′
n(x) = 0.
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Продовжуючи аналогiчно знаходити похiднi до порядку
n− 1 включно i прирiвнюючи до нуля суми

c′1(x)y
(k)
1 (x) + . . .+ c′n(x)y

(k)
n (x) = 0, (9)

k ∈ {0, 1, . . . , n− 2}, дiстанемо

y = c1(x)y1(x) + . . .+ cn(x)yn(x),
y′ = c1(x)y

′
1(x) + . . .+ cn(x)y

′
n(x),

y′′ = c1(x)y
′′
1(x) + . . .+ cn(x)y

′′
n(x),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
y(n−1) = c1(x)y

(n−1)
1 (x) + . . .+ cn(x)y

(n−1)
n (x),

y(n) = (c1(x)y
(n)
1 (x) + . . .+ cn(x)y

(n)
n (x))+

+(c′1(x)y
(n−1)
1 (x) + . . .+ c′n(x)y

(n−1)
n (x)).

(10)

В останнiй рiвностi не можна вимагати, щоб друга сума
дорiвнювала нулю, оскiльки функцiї ci, i ∈ {1, . . . , n}, вже пiд-
порядкованi (n−1)-й умовi, а ще треба задовольнити рiвняння
(1). Пiдставляючи вирази (10), де c1, . . ., cn є невiдомими функ-
цiями вiд x, у рiвняння (1), одержимо

c1(x)L(y1) + . . .+ cn(x)L(yn)+

c′1(x)y
(n−1)
1 (x) + . . .+ c′n(x)y

(n−1)
n (x) = f(x).

Оскiльки L(yi) = 0, i ∈ {1, . . . , n}, то звiдси дiстаємо останнє
рiвняння для визначення ci, i ∈ {1, . . . , n}:

c′1(x)y
(n−1)
1 (x) + . . .+ c′n(x)y

(n−1)
n (x) = f(x). (11)

Разом рiвняння (9) i (11) утворюють систему рiвнянь для
знаходження невiдомих c′i(x), i ∈ {1, . . . , n}. Визначник цiєї си-
стеми є визначником Вронського W (x0) ̸= 0, а тому iснує єди-
ний розв’язок цiєї системи

c′i(x) = φi(x), i ∈ {1, . . . .n}.

Зiнтегрувавши, одержимо

ci(x) =

∫
φi(x)dx+ Ci, i ∈ {1, . . . , n}. (12)
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Пiдставивши у (8) замiсть Ci вiдповiднi вирази (12), одер-
жимо загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння (1).

Приклад 2. Розв’язати рiвняння y′′ + y = tg2 x, якщо
загальний розв’язок вiдповiдного однорiдного рiвняння y =
C1 cosx+ C2 sinx.

J Застосуємо метод варiацiї сталих. Шукатимемо загаль-
ний розв’язок заданого рiвняння у виглядi

y = c1(x) cosx+ c2(x) sinx

i складемо систему рiвнянь, аналогiчну до (9), (11). Маємо{
c′1(x) cosx+ c′2(x) sinx = 0,
−c′1(x) sinx+ c′2(x) cosx = tg2 x.

Звiдси
c′1(x) = − tg2 x sinx, c′2(x) = tg2 x cosx;

c1(x) = −
∫

tg2 x sinxdx+ C1 =

∫
1− cos2 x

cos2 x
d cosx+ C1 =

= − 1

cosx
− cosx+ C1;

c2(x) =

∫
tg2 x cosxdx+C2 =

∫
1− cos2 x

cosx
dx+C2 =

∫
dx

cosx
−

−
∫

cosxdx+ C2 = ln

∣∣∣∣∣ tg
(
x

2
+
π

4

)∣∣∣∣∣− sinx+ C2.

Отже, шуканий загальний розв’язок заданого рiвняння має
вигляд

y =

(
− 1

cosx
−cosx+C1

)
cosx+

(
ln

∣∣∣∣∣ tg
(
x

2
+
π

4

)∣∣∣∣∣−sinx+C2

)
sinx

або

y = C1 cosx+ C2 sinx+ sinx ln

∣∣∣∣∣ tg
(
x

2
+
π

4

)∣∣∣∣∣− 2. I
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Нехай, далi, вiдомий один частинний розв’язок y1 однорiд-
ного рiвняння (2), що вiдповiдає рiвнянню (1). Якщо застосу-
вати пiдстановку y = y1z, то дiстанемо рiвняння, до якого явно
не входить шукана функцiя z. Пiсля цього, покладаючи z′ = u,
дiстанемо лiнiйне неоднорiдне рiвняння порядку n− 1.

У випадку лiнiйного неоднорiдного рiвняння другого поряд-
ку

y′′ + p1(x)y
′ + p2(x)y = f(x), (13)

якщо вiдомий частинний розв’язок y1 вiдповiдного однорiдного
рiвняння, замiна

y = C1y1 + y1

∫
z(x)

y21(x)
dx, (14)

де z – нова невiдома функцiя, зводить рiвняння до лiнiйного
неоднорiдного рiвняння першого порядку.

Приклад 3. Зiнтегрувати рiвняння

(x− 1)y′′ − xy′ + y = (x− 1)2,

якщо вiдомий частинний розв’язок y1 = e x вiдповiдного одно-
рiдного рiвняння.

J Зробимо замiну (14), в якiй y1 = e x, тобто

y = C1e
x + e x

∫
z(x)

e 2x
dx, C1 ∈ R.

Тодi

y′ = C1e
x + e x

∫
z(x)

e 2x
dx+ z(x)e−x,

y′′ = C1e
x + e x

∫
z(x)

e 2x
dx+ z′(x)e−x.

Пiсля пiдстановки цих виразiв у задане рiвняння, дiстанемо
лiнiйне рiвняння першого порядку

(x− 1)z′ − xz = e x(x− 1)2

або
dz

dx
− x

x− 1
z = e x(x− 1).
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Зiнтегрувавши це рiвняння, знайдемо

z = Ce x(x− 1) + e x(x− 1)2

i тому

y = C1e
x + e x

∫
(e−x(x− 1)2 + Ce−x(x− 1))dx =

= C1e
x − C2x− (x− 1)2.

Отже, загальним розв’язком рiвняння є вираз

y = C1e
x − C2x− (x− 1)2, {C1, C2} ⊂ R. I

Вправи
1. Зiнтегрувати рiвняння (2x−x2)y′′+2(x− 1)y′− 2y = −2,

якщо вiдомий частинний розв’язок y1 = x−1 вiдповiдного одно-
рiдного рiвняння i ỹ = 1 – частинний розв’язок неоднорiдного
рiвняння.

2. Розв’язати рiвняння x2y′′ − 2xy′ + 2y = 2x3, знаючи,
що частинним розв’язком вiдповiдного однорiдного рiвняння
є y1 = x.

3. Зiнтегрувати рiвняння

y′′ − 2x

1 + x2
y′ +

2

1 + x2
y =

2

1 + x2
,

якщо ỹ = 1 є частинним розв’язком неоднорiдного рiвняння, а
y1 = x – частинним розв’язком вiдповiдного однорiдного рiв-
няння.

4. Знайти загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння:
1) (4x2 − x)y′′ + 2(2x− 1)y′ − 4y = 12x2 − 6x, y1 = 2x− 1;
2) x(x− 1)y′′ − (2x− 1)y′ + 2y = 2x3 − 3x2, y1 = x2;
3) x2y′′ − xy′ − 3y = 5x4, y1 =

1
x ;

4) (1 + x2)y′′ + xy′ − y + 1 = 0, y1 = x.
якщо y1 є частинним розв’язком вiдповiдного однорiдного рiв-
няння.

125



5. Зiнтегрувати рiвняння за допомогою методу варiацiї ста-
лих, якщо вiдома фундаментальна система розв’язкiв вiдповiд-
ного однорiдного рiвняння:
1) xy′′ − y′ = x2, y1 = 1, y2 = x2;

2) y′′ +
2

x
y′ + y =

1

x
, x ̸= 0, y1 =

cosx

x
, y2 =

sinx

x
;

3) y′′ + y′ =
1

cosx
, y1 = cosx, y2 = sinx;

4) x(2 − x)y′′ + (x2 − 2)y′ + 2(1 − x)y = x2(2 − x)2e x, y1 = e x,
y2 = x2;
5) x3y′′′−x2y′′+2xy′−2y = x3+3x, y1 = x, y2 = x2, y3 = x lnx.

Вiдповiдi
1. y = C1x

2 + C2(x− 1) + 1.
2. y = C1x+ C2x

2 + x3.
3. y = C1x+ C2(x

2 − 1) + 1.
4. 1) y = C1(2x−1)+C2

1
x+x

2; 2) y = C1x
2+C2(2x−1)+x3;

3) y = C1
1
x + C2x

3 + x4; 4) y = C1x+ C2

√
1 + x2 + 1.

5. 1) y = C1 + C2x
2 + x3

3 ; 2) y = C1
cosx
x + C2

sinx
x + 1

x ;
3) y = C1 cosx+C2 sinx+cosx ln | cosx|+ x sinx; 4) y = C1e

x+

+C2x
2 + e x

(
x2 − x3

3

)
; 5) y = C1x + C2x

2 + C3x lnx + x3

4 −
−3

2x(lnx)
2.

§ 13. Лiнiйнi рiвняння зi сталими коефiцiєнтами та
звiднi до них

13.1. Лiнiйнi однорiднi рiвняння зi сталими коефi-
цiєнтами. Розглянемо лiнiйне однорiдне рiвняння вигляду

a0y
(n) + a1y

(n−1) + . . .+ any = 0, (1)

де коефiцiєнти ai, i ∈ {0, 1, . . . , n}, – сталi, тобто дiйснi чис-
ла, причому a0 ̸= 0. Буде доведено, що в цьому випадку
розв’язування рiвняння (1) завжди можливе в елементарних
функцiях без iнтегрування, а за допомогою алгебраїчних опе-
рацiй.
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З попереднього параграфа випливає, що для знаходжен-
ня загального розв’зку рiвняння (1) досить знайти n лiнiй-
но незалежних частинних розв’язкiв цього рiвняння, тобто
фундаментальну систему розв’язкiв.

З’ясуємо, якi елементарнi функцiї змогли б перетворити рiв-
няння (1) у тотожнiсть. Це можливо тодi, коли пiсля пiдстав-
лення розв’язку в лiву частину рiвняння там виявилися подiбнi
члени, якi в сумi могли б дати нуль. З диференцiального чис-
лення вiдомо, що функцiєю, яка подiбна до своїх похiдних у ро-
зумiннi елементарної алгебри, є функцiя y = e λx, де λ – стала.
Отже, шукатимемо частиннi розв’язки рiвняння (1) у виглядi

y = e λx, (2)

де λ – стала, яку виберемо вiдповiдним чином. Диференцiюючи
за x вираз (2) пiдряд один раз, два рази, . . ., n разiв, одержимо
рiвностi

y′ = λe λx, y′′ = λ2e λx, . . . , y(n) = λne λx. (3)

Пiдставляючи вирази (2) i (3) в лiву частину рiвняння (1),
дiстаємо

(a0λ
n + a1λ

n−1 + . . .+ an−1λ+ an)e
λx = 0. (4)

Скоротивши на e λx ̸= 0, x ∈ R, матимемо рiвняння

a0λ
n + a1λ

n−1 + . . .+ an−1λ+ an = 0, (5)

яке називається характеристичним рiвнянням.
Це рiвняння n-го степеня визначає тi значення λ, при яких

y = e λx є розв’язком рiвняння (1). Вiдомо, що рiвняння (5)
має n коренiв. Можливi такi випадки: 1) усi коренi рiвняння
(5) дiйснi та рiзнi; 2) серед дiйсних коренiв є кратнi; 3) серед
коренiв рiвняння є рiзнi комплекснi; 4) серед коренiв рiвняння
(5) є кратнi комплекснi. Розглянемо цi випадки детальнiше.

1) Усi коренi характеристичного рiвняння (5) дiйснi
та рiзнi. Позначимо їх через λ1, . . ., λn. Кожному з цих коренiв
вiдповiдає частинний розв’язок рiвняння (1):

y1 = e λ1x, . . . , yn = e λnx.
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У § 10 доведено, що вони є лiнiйно незалежнi на довiльному
промiжку числової осi, тобто утворюють фундаментальну си-
стему розв’язкiв. Тому загальним розв’язком рiвняння (1) буде
функцiя

y = C1y1 + . . .+ Cnyn,

де C1, . . ., Cn – довiльнi сталi.
Приклад 1. Знайти загальний розв’язок рiвняння y′′′−

−6y′′ + 11y′ − 6y = 0.
J Характеристичним рiвнянням є

λ3 − 6λ2 + 11λ− 6 = 0.

Очевидно, що коренем цього рiвняння є λ1 = 1. Якщо далi
знизити порядок рiвняння, то одержимо квадратне рiвняння
λ2 − 5λ+6 = 0, коренями якого є λ2 = 2, λ3 = 3. Звiдси випли-
ває, що лiнiйно незалежними розв’язками заданого рiвняння є
y1 = e x, y2 = e 2x i y3 = e 3x, а загальним розв’язком

y = C1e
x + C2e

2x + C3e
3x, {C1, C2, C3} ⊂ R. I

2) Розглянемо випадок, коли серед дiйсних коренiв
характеристичного рiвняння (5) є кратнi. Тодi кiлькiсть
рiзних коренiв буде меншою, нiж n, а тому число лiнiйно неза-
лежних частинних розв’язкiв вигляду (2) буде меншим n, що
недосить для одержання загального розв’язку. Це означає, що
тi розв’язки, яких невистачає, треба шукати в iншому виглядi.

Доведено [10, 11], що коли характеристичне рiвняння має
корiнь λ1 кратностi m1, то йому в фундаментальнiй системi
розв’язкiв рiвняння вiдповiдає m1 розв’язкiв вигляду

e λ1x, xe λ1x, . . . , xm1−1e λ1x, (6)

якi лiнiйно незалежнi на будь-якому промiжку числової осi.
Аналогiчно, якщо маємо iншi коренi характеристичного рiв-

няння: λ2 кратностi m2, . . ., λp кратностi mp, де mj ≥ 1,
j ∈ {2, . . . , p}, причому m1 + m2 + . . . + mp = n i всi λj ,
j ∈ {2, . . . , p}, рiзнi, то їм вiдповiдають частиннi розв’язки

e λ2x, xe λ2x, . . . , xm2−1e λ2x,
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. . . . . . . . . . . . . . . . . .

e λpx, xe λpx, . . . , xmp−1e λpx. (7)

Сукупнiсть розв’язкiв (6), (7) визначає у випадку кратних
коренiв n частинних розв’язкiв рiвняння (1). Вони лiнiйно неза-
лежнi на будь-якому промiжку числової осi, про що була мова
в §10.

Приклад 2. Розв’язати рiвняння

y′′′ − y′′ − y′ + y = 0.

J Характеристичне рiвняння λ3 − λ2 − λ + 1 = 0 має ко-
ренi λ1 = λ2 = 1, λ3 = −1. Тому фундаментальною є система
розв’язкiв

y1 = e x, y2 = xe x i y3 = e−x.

Загальний розв’язок заданого рiвняння має вигляд

y = (C1 + C2x)e
x + C3e

−x, {C1, C2, C3} ⊂ R. I

3) Розглянемо тепер випадок комплексних коренiв.
Оскiльки коефiцiєнти рiвняння (5) є дiйсними, то комплекс-
нi коренi характеристичного рiвняння можуть входити лише
парами, тобто комплексному кореню λ1 = α + iβ вiдповiдає
другий корiнь λ2 = α− iβ, i =

√
−1. Якщо взяти розв’язок y1,

що вiдповiдає кореню λ1, то вiн має вигляд

y1 = e (α+iβ)x. (8)

Вираз (8) є, взагалi кажучи, комплексним числом при кожному
значеннi x, а це означає, що ми маємо справу з комплексною
функцiєю дiйсної змiнної.

Всяку комплексну функцiю y(x) дiйсної змiнної x можна
подати у виглядi

y(x) = u(x) + iv(x), (9)

де u(x) i v(x) – двi дiйснi функцiї дiйсної змiнної, i, навпаки,
двi довiльнi дiйснi функцiї u(x) i v(x) визначають за формулою
(9) комплексну функцiю дiйсної змiнної.
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З попереднього випливає, що коли є комплексний розв’язок
вигляду (9) лiнiйного диференцiального рiвняння (1) з дiйсни-
ми коефiцiєнтами, то функцiї u(x) i v(x) кожна окремо є дiйс-
ними розв’язками рiвняння (1).

Скористаємося цим твердженням для перетворення
розв’язку (8). Вiдокремивши в ньому дiйсну частину вiд
уявної i скориставшись формулою Ейлера, дiстанемо

y1 = e αxe iβx = e αx(cosβx+ i sinβx) = e αx cosβx+ ie αx sinβx.

Отже, комплексному кореню λ1 = α + iβ вiдповiдають два
дiйсних розв’язки рiвняння (1)

y1 = e αx cosβx, y2 = e αx sinβx. (10)

Зауважимо, що спряженому кореню λ2 = α− iβ вiдповiдає
комплексний розв’язок

y2 = e (α−iβ)x = e αx(cosβx− i sinβx),

який є лiнiйною комбiнацiєю дiйсних розв’язкiв (10).
Звiдси випливає, що парi комплексно спряжених коренiв

λ1,2 = α± iβ вiдповiдає два дiйсних розв’язки вигляду (10).
Приклад 3. Розв’язати рiвняння y′′′ + 4y′′ + 13y′ = 0.
J Характеристичне рiвняння λ3 +4λ2 +13λ = 0 має коренi

λ1 = 0, λ2 = −2− i3, λ3 = −2 + i3. Цим кореням вiдповiдають
лiнiйно незалежнi частиннi розв’язки заданого рiвняння y1 = 1,
y2 = e−2x cos 3x, y3 = e−2x sin 3x. Тому загальним розв’язком
диференцiального рiвняння є

y = C1 + C2e
−2x cos 3x+ C3e

−2x sin 3x, {C1, C2, C3} ⊂ R. I

4) Якщо характеристичне рiвняння (5) має кратний
комплексний корiнь α+ iβ кратностi m, то розв’язки рiв-
няння (1), якi йому вiдповiдають

e (α+iβ)x, xe (α+iβ)x, . . . , xm−1e (α+iβ)x

можна перетворити за формулою Ейлера

e (α+iβ)x = e αx(cosβx+ i sinβx)
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i, вiдокремивши дiйсну та уявну частини, одержати 2m дiйсних
розв’язкiв

e αx cosβx, xe αx cosβx, . . . xm−1e αx cosβx,

e αx sinβx, xe αx sinβx, . . . xm−1e αx sinβx. (11)

Оскiльки комплекснi коренi входять попарно спряженими,
маючи однакову кратнiсть, то кореню α− iβ кратностi m, вiд-
повiдають розв’язки вигляду (11), тобто ми не дiстанемо нових
розв’язкiв. Отже, парi комплексних спряжених коренiв α ± iβ
кратностi m вiдповiдають 2m лiнiйно незалежних розв’язкiв
(11).

Приклад 4. Розв’язати рiвняння

y(5) − y(4) + 8y′′′ − 8y′′ + 16y′ − 16y = 0.

J Характеристичне рiвняння λ5 − λ4 + 8λ3 − 8λ2 + 16λ−
−16 = 0 можна записати у виглядi (λ− 1)(λ2 + 4)2 = 0. Звiдси
випливає, що λ1 = 1, λ2 = λ3 = i2, λ4 = λ5 = −i2. Частинними
розв’язками рiвняння є функцiї

y1 = e x, y2 = cos 2x, y3 = x cos 2x, y4 = sin 2x, y5 = x sin 2x.

Оскiльки вони лiнiйно незалежнi, то загальним розв’язком за-
даного рiвняння є

y = C1e
x + (C2 + C3x) cos 2x+ (C4 + C5x) sin 2x,

{C1, C2, C3, C4, C5} ⊂ R. I
13.2. Лiнiйнi неоднорiднi рiвняння зi сталими коефi-

цiєнтами. Розглянемо лiнiйне неоднорiдне рiвняння зi стали-
ми коефiцiєнтами

a0y
(n) + a1y

(n−1) + . . .+ an−1y
′ + any = f(x), x ∈ X. (12)

У попередньому пунктi доведено, що вiдповiдне лiнiйне од-
норiдне рiвняння (1) завжди розв’язується, причому без iнте-
грування. Це дозволяє, використовуючи метод варiацiї сталих,
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знайти загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння (12). Якщо
ж удається пiдiбрати частинний розв’язок неоднорiдного рiв-
няння (12), то задача iнтегрування зводиться до iнтегрування
вiдповiдного однорiдного рiвняння (1).

У цьому пунктi вивчимо питання про знаходження частин-
ного розв’язку рiвняння (12) у залежностi вiд вигляду його
правої частини f(x).

13.2.1. Спочатку розглянемо випадок, коли права частина
f(x) є многочленом степеня s, тобто рiвняння має вигляд

a0y
(n)+a1y

(n−1)+. . .+an−1y
′+any = b0x

s+b1x
s−1+. . .+bs, (13)

де всi ai, i ∈ {0, 1, . . . , n}, i bj , j ∈ {0, 1, . . . , s}, – сталi.
1) Доведемо, що при an ̸= 0 iснує частинний розв’язок рiв-

няння (13), який є також многочленом степеня s

ỹ = A0x
s +A1x

s−1 + . . .+As. (14)

Справдi, пiдставляючи (14) у рiвняння (13) i прирiвнюючи ко-
ефiцiєнти при однакових степенях x у лiвiй та правiй частинах,
одержуємо для визначення коефiцiєнтiв Ai, i ∈ {0, 1, . . . , s}, си-
стему рiвнянь, яка однозначно розв’язується при an ̸= 0:

anA0 = b0, A0 =
b0
an
,

anA1 + san−1A0 = b1,

звiдки визначається A1,

anA2 + (s− 1)an−1A1 + s(s− 1)an−2A0 = b2,

звiдки визначається A2 i т.д.,

anAs + . . . = bs,

звiдки визначається As.
Умова an ̸= 0 означає, що число λ = 0 не є коренем характе-

ристичного рiвняння (5). Отже, в цьому випадку, як випливає
з попереднього, iснує частинний розв’язок рiвняння (13), який
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має вигляд многочлена, степiнь якого дорiвнює степеню мно-
гочлена, що стоїть у правiй частинi рiвняння.

2) Нехай λ = 0 є коренем характеристичного рiвняння (5)
кратностi l, тобто коефiцiєнти an = an−1 = an−2 = . . . =
an−l+1 = 0, але an−l ̸= 0. При цьому рiвняння (13) набуває
вигляду

a0y
(n) + a1y

(n−1) + . . .+ an−ly
(l) = b0x

s+ b1x
s−1 + . . .+ bs. (15)

Покладаючи y(l) = z, ми приходимо до попереднього випадку,
i, отже, iснує частинний розв’язок рiвняння (15), для якого

y(l) = Ã0x
s + Ã1x

s−1 + . . .+ Ãs,

а це означає, що ỹ є многочленом степеня s + l, причому, до-
данки, починаючи зi степеня l− 1 i нижче, у цього многочлена
матимуть довiльнi сталi коефiцiєнти, якi можна, зокрема, взя-
ти рiвними нулю. Тодi частинний розв’язок набуде вигляду

ỹ = xl(A0x
s +A1x

s−1 + . . .+As).

Приклад 5. Знайти загальний розв’язок рiвняння y′′′−y′′+
+y′ − y = x2 + x.

J Характеристичне рiвняння λ3 − λ2 + λ − 1 = 0 має рiзнi
коренi λ1 = 1, λ2 = −i, λ3 = i, а, отже, фундаментальну систе-
му утворюють розв’язки y1 = e x, y2 = cosx, y3 = sinx. Тому
загальний розв’язок лiнiйного однорiдного рiвняння

yз.о. = C1x+ C2 cosx+ C3 sinx, {C1, C2, C3} ⊂ R.

Оскiльки число нуль не є коренем характеристичного рiв-
няння, то частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння шука-
тимемо у виглядi правої частини, тобто многочлена другого
степеня

ỹ = A1x
2 +A2x+A3,

де A1, A2 i A3 – невiдомi коефiцiєнти, якi треба знайти. Пiд-
ставляючи ỹ у рiвняння, дiстаємо

−A1x
2 + (2A1 −A2)x+ (A2 − 2A1 −A3) = x2 + x.
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Звiдси, прирiвнявши коефiцiєнти при однакових степенях x в
обох частинах рiвностi, матимемо

A1 = −1,
2A1 −A2 = 1,
A2 − 2A1 −A3 = 0.

Розв’язуючи цю систему, знайдемо A1 = −1, A2 = −3, A3 = −1.
Тому загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння має вигляд

yз.н. = C1e
x+C2 cosx+C3 sinx−x2−3x−1, {C1, C2, C3} ⊂ R. I

Приклад 6. Знайти загальний розв’язок рiвняння y′′′ −
y′′ = 12x2 + 6x.

J Характеристичне рiвняння λ3 − λ2 = 0 має коренi λ1 =
λ2 = 0, λ3 = 1, а тому загальний розв’язок вiдповiдного одно-
рiдного рiвняння має вигляд

yз.о. = C1 + C2x+ C3e
x, {C1, C2, C3} ⊂ R.

Оскiльки нуль є двократним коренем характеристичного
рiвняння, то частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння шу-
катимемо у виглядi

ỹ = x2(A1x
2 +A2x+A3) = A1x

4 +A2x
3 +A3x

2.

Пiдставивши ỹ у задане рiвняння, матимемо

−12A1x
2 + (24A1 − 6A2)x+ (6A2 − 2A3) = 12x2 + 6x,

звiдки 
−12A1 = 12,
24A1 − 6A2 = 6,
6A2 − 2A3 = 0.

Ця система має розв’язок A1 = −1, A2 = −5, A3 = −15, а,
отже,

ỹ = −x4 − 5x3 − 15x2.

Загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння має вигляд

yз.н. = C1 + C2x+ C3e
x − x4 − 5x3 − 15x2, {C1, C2, C3} ⊂ R. I
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13.2.2. Розглянемо тепер лiнiйне неоднорiдне рiвняння
вигляду

a0y
(n)+a1y

(n−1)+ . . .+any = e px(b0x
s+ b1x

s−1+ . . .+ bs), (16)

де ai, i ∈ {0, 1, . . . , n}, bj , j ∈ {0, 1, . . . , s}, – сталi.
Доведено [11], що за допомогою замiни y = e pxz рiвняння

(16) зводиться до вигляду

e px(a0z
(n) + a1z

(n−1) + . . .+ anz) = e px(b0x
s + b1x

s−1 + . . .+ bs)

або

a0z
(n) + a1z

(n−1) + . . .+ anz = b0x
s + b1x

s−1 + . . .+ bs, (17)

де всi ai, i ∈ {0, 1, . . . , n}, – сталi.
Частинний розв’язок рiвняння (17) при an ̸= 0 має вигляд

z̃ = A0x
s +A1x

s−1 + . . .+As,

а, отже, частинний розв’язок рiвняння (16)

ỹ = e px(A0x
s +A1x

s−1 + . . .+As).

Умова an ̸= 0 означає, що µ = 0 не є коренем характеристич-
ного рiвняння

a0µ
n + a1µ

n−1 + . . .+ an = 0, (18)

а, отже, λ = p не є коренем характеристичного рiвняння (5),
оскiльки коренi цих рiвнянь зв’язанi залежнiстю λ = µ+ p.

Якщо ж µ = 0 є коренем характеристичного рiвняння (18)
кратностi l, тобто λ = p є коренем характеристичного рiвняння
(5) такої самої кратностi, то частиннi розв’язки рiвнянь (17) i
(16) мають вiдповiдно вигляд

z̃ = xl(A0x
s +A1x

s−1 + . . .+As),

ỹ = xle px(A0x
s +A1x

s−1 + . . .+As).
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Отже, якщо права частина лiнiйного диференцiального рiв-
няння зi сталими коефiцiєнтами має вигляд

e px(b0x
s + b1x

s−1 + . . .+ bs),

то, коли p не є коренем характеристичного рiвняння, частин-
ний розв’язок треба шукати в такому самому виглядi

ỹ = e px(A0x
s +A1x

s−1 + . . .+As).

Якщо ж p є коренем характеристичного рiвняння кратностi
l, то частинний розв’язок треба шукати у виглядi

ỹ = xle px(A0x
s +A1x

s−1 + . . .+As).

Приклад 7. Знайти загальний розв’язок рiвняння y′′+y′ =
4x2e x.

J Характеристичне рiвняння λ2 + λ = 0 має коренi λ1 =
0, λ2 = −1. Це означає, що загальний розв’язок вiдповiдного
лiнiйного однорiдного рiвняння має вигляд

yз.о. = C1 + C2e
−x, {C1, C2} ⊂ R.

Оскiльки p = 1 не є коренем характеристичного рiвняння,
то частинний розв’язок ỹ неоднорiдного рiвняння шукатимемо
у виглядi

ỹ = (A1x
2 +A2x+A3)e

x.

Тодi

ỹ′ = (2A1x+A2)e
x + (A1x

2 +A2x+A3)e
x,

ỹ′′ = 2A1e
x + 2(2A1x+A2)e

x + (A1x
2 +A2x+A3)e

x.

Пiдставляючи вирази для ỹ, ỹ′, ỹ′′ у задане рiвняння i скоро-
чуючи обидвi частини рiвняння на e x, маємо

2A1x
2 + (6A1 + 2A2)x+ 2A1 + 3A2 + 2A3 = 4x2.
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Прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях x у лiвiй i
правiй частинах рiвностi, дiстаємо лiнiйну систему рiвнянь для
знаходження коефiцiєнтiв A1, A2, A3:

2A1 = 4,
6A1 + 2A2 = 0,
2A1 + 3A2 + 2A3 = 0.

Розв’язавши її, знайдемо A1 = 2, A2 = −6, A3 = 7, а тому

ỹ = (2x2 − 6x+ 7)e x.

Тодi загальний розв’язок заданого рiвняння

yз.н. = C1 + C2e
−x + (2x2 − 6x+ 7)e x, {C1, C2} ⊂ R. I

Приклад 8. Розв’язати рiвняння y(5) − 2y(4) + y(3) = e x.
J Характеристичне рiвняння λ5 − 2λ4 + λ3 = 0 має коренi

λ1 = λ2 = λ3 = 0 i λ4 = λ5 = 1. Тому загальним розв’язком
лiнiйного однорiдного рiвняння є

yз.о. = C1x
2+C2x+C3+(C4+C5x)e

x, {C1, C2, C3, C4, C5} ⊂ R.

Частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння шукатимемо
у виглядi

ỹ = Ax2e x,

бо p = 1 є двократним коренем характеристичного рiвняння.
Тодi

ỹ′ = 2Axe x +Ax2e x,

ỹ′′ = 2Ae x + 4Axe x +Ax2e x,

ỹ(3) = 6Ae x + 6Axe x +Ax2e x,

ỹ(4) = 12Ae x + 8Axe x +Ax2e x,

ỹ(5) = 20Ae x + 10Axe x +Ax2e x.

Пiсля пiдстановки ỹ, ỹ′, . . ., ỹ(5) у неоднорiдне рiвняння i вiд-
повiдного зведення подiбних, дiстанемо рiвняння

2A = 1 або A =
1

2
.
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Тому частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння має вигляд

ỹ =
1

2
x2e x.

Отже, загальний розв’язок заданого рiвняння

yз.н. = C1x
2 + C2x+ C3 + (C4 + C5x)e

x +
1

2
x2e x,

{C1, C2, C3, C4, C5} ⊂ R. I
13.2.3. Нехай права частина рiвняння (12) має вигляд

f(x) = e px(Ps(x) cos qx+Qr(x) sin qx),

де Ps(x) i Qr(x) є многочленами вiдповiдно степеня s i r.
Доведено [10, 11], що частинний розв’язок неоднорiдного

рiвняння слiд шукати у виглядi

ỹ = e px(P̃m(x) cos qx+ Q̃m(x) sin qx),

якщо p ± iq не є коренем характеристичного рiвняння, де
P̃m(x), Q̃m(x) – многочлени степеня m = max{s, r} з невiдоми-
ми коефiцiєнтами, якщо ж p ± iq є коренем характеристич-
ного рiвняння кратностi l, то частинний розв’язок шукають
у виглядi

ỹ = xle px(P̃m(x) cos qx+ Q̃m(x) sin qx).

Приклад 9. Знайти загальний розв’язок неоднорiдного
рiвняння y′′′ − 2y′′ + 3y′ = e−x cosx.

J Запишемо вiдповiдне однорiдне рiвняння
y′′′ − 2y′′ + 3y′ = 0.

Його характеристичне рiвняння λ3 − 2λ2 + 3λ = 0 або λ(λ2 −
2λ+3) = 0 має коренi λ1 = 0, λ2 = 1+ i

√
2 i λ3 = 1− i

√
2. Тому

загальний розв’язок однорiдного рiвняння
yз.о. = C1 + e x(C2 cos

√
2x+ C3 sin

√
2x), {C1, C2, C3} ⊂ R.

Неоднорiднiсть рiвняння f(x) = e−x cosx, тобто p = −1,
q = 1, P0(x) = 1, Q0(x) = 0. Оскiльки s = 0, r = 0, то m = 0.
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Числа p ± iq = −1 ± i · 1 не є коренями характеристичного
рiвняння, тому l = 0. Тодi частинний розв’язок неоднорiдного
рiвняння шукатимемо у виглядi

ỹ = x0e−x(A cosx+B sinx) = e−x(A cosx+B sinx).

Оскiльки
ỹ′ = −e−x(A cosx+B sinx) + e−x(−A sinx+B cosx),
ỹ′′ = e−x(A cosx+B sinx)− e−x(−A sinx+B cosx)−

− e−x(−A sinx+B cosx) + e−x(−A cosx−B sinx) =
= −2e−x(−A sinx+B cosx),

ỹ′′′ = 2e−x(−A sinx+B cosx)− 2e−x(−A cosx−B sinx),
то, пiдставивши знайденi вирази в рiвняння, одержимо

2e−x(−A sinx+B cosx)− 2e−x(−A cosx−B sinx) +
+ 4e−x(−A sinx+B cosx) + 3(−e−x(A cosx+B sinx) +
+ e−x(−A sinx+B cosx)) = e−x cosx
або

−2A sinx+2B cosx+2A cosx+2B sinx−4A sinx+4B cosx−
− 3A cosx− 3B sinx− 3A sinx+ 3B cosx = cosx.
Прирiвнюючи коефiцiєнти при sinx i cosx, одержуємо
sinx −2A+ 2B − 4A− 3B − 3A = 0,
cosx 2B + 2A+ 4B − 3A+ 3B = 1

або
{

−9A−B = 0,
9B −A = 1.

Розв’язавши цю систему, дiстанемо A = − 1
82 , B = 9

82 . Отже,
частинний розв’язок рiвняння

ỹ = e−x
(
− 1

82
cosx+

9

82
sinx

)
,

а тому загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння має вигляд

yз.н. = yз.о. + ỹ =

= C1 + e x(C2 cos
√
2x+C3 sin

√
2x) + e−x(− 1

82
cosx+

9

82
sinx),

{C1, C2, C3} ⊂ R. I
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Приклад 10. Розв’язати рiвняння

y′′ − 6y′ + 5y = −3e x + 5x2.

J Загальний розв’язок вiдповiдного лiнiйного однорiдного
рiвняння y′′ − 6y′ + 5y = 0 має вигляд

yз.о. = C1e
x + C2e

5x, {C1, C2} ⊂ R,

бо коренями характеристичного рiвняння λ2 − 6λ + 5 = 0 є
λ1 = 1 i λ2 = 5.

Права частина лiнiйного неоднорiдного рiвняння є сумою
двох доданкiв, а тому, згiдно з властивiстю розв’язкiв таких
рiвнянь, частинний розв’язок цього рiвняння є сумою частин-
них розв’язкiв рiвнянь y′′−6y′+5y = −3e x i y′′−6y′+5y = 5x2.
Цими частинними розв’язками є вiдповiдно:

ỹ1 = Axe x, A =
3

4
, ỹ1 =

3

4
xe x,

ỹ2 = Bx2 +Cx+D,B = 1, C =
12

5
, D =

62

25
, ỹ2 = x2 +

12

5
x+

62

25
.

Отже,

ỹ = ỹ1 + ỹ2 =
3

4
xe x + x2 +

12

5
x+

62

25
,

а тому

yз.н. = C1e
x + C2e

5x +
3

4
xe x + x2 +

12

5
x+

62

25
. I

13.3. Лiнiйнi рiвняння, що зводяться до рiвнянь зi
сталими коефiцiєнтами. Оскiльки рiвняння зi сталими кое-
фiцiєнтами завжди iнтегруються, важливо знайти, якi з лiнiй-
них рiвнянь можна звести до рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами.

Вiдомо, що лiнiйне диференцiальне рiвняння зберiгає свiй
вигляд при довiльнiй гладкiй замiнi незалежної змiнної, при-
чому однорiдне рiвняння при цьому залишається однорiдним.
Цiєю властивiстю користуються при зведеннi рiвняння зi змiн-
ними коефiцiєнтами

y(n) + p1(x)y
(n−1) + . . .+ pn(x)y = φ(x) (19)
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до рiвняння зi сталими коефiцiєнтами. Доведено, що коли рiв-
няння (19) можна звести до рiвняння зi сталими коефiцiєнтами
вигляду (1) за допомогою замiни незалежної змiнної, то лише
за формулою

t = C

∫
n
√
pn(x)dx, (20)

де C – певна стала, а iнтеграл означає деяку первiсну.
Зокрема, рiвняння Ейлера

xny(n) + a1x
n−1y(n−1) + . . .+ any = φ(x),

де a1, . . ., an – сталi, замiною

x = e t при x > 0 або x = −e t при x < 0

зводиться до рiвняння зi сталими коефiцiєнтами.
Рiвняння вигляду

(ax+ b)ny(n) + a1(ax+ b)n−1y(n−1) + . . .+ any = φ(x),

де a1, . . ., an – сталi, називається рiвнянням Лагранжа i
також зводиться до рiвняння зi сталими коефiцiєнтами за до-
помогою замiни ax + b = e t при ax+ b > 0 i ax+ b = −e t при
ax+ b < 0.

Приклад 11. Розв’язати рiвняння Ейлера x2y′′+xy′+ y =
= x(6− lnx).

J Задане рiвняння має змiст лише при x > 0. Тому зробимо

замiну x = e t. Тодi dx = e tdt,
dt

dx
= e−t,

y′ =
dy

dt

dt

dx
=
dy

dt
e−t,

y′′ =
d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dt

(
dy

dt
e−t

)
e−t=e−2t

(
d2y

dt2
− dy

dt

)
i рiвняння набуде вигляду

y′′(t) + y(t) = (6− t)e t.
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Характеристичне рiвняння λ2 + 1 = 0 має коренi λ1,2 = ±i,
а тому загальним розв’язком однорiдного рiвняння є yз.о.(t) =
= C1 cos t+ C2 sin t, {C1, C2} ⊂ R.

Частинний розв’язок неоднорiдного рiвняння шукаємо у
виглядi

ỹ(t) = (At+B)e t,
де A та B – деякi сталi.

Пiсля пiдстановки в рiвняння i скорочення на e t, дiстанемо
алгебраїчне рiвняння 2A + 2At + 2B = 6 − t, звiдки випливає,

що 2A+2B = 6, 2A = −1 або A = −1

2
, B =

7

2
. Отже, частинний

розв’язок неоднорiдного рiвняння

ỹ(t) =
1

2
(7− t)e t.

Тому загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння

yз.н.(t) = C1 cos t + C2 sin t +
1

2
(7 − t)e t. Якщо поверну-

тися до змiнної x, то дiстанемо загальний розв’язок вихiдного
рiвняння

yз.н.(x) = C1 cos(lnx) + C2 sin(lnx) +
1

2
(7− lnx)x,

x > 0, {C1, C2} ⊂ R. I

Приклад 12. Розв’язати рiвняння

x4y′′ + 2x3y′ + n2y = 0, x ̸= 0,

де n – додатна стала.
J Знайдемо спочатку замiну незалежної змiнної, викори-

стовуючи формулу (20):

t = C

∫ √
n2

x4
dx = Cn

∫
dx

x2
= −Cn1

x
.

Якщо взяти C =
1

n
, то тодi

t = −1

x
або x = −1

t
.
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Маємо dx =
1

t2
dt,

dt

dx
= t2,

y′ =
dy

dt

dt

dx
=
dy

dt
t2, y′′ =

d

dt

(
dy

dt
t2

)
t2 =

d2y

dt2
t4 + 2t3

dy

dt
.

Пiдставивши цi вирази в рiвняння, дiстанемо рiвняння зi
сталими коефiцiєнтами

y′′(t) + n2y(t) = 0.

Характеристичне рiвняння для нього λ2 + n2 = 0 має коренi
λ1,2 = ±in. Тому загальним розв’язком цього рiвняння є функ-
цiя

y(t) = C1 cosnt+ C2 sinnt, {C1, C2} ⊂ R.
Пiсля повернення до змiнної x, одержимо загальний

розв’язок вихiдного рiвняння

y(x) = C1 cos
n

x
− C2 sin

n

x
, {C1, C2} ⊂ R. I

Приклад 13. Знайти загальний розв’язок рiвняння

y′′ +
2xy′

1 + x2
+

y

(1 + x2)2
= 0.

J Згiдно з формулою (20), зробимо замiну незалежної змiн-
ної

t = C

∫ √
1

(1 + x2)2
dx = C

∫
dx

1 + x2
= C arctg x

або
t = arctg x, x = tg t, t ∈

(
− π

2
,
π

2

)
,

якщо взяти C = 1.

Тодi dx =
dt

cos2 t
,
dt

dx
= cos2 t, y′ =

dy

dt

dt

dx
=

dy

dt
cos2 t,

y′′ =
d

dt

(dy
dt

cos2 t
)
cos2 t =

d2y

dt2
cos4 t−2 cos3 t sin t

dy

dt
. Пiсля пiд-

становки цих виразiв у рiвняння та зведення подiбних членiв,
дiстанемо рiвняння

d2y

dt2
+ y = 0.
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Загальним розв’язком цього рiвняння є

y(t) = C1 cos t+ C2 sin t, {C1, C2} ⊂ R.

Повернувшись до змiнної x, матимемо

y(x) = C1 cos(arctg x) + C1 sin(arctg x).

Якщо скористатися формулами

cos t =
1√

1 + tg2 t
, sin t =

tg t√
1 + tg2 t

,

то одержимо, що

cos(arctg x) =
1√

1 + x2
, sin(arctg x) =

x√
1 + x2

.

Тому загальний розв’язок можна подати у виглядi

y(x) = C1
1√

1 + x2
+ C2

x√
1 + x2

, {C1, C2} ⊂ R. I

Вправи

1. Коренями характеристичного рiвняння деякого однорiд-
ного диференцiального рiвняння є числа λ1 = λ2 = λ3 = 4,
λ4 = 2 + i, λ5 = 2 − i. Знайти загальний розв’язок цього рiв-
няння.

2. Знайти загальний розв’язок однорiдного рiвняння:
1) y′′ − 5y′ + 6y = 0; 2) y′′ − y′ − 2y = 0;
3) y′′ + 2y′ − 3y = 0; 4) y′′ − 4y = 0;
5) y′′ = 9y; 6) y′′′ + y′′ + 9y′ + 9y = 0;
7) y′′ + 3y′ + 2y = 0; 8) y(4) − 5y′′ + 4y = 0;
9) y′′′ + 3y′′ − 4y′ − 12y = 0; 10) y(4) − 13y′′ + 36y = 0;
11) y(4) + 2y′′′ + y′′ = 0; 12) y′′ + 2y′ + 5y = 0;
13) y′′ + 4y′ + 13y = 0; 14) y′′ + 6y′ + 13y = 0;
15) y′′ − 4y′ + 5y = 0; 16) y′′ + 9y = 0;
17) y(4) + 5y′′ + 6y = 0; 18) y(4) − 8y′ = 0;
19) y(4) = y; 20) y′′′ = y;
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21) y′′′ + y = 0; 22) y′′ − 4y′ + 4y = 0;
23) y′′′ − 2y′′ = 0; 24) y′′′ + 3y′′ + 3y′ + y = 0;
25) y(5) − 6y(4) + 9y′′′ = 0; 26) y(7) + 3y(6) + 3y(5) + y(4) = 0;
27) y(5) + 6y′′′ + 9y′ = 0; 28) y(5) + 8y′′′ + 16y′ = 0;
29) y(6) − 2y(5) + 3y(4) − 4y′′′ + 3y′′ − 2y′ + y = 0;
30) y(5) + y(3) + y′′ + y = 0.

3. Знайти загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння:
1) y′′ + 3y′ = 9x; 2) y′′ − 4y′ + 13y = x2;
3) y(4) + y′′ = x2 + x; 4) y′′ + 9y = 9;
5) y′′ − y′ = 5x+ 2; 6) y′′ − 3y′ + 2y = x2 + 1;
7) y′′ − 2y = xe−x; 8) y′′ − 3y′ + 2y = e x;
9) y′′ + 2y′ + y = e−x; 10) y′′′ + y′′ − 5y′ + 3y = (x2 + 4)e x;
11) y′′ − 4y′ + 4y = xe 2x; 12) y′′ + 2y′ = xe−x;
13) y′′ − 2y′ = xe 2x; 14) y′′ − 5y′ + 6y = 4 sin 2x;
15) y′′ − 7y′ + 6y = sinx; 16) y′′ + 4y = 3 sin 2x;
17) y′′′ + y′′ − y′ + 15y = sin 2x; 18) y′′ + y = x cosx;
19) y′′ − 9y = e 3x cosx; 20) y′′′ + y′′ + y′ = 4 sinx;
21) y′′ + 4y′ + 3y = 65x cos 2x; 22) y′′ + 4y = 4(sin 2x+ cos 2x);
23) y′′ + 5y′ + 6y = e−x + e−2x; 24) y′′′ − 4y′ = xe 2x + sinx+ x2;
25) y(4) − y = xe x + cosx;
26) y′′′ + y′′ = x.

4. Вiдомо, що функцiя попиту d = 3p′′ − p′ − 2p + 18, а
функцiя пропозицiї s = 4p′′ + p′ + 3p+ 3, де p(t) – цiна товару
на момент часу t, p′(t) – тенденцiя формування цiни, p′′(t) –
темп змiни цiни. Знайти залежнiсть цiни p вiд часу, за умови,
що попит i пропозицiя зрiвноважуються, а p(0) = 4, p′(0) = 1.

5. Знайти загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння за
допомогою методу варiацiї сталих:

1) y′′ + y = ctg x; 2) y′′ − 2y′ + y =
e x

2
;

3) y′′ − 4y′ + 5y =
e 2x

cosx
; 4) y′′ + 2y′ + 2y =

1

e x sinx
;

5) y′′′ − 2y′′ − y′ + 2y =
2x3 + x2 − 4x− 6

x4
;

6) y′′ + y = x+ 1;
7) y′′ − 6y′ + 9y = 9x2+6x+2

x3
.
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6. Розв’язати задачу:
1) y′′ − 8y′ + 16y = e 4x, y(0) = 0, y′(0) = 1;
2) y′′′−2y′′+y′ = 4(sinx+cosx), y(0) = 1, y′(0) = 0, y′′(0) = −1;

3) y′′ − y′ =
1

1 + e x
, y(0) = 1, y′(0) = 2.

7. Човну надано початкову швидкiсть v0 = 5 м/с. Через
70 с пiсля початку руху швидкiсть човна зменшилась удвоє.
Знайти закон руху човна, якщо сила опору води прямо про-
порцiйна швидкостi човна (коефiцiєнт пропорцiйностi λ > 0).
Яку максимальну вiдстань може пройти човен?

8. Висота x(t) в момент часу t тiла, яке вiльно падає пiд
дiєю сили земного тяжiння, задовольняє рiвняння x′′(t) = −g,
де g – прискорення сили земного тяжiння. Виразити x(t) через
висоту x(0) = x0 i початкову швидкiсть x′(0) = x′0. Якщо тiло
падає з висоти h при нульовiй початковiй швидкостi, то з якою
швидкiстю воно досягає Землi?

9. Знайти загальний розв’язок рiвняння зi змiнними коефi-
цiєнтами:
1) x2y′′ + 2xy′ − 6y = 0; 2) x2y′′′ − 2y′ = 0;
3) (2x + 1)2y′′ − 2(2x + 1)y′ + 4y = 0; 4) x2y′′ + xy′ + y =
= 2 sin(lnx); 5) (x−2)2y′′−3(x−2)y′+4y = x; 6) x2y′′−xy′−
3y = 5x4; 7) x3y′′′−9x2y′′+37xy′−64y = x4(1+2 lnx+4 ln2 x);
8) (x+ 2)3y′′′ + 3(x+ 2)2y′′ + (x+ 2)y′ + y = ln(x+2)

x+2 .
10. За допомогою замiни змiнної звести рiвняння зi змiн-

ними коефiцiєнтами до рiвняння зi сталими коефiцiєнтами та
зiнтегрувати:
1) y′′ − y′ + e 2xy = 0; 2) x4y′′ + 2x3y′ − 4y = 1

x ;
3) xy′′ − 1

2y
′ − y = 0; 4) 4xy′′ + 2y′ + y = 0;

5) (1−x2)y′′−xy′+n2y = 0; 6) sinx cosxy′′−y′+tg x sin2 xy = 0.
11. Урiвноважений розмiр популяцiї деякого виду в зада-

ному середовищi становить 1000 особин. Кiлькiсть популяцiї
коливається навколо цього середнього значення i описується
рiвнянням y′′(t) = 4π2(1000− y(t)), де y(t) – кiлькiсть популя-
цiї в момент часу t (роки). Знайти кiлькiсть популяцiї через 6,
12 i 18 мiсяцiв, якщо y(0) = 1500, y′(0) = 0.

12. Матерiальна точка масою m притягується до нерухо-
мого центра O з силою, яка пропорцiйна вiдстанi x точки вiд
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центру O (пружна сила). Нехтуючи опором середовища, знай-
ти закон руху цiєї точки.

13. Матерiальна точка масою m коливається в середовищi
без опору пiд дiєю пружної сили, що пропорцiйна вiдхилен-
ню x точки вiд положення рiвноваги, при наявностi зовнiшньої
збурюючої сили F = F0 sin pt. Знайти закон коливань.

Вiдповiдi

1. y = e 4x(C1 + C2x+ C3x
2) + e 2x(C4 cosx+ C5 sinx).

2. 1) C1e
2x + C2e

3x; 2) C1e
−x + C2e

2x; 3) C1e
x + C2e

−x;
4) C1e

2x + C2e
−2x; 5) C1e

3x + C2e
−3x; 6) C1e

−x + C2 cos 3x+
+C3 sin 3x; 7) C1e

−x + C2e
−2x; 8) C1e

x + C2e
−x + C3e

2x+
+C4e

−2x; 9) C1e
−3x + C2e

2x + C3e
−2x; 10) C1e

x + C2e
−3x+

+C3e
2x + C4e

−2x; 11) C1 + C2 x + C3 e
−x + C4 x e

−x;
12) e−x(C1 cos 2x + C2 sin 2x); 13) e−2x(C1 cos 3x + C2 sin 3x);
14) e−3x(C1 cos 2x + C2 sin 2x); 15) e 2x(C1 cosx + C2 sinx);
16) C1 cos 3x + C2 sin 3x; 17) (C1 cos

√
2x+C4 sin

√
2x)+

+(C3 cos
√
3x + C4 sin

√
3x); 18) C1 + C2e

2x + e−x(C3 cos
√
3x+

+C4 sin
√
3x); 19) C1e

−x + C2e
x + (C3 cosx + C4 sinx);

20) C1e
x + e−x/2 + (C2 cos

3

2
x + C3 sin

3

2
x); 21) C1e

−x + e x/2+

+(C2 cos
3

2
x+C3 sin

3

2
x); 22) (C1+C2x)e

2x; 23) C1+C2x+C3e
2x;

24) C1e
−x+C2xe

−x+C3x
2e−x; 25) C1 +C2x+C3x

2 + e 3x(C4+
+C5x); 26) C1 + C2x + C3x

2 + C4x
4 + e−x(C5 + C6x + C7x

2);
27) C1 + (C2 cos

√
3x+C3 sin

√
3x) + x(C4 cos

√
3x+C5 sin

√
3x);

28) C1 + (C2 cos 2x + C3 sin 2x) + x(C4 cos 2x + C5 sin 2x);
29) (C1 + C2x)e

x + (C3 cosx + C4 sinx) + x(C5 cosx + C6 sinx);
30) y = C1e

−x+C2 cosx+C3 sinx+e
x
2 (C4 cos

√
3
2 x+C5 sin

√
3
2 x).

3. 1) C1 + C2e
−3x +

3

2
x2 − x; 2) e 2x(C1 cos 3x + C2 sin 3x)+

+
1

13
x2 +

8

169
x − 6

2197
; 3) C1 + C2x + C3 cosx + C4 sinx+

+
x2

12
(x2 + 2x − 12); 4) C1 cos 3x + C2 sin 3x + 1; 5) C1e

x+

+C2e
−x− 5x− 2; 6) C1e

x+C2e
2x+

1

2
(x2 +3x+

9

2
); 7) C1e

√
2x+

+C2e
−
√
2x − (x − 2)e−x; 8) C1e

2x + (C2 − x)e x; 9) (C1+
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+C2x+
x2

2
)e−x; 10) e x(C1+C2x)+C3e

−3x+
1

48
x2e x(x2−x+99

4
);

11) e 2x(C1+C2x) +
1

6
x3e 2x; 12) C1 + C2e

−2x + (
1

8
x − 3

32
)e 2x;

13) C1 + C2e
2x + (

x2

4
− x

4
)e 2x; 14) C1e

2x + C2e
3x +

5

19
cos 2x+

+
1

19
sin 2x; 15)

1

74
(5x+7 cosx) + C1e

x + C2e
6x; 16) C1 cos 2x+

+C2 sin 2x− 3

4
x cos 2x; 17) C1e

−3x + C2e
x cos 2x+ C3e

x sin 2x+

+
1

221
(10 cos 2x + 11 sin 2x); 18) C1 cosx + C2 sinx+

+
1

4
x cosx+

1

4
x2 sinx; 19) C1e

3x+C2xe
−3x+

1

37
e 3x(6 sinx−cosx);

20) C1 + C2 cosx + C3 sinx − 2x sinx; 21) C1e
−x + C2e

−3x+

+(8x+
188

65
) cos 2x+(−x+ 316

65
) sin 2x; 22) C1 cos 2x+C2 sin 2x+

+x(sin 2x − cos 2x); 23)
1

2
e−x + xe−2x + C1e

−2x + C2e
−3x;

24)
1

32
e 2x(2x2 − 3x) +

1

5
cosx− x3

12
+
x

8
+ C1 + C2e

2x + C3e
−2x;

25) C1e
x+C2e

−x+C3 sinx+C4 cosx+
1

8
(x2− 3x)e x− 1

4
x sinx;

26) C1e
−x + C2x+ C3 +

x3

6 − x2

2 .
4. p′′ + 2p′ + 5p = 15, p(t) = C1e

−t cos 2t + C2e
−t sin 2t + 3,

p(t) = e−t(cos 2t+ sin 2t) + 3.

5. 1) C1 cosx+C2 sinx+sinx cosx+
sinx

2
ln |cosx− 1

cosx+ 1
|−cos2 x;

2) e x(x ln |x|+C1x+C2); 3) (C1 cosx+C2 sinx+ln | cosx| cosx+
+x sinx)e 2x; 4) (C1 cosx+C2 sinx−x cosx+sinx ln | sinx|)e−x;

5) C1e
x+C2e

−x + C3e
2x +

1

x
; 6) C1 cosx + C2 sinx + x + 1;

7) C1xe
3x + C2e

x + 1
x .

6. 1)
1

2
x(x+ 2)e 4x; 2) 4 + (3x− 5)e x + 2(cosx+ sinx);

3) (1 + e x) ln(1 + e x) + e x(3− ln 2− x)− (2 + ln 2 + x).
7. x(t) = 500(1 − e 0,01t), 500 м, mx′′ + λx′ = 0, x(0) = 0,

x′(0) = 5; x′(70) = 2, 5.

8. x(t) = x0 + x′0t−
gt2

2
, v =

√
2gh.

9. 1) y = C1x
−3 + C2x

2; 2) y = C1+C2 lnx + C3x
3; 3) y =
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= C1(2x + 1) + C2(2x + 1) ln(2x + 1); 4) y = C1 cos(lnx)+
+C2 sin(lnx)− lnx cos(lnx); 5) y = (x− 2)2(C1 +C2 ln(x− 2))+

+x− 3

2
; 6) y = C1

x + C2x
3 + x4; 7) x4(C1 + C2 lnx+ C3(lnx)

2 +
1
6(lnx)

2+ 1
12(lnx)

4+ 1
15(lnx)

5); 8) 1
x+2(C1+

1
3 ln(x+2)+ 1

6(ln(x+

2))2 +
√
x+ 2(C2 cos(

√
3
2 ln(x+ 2)) + C3 sin(

√
3
2 ln(x+ 2)).

10. 1) t = e x, y = C1 cos e
x + C2 sin e

x; 2) t = −1

x
, y =

= C1e
− 2

x + C2e
2
x − 1

4x ; 3) t =
√
x, y = C1e

−2
√
x + C2e

2
√
x;

4) t =
√
x, y = C1 cos

√
x+ C2 sin

√
x; 5) y = C1 cos(n arccosx)+

+C2 sin(n arccosx); 6) y = C1 cos ln | cosx|+ C2 sin ln | cosx|.
11. y(t) = 500 cos 2πt + 1000, y

(
1
2

)
= 500, y(1) = 1500,

y
(
3
2

)
= 500.

12. m
d2x

dt2
= −kx або

d2x

dt2
+ ω2x = 0, ω2 :=

k

m
; x(t) =

= C1 cosωt+ C2 sinωt або x(t) = A sin(ωt+ φ), де C1 = A sinφ,
C2 = A cosφ, A, φ – деякi сталi.

13. m
d2x

dt2
= −kx + F0 sin pt, k – коефiцiєнт пропорцiй-

ностi, або
d2x

dt2
+ ω2x = a sin pt, ω2 :=

k

m
, a =

F0

m
; x(t) =

= C1 cosωt + C2 sinωt +
a

ω2 − p2
sin pt, якщо p ̸= ω; x(t) =

= C1 cosωt+ C2 sinωt−
at

2ω
cosωt, якщо p = ω.

§ 14. Деякi питання теорiї лiнiйних рiвнянь
другого порядку

14.1. Iнварiант рiвняння другого порядку. Лiнiйне од-
норiдне рiвняння другого порядку

L(y) := y′′(x) + 2a(x)y′(x) + b(x)y(x) = 0 (1)

за допомогою замiни шуканої функцiї y на нову функцiю z

y(x) = φ(x)z(x) (2)
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зводиться до рiвняння вигляду

z′′(x) + 2

(
φ′(x)

φ(x)
+ a(x)

)
z′(x)+

+
φ′′(x) + 2a(x)φ′(x) + b(x)φ(x)

φ(x)
z(x) = 0. (3)

Якщо в замiнi (2) взяти

φ(x) = e−
∫
a(x)dx, (4)

то
φ′(x)

φ(x)
+ a(x) = 0 i рiвняння (3) набуде вигляду

z′′(x) + (b(x)− a2(x)− a′(x))z(x) = 0

або
z′′(x) + I(x)z(x) = 0, (5)

де функцiя
I(x) := b(x)− a2(x)− a′(x)

називається iнварiантом рiвняння.
Якщо I(x) = const , то рiвняння (5) буде рiвнянням зi ста-

лими коефiцiєнтами.
При iнтегруваннi рiвняння (1) iнколи корисною є комбiна-

цiя пiдстановок (20) з §13 i (2) з функцiєю φ, яка визначається
формулою (4). Перша з них зводить наше рiвняння до рiвняння
зi сталими коефiцiєнтами при шуканiй функцiї, а друга знищує
член, що мiстить першу похiдну вiд шуканої функцiї. У резуль-
татi можемо одержати рiвняння зi сталими коефiцiєнтами.

Приклад 1. Зiнтегрувати рiвняння

xy′′ + 2y′ + xy = 0, x > 0.

J Зробимо замiну y =
z

x
, бо φ(x) = e−

∫
dx
x = e− lnx =

1

x
.

Вона зведе рiвняння до вигляду

z′′ + z = 0,
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оскiльки I(x) = 1−
(
1

x

)2

−
(
1

x

)′
= 1− 1

x2
+

1

x2
= 1. Загальним

розв’язком цього рiвняння є z = C1 cosx + C2 sinx, {C1, C2} ⊂
R. Якщо повернутися до змiнної y, то дiстанемо

y(x) = C1
1

x
cosx+ C2

1

x
sinx, {C1, C2} ⊂ R. I

Приклад 2. Розв’язати рiвняння

x4y′′ + k2y = 0, x ̸= 0,

де k – деяка додатна стала.
J Зробимо замiну незалежної змiнної за формулою (20) з

§13:

t = C

∫ √
−k

2

x4
dx = Cki

∫
dx

x2
= Cki

(
−1

x

)
.

Якщо взяти C =
1

ki
, то дiстанемо, що

t = −1

x
або x = −1

t
.

Тодi

dx =
1

t2
dt,

dt

dx
= t2,

dy

dx
=
dy

dt

dt

dx
=
dy

dt
t2,

d2y

dt2
=

d

dt

(
dy

dt
t2

)
t2 =

d2y

dt2
t4 + 2

dy

dt
t3,

а тому, пiдставивши цi похiднi та x = −1

t
у рiвняння, одержимо

1

t4

(
d2y

dt2
t4 + 2t3

dy

dt

)
+ k2y = 0

або
d2y

dt2
+

2

t

dy

dt
+ k2y = 0.
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У цьому рiвняннi перейдемо до нової невiдомої функцiї z за
формулою

y = e−
∫

dt
t z = e− ln tz =

z

t
.

Оскiльки
I(t) = k2 − 1

t2
+

1

t2
= k2,

то для z отримаємо рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

z′′(t) + k2z(t) = 0.

Загальний розв’язок цього рiвняння

z(t) = C1 cos kt+ C2 sin kt, {C1, C2} ⊂ R.

Якщо повернутися до змiнних x i y, то одержимо загальний
розв’язок вихiдного рiвняння

y(x) = x

(
C1 cos

k

x
+ C2 sin

k

x

)
, {C1, C2} ⊂ R. I

14.2. Зниження порядку рiвняння, якщо вiдомий ча-
стинний розв’язок цього рiвняння. Якщо вiдомий один ча-
стинний розв’язок y1 рiвняння (1), то його порядок можна зни-
зити на одиницю або, знайшовши другий частинний розв’язок
y2 за формулою

y2 = y1

∫
e−

∫
2a(x)dx

y21
dx, (6)

записати зразу загальний розв’язок рiвняння.
Приклад 3. Знайти загальний розв’язок рiвняння

x2(lnx− 1)y′′ − xy′ + y = 0, x > 1,

якщо вiдомо, що воно має частинний розв’язок y1 = x.
J Знайдемо другий частинний розв’язок y2 за формулою

(6):

y2 = x

∫
e
∫

dx
x(ln x−1)

x2
dx = x

∫
e
∫ d(ln x−1)

ln x−1

x2
dx = x

∫
e ln(lnx−1)

x2
dx =
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= x

∫
lnx− 1

x2
dx = −x

∫
(lnx− 1)d(

1

x
) = −x

(
(lnx− 1)

1

x
−

−
∫

1

x

1

x
dx

)
= −x

(
(lnx− 1)

1

x
+

1

x

)
= − lnx+ 1− 1 = − lnx.

Оскiльки y1 i y2 лiнiйно незалежнi на будь-якому вiдрiзку
[α, β] ⊂ (1,∞), то загальним розв’язком рiвняння є функцiя

y = C1x+ C2 lnx, {C1, C2} ⊂ R. I

Якщо коефiцiєнти a i b рiвняння (1) є многочленами, то iн-
коли його частинний розв’язок можна знайти у виглядi мно-
гочлена деякого степеня n:

y = xn + a1x
n−1 + . . .+ an−1x+ an. (7)

Пiдставивши (7) у рiвняння (1) i прирiвнявши до нуля ко-
ефiцiєнт при старшому степенi x, одержимо рiвняння для зна-
ходження n. Потiм запишемо многочлен знайденого степеня з
невiдомими коефiцiєнтами, якi шукаємо, пiдставивши цей мно-
гочлен у задане рiвняння.

Приклад 4. Розв’язати рiвняння

(x− 1)y′′ − (x+ 1)y′ + 2y = 0, x ̸= 1,

знайшовши частинний розв’язок у виглядi многочлена.
J Пiдставимо многочлен (7) у наше рiвняння:

(x− 1)(n(n− 1)xn−2 + . . .)− (x+ 1)(nxn−1 + . . .)+

+2(xn + a1x
n−1 + . . .) = 0.

Прирiвнявши до нуля коефiцiєнт при xn, отримаємо −n +
2 = 0 або n = 2. Отже, якщо частинний розв’язок у виглядi
многочлена iснує, то вiн може бути лише многочленом другого
степеня. Покладаючи

y = x2 + a1x+ a2
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i пiдставляючи його в рiвняння, маємо

(x− 1)2− (x+ 1)(2x+ a1) + 2(x2 + a1x+ a2) = 0

або
a1x− a1 + 2a2 − 2 = 0.

Прирiвняємо до нуля коефiцiєнт при x i вiльний член:
x a1 = 0,
x0 a1 − 2a2 + 2 = 0.

Оскiльки ця система сумiсна, причому a1 = 0, a2 = 1, то шука-
ний розв’язок iснує i має вигляд

y1 = x2 + 1.

Другий частинний розв’язок знаходимо за формулою (6):

y2 = (x2 + 1)

∫
e
∫

x+1
x−1

dx

(x2 + 1)2
dx.

Оскiльки∫
x+ 1

x− 1
dx =

∫
(x− 1) + 2

x− 1
dx =

∫
dx+2

∫
dx

x− 1
= x+2 ln |x−1|,

то

y2 = (x2 + 1)

∫
ex(x− 1)2

(x2 + 1)2
dx =(x2 + 1)

∫
e x((x2 + 1)− 2x)

(x2 + 1)2
dx=

= (x2 + 1)

(∫
e x

x2 + 1
dx+

∫
e xd(

1

1 + x2
)

)
=

= (x2 + 1)

(∫
e x

x2 + 1
dx+ e x

1

x2 + 1
−
∫

e x

x2 + 1
dx

)
= e x.

Оскiльки маємо два лiнiйно незалежнi розв’язки заданого
рiвняння, то загальний розв’язок цього рiвняння

y = C1(x
2 + 1) + C2e

x, {C1, C2} ⊂ R. I
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14.3. Самоспряжений вигляд рiвняння другого по-
рядку. Рiвняння другого порядку

L(y) := (p(x)y′)′ + q(x)y = 0 (8)

називається самоспряженим рiвнянням.
Доведено [10], що кожне рiвняння другого порядку (1) мож-

на звести до самоспряженої форми множенням на функцiю

p(x) = e 2
∫
a(x)dx.

Зазначимо, що коефiцiєнти p i q неперервнi на промiжку, де
неперервними є коефiцiєнти a i b рiвняння (1), причому p > 0
на цьому промiжку.

Якщо в рiвняннi (8) зробити замiну

ξ =

∫
dx

p(x)
,

то воно набуде вигляду (5).
Приклад 5. Звести рiвняння

xy′′ +
1

2
y′ − y = 0, x > 0,

до самоспряженого вигляду i розв’язати його.
J Запишемо рiвняння у виглядi

y′′ +
1

2x
y′ − 1

x
y = 0.

Для зведення цього рiвняння до самоспряженого вигляду
помножимо його на функцiю

p(x) = e
∫

1
2x
dx = e

1
2
lnx або p(x) =

√
x.

Тодi одержимо рiвняння

√
xy′′ +

1

2
√
x
y′ − 1√

x
y = 0
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або
(
√
xy′)′ − 1√

x
y = 0.

Введемо нову змiнну

ξ =

∫
dx√
x
= 2

√
x.

Тодi dξ =
1√
x
dx,

dξ

dx
=

1√
x

,
dy

dx
=

dy

dξ

dξ

dx
=

dy

dξ

1√
x

,
d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dξ

1√
x

)
=

d

dx

(
dy

dξ

)
1√
x
+
dy

dξ

d

dx

(
1√
x

)
=
d2y

dξ2
1

x
− 1√

x

dy

dξ
,

а тому рiвняння набуде вигляду

d2y

dξ2
1

x
− 1

2x
√
x

dy

dξ
+

1

2x
√
x

dy

dξ
− 1

x
y = 0

або
d2y

dξ2
− y = 0.

Загальним розв’язком отриманого рiвняння є y(ξ) = C1e
ξ+

C2e
−ξ, {C1, C2} ⊂ R. Повертаючись до змiнної x, знаходимо

загальний розв’язок заданого рiвняння

y(x) = C1e
√
x + C2e

−
√
x, {C1, C2} ⊂ R. I

14.4. Крайовi задачi для диференцiальних рiв-
нянь другого порядку. Функцiя Грiна задачi. Зада-
ча Штурма-Лiувiлля. Розв’язок диференцiального рiвнян-
ня (8) повнiстю визначається початковими умовами y(x0) = y0,
y′(x0) = y′0. У той же час у багатьох фiзичних задачах дово-
диться шукати розв’язки, якi задовольняють iншi умови, на-
приклад, крайовi.

Розглянемо задачу про знаходження на вiдрiзку [a, b]
розв’язку рiвняння

L(y) := (p(x)y′)′ + q(x)y = f(x), (9)
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який задовольняє крайовi умови

αy(a) + βy′(a) = 0, γy(b) + δy′(b) = 0, (10)

де сталi α, β, γ, δ задовольняють умови α2+β2 ̸= 0, γ2+δ2 ̸= 0.
Задача (9), (10) називається крайовою задачею.
Для того щоб розв’язати крайову задачу, треба знайти за-

гальний розв’язок рiвняння (9) i пiдiбрати значення довiльних
сталих так, щоб виконувалися крайовi умови (10). Крайова за-
дача не завжди має розв’язок, а якщо й має, то цей розв’язок
не обов’язково єдиний.

Приклад 6. Розв’язати крайову задачу

y′′ + y = 0, y(0) = 0, y(x0) = y0.

J Знайдемо загальний розв’язок рiвняння. Оскiльки коре-
нями характеристичного рiвняння λ2 + 1 = 0 є λ1,2 = ±i, то
фундаментальною системою розв’язкiв є функцiї y1 = cosx,
y2 = sinx. Тодi загальний розв’язок рiвняння має вигляд

y = C1 cosx+ C2 sinx, {C1, C2} ⊂ R.

Задовольнимо крайовi умови:{
C1 cos 0 + C2 sin 0 = 0,
C1 cosx0 + C2 sinx0 = y0

або {
C1 = 0,
C2 sinx0 = y0.

Якщо: 1) x0 ̸= πn, n ∈ Z, то з другої умови знаходимо, що C2 =
y0

sinx0
. Отже, в цьому випадку задача має єдиний розв’язок

y =
y0

sinx0
sinx;

2) x0 = πn, n ∈ Z, тодi з другої крайової умови одержуємо, що
C2 sinπn = y0. Звiдси випливає, що можливi випадки: а) y0 =
0, тодi C2 – довiльне i крайова задача має безлiч розв’язкiв
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y = C2 sinx, C2 ∈ R; б) y0 ̸= 0, у цьому випадку система для
знаходження C1 i C2 несумiсна, а це означає, що крайова задача
розв’язкiв не має. I

Вiдповiдь на питання про iнтегральне зображення
розв’язку задачi (9), (10) дає таке твердження: якщо лiнiйна
однорiдна задача (8), (10) має лише тривiальний розв’язок,
то лiнiйна задача (9), (10) має єдиний розв’язок, який можна
записати в iнтегральнiй формi

y(x) =

b∫
a

G(x, s)f(s)ds, (11)

де G(x, s) – функцiя Грiна задачi.
Функцiя Грiна G(x, s) визначена при x ∈ [a, b], s ∈ (a, b) i

при кожному s ∈ (a, b) має властивостi:
1) при x ̸= s правильна рiвнiсть L(G(x, s)) = 0;
2) G(x, s) задовольняє крайовi умови (10);
3) при x = s функцiя G(x, s) неперервна за x, а її похiдна

за x має розрив першого роду

Gx(s+ 0, s)−Gx(s− 0, s) =
1

p(s)
. (12)

Для того щоб знайти функцiю Грiна задачi (9), (10), треба
побудувати розв’язок y1 ̸≡ 0 рiвняння (8), який задовольняє
першу крайову умову з (10), i розв’язок y2 ̸≡ 0, який задоволь-
няє другу крайову умову з (10). Цi розв’язки є лiнiйно неза-
лежними, бо, якщо y1 = Cy2, C ̸= 0, то функцiя y1 ̸≡ 0 була б
нетривiальним розв’язком лiнiйної однорiдної задачi (8), (10),
що суперечить умовi твердження.

Функцiю G(x, s) шукаємо у виглядi

G(x, s) =

{
φ(s)y1(x), a ≤ x ≤ s,
ψ(s)y2(x), s ≤ x ≤ b,

(13)

де функцiї φ i ψ вибираються так, щоб виконувалася вла-
стивiсть 3) з означення функцiї Грiна, тобто

ψ(s)y2(s) = φ(s)y1(s), ψ(s)y′2(s)− φ(s)y′1(s) =
1

p(s)
. (14)
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Оскiльки визначник системи (14) є визначником Вронсь-
кого, складеним для лiнiйно незалежних розв’язкiв y1 i y2
рiвняння (8) з неперервними коефiцiєнтами, то вiн не дорiв-
нює нулю, а тому система (14) має єдиний розв’язок. Нехай

W (s) =

∣∣∣∣ y2(s) −y1(s)
y′2(s) −y′1(s)

∣∣∣∣ ̸= 0 – визначник Вронського, тодi з

системи (14) випливає, що

φ(s) =
y2(s)

p(s)W (s)
, ψ(s) =

y1(s)

p(s)W (s)
.

Пiдставивши цi вирази в (13), одержимо, що

G(x, s) =


y1(x)y2(s)

p(s)W (s)
, a ≤ x ≤ s,

y1(s)y2(x)

p(s)W (s)
, s ≤ x ≤ b.

(15)

Приклад 7. Використовуючи функцiю Грiна, розв’язати
крайову задачу

y′′ − y = −2e x, y(0)− y′(0) = 0, y(l) + y′(l) = 0.

J Спочатку перевiримо, чи iснує функцiя Грiна вiдповiдної
однорiдної крайової задачi

y′′ − y = 0, y(0)− y′(0) = 0, y(l) + y′(l) = 0.

Оскiльки y1(x) = e x, y2(x) = e−x є фундаментальною си-
стемою розв’язкiв рiвняння, то загальний розв’язок має вигляд

y(x) = C1e
x + C2e

−x.

Задовольнимо крайовi умови:{
C1e

0 + C2e
0 − C1e

0 + C2e
−0 = 0,

C1e
l + C2e

−l + C1e
l − C2e

−l = 0

або {
2C2 = 0,
2C1e

l = 0.
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Звiдси випливає, що C1 = 0, C2 = 0, тобто y(x) = 0, x ∈ [0, l].
Отже, функцiя Грiна iснує.

Очевидно, що y1 задовольняє першу крайову умову, а y2 –
другу крайову умову. Знайдемо

W (s) =

∣∣∣∣ e−s −e s
−e−s −e s

∣∣∣∣ = −e−se s − e−se s = −2

i пiдставимо його в (15) разом з y1 i y2:

G(x, s) =


e xe−s

−2
, 0 ≤ x ≤ s,

e−xe s

−2
, 0 ≤ s ≤ l.

Скориставшись формулою (11), одержимо розв’язок задачi

y(x) =

l∫
0

G(x, s)f(s)ds =

l∫
0

G(x, s)(−2e s)ds =

x∫
0

(−1

2
)e se−x×

×(−2e s)ds+

l∫
x

(−1

2
)e−se x(−2e s)ds =

x∫
0

e 2se−xds+

l∫
x

e xds =

= e−x
x∫

0

e 2sds+ e x
l∫

x

ds = e−x 1

2
e 2s

∣∣∣∣x
0

+ e xs

∣∣∣∣l
x

=

=
1

2
e−x(e 2x−e 0)+e x(l−x) = 1

2
(e x−e−x)+e x(l−x), x ∈ [0, l]. I

Якщо коефiцiєнти рiвняння (9) або крайових умов (10) за-
лежать вiд деякого параметра λ, то за певних умов iснують такi
значення цього параметра, для яких однорiдна крайова задача
(8), (10) має ненульовий (нетривiальний) розв’язок. Цi значен-
ня параметра λ називаються власними числами, а вiдповiднi
їм ненульовi розв’язки крайової задачi – власними функцiя-
ми.
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Важливим окремим випадком задачi на власнi числа є за-
дача Штурма-Лiувiлля:

(p(x)y′)′ − q(x)y + λρ(x)y = 0,

αy(a) + βy′(a) = 0, γy(b) + δy′(b) = 0,

де функцiї p, p′, q, ρ неперервнi на [a, b], p(x) > 0, ρ(x) > 0,
x ∈ [a, b], сталi α, β, γ i δ задовольняють умови α2 + β2 ̸= 0,
γ2 + δ2 ̸= 0.

Приклад 8. Знайти власнi числа i власнi функцiї крайової
задачi

y′′ + λ2y = 0, λ ̸= 0,

y′(0) = 0, y(π) = 0.

J Загальний розв’язок рiвняння

y(x) = C1 cosλx+ C2 sinλx, {C1, C2} ⊂ R.

Тодi
y′(x) = −C1λ sinλx+ C2λ cosλx.

Задовольняючи крайовi умови, дiстаємо систему рiвнянь
для знаходження C1 i C2:{

−C1λ sin(λ · 0) + C2λ cos(λ · 0) = 0,
C1 cosλπ + C2 sinλπ = 0

або {
C2λ = 0,

C1 cosλπ + C2 sinλπ = 0.

Ця система має ненульовi розв’язки тодi й тiльки тодi, коли
її визначник дорiвнює нулю:∣∣∣∣ 0 λ

cosλπ sinλπ

∣∣∣∣ = 0

або
λ cosλπ = 0.
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Оскiльки λ ̸= 0, то cosλπ = 0. Звiдси випливає, що

λπ =
π

2
+ πn, n ∈ Z,

тобто власними числами є

λn =
2n+ 1

2
, n ∈ Z.

Їм вiдповiдають з точнiстю до сталого множника C1, який мож-
на взяти рiвним одиницi, власнi функцiї

yn(x) = cos
2n+ 1

2
x, n ∈ Z. I

14.5. Коливний характер розв’язкiв рiвняння друго-
го порядку. Розглянемо рiвняння

y′′ + p(x)y′ + q(x)y = 0. (16)

Припустимо, що його коефiцiєнти p i q визначенi та непере-
рвнi, наприклад, на деякому iнтервалi (a, b). Тодi будь-який
розв’язок рiвняння (16) визначений i двiчi неперервно дифе-
ренцiйовний на всьому iнтервалi (a, b).

Розглядатимемо тiльки ненульовi розв’язки, тобто
розв’язки y ̸≡ 0 на (a, b).

Нулем розв’язку y(x) називається точка x0, у якiй ця
функцiя перетворюється в нуль, тобто y(x0) = 0. Вiдомо, що
нулi будь-якого ненульового розв’язку рiвняння (16) iзольо-
ванi, i число нулiв розв’язку на довiльному вiдрiзку [α, β] ⊂
(a, b) є скiнченним.

Якщо розв’язок y перетворюється в нуль на iнтервалi (a, b)
не менше двох разiв, то вiн називається коливним на цьому
iнтервалi, а в протилежному випадку – неколивним.

Рiвняння (16) за допомогою замiни

y = e− 1
2

∫
p(x)dxz(x)

зводиться до рiвняння

z′′ + I(x)z = 0, (17)
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де I(x) := −p
′(x)

2
− p2(x)

4
+ q(x).

Розв’язки рiвнянь (16) i (17) мають один i той самий колив-
ний характер.

Тому надалi ми розглядатимемо рiвняння

y′′ + q(x)y = 0, (18)

де q – неперервна функцiя на (a, b). Якщо коефiцiєнт q задо-
вольняє умову

q(x) ≤ 0, x ∈ [a, b], (19)

то всi ненульовi розв’язки рiвняння (18) є неколивними на цьо-
му iнтервалi.

Доведено, що нулi двох лiнiйно незалежних розв’язкiв од-
ного й того самого однорiдного лiнiйного рiвняння другого по-
рядку взаємно вiдокремлюють один одного, тобто мiж двома
послiдовними нулями одного з цих розв’язкiв лежить один
нуль iншого. Наприклад, таку властивiсть мають розв’язки
y1 = sinx i y2 = cosx рiвняння y′′ + y = 0.

Нехай є два рiвняння

y′′ + q1(x)y = 0 i z′′ + q2(x)z = 0, (20)

коефiцiєнти яких неперервнi на (a, b). Якщо

q2(x) ≥ q1(x), x ∈ (a, b),

то розв’язки другого рiвняння коливаються сильнiше, нiж
розв’язки першого, а саме: мiж двома послiдовними нулями
будь-якого розв’язку y першого рiвняння знаходиться, при-
наймнi, один нуль будь-якого розв’язку z другого рiвняння, як-
що в iнтервалi мiж цими нулями є хоча б одна точка x, в
якiй q2(x) > q1(x).

Якщо функцiя q неперервна i додатна на вiдрiзку [a, b], то
для вiдстанi ρ мiж двома послiдовними нулями розв’язкiв рiв-
няння (18) правильна оцiнка

π√
M

≤ ρ ≤ π√
m
, (21)
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де M := max
x∈[a,b]

q(x), m := min
x∈[a,b]

q(x).

Приклад 9. Дослiдити характер коливальностi розв’язкiв
рiвняння x2y′′ + a2y = 0, a ̸= 0 на iнтервалi (0,+∞).

J Оскiльки q(x) =
a2

x2
> 0, x ∈ (0,∞), то ознака неколи-

вальностi (19) не може бути використана.
За допомогою замiни незалежної змiнної x = e t зведемо

наше рiвняння Ейлера до рiвняння зi сталими коефiцiєнтами

d2y

dt2
− dy

dt
+ a2y = 0.

Якщо в одержаному рiвняннi зробити замiну функцiї y =
e x/2z, то воно набуде вигляду

d2z

dt2
+

(
a2 − 1

4

)
z = 0.

Звiдси випливає, що при a2 ≤ 1

4
всi розв’язки цього рiвнян-

ня, а отже, й вихiдного рiвняння будуть неколивними. I
Приклад 10. Оцiнити вiдстань мiж двома сусiднiми нуля-

ми розв’язкiв рiвняння

y′′ − 2xy′ + (x+ 1)2y = 0, x ∈ [4, 19].

J Зведемо спочатку це рiвняння до вигляду (18), зробивши
замiну

y = e
∫
xdxz

або
y = e

x2

2 z.

Оскiльки

I(x) = −p
′(x)

2
− p2(x)

4
+ q(x) =

2

2
− 4x2

4
+ (x+ 1)2 =

= 1− x2 + x2 + 2x+ 1 = 2 + 2x = 2(1 + x),
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то одержимо рiвняння

z′′ + 2(1 + x)z = 0.

Маємо M = max
x∈[4;19]

2(1+x) = 2(1+19) = 40, m = min
x∈[4;19]

2(1+

x) = 2(1 + 4) = 10, тому

π√
40

≤ ρ ≤ π√
10

або
0, 5 ≤ ρ ≤ 1. I

Вправи

1. За допомогою замiни шуканої функцiї, зiнтегрувати рiв-
няння:
1) x2y′′ + xy′ + (x2 − 1

4)y = 0; 2) xy′′ + 2y′ − xy = e x;
3) y′′ + 2

xy
′ − a2y = 2.

2. Комбiнуючи замiну незалежної змiнної i шуканої функ-
цiї, розв’язати рiвняння:
1) x4y′′ − k2y = 0; 2) y′′ + 2xy′ + ( 1

x2
+ 1 + x2)y = 0;

3) y′′ − 2xy′ − ( 1
x2

+ 1− x2)y = 0.
3. Знайти загальний розв’язок рiвняння, використовуючи

вказаний частинний розв’язок y1:
1) y′′ + 2

xy
′ + y = 0, y1 = sinx

x ;
2) (sinx− cosx)y′′ − 2 sinxy′ + (cosx+ sinx)y = 0, y1 = e x;
3) y′′ + 2xy′ − 2y = 0, y1 = x;
4) (1− x2)y′′ − xy′ + 1

4y = 0, y1 =
√
1 + x;

5) (1− x2)y′′ − 2xy′ + 2y = 0,−1 < x < 1, y1 = x;
6) (x2 + 1)y′′ − 2xy′ + 2y = 0, y1 = x.

4. Знайти частинний розв’язок у виглядi многочлена та зiн-
тегрувати рiвняння:
1) (x2 − 1)y′′ = 6y;
2) (x2 − 3x)y′′ + (6− x2)y′ + (3x− 6)y = 0;
3) x2(2 lnx− 1)y′′ − x(2 lnx+ 1)y′ + 4y = 0.

5. Розв’язати крайову задачу:
1) y′′ − y′ = 0, y(0) = −1, y′(1)− y(1) = 2;
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2) y′′ + y = 1, y(0) = 0, y(π) = 0;
3) y′′ + y = 2x− π, y(0) = 0, y(π) = 0;
4) y′′ − y = 1, y(0) = 0, y(x) – обмежена при x→ ∞;
5) y′′ − 2y′ − 3y = 0, y(0) = 1, lim

x→∞
y(x) = 0;

6) y′′ − y′ = 2e 2x, y′(0) = 2, y(1) = e 2;
7) y′′ + y′ = 2, y(0) = 0, y(1) = 2;
8) x2y′′ + 2xy′ = 1

x , y(1) = 1, y(e ) = 0;
9) x2y′′ + xy′ − y = 2x, y(1) = 0, y(2) = 2 ln 2;
10) y′′ + π2y = 1, y(0) = 0, y(1) = 0;
11) y′′ + π2y = 3π2 sin 2πx, y(0) = 0, y(1) = 0;
12) y′′ − 5y′ + 4y = 8, y(0) = 1, y(ln 2) = 2.

6. Знайти функцiю Грiна крайової задачi:
1) y′′ + y = f(x), y′(0) = 0, y(π) = 0;
2) y′′ − y = f(x), y′(0) = 0, y′(2) + y(2) = 0;
3) xy′′ + y′ = f(x), y(1) = 0, y(x) обмежена при x→ ∞;
4) y′′ − y′ = f(x), y(0) = 0, y(1) = y′(1);
5) x2y′′ + 3xy′ − 3y = f(x), y(1) = 0, y(2) = 2y′(2).

7. За допомогою функцiї Грiна розв’язати задачу:
1) y′′ + y = x, y(0) = 0, y(π2 ) = 0;
2) xy′′ + y′ = x, y(1) = 0, y(e ) = 0;
3) y′′ + π2y = cosπx, y(0) = y(1), y′(0) = y′(1);
4) y′′ + y = x2, y(0) = 0, y(π2 ) = 0.

8. Знайти власнi числа та власнi функцiї крайової задачi:
1) y′′ = λy, y(0) = 0, y′(1) = 0;
2) y′′ = λy, y(0) = y(1), y′(0) = y′(1);
3) x2y′′ − xy′ + y = λy, y(1) = 0, y(2) = 0;
4) y′′ = λy, y′(0) = 0, y′(l) = 0;
5) x2y′′ = λy, y(1) = 0, y(a) = 0.

9. Дослiдити коливний характер розв’язкiв рiвняння Бессе-
ля нульового порядку

xy′′ + y′ + xy = 0

на iнтервалi (0,+∞).
10. Знайти вiдстань мiж двома сусiднiми нулями

нетривiального розв’язку рiвняння:
1) y′′ + 2xy = 0, x ∈ [20, 45];
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2) xy′′ + y = 0, x ∈ [25, 100];
3) y′′ − 2e xy′ + e 2xy = 0, x ∈ [2, 6].

11. Знайти вiдстань мiж двома сусiднiми послiдовними ну-
лями довiльного нетривiального розв’язку рiвняння y′′ +my =
0, де m = const > 0. Скiльки нулiв мiститься на вiдрiзку [a, b]?

Вiдповiдi

1. 1) y = C1
cosx√
x

+ C2
sinx√
x

; 2) y = 1
2e

x + C1
e x

x + C2
e−x

x ;

3) y = − 2
a2

+ C1
e ax

x + C2
e−ax

x .
2. 1) y = x(C1e

k
x + C2e

− k
x );

2) y = e−x2

2
√
x(C1 cos(

√
3
2 ln |x|) + C2 sin(

√
3
2 ln |x|));

3) y = e
x2

2 (C1|x|
1+

√
5

2 + C2|x|
1−

√
5

2 ).
3. 1) y = C1

sinx
x − C2

cosx
x ; 2) y = C1e

x + C2 sinx;

3) y = x(C1 + C2

∫
e−x2

x2
dx); 4) y = C1

√
1 + x+ C2

√
1− x;

5) y = x
(
C1 + C2

(
− 1
x + 1

2 ln
1+x
1−x

))
; 6) y = C1x+ C2(x

2 − 1).

4. 1) y1 = x3 − x, y = C1(x
3 − x) + C2(6x

2 − 4 − 3(x2−
−x) ln(x+1

x−1)); 2) y1 = x3, y = C1x
3+C2e

x; 3) y1 = x2

2 , y = C1x
2+

+C2 lnx.
5. 1) y = e x−2; 2)розв’язку немає; 3) y = π cosx+C2 sinx+

+2x−π; 4) y = e−x−1; 5) y = e−3x; 6) y = e 2x; 7) y = 2x; 8) y =
= 1−lnx

x ; 9) y = x lnx; 10) розв’язку немає; 11) y = C sinπx−
− sin 2πx; 12) y = 2− 4

3e
x + 1

3e
4x.

6. 1) G(x, s) =
{

sin s cosx, 0 ≤ x ≤ s,
cos s sinx, s ≤ x ≤ π;

2) G(x, s) =
{

−e−schx, 0 ≤ x ≤ s,
−e−xch s, s ≤ x ≤ 2;

3) G(x, s) =
{

− lnx, 1 ≤ x ≤ s,
− ln s, s ≤ x ≤ +∞;

4) G(x, s) =
{

1− e x, 0 ≤ x ≤ s,
e x(e−s − 1), s ≤ x ≤ 1;

5) G(x, s) =
{

1
4s

2( 1
x3

− x), 1 ≤ x ≤ s,
1
4x(

1
s2

− s2), s ≤ x ≤ 2.

7. 1) y = x − π
2 sinx; 2) y = 1

4((1 − e 2) lnx + x2 − 1); 3) y =

= 1
4π (2x− 1) sinπx; 4) y = 2 cosx+ (2− π2

4 ) sinx+ x2 − 2.
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8. 1) λn = −(n+ 1
2)

2π2, yn(x) = Cn sin(n+
1
2)πx, Cn ̸= 0, n ∈

∈ {0, 1, 2, . . .}; 2) λn = −4n2π2, yn(x) = Cn cos 2πnx+
+Dn sin 2nπx, |Cn|+ |Dn| > 0, n ∈ {0, 1, 2, . . .}; 3) λn = −( πnln 2)

2,
yn(x) = Cnx sin(

πn lnx
ln 2 ), Cn ̸= 0, n ∈ N; 4) λn = −(nπl )

2,
yn = Cn cos

πnx
l , n ∈ {0, 1, 2, . . .}; 5) λn = −1

4 − ( nπln a)
2, yn(x) =

= Cn
√
x sin nπ lnx

ln a , n ∈ N.
9. Коливнi, вiдстань мiж сусiднiми нулями менша за π.
10. 1) 0, 33 ≤ ρ ≤ 0, 5; 2) 15, 7 ≤ ρ ≤ 32; 3) 0, 15 ≤ ρ < 1, 2.
11. π√

m
,
[
(b−a)

√
m

π

]
+ 1, де [x] – цiла частина числа x.
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Роздiл 4
Системи диференцiальних рiвнянь

§ 15. Нормальнi системи диференцiальних
рiвнянь. Основнi поняття i твердження

Сукупнiсть спiввiдношень вигляду
F1(x, y1, . . . , yn, y

′
1, . . . , y

′
n) = 0,

. . . . . . . . . . . . .
Fn(x, y1, . . . , yn, y

′
1, . . . , y

′
n) = 0,

(1)

де n ≥ 2, y1, . . ., yn – шуканi функцiї вiд незалежної змiнної
x, а F1, . . ., Fn – вiдомi функцiї своїх аргументiв, якi визначенi
в деякiй областi Q ⊂ R2n+1, називається системою звичай-
них диференцiальних рiвнянь 1-го порядку. Вважатиме-
мо, що система (1) розв’язана вiдносно похiдних вiд шуканих
функцiй 

dy1
dx

= f1(x, y1, . . . , yn),

. . . . . . . . . . . . .
dyn
dx

= fn(x, y1, . . . , yn),

(2)

де fi, i ∈ {1, . . . , n}, – вiдомi функцiї своїх аргументiв, якi
визначенi в деякiй областi D ⊂ Rn+1. Система вигляду (2) на-
зивається нормальною системою диференцiальних рiв-
нянь. Число рiвнянь, якi входять у систему (2), називається
порядком цiєї системи. Згiдно з цим означенням система (2)
є системою n-го порядку.

Якщо правi частини системи (2) лiнiйно залежать вiд шу-
каних функцiй y1, . . ., yn, тобто якщо система (2) має вигляд

dy1
dx

= p11(x)y1 + . . .+ p1n(x)yn + f1(x),

. . . . . . . . . . . . .
dyn
dx

= pn1(x)y1 + . . .+ pnn(x)yn + fn(x),

(3)
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де pkl(x), {k, l} ⊂ {1, . . . , n} i fk(x), k ∈ {1, . . . , n}, – заданi
функцiї вiд x , то вона називається лiнiйною системою ди-
ференцiальних рiвнянь або просто лiнiйною системою.

Якщо правi частини системи (2) не залежать явно вiд неза-
лежної змiнної x, тобто якщо система (2) має вигляд

dy1
dx

= f1(y1, . . . , yn),

. . . . . . . . . . . . .
dyn
dx

= fn(y1, . . . , yn),

(4)

то вона називається автономною або стацiонарною.
Сукупнiсть n функцiй

y1 = φ1(x), . . . , yn = φn(x), (5)

якi визначенi та неперервно диференцiйовнi на промiжку X,
називається розв’язком системи (2) на цьому промiжку, якщо
вона перетворює всi рiвняння системи (2) в рiвностi

φ′
1(x) = f1(x, φ1(x), . . . , φn(x)),

. . . . . . . . . . . . .
φ′
n(x) = fn(x, φ1(x), . . . , φn(x)),

якi правильнi при всiх значеннях x ∈ X.
Приклад 1. Описати розв’язки системи

dy

dx
= 5y + 4z,

dz

dx
= 4y + 5z.

(6)

J Безпосередньою пiдстановкою в рiвняння системи пере-
конуємося, що сукупнiсть функцiй

y1 = e x, z1 = −e x, x ∈ R,

є розв’язком цiєї системи на R:{
e x = 5e x − 4e x,
−e x = 4e x − 5e x, x ∈ R.
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Система (6) має й iншi розв’язки. Наприклад, розв’язком
буде

y2 = e 9x, z2 = e 9x, x ∈ R,

а також пара функцiй{
y = C1e

x + C2e
9x,

z = −C1e
x + C2e

9x, x ∈ R, (7)

де C1, C2 – довiльнi сталi. Щоб переконатися в цьому, пiдста-
вимо (7) в (6):{

C1e
x + 9C2e

9x = 5C1e
x + 5C2e

9x − 4C1e
x + 4C2e

9x,
−C1e

x + 9C2e
9x = 4C1e

x + 4C2e
9x − 5C1e

x + 5C2e
9x.

Очевидно, що цi рiвностi правильнi для всiх x ∈ R. I
З наведеного прикладу випливає, що система двох рiвнянь

має розв’язок, який мiстить двi довiльнi сталi. Пiзнiше ми пе-
реконаємося, що за певних умов нормальна система n рiвнянь
має розв’язок, який мiстить n довiльних сталих.

Процес знаходження розв’язкiв системи (2) називається iн-
тегруванням цiєї системи.

Якщо розглядати x, y1, . . ., yn як координати точки в (n+1)-
вимiрному просторi точок (x, y1, . . . , yn), то розв’язку (5) вiд-
повiдає деяка лiнiя в цьому просторi. Ця лiнiя називається iн-
тегральною лiнiєю системи (2).

Для системи (2) задача Кошi ставиться так: серед усiх
розв’язкiв цiєї системи треба знайти розв’язок

y1 = y1(x), . . . , yn = yn(x), (8)

який задовольняє початковi умови

y1(x0) = y10, . . . , yn(x0) = yn0. (9)

Задача Кошi для системи (2) з початковими умовами (9)
геометрично означає, що треба серед усiх iнтегральних лiнiй
системи (2) знайти ту, яка проходить через задану точку
(x0, y10, . . . , yn0).
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Наведемо без доведення теорему Кошi про iснування
i єдинiсть розв’язку задачi Кошi (2), (9): якщо функцiї fi,
i ∈ {1, . . . , n}, визначенi та неперервнi в деякому околi точки
(x0, y10, . . . , yn0) ∈ D ⊂ Rn+1 i мають в цьому околi неперервнi

й обмеженi частиннi похiднi
∂fi
∂yk

, {i, k} ⊂ {1, . . . , n}, то iснує

єдиний розв’язок системи (2), який задовольняє умови (9) i
визначений в деякому околi точки x0.

Дамо означення загального розв’язку системи (2) в областi
D змiни x, y1, . . ., yn. За D вiзьмемо область, у кожнiй точцi
якої виконуються умови теореми Кошi для системи (2).

Сукупнiсть n функцiй

yi = yi(x,C1, . . . , Cn), i ∈ {1, . . . , n}, {C1, . . . , Cn} ⊂ R,

називається загальним розв’язком системи диференцiаль-
них рiвнянь (2), якщо:

1) вона є розв’язком цiєї системи при довiльних допустимих
значеннях C1, . . . , Cn;

2) для довiльних початкових значень (9) можна знайти
такi C1 = C0

1 , . . ., Cn = C0
n, що функцiї yi(x,C0

1 , . . . , C
0
n),

i ∈ {1, . . . , n}, задовольняють цi початковi умови, тобто
yi(x0, C

0
1 , . . . , C

0
n) = yi0, i ∈ {1, . . . , n}.

Якщо розв’язок системи (2) складається тiльки з точок
єдиностi розв’язку задачi Кошi для цiєї системи, то такий
розв’язок називатимемо частинним розв’язком.

Очевидно, що розв’язок, який одержується з формули для
загального розв’язку при конкретних числових значеннях C1,
. . ., Cn, є частинним.

Розв’язок системи (2), в кожнiй точцi якого порушується
єдинiсть розв’язку задачi Кошi для цiєї системи, називатимемо
особливим розв’язком.

Приклад 2. Знайти всi розв’язки системи
dy

dx
= x+

2

x
y −

√
z,

dz

dx
= 2

√
z, x ̸= 0.
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J Iнтегруючи друге рiвняння, знайдемо z = (x + C1)
2, x >

> −C1. Пiдставивши цей вираз у перше рiвняння, дiстанемо
лiнiйне рiвняння

dy

dx
=

2

x
y − C1,

розв’язком якого є функцiя

y = C1x+ C2x
2.

Отже, система має загальний розв’язок

y = C1x+ C2x
2, z = (x+ C1)

2, x > −C1.

Друге рiвняння системи має особливий розв’язок z = 0.
Якщо його пiдставити у перше рiвняння, то дiстанемо

dy

dx
= x+

2

x
y,

звiдки y = x2(C + ln |x|).
Отже, система має крiм загального розв’язку ще й сiм’ю

особливих розв’язкiв

y = x2(C + ln |x|), z = 0. I

Рiвнiсть ψ(x, y1, . . . , yn) = C, де ψ – неперервно диференцiй-
овна в областi визначення системи (2) функцiя, C – довiльна
стала, називається першим iнтегралом цiєї системи, якщо
правильна рiвнiсть

dψ

dx
:=

∂ψ

∂x
+

n∑
i=1

∂ψ

∂yi
fi(x, y1, . . . , yn) = 0.

Саму функцiю ψ при цьому називають iнтегралом системи.
Надалi часто використовуватимемо поняття залежностi

функцiй.
Нехай m ≥ 2 функцiй вiд одних i тих самих n змiнних

u1 = φ1(x1, . . . , xn),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
um = φm(x1, . . . , xn)

(10)
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визначенi та диференцiйовнi в деякiй n-вимiрнiй областi D.
Функцiя uk залежить в областi D вiд решти функцiй, як-

що одночасно для всiх точок (x1, . . . , xn) ∈ D правильна рiв-
нiсть

uk = Φ(u1, . . . , uk−1, uk+1, . . . , um), (11)

де Φ – деяка функцiя, визначена й диференцiйовна в областi
Ω, яка мiстить всi точки вигляду

(φ1(x1, . . . , xn), φ2(x1, . . . , xn), . . . , φk−1(x1, . . . , xn),

φk+1(x1, . . . , xn); . . . ;φm(x1, . . . , xn)),

якщо (x1, . . . , xn) ∈ D.
Функцiї u1, . . ., um називаються залежними в областi D,

якщо одна з цих функцiй, байдуже яка, залежить в цiй областi
вiд iнших.

Якщо ж не iснує диференцiйовної функцiї Φ такої, що од-
ночасно для всiх точок областi D правильна рiвнiсть вигляду
uk = Φ(u1, . . . , uk−1, uk+1, . . . , um), то функцiї u1, . . ., um нази-
вають незалежними в областi D.

Очевидно, що коли серед системи функцiй u1, . . ., um є ста-
ла, наприклад, uk = C, то за функцiю Φ можна взяти Φ = C
тодi виконується рiвнiсть (11), а тому цi функцiї залежнi.

Розглянемо систему функцiй u1 = cosx i u2 = sinx, якi
визначенi на вiдрiзку

[
0,
π

2

]
. Ця система є залежною на цьому

вiдрiзку, бо cosx =
√

1− sin2 x, x ∈
[
0,
π

2

]
. Функцiєю Φ з то-

тожностi (11) є Φ(u2) =
√

1− u22, 0 ≤ u2 ≤ 1. Слiд зауважити,
що функцiї u1 = cosx i u2 = sinx є лiнiйно незалежними на
вiдрiзку

[
0,
π

2

]
. Тому треба розрiзняти поняття незалежностi

(залежностi) системи функцiй i лiнiйної незалежностi (залеж-
ностi) системи функцiй.

Якщо вiдомо n незалежних перших iнтегралiв ψ1 = C1, . . .,
ψn = Cn, то сукупнiсть

ψi(x, y1, . . . , yn) = Ci, i ∈ {1, . . . , n},
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де Ci – довiльнi сталi, визначає загальний iнтеграл системи
(2).

Доведено, що коли функцiї ψ1, . . ., ψn – лiвi частини пер-
ших iнтегралiв – мають неперервнi частиннi похiднi, то вони
незалежнi тодi й тiльки тодi, коли якобiан для цих функцiй
за змiнними y1, . . ., yn не перетворюється в нуль, тобто

D(ψ1, . . . , ψn)

D(y1, . . . , yn)
:=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂ψ1

∂y1
. . .

∂ψ1

∂yn
. . . . . . . . .
∂ψn
∂y1

. . .
∂ψn
∂yn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ̸= 0.

До нормальної системи шляхом введення допомiжних
функцiй зводиться диференцiальне рiвняння n-го порядку

y(n) = f(x, y, y′, . . . , y(n−1)), (12)

яке розв’язане вiдносно старшої похiдної. Справдi, покладемо
y =: y1,
y′ = y′1 =: y2,
. . . . . .

y(n−1) = y′n−1 =: yn,

(13)

тодi рiвняння (12) набуде вигляду
y(n) = y′n = f(x, y1, y2, . . . , yn).

Отже, диференцiальне рiвняння n-го порядку можна звести
до такої нормальної системи диференцiальних рiвнянь:

y′1 = y2,
. . . . . . . . .
y′n−1 = yn,
y′n = f(x, y1, . . . , yn).

(14)

Згiдно з першою рiвнiстю з (13)функцiя y1 є розв’язком рiв-
няння (12).

При виконаннi певних умов нормальну систему диферен-
цiальних рiвнянь можна звести до одного диференцiального
рiвняння n-го порядку. Справдi, нехай задано нормальну си-
стему (2) з n разiв неперервно диференцiйовними функцiями
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fi, i ∈ {1, . . . , n}. Продиференцiюємо, наприклад, перше рiв-
няння системи за x:

y′′1 =
∂f1
∂x

+

n∑
k=1

∂f1
∂yk

y′k.

Пiдставивши в останню рiвнiсть значення y′k, k ∈ {1, . . . , n}, з
системи (2), матимемо

y′′1 = φ2(x, y1, . . . , yn).
Аналогiчно, диференцiюючи одержану рiвнiсть за x, знайдемо

y′′′1 =
∂φ2

∂x
+

n∑
k=1

∂φ2

∂yk
y′k =: φ3(x, y1, . . . , yn).

Продовжуючи цей процес, дiстаємо систему диференцiальних
рiвнянь 

y′1 = f1(x, y1, . . . , yn),
y′′1 = φ2(x, y1, . . . , yn),
. . . . . . . . . . . . . . . .

y
(n−1)
1 = φn−1(x, y1, . . . , yn),

y
(n)
1 = φn(x, y1, . . . , yn).

(15)

Якщо з перших n − 1 рiвнянь системи (15) вдається виразити
функцiї y2, . . . , yn через функцiю y1 та її похiднi, то, пiдста-
вивши одержанi вирази в останнє рiвняння цiєї системи, для
функцiї y1 матимемо диференцiальне рiвняння n-го порядку

y
(n)
1 = f(x, y1, y

′
1, . . . , y

(n−1)
1 ).

На цьому базується один з методiв розв’язування систем
диференцiальних рiвнянь, який називається методом виклю-
чення.

Приклад 3. Методом виключення розв’язати систему ди-
ференцiальних рiвнянь

y′1 = y2,
y′2 = y2 − y3,
y′3 = y2 − y1.
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J Якщо продиференцiювати перше рiвняння двiчi за x i
скористатися другим i третiм рiвняннями системи, то матиме-
мо: y′′1 = y′2 або y′′1 = y2 − y3, y′′′1 = y′2 − y′3 або y′′′1 = y1 − y3.
Отже, одержали систему

y′1 = y2,
y′′1 = y2 − y3,
y′′′1 = y1 − y3.

(16)

З першого i другого рiвнянь цiєї системи знаходимо

y2 = y′1, y3 = y′1 − y′′1 . (17)

Пiдставивши (17) у третє рiвняння системи (16), отримаємо
лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння третього порядку
зi сталими коефiцiєнтами

y′′′1 − y′′1 + y′1 − y1 = 0.

Загальним розв’язком цього рiвняння є

y1 = C1e
x + C2 cosx+ C3 sinx, {C1, C2, C3} ⊂ R.

За допомогою спiввiдношень (17) визначаємо y2 i y3:

y2 = C1e
x − C2 sinx+ C3 cosx,

y3 = C2(cosx− sinx) + C3(cosx+ sinx), {C1, C2, C3} ⊂ R. I

Зазначимо, що iнодi порядок диференцiального рiвняння
для визначення функцiї y1 може бути нижчим, нiж n. Це трап-
ляється у тих випадках, коли функцiї y2, . . . , yn виключаються
не з n рiвнянь системи (2), а з меншої їхньої кiлькостi.

Приклад 4. Знайти розв’язок системи рiвнянь
y′1 = y2 + y3,
y′2 = y1 + y3,
y′3 = y1 + y2,

(18)

який задовольняє початковi умови y1(0) = 2, y2(0) = 0, y3(0) =
= 1.

J Диференцiюючи за x перше рiвняння системи (18), одер-
жуємо
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y′′1 = y′2 + y′3.
Якщо врахувати друге i третє рiвняння системи, то матимемо

y′′1 = 2y1 + y2 + y3.

Звiдси, скориставшись першим рiвнянням системи, отримаємо
для визначення функцiї y1 диференцiальне рiвняння другого
порядку зi сталими коефiцiєнтами

y′′1 − y′1 − 2y1 = 0.
Його загальний розв’язок

y1 = C1e
−x + C2e

2x, {C1, C2} ⊂ R. (19)
Вiднiмаючи вiд другого рiвняння системи (18) перше, з

урахуванням формули (19) одержуємо лiнiйне неоднорiдне ди-
ференцiальне рiвняння для функцiї y2:

y′2 + y2 = 3C2e
2x.

Загальний розв’язок цього рiвняння
y2 = C3e

−x + C2e
2x, {C2, C3} ⊂ R.

Нарештi, з першого рiвняння системи знаходимо
y3 = −(C1 + C3)e

−x + C2e
2x, {C1, C2, C3} ⊂ R.

Отже, загальний розв’язок системи (18) має вигляд
y1 = C1e

−x + C2e
2x,

y2 = C3e
−x + C2e

2x,
y3 = −(C1 + C3)e

−x + C2e
2x.

{C1, C2, C3} ⊂ R.

Визначимо сталi C1, C2 i C3 так, щоб задовольнялись по-
чатковi умови. Пiдставляючи в загальний розв’язок x = 0 i
враховуючи початковi умови, одержуємо

C1 + C2 = 2,
C3 + C2 = 0,
−(C1 + C3) + C2 = 1,

звiдки C1 = C2 = 1, C3 = −1.
Отже, сукупнiсть функцiй

y1 = e−x + e 2x,
y2 = −e−x + e 2x,
y3 = e 2x.

є шуканим частинним розв’язком системи (18).I
Iнтегрування системи (2) значно спрощується, якщо вдаєть-

ся знайти один або декiлька незалежних перших iнтегралiв си-
стеми, бо тодi порядок системи знижується.
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Першi iнтеграли в багатьох випадках знаходяться за допо-
могою побудови iнтегровних комбiнацiй, тобто диференцiаль-
них рiвнянь, якi легко iнтегруються i одержуються з системи
(2) за допомогою певних арифметичних операцiй. Для утворен-
ня iнтегровних комбiнацiй зручно попередньо записати задану
систему в симетричнiй формi:

dy1
X1(y1, . . . , yn)

= . . . =
dyn

Xn(y1, . . . , yn)
.

Якщо для системи (2) визначено n незалежних перших iнте-
гралiв, то тим самим знайдено загальний iнтеграл цiєї системи.

Приклад 5. Знайти розв’язок системи рiвнянь
dy

dx
=
z + e y

z + e x
,

dz

dx
=
z2 − e x+y

z + e x
.

J Якщо помножити обидвi частини другого рiвняння на
e−x i додати до першого, то одержимо

dy

dx
+
dz

dx
e−x =

z + e y

z + e x
+
z2 − e x+y

z + e x
e−x.

Додаючи до правої i лiвої частин цього рiвняння вираз −e−xz,
пiсля певних спрощень отримаємо рiвняння (e−xz)′ + y′ = 0,
звiдки знаходимо перший iнтеграл

e−xz + y = C1, C1 ∈ R.

Домножимо тепер обидвi частини другого рiвняння системи
на e−y, першого на −ze−y i додамо їх. Тодi дiстанемо рiвняння
(e−yz)′ = −1. Звiдси отримаємо другий перший iнтеграл

e−yz + x = C2, C2 ∈ R.

Оскiльки якобiан системи з перших iнтегралiв{
e−xz + y = C1,
e−yz + x = C2,

{C1, C2} ⊂ R,
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вiдмiнний вiд нуля, то цi iнтеграли незалежнi i тому визнача-
ють загальний iнтеграл системи. I

Приклад 6. Знайти загальний iнтеграл системи
dy

dx
=

z

(z − y)2
,

dz

dx
=

y

(z − y)2
.

J Для знаходження iнтегровних комбiнацiй доцiльно запи-
сати систему в симетричнiй формi

dy
z

(z−y)2
=

dz
y

(z−y)2
=
dx

1

або
dy

z
=
dz

y
=

dx

(z − y)2
.

Однiєю iз iнтегровних комбiнацiй є
dy

z
=
dz

y
,

звiдки знаходимо перший iнтеграл

y2 − z2 = C1.

Для утворення другої iнтегровної комбiнацiї, вiднiмемо в одер-
жанiй системi вiд чисельника i знаменника першого вiдношен-
ня вiдповiдно чисельник i знаменник другого вiдношення, а
одержаний результат прирiвняємо до третього вiдношення:

d(y − z)

z − y
=

dx

(z − y)2
.

Звiдси пiсля iнтегрування дiстанемо другий перший iнтеграл

2x+ (z − y)2 = C2.

Можна легко перевiрити, що знайденi першi iнтеграли неза-
лежнi, а тому визначають загальний iнтеграл системи.I
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Вправи
1. Розв’язати нелiнiйну систему:

1)


dy

dx
= e x−y,

dz

dx
=

2z

2x− z2
;

2)


dy

dx
= z,

dz

dx
=
z2

y
;

3)


dy

dx
=
x

z
,

dz

dx
= −x

y
;

4)


dy

dx
=

y2

z − x
,

dz

dx
= 1 + y;

5)


t
dx

dt
= −x+ yt,

t2
dy

dt
= −2x+ yt;

6)


yz
dy

dx
= x,

y2
dz

dx
= x;

7)
dx

x− y
=

dy

x+ y
=
dz

z
; 8)

dx

z − y
=

dy

x− z
=

dz

y − x
;

9)
dx

x2 − y2 − z2
=

dy

2xy
=

dz

2xz
; 10)

dx

y
=
dy

x
=
dz

z
;

11)
dx

x
=
dy

y
=

dz

xy + z
; 12)

dx

x+ y2 + z2
=
dy

y
=
dz

z
;

13)
dx

x
=
dy

y
=

dz

z − (x2 + y2)
;

14)
dx

x
=
dy

4y
=
dz

2z
=

√
x2 − z2du

x2 − 2z2
;

15)
dx

1 +
√
z − x− y

=
dy

1
=
dz

2
; 16)

dx

y
=
dy

0
=
dz

z
.

2. Знайти розв’язок системи диференцiальних рiвнянь,
який задовольняє початковi умови:

1)


dy

dx
= 1− 1

z
,

dz

dx
=

1

y − x
,
y(0) = −1, z(0) = 1;

2)


dx

dt
=

x

2x+ 3y
,

dy

dt
=

y

2x+ 3y
,

x(0) = 1, y(0) = 2;
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3)


dx

dt
= x2 + y2,

dy

dt
= −2xy,

x(0) = 0, y(0) = 1;

4)


dx

dt
= e−x cos y,

dy

dt
= −e−x sin y,

x(0) = 1, y(0) = 0.

3. Методом виключення розв’язати систему диференцiаль-
них рiвнянь:

1)


dx

dt
= −9y,

dy

dt
= x;

2)


dx

dt
= y + t,

dy

dt
= x− t;

3)


dx

dt
+ 3x+ 4y = 0,

dy

dt
+ 2x+ 5y = 0,

x(0) = 1, y(0) = 4;

4)


dx

dt
= x+ 5y,

dy

dt
= −x− 3y,

x(0) = −2, y(0) = 1;

5)


4
dx

dt
− dy

dt
+ 3x = sin t,

dx

dt
+ y = cos t;

6)



dx

dt
= −y + z,

dy

dt
= z,

dz

dt
= −x+ z;

7)



dx

dt
= y + z,

dy

dt
= x+ z,

dz

dt
= x+ y;

8)


dy

dx
= −5y + 2z + 40e x,

dz

dy
= y − 6z + 9e−x;
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9)


dy

dx
= −3y − z,

dz

dx
= y − z;

10)



dx

dt
= 5x− 6y + z,

dy

dt
= x− z,

dz

dt
= −6z;

11)


dx

dt
= x− 2y − 2te t,

dy

dt
= 5x− y − (2t+ 6)e t.

Вiдповiдi

1. 1) e y − e x = C1, x = C2z − z2

2
; 2) y = C2e

C1x, z =

= C2C1e
C1x; 3) y = C2e

C1x2 , z =
1

2C1C2
e−C1x2 ;

4) y = C2e
C1x, z = x+

C2

C1
e C1x; y = 0, z = x+ C;

5) x = C1 + C2t, y = C1
1
t + 2C2, t ̸= 0;

6) z = C1y, zy
2 − 3

2x
2 = C2; 7) arctg

y

x
− 1

2
ln(x2 + y2) = C1,

z√
x2 + y2

= C2; 8) x+ y + z = C1, x2 + y2 + z2 = C2;

9)
z

y
= C1,

x2 + y2 + z2

y
= C2; 10) x2 − y2 = C1, x+ y = C2z;

11) x = C1y, xy − z = C2x; 12) y = C1z, x− y2 − z2 = C2z;

13)
y

x
= C1,

z + x2 + y2

x
= C2; 14)

x2

z
= C1,

y

z2
= C2, u −√

x2 − z2 = C3; 15) z − 2y = C1, 2
√
z − x− y + y = C2;

16) y = C1, ze
−x

y = C2.

2. 1) y = x− e x, z = e−x; 2) x =
t

8
+ 1, y =

t

4
+ 2;

3) x =
1

1 + t2
, y =

1

1 + t2
; 4) x = ln(t+ e ), y = 0.

3. 1)
{
x = 3C1 cos 3t− 3C2 sin 3t,
y = C2 cos 3t+ C1 sin 3t;

2)
{
x = C1e

t − C2e
−t + t− 1,

y = C1e
t + C2e

−t − t+ 1;
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3)
{
x = −2e−t + 3e−7t,
y = e−t + 3e−7t;

4)
{
x = (sin t− 2 cos t)e−t,
y = e−t cos t;

5)
{
x = C1e

−t + C2e
−3t,

y = C1e
−t + 3C2e

−3t + cos t;

6)


x = (C1 − C2) cos t+ (C1 + C2) sin t,
y = C1 sin t− C2 cos t+ C3e

t,
z = C1 cos t+ C2 sin t+ C3e

t;

7)


x = C1e

−t + C2e
2t,

y = C3e
−t + C2e

2t,
z = −(C1 + C2)e

−t + C2e
2t;

8)

{
y = C1e

−4x + C2e
−7x + 7e x + e−x,

z =
C1

2
e−4x − C2e

−7x + e x + 2e−x;

9)
{
y = (C1 + C2x)e

−2x

z = −(C1 + C2 + C2x)e
−2x;

10)


x = C2e

3t + C3e
2t,

y = 1
6(2C2e

3t + 3C3e
2t + C1e

−6t),
z = C1e

−6t;

11)
{
x = C1 cos 3t+ C2 sin 3t− te t,
y = 1

2(C1 − 3C2) cos 3t+
1
2(3C1 + C2) sin 3t− te t.

§ 16. Системи лiнiйних диференцiальних рiвнянь

У цьому параграфi розглянемо частинний випадок нор-
мальних систем диференцiальних рiвнянь, а саме лiнiйнi си-
стеми.

Лiнiйна система диференцiальних рiвнянь має вигляд
dy1
dx

= p11(x)y1 + · · ·+ p1n(x)yn + f1(x),

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dyn
dx

= pn1(x)y1 + · · ·+ pnn(x)yn + fn(x)

(1)

або
dyk
dx

=

n∑
l=1

pkl(x)yl + fk(x), k ∈ {1, . . . , n}. (1′)
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Вважатимемо, що в системi (1) коефiцiєнти pkl, {k, l} ⊂
{1, . . . , n}, i функцiї fk, k ∈ {1, . . . , n}, неперервнi на промiжку
X. Тодi, згiдно з теоремою Кошi, iснує єдиний розв’язок цiєї
системи, який задовольняє початковi умови

y1(x0) = y10, . . . , yn(x0) = yn0,

де x0 – довiльна точка з промiжку X, а y10, . . ., yn0 – довiльнi
дiйснi числа. Цей розв’язок визначений на всьому промiжку X,
де неперервнi коефiцiєнти pkl, {k, l} ⊂ {1, . . . , n}, i вiльнi члени
fk, k ∈ {1, . . . , n}.

Доведено [10], що при зроблених припущеннях вiдносно pkl,
{k, l} ⊂ {1, . . . , n}, i fk, k ∈ {1, . . . , n}, iснує загальний розв’язок
системи (1). Особливих розв’язкiв лiнiйна система (1) не має.
Будь-який розв’язок цiєї системи є частинним розв’язком.

Якщо всi функцiї fk(x) = 0, x ∈ X, то система (1) нази-
вається лiнiйною однорiдною i вона має вигляд

dy1
dx

= p11(x)y1 + · · ·+ p1n(x)yn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
dyn
dx

= pn1(x)y1 + · · ·+ pnn(x)yn

(2)

або
dyk
dx

=

n∑
l=1

pkl(x)yl, k ∈ {1, . . . , n}. (2′)

Якщо ж у системi (1) не всi функцiї fk, k ∈ {1, . . . , n}, то-
тожно дорiвнюють нулю, то така система називається неодно-
рiдною.

Загальна теорiя лiнiйних систем в основному аналогiчна за-
гальнiй теорiї лiнiйного рiвняння n-го порядку. Зокрема, пи-
тання побудови загального розв’язку неоднорiдної системи зво-
диться до побудови загального розв’язку однорiдної системи.

Тому вивчимо спочатку структуру загального розв’язку
лiнiйної однорiдної системи.

16.1. Лiнiйнi однорiднi системи. Розглянемо систему
(2), де коефiцiєнти pkl(x), {k, l} ⊂ {1, . . . , n}, неперервнi на про-
мiжку X.
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Якщо ввести позначення

P (x) :=

 p11(x) . . . p1n(x)
. . . . . . . . .

pn1(x) . . . pnn(x)

 ,

Y (x) :=

 y1(x)
...

yn(x)

 ,
dY (x)

dx
:=


dy1(x)

dx
...

dyn(x)

dx

 , (3)

то систему (2) можна записати у виглядi

dY (x)

dx
= P (x)Y (x). (4)

Нехай частинним розв’язком системи (2) є система
функцiй y11, . . ., yn1, тобто цi функцiї пiсля пiдставляння їх у
рiвняння (2) перетворюють останнi в тотожностi. Безпосеред-
ньою перевiркою переконуємося, що й система функцiй Cy11,
. . ., Cyn1 також є розв’язком системи (2). Далi, якщо y11, . . .,
yn1 i y12, y22, . . ., yn2 є два частиннi розв’язки, то y11 + y12,
. . ., yn1 + yn2 також є розв’язком системи (2).

Нехай маємо n частинних розв’язкiв системи (2):

Yi(x) =

 y1i(x)
. . .
yni(x)

 , i ∈ {1, . . . , n}, x ∈ X. (5)

Називатимемо цю систему розв’язкiв фундаментальною, як-
що вони лiнiйно незалежнi або, що те саме, визначник Вронсь-
кого

W (x) =

∣∣∣∣∣∣
y11(x) . . . y1n(x)
. . . . . . . . .

yn1(x) . . . ynn(x)

∣∣∣∣∣∣ (6)

не дорiвнює тотожно нулю на промiжку X. Фундаменталь-
нi системи розв’язкiв iснують: досить взяти n2 чисел aik,
{i, k} ⊂ {1, . . . , n}, таких, щоб визначник W0, складений з них,
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не дорiвнював нулю, а потiм знайти n частинних розв’язкiв
y1k, . . . , ynk, k ∈ {1, . . . , n}, якi при x = x0, де x0 – деяка
точка з промiжку X, набувають значень y1k(x0) = a1k, . . .,
ynk(x0) = ank, k ∈ {1, . . . , n}. Тодi, завдяки неперервностi
функцiй yik, {i, k} ⊂ {1, . . . , n}, визначник Вронського (6) буде
вiдмiнним вiд нуля також у деякому околi точки x0. Можна
довести сильнiше твердження, а саме: якщо W (x0) ̸= 0, то
W (x) не перетворюється в нуль у жоднiй точцi промiжку
X. Тому побудована таким чином сукупнiсть розв’язкiв Y1, . . .,
Yn системи (2) утворює фундаментальну систему розв’язкiв.

Доведено [10], що коли функцiї Y1(x), . . ., Yn(x) утворюють
фундаментальну систему частинних розв’язкiв системи (2),
то загальним розв’язком буде

Y (x) =
n∑
k=1

CkYk(x), x ∈ X, (7)

де Ck, k ∈ {1, . . . , n}, – довiльнi сталi.
У випадку, коли коефiцiєнти системи pik, {i, k} ⊂ {1, . . . , n},

є сталими, фундаментальна система розв’язкiв знаходиться за
методом Ейлера.

Згiдно з цим методом розв’язок системи (2) шукаємо у
виглядi:

y1 = γ1e
λx, . . . , yn = γne

λx, (8)

де γ1, . . ., γn i λ – деякi сталi, якi треба визначити, причому
принаймнi одне з чисел γ1, . . ., γn повинно бути вiдмiнним вiд
нуля.

Пiдставивши (8) у (2) i скоротивши на e λx, дiстанемо си-
стему 

(p11 − λ)γ1 + . . .+ p1nγn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
pn1γ1 + . . .+ (pnn − λ)γn = 0.

(9)

Для того щоб ця система мала ненульовий розв’язок, необ-
хiдно й досить, щоб її визначник дорiвнював нулю, тобто щоб
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λ було коренем рiвняння∣∣∣∣∣∣
p11 − λ . . . p1n
. . . . . . . . .
pn1 . . . pnn − λ

∣∣∣∣∣∣ = 0 (10)

або
det(P − λI) = 0. (10′)

Рiвняння (10) називається характеристичним рiвнян-
ням для системи (2) зi сталими коефiцiєнтами, а його розв’язки
– характеристичними числами.

Кожному з коренiв характеристичного рiвняння вiдповiдає
принаймнi один частинний розв’язок вигляду (8). Розрiзняють
наступнi три випадки.

1) Усi коренi λ1, . . ., λn рiвняння (10) дiйснi та рiзнi.
У цьому випадку, поклавши в системi (9) λ = λi, i ∈ {1, . . . , n},
дiстанемо систему

(a11 − λi)γ1 + . . .+ a1nγn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1γ1 + . . .+ (ann − λi)γn = 0.

(11)

Оскiльки ранг системи (11) дорiвнює n − 1, то одне з рiв-
нянь цiєї системи є наслiдком решти, тому числа γ1, . . ., γn
визначаються з точнiстю до сталого множника. Зокрема, за цi
розв’язки γki, {i, k} ⊂ {1, . . . , n}, можна взяти алгебраїчнi до-
повнення елементiв будь-якого рядка визначника (10) з λ = λi,
якщо вони не дорiвнюють нулю одночасно, скоротивши їх на
спiльний множник у випадку необхiдностi. Пiдставивши знай-
денi значення γ1i, . . ., γni i λ = λi у формулу (8), одержимо
розв’язок системи (2), який вiдповiдає кореневi λi:

y1i = γ1ie
λix, , . . . , yni = γnie

λix.

Побудувавши розв’язки, якi вiдповiдають усiм кореням λ1,
. . ., λn, дiстанемо фундаментальну систему розв’язкiв. Тодi за-
гальний розв’язок системи має вигляд

yk =
n∑
i=1

Ciγkie
λix, k ∈ {1, . . . , n}.
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2) Коренi характеристичного рiвняння (10) рiзнi, але
серед них є комплекснi.

Якщо a + ib – корiнь характеристичного рiвняння (10), то
a− ib так само буде коренем. Побудувавши розв’язок вигляду
(8), що вiдповiдає кореневi a+ib, i вiдокремивши в ньому дiйсну
й уявну частини, дiстанемо два дiйсних лiнiйно незалежних
частинних розв’язки системи (2). Розв’язки, що вiдповiдають
кореневi a − ib, будуть лiнiйно залежними з розв’язками, якi
вiдповiдають кореневi a+ ib.

Побудувавши частиннi розв’язки, що вiдповiдають усiм па-
рам комплексно спряжених коренiв i всiм дiйсним кореням,
якщо вони є, i взявши лiнiйну комбiнацiю всiх побудованих
лiнiйно незалежних частинних розв’язкiв з довiльними стали-
ми, дiстанемо загальний розв’язок системи (2).

3) Серед коренiв характеристичного рiвняння є
кратнi. Нехай λ1 є коренем рiвняння (10) кратностi k. Йому
вiдповiдає розв’язок вигляду

y1 = P1(x)e
λ1x, . . . , yn = Pn(x)e

λ1x, (12)

де P1(x), . . ., Pn(x) – полiноми вiд x степеня не вищого
(k − 1)-го (вони можуть бути й числами), причому серед ко-
ефiцiєнтiв усiх цих полiномiв k коефiцiєнтiв є довiльними, а
iншi виражаються через них.

Покладаючи почергово один з цих довiльних коефiцiєнтiв
рiвним одиницi, а решта – нулю, побудуємо k лiнiйно незалеж-
них розв’язкiв. Якщо λ1 дiйсне, то цi частиннi розв’язки також
дiйснi.

Якщо λ1 = a+ ib, то λ1 = a− ib так само буде коренем ха-
рактеристичного рiвняння кратностi k. Знайшовши описаним
вище методом k лiнiйно незалежних комплексних частинних
розв’язкiв, що вiдповiдають кореневi a+ ib, i вiддiливши в них
дiйснi та уявнi частини, дiстанемо 2k лiнiйно незалежних дiйс-
них частинних розв’язкiв. Розв’язки, якi вiдповiдають кореню
a− ib, будуть лiнiйно залежними з розв’язками, що вiдповiда-
ють кореню a+ ib.

Якщо поряд з кратним коренем λ1 є iншi кратнi або простi
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коренi, то побудувавши n лiнiйно незалежних дiйсних частин-
них розв’зкiв, що вiдповiдають усiм кореням, i взявши їхню
лiнiйну комбiнацiю з довiльними сталими, дiстанемо загальний
розв’язок системи (2).

Приклад 1. Розв’язати систему
dy1
dx

= 4y1 + y2,

dy2
dx

= 3y1 + 2y2,

dy3
dx

= 2y1 + 3y2 + 4y3.

J Характеристичне рiвняння системи∣∣∣∣∣∣
4− λ 1 0
3 2− λ 0
2 3 4− λ

∣∣∣∣∣∣ = 0 або (4− λ)(λ2 − 6λ+ 5) = 0

має дiйснi коренi λ1 = 1, λ2 = 4, λ3 = 5. Отже, частин-
ний розв’язок, який вiдповiдає кореню λ1 = 1 має вигляд
y1 = γ11e

x, y2 = γ21e
x, y3 = γ31e

x, де γ11, γ21, γ31 можна
визначити iз системи (9):

3γ11 + γ21 = 0,
3γ11 + γ21 = 0,
2γ11 + 3γ21 + 3γ31 = 0

або знайти їх як алгебраїчнi доповнення, наприклад, елементiв
першого рядка визначника∣∣∣∣∣∣

3 1 0
3 1 0
2 3 3

∣∣∣∣∣∣ .
Тодi γ11 = (−1)1+1

∣∣∣∣ 1 0
3 3

∣∣∣∣ = 3, γ21 = (−1)1+2

∣∣∣∣ 3 0
2 3

∣∣∣∣ = −9,

γ31 = (−1)1+3

∣∣∣∣ 3 1
2 3

∣∣∣∣ = 7.
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Аналогiчно для кореня λ2 = 2 маємо

∣∣∣∣∣∣
0 1 0
3 −2 0
2 3 0

∣∣∣∣∣∣ i γ12 = 0,

γ22 = 0, γ32 = 13 або γ12 = 0, γ22 = 0, γ32 = 1, а для кореня

λ3 = 5 вiдповiдно

∣∣∣∣∣∣
−1 1 0
3 −3 0
2 3 −1

∣∣∣∣∣∣ i γ13 = 3, γ23 = 3, γ33 = 15

або γ13 = 1, γ23 = 1, γ33 = 5.
Отже, маємо фундаментальну систему розв’язкiв

Y1 =

 3
−9
7

 e x, Y2 =

 0
0
1

 e 4x, Y3 =

 1
1
5

 e 5x.

Тодi загальним розв’язком є

Y = C1Y1 + C2Y2 + C3Y3

або

Y (x) = C1

 3
−9
7

 e x + C2

 0
0
1

 e 4x + C3

 1
1
5

 e 5x, x ∈ R.

Якщо розписати поелементно, то дiстанемо
y1(x) = 3C1e

x + C3e
5x,

y2(x) = −9C1e
x + C3e

5x,
y3(x) = 7C1e

x + C2e
4x + 5C3e

5x, x ∈ R,

де {C1, C2, C3} ⊂ R. I
Приклад 2. Розв’язати систему

dy1
dx

= y1 + y2,

dy2
dx

= −2y1 + 3y2.

J Характеристичне рiвняння∣∣∣∣ 1− λ 1
−2 3− λ

∣∣∣∣ = 0 або λ2 − 4λ+ 5 = 0
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має комплексно спряженi коренi λ1,2 = 2±i. Тодi y1 = γ1e
(2+i)x,

y2 = γ2e
(2+i)x, де γ1 i γ2 знайдемо аналогiчно до попереднього

прикладу. Маємо∣∣∣∣ 1− 2− i 1
−2 3− 2− i

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ −1− i 1
−2 1− i

∣∣∣∣
i тому γ1 = 1− i, γ2 = 2.

Отже,

y1 = (1− i)e (2+i)x = (1− i)e 2x(cosx+ i sinx) = e 2x cosx−

−ie 2x cosx+ ie 2x sinx+ e 2x sinx = (cosx+ sinx)e 2x+

+i(sinx− cosx)e 2x;

y2 = 2e (2+i)x = 2e 2x(cosx+ i sinx) = 2e 2x cosx+ i2e 2x sinx.

Тому частинними розв’язками є функцiї:
y11 = e 2x(cosx+ sinx), y12 = e 2x(sinx− cosx),
y21 = 2e 2x cosx, y22 = 2e 2x sinx.
Звiдси одержуємо, що загальний розв’язок системи має

вигляд{
y1 = C1e

2x(cosx+ sinx) + C2e
2x(sinx− cosx),

y2 = 2e 2x(C1 cosx+ C2 sinx), x ∈ R, {C1, C2} ⊂ R,

або{
y1 = e 2x((C1 − C2) cosx+ (C1 + C2) sinx),
y2 = 2e 2x(C1 cosx+ C2 sinx), x ∈ R, {C1, C2} ⊂ R. I

Приклад 3. Розв’язати систему
dy1
dx

= 2y1 + y2,

dy2
dx

= −y1 + 4y2.

J Характеристичне рiвняння∣∣∣∣ 2− λ 1
−1 4− λ

∣∣∣∣ = 0 або λ2 − 6λ+ 9 = 0
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має корiнь λ = 3 кратностi 2.
Розв’язки, якi вiдповiдають цьому кореневi, шукаємо у

виглядi
y1 = (Ax+B)e 3x, y2 = (Cx+D)e 3x,

де A, B, C, D невiдомi коефiцiєнти.
Знайдемо похiднi вiд цих функцiй i пiдставимо їх разом iз

самими функцiями в систему. Пiсля скорочення на e 3x мати-
мемо {

A+ 3(Ax+B) = 2(Ax+B) + (Cx+D),
C + 3(Cx+D) = 4(Cx+D)− (Ax+B).

Якщо прирiвняти коефiцiєнти при однакових степенях x в обох
рiвняннях, то одержимо систему рiвнянь для знаходження A,
B, C i D: {

A+B = D,
A = C;

{
A = C,
B + C = D.

Оскiльки два з чотирьох коефiцiєнтiв є довiльними, то вва-
жатимемо, що A i B довiльнi, а тодi C = A, D = A+B.

Тому загальний розв’язок системи запишеться у виглядi{
y1 = (Ax+B)e 3x,
y2 = (Ax+A+B)e 3x, {A,B} ⊂ R. I

16.2. Неоднорiднi системи лiнiйних рiвнянь. Розг-
лянемо неоднорiдну систему (1), яка в матричнiй формi має
вигляд

dY (x)

dx
= P (x)Y (x) + F (x), (13)

де

F (x) :=

 f1(x)
...

fn(x)

 .

Аналогiчно до випадку одного лiнiйного рiвняння доводить-
ся, що загальний розв’язок неоднорiдної системи (13) є сумою
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загального розв’язку вiдповiдної однорiдної системи (4) i дея-
кого частинного розв’язку неоднорiдної системи (13), тобто

Yз.н. = Yз.о. + Yч.н.. (14)

Якщо вiдомий загальний розв’язок вiдповiдної однорiдної
системи (4), то загальний розв’язок неоднорiдної системи мож-
на знайти методом варiацiї сталих. Для цього в формулi (7)
загального розв’язку однорiдної системи треба замiнити до-
вiльнi сталi Ck, k ∈ {1, . . . , n}, на невiдомi функцiї ck(x),
k ∈ {1, . . . , n}. Пiдставивши

Y (x) =
n∑
k=1

ck(x)Yk(x) (15)

в (13), одержимо систему рiвнянь

n∑
k=1

c′k(x)Yk(x) = F (x), (16)

з якої знайдемо c′k(x) = φk(x), k ∈ {1, . . . , n}, а потiм i ck(x) =

=

∫
φk(x)dx+ Ck, k ∈ {1, . . . , n}.

Приклад 4. Знайти загальний розв’язок неоднорiдної си-
стеми 

dy

dx
= z + tg2 x− 1,

dz

dx
= −y + tg x, x ̸= π

2
+ πn, n ∈ Z.

J Розв’яжемо спочатку вiдповiдну лiнiйну однорiдну систе-
му 

dy

dx
= z,

dz

dx
= −y.

Коренi характеристичного рiвняння∣∣∣∣ −λ 1
−1 −λ

∣∣∣∣ = 0 або λ2 + 1 = 0
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комплексно спряженi λ1,2 = ±i. Тодi y = γ1e
ix, z = γ2e

ix, де γ1
i γ2 знайдемо як алгебраїчнi доповнення елементiв, наприклад,
першого рядка визначника∣∣∣∣ −i 1

−1 −i

∣∣∣∣ , γ1 = −i, γ2 = 1

або γ1 = i, γ2 = −1.
Отже,

y = ie ix = i(cosx+ i sinx) = − sinx+ i cosx,

z = −e ix = −(cosx+ i sinx) = − cosx− i sinx.

Звiдси випливає, що фундаментальна система розв’язкiв
має вигляд

y1 = − sinx, y2 = cosx,

z1 = − cosx, z2 = − sinx.

Тому загальний розв’язок лiнiйної однорiдної системи{
yз.о. = −C1 sinx+ C2 cosx,
zз.о. = −C1 cosx− C2 sinx, {C1, C2} ⊂ R.

Шукатимемо загальний розв’язок лiнiйної неоднорiдної си-
стеми у виглядi{

yз.н. = −c1(x) sinx+ c2(x) cosx,
zз.н. = −c1(x) cosx− c2(x) sinx.

Пiдставимо цi функцiї у неоднорiдну систему:
−c′1(x) sinx− c1(x) cosx+ c′2(x) cosx− c2(x) sinx =

= −c1(x) cosx− c2(x) sinx+ tg2 x− 1,
−c′1(x) cosx+ c1(x) sinx− c′2(x) sinx− c2(x) cosx =

= c1(x) sinx− c2(x) cosx+ tg x

або {
c′1(x) sinx+ c′2(x) cosx = tg2 x− 1,
−c′1(x) cosx− c′2(x) sinx = tg x.
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З цiєї системи знаходимо, що

c′1(x) = − sin3 x

cos2 x
, c′2(x) = − cosx, x ̸= π

2
+ πn, n ∈ Z.

Пiсля iнтегрування одержимо, що

c1(x) = −
∫

sinx(1− cos2 x)

cos2 x
dx+C1 =

∫
d cosx

cos2 x
−
∫
d cosx+C1 =

= − 1

cosx
− cosx+ C1,

c2(x) = −
∫

cosxdx+ C2 = − sinx+ C2,

x ̸= π

2
+ πn, n ∈ Z, {C1, C2} ⊂ R.

Тодi загальний розв’язок неоднорiдної системи

yз.н. = −
(
− 1

cosx
− cosx+ C1

)
sinx+ (− sinx+ C2) cosx,

zз.н. = −
(
− 1

cosx
− cosx+ C1

)
cosx− (− sinx+ C2) sinx

або
yз.н. = −C1 sinx+ C2 cosx+ tg x,

zз.н. = −C1 cosx−C2 sinx+2, x ̸= π

2
+πn, n ∈ Z, {C1, C2} ⊂ R. I

Частинний розв’язок лiнiйної неоднорiдної системи (13)
можна шукати методом невизначених коефiцiєнтiв, якщо
функцiї fi(x), i ∈ {1, . . . , n}, складаються iз сум i добуткiв
функцiй b0 + b1x + . . . + bmx

m, e αx, cosβx, sinβx. Робимо це
за такими самими правилами, як i у випадку одного лiнiйно-
го неоднорiдного рiвняння, але з певними змiнами. Якщо, на-
приклад, fi(x) = Pmi(x)e

γx, де Pmi(x) – многочлен степеня
mi, то частинний розв’язок системи (13) шукаємо не у виглядi
xsQm(x)e

γx, як у випадку рiвняння, а у виглядi

yi = Qim+s(x)e
γx, i ∈ {1, . . . , n}, (17)
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де Qim+s(x) – многочлен степеня m + s з невiдомими коефi-
цiєнтами, m = maxmi i s = 0, якщо γ не є коренем харак-
теристичного рiвняння, а якщо γ – корiнь характеристичного
рiвняння, то s беруть рiвним кратностi цього кореня або, точнi-
ше, s на одиницю бiльше найбiльшого зi степенiв многочленiв,
на якi множиться e γx у загальному розв’язку однорiдної си-
стеми. Коефiцiєнти многочленiв Qim+s(x) визначаються через
пiдстановку (17) у (13) i прирiвнювання коефiцiєнтiв у подiб-
них членах.

Аналогiчно визначаються степенi многочленiв i у випадку,
коли fi(x) мiстить e αx cosβx i e αx sinβx, а число γ = α ± iβ є
коренем характеристичного рiвняння.

Приклад 5. Знайти загальний розв’язок системи
dy

dx
= z + 2e x,

dz

dx
= y + x2.

J Знайдемо спочатку загальний розв’язок вiдповiдної лiнiй-
ної однорiдної системи 

dy

dx
= z,

dz

dx
= y.

Коренями характеристичного рiвняння∣∣∣∣ −λ 1
1 −λ

∣∣∣∣ = 0 або λ2 − 1 = 0

є λ1 = −1 i λ2 = 1. Тодi y1 = γ1e
−x, z1 = γ2e

−x, де γ1 i
γ2 є алгебраїчними доповненнями елементiв будь-якого рядка
визначника ∣∣∣∣ 1 1

1 1

∣∣∣∣ ,
тобто γ1 = 1, γ2 = −1. Отже, y1 = e−x, z1 = −e−x.
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Аналогiчно маємо y2 = γ1e
x, z2 = γ2e

x. Знайшовши
алгебраїчнi доповнення елементiв першого рядка визначника∣∣∣∣ −1 1

1 −1

∣∣∣∣, одержимо, що γ1 = −1, γ2 = −1 або γ1 = 1, γ2 = 1,

тому y2 = e x, z2 = e x.
Звiдси випливає, що загальний розв’язок однорiдної систе-

ми {
yз.о. = C1e

−x + C2e
x,

zз.о. = −C1e
−x + C2e

x, {C1, C2} ⊂ R.

Частинний розв’язок неоднорiдної системи шукатимемо у
виглядi

yч.н. = Ax2 +Bx+ C + (Dx+ E)e x,

zч.н. = ax2 + bx+ c+ (dx+ l)e x,

де A, B, C, D, E, a, b, c, d, l – невiдомi коефiцiєнти.
Пiдставляючи цi функцiї в неоднорiдну систему, дiстаємо

систему рiвнянь для знаходження невiдомих коефiцiєнтiв:{
2Ax+B+De x+(Dx+E)e x=ax2+bx+c+(dx+l)e x+2e x,
2ax+ b+de x+(dx+l)e x=Ax2+Bx+C+(Dx+E)e x+x2

або 
0 = a,
2A = b,
B = c,
D = d,

D + E = l + 2;


0 = A+ 1,
2a = B,
b = C,
d = D,

d+ l = E.

Звiдси знаходимо, що a = 0, b = −2, c = 0, d = 1, A = −1,
B = 0, C = −2, D = 1, E = 0, якщо взяти l = −1.

Отже, {
yч.н. = −x2 − 2 + xe x,
zч.н. = −2x+ xe x − e x,

а тому загальний розв’язок лiнiйної неоднорiдної системи має
вигляд{
yз.н. = C1e

−x + C2e
x + xe x − x2 − 2,

zз.н. = −C1e
−x + C2e

x + (x− 1)e x − 2x, {C1, C2} ⊂ R. I
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Вправи

1. Знайти загальний розв’язок методом Ейлера i, де вказа-
но, видiлити з нього розв’язок, який задовольняє заданi почат-
ковi умови:

1)


dx

dt
= 2x+ y,

dy

dt
= 3x+ 4y;

2)


dy

dx
= y + z, y(0) = 0,

dz

dx
= −2y + 4z, z(0) = −1;

3)


dy

dx
= 2y − 3z,

dz

dx
= 3y + 2z;

4)



dx

dt
= 2x− y + z,

dy

dt
= x+ 2y − z,

dz

dt
= x− y + 2z;

5)



dx

dt
= 2x+ y,

dy

dt
= x+ 3y − z,

dz

dt
= −x+ 2y + 3z;

6)


dx

dt
= −3x+ 2y,

dy

dt
= −2x+ y;

7)



dx

dt
= 4x− y − z,

dy

dt
= x+ 2y − z,

dz

dt
= x− y + 2z;

8)



dx

dt
= 2x− y − z,

dy

dt
= 2x− y − 2z,

dz

dt
= −x+ y + 2z;

9)



dx

dt
= −y + z,

dy

dt
= z,

dz

dt
= −x+ z,

x(0) = 1, y(0) =
1

2
, z(0) =

1

2
;

10)


dy

dx
= −y + z,

dz

dx
= −y − 3z;

11)


dx

dt
= x− y,

dy

dt
= 4x− 3y;
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12)


dy

dx
= −y + 2z,

dz

dx
= −y + z.

2. Знайти розв’язок системи за допомогою методу варiацiї
сталих:

1)


dx

dt
= −4x− 2y +

2

e t − 1
,

dy

dt
= 6x+ 3y − 3

e t − 1
;

2)


dx

dt
= x+ y − cos t,

dy

dt
= −2x− y + sin t+ cos t,

x(0) = 1, y(0) = −2;

3)


dy

dx
= −2y + z − e 2x,

dz

dx
= −3y + 2z + 6e 2x;

4)


dy

dx
= 2y − z + 2e x,

dz

dx
= 3y − 2z + 4e x;

5)


dx

dt
= x− y + 4 cos 2t,

dy

dt
= 3x− 2y + 8 cos 2t+ 5 sin 2t;

6)


dx

dt
= x+ y − cos t, x(0) = 1,

dy

dt
= −2x− y + sin t+ cos t, y(0) = −2.

3. Знайти частинний розв’язок методом невизначених кое-
фiцiєнтiв i побудувати загальний розв’язок системи:

1)


dx

dt
= 4x+ y − e 2t,

dy

dt
= −2x+ y;

2)


dx

dt
= x+ 2y,

dy

dt
= x− 5 sin t;

3)


dx

dt
= x− y + 2 sin t,

dy

dt
= 2x− y;

4)


dx

dt
= 2x− y,

dy

dt
= −x+ 2y − 5e t sin t;
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5)


dy

dx
= 2y + z − 4,

dz

dx
= y + 2z + 3x− 6;

6)


dy

dx
= 2y − z − sinx,

dz

dx
= 3y − 2z − cosx;

7)


dx

dt
= −y + sin t,

dy

dt
= x+ cos t;

8)


dx

dt
= x+ y + e t,

dy

dt
= x+ y − e t;

9)


dx

dt
= 4x− 5y + 4t− 1,

dy

dt
= x− 2y + t,

x(0) = 0, y(0) = 0

10)


dx

dt
+ y = t2 + 6t+ 1,

dy

dt
− x = −3t2 + 3t+ 1.

4. Якщо x(t) – кiлькiсть особин виду “хижак”, а y(t) – кiль-
кiсть особин виду “жертва” на момент часу t, то при певних
припущеннях можна вважати, що швидкiсть росту їхнiх попу-
ляцiй описується системою лiнiйних диференцiальних рiвнянь

dx

dt
= x+ y,

dy

dt
= −x+ y.

Знайти кiлькiсть популяцiй обох видiв у момент часу t, якщо
x(0) = y(0) = 1000 особин. Коли наступить вимирання “жерт-
ви”?

5. Речовина S розпадається на двi речовини S1 i S2 зi швид-
кiстю утворення кожної з них, яка пропорцiйна кiлькостi речо-
вини, що розпалася. Знайти закон змiни кiлькостi x i y речо-
вини S1 i S2 в залежностi вiд часу t, якщо x(0) = 0, y(0) = 0, а

x(1) =
m

8
, y(1) =

3m

8
, де m – початкова кiлькiсть речовини S.

6. Система 
dx

dt
= 2x− y,

dy

dt
= −x+ 2y
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описує взаємовплив популяцiй двох видiв на швидкiсть їхнього
росту. Знайти кiлькiсть x(t) i y(t) особин обох видiв у довiльний
момент часу t, якщо x(0) = 100, y(0) = 200 особин. Проаналiзу-
вати еволюцiю кiлькостi особин обох видiв при зростаннi часу t.

Вiдповiдi

1. 1) x = C1e
5t + C2e

t, y = 3C1e
5t − C2e

t;
2) y = C1e

2x + C2e
3x, z = C1e

2x + 2C2e
3x; y = e 2x − e 3x, z =

= e 2x−2e 3x; 3) y = e 2x(C1 cos 3x+C2 sin 3x), z = e 2x(C1 sin 3x−
−C2 cos 3x); 4) x = C2e

2t + C3e
3t, y = C1e

t + C2e
2t, z = C1e

t+
+C2e

2t + C3e
3t; 5) x = C1e

2t + e 3t(C2 cos t + C3 sin t), y =
= e 3t((C2 + C3) cos t + (C3 − C2) sin t), z = C1e

2t + e 3t((2C2−
−C3) cos t+(2C3+C2) sin t); 6) x = e−t(C1t+C2), y = e−t(C1t+

+C2 +
1

2
C1); 7) x = (C1 + C2)e

3t + C3e
2t, y = C1e

3t + C3e
2t,

z = C2e
3t + C3e

2t; 8) x = (C1 + C3t)e
t, y = (C2 + 2C3t)e

t,
z = (C1−C2−C3−C3t)e

t; 9) x = (C2+C3) cos t+(−C2+C3) sin t,
y = C1e

t+C2 cos t+C3 sin t, z = C1e
t−C2 sin t+C3 cos t; x = cos t,

y =
1

2
(cos t+ sin t), z =

1

2
(cos t− sin t); 10) y = e−2x(C1 + C2x),

z = e−2x(−C1x + C2(1 − x)); 11) x = e−t(C1 + C2t), y =
= e−t(2C1 + C2(2t − 1)); 12) y = (C1 + C2) cosx + (C1−
−C2) sinx, y = C1 cosx− C2 sinx.

2. 1) x = C1+2C2e
−t+2e−t ln |e t− 1|, y = −2C1−3C2e

−t−
−3e−t ln |e t−1|; 2) x = C1(cos t− sin t)+C2(cos t+sin t)− t cos t,
y = −2C1 cos t−2C2 sin t+t cos t+t sin t; x = (1−t) cos t−sin t, y =
= (t − 2) cos t + t sin t; 3) y = 2e 2x + C1e

x + C2e
−x, z = 9e 2x+

+3C1e
x + C2e

−x; 4) y = xe x + C1e
x + C2e

−x, z = (x + 1)e x+

+C1e
x + 3C2e

−x; 5) x = 2 cos 2t + 3 sin 2t + 2e
−
t

2 (C1 cos

√
3

2
t+

+C2 sin

√
3

2
t), y = 7 sin 2t+e

−
t

2 ((3C1−
√
3C2) cos

√
3

2
t+(

√
3C1+

+3C2) sin

√
3

2
t); 6) x = −t cos t + C1 cos t + C2 sin t, y = t(cos t+

+sin t)− (C1−C2) cos t− (C1+C2) sin t; x = (−t+1) cos t− sin t,
y = (t− 2) cos t+ t sin t.
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3. 1) x = C1e
2t + C2e

3t + (t + 1)e 2t, y = −2C1e
2t − C2e

3t−
−2te 2t; 2) x = C1e

−t + 2C2e
2t − cos t + 3 sin t, y = −C1e

−t+
+C2e

2t+2 cos t− sin t; 3) x = C1(cos t− sin t)+C2(cos t+sin t)+
+t sin t − t cos t, y = 2C1 cos t + 2C2 sin t − 2t cos t + cos t + sin t;
4) x = C1e

t + C2e
3t + 2e t cos t − e t sin t, y = C1e

t − C2e
3t+

+3e t cos t + e t sin t; 5) y = x + 2 + C1e
x + C2e

3x, z = −2x+
+1 − C1e

x + C2e
3x; 6) y = sinx + C1e

x + C2e
−x, z = sinx−

− cosx+ C1e
x + 3C2e

−x; 7) x = −C1 sin t + C2 cos t− cos t, y =
= C1 cos t+C2 sin t; 8) x = C1e

2t+C2 + e t, y = C1e
2t−C2 − e t;

9) x = −t, y = 0; 10) x = C1 cos t + C2 sin t + 3t2 − t − 1, y =
= C1 sin t− C2 cos t+ t2 + 2.

4. x(t) = 1000e t(cos t + sin t), y(t) = 1000e t(cos t − sin t);
вимирання “жертви” наступить при t0 =

π

4
.

5.


dx

dt
= k1(m− x− y),

dy

dt
= k2(m− x− y);

k1 =
1
4 ln 2, k2 =

3
4 ln 2, x(t) = m

4 (1− 2−t),

y(t) = 3m
4 (1− 2−t)

(див. приклад 2 з § 24).

6.
{
x(t) = C1e

t + C2e
3t,

y(t) = C1e
t − C2e

3t;

{
x(t) = 150e t − 50e 3t,
y(t) = 150e t + 50e 3t;

0 ≤ t ≤

≤ t0 =
1

2
ln 3. Перший вид вимирає, коли 150e t0 − 50e 3t0 = 0,

тобто t0 =
1

2
ln 3 ≈ 0, 552 од.часу, а другий вид нiколи не вимре.

При t ≥ t0 рiст популяцiї другого виду описується функцiєю
y(t) = 100

√
3e 2t.
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Роздiл 5
Елементи теорiї стiйкостi

§ 17. Основнi поняття теорiї стiйкостi за
Ляпуновим

Якщо деяке явище або процес описується системою дифе-
ренцiальних рiвнянь

dyk(t)

dt
= fk(t, y1(t), . . . , yn(t)), k ∈ {1, . . . , n} (1)

з початковими умовами

yk(t0) = yk0, k ∈ {1, . . . , n},

якi, як правило, є результатами вимiрювань i, отже, немину-
че одержанi з деякою похибкою, то постає питання про вплив
малої змiни початкових значень на шуканий розв’язок.

Якщо з’ясується, що як завгодно малi змiни початкових да-
них сильно змiнюють розв’язок, то розв’язок, який визначаєть-
ся вибраними неточними початковими даними, не має жодного
прикладного значення i навiть наближено не може описувати
явище або процес, який дослiджуємо.

Отже, виникає важливе для застосувань питання про зна-
ходження умов, за яких достатньо мала змiна початкових зна-
чень викликає як завгодно малу змiну розв’язку. Якщо t змi-
нюється на скiнченному вiдрiзку [t0, T ], то вiдповiдь на це пи-
тання дає теорема про неперервну залежнiсть розв’язку вiд по-
чаткових значень [11, с. 54]. Якщо ж t набуває як завгодно ве-
ликих значень, то цим питанням займається теорiя стiйкостi.

Нехай задано систему звичайних диференцiальних рiвнянь

(1), де похiднi
∂fi
∂yk

, {i, k} ⊂ {1, . . . , n}, iснують та неперервнi в

областiD ⊂ Rn+1, i нехай (φ1, . . . , φn) є розв’язком цiєї системи,
який задовольняє умови φi(t0) = φi0, i ∈ {1, . . . , n}.

Розв’язок (φ1, . . . , φn) системи (1) називається стiйким за
Ляпуновим, якщо для довiльного ε > 0 iснує δ > 0 таке, що
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для будь-якого розв’язку (y1, . . . , yn) цiєї самої системи, почат-
ковi значення якого задовольняють нерiвностi

|yi(t0)− φi0| < δ, i ∈ {1, . . . , n}, (2)

для всiх t > t0 справджуються нерiвностi

|yi(t)− φi(t)| < ε, i ∈ {1, . . . , n}, (3)

тобто близькi за початковими значеннями розв’язки залиша-
ються близькими для всiх t > t0. Якщо ж при як завгодно ма-
лому δ > 0 принаймнi для одного розв’язку (y1, . . . , yn) нерiв-
ностi (3) не виконуються, то розв’язок (φ1, . . . , φn) називається
нестiйким.

Якщо ж розв’язок (φ1, . . . , φn) не тiльки стiйкий, але, крiм
того, задовольняє умови

lim
t→+∞

|yi(t)− φi(t)| = 0, i ∈ {1, . . . , n}, (4)

при виконаннi умови (2), то вiн називається асимптотично
стiйким.

Дослiдження на стiйкiсть довiльного розв’язку (φ1, . . . , φn)
системи (1) можна звести до дослiдження на стiйкiсть
тривiального (нульового) розв’язку (0, . . . , 0) або точки спо-
кою (0, . . . , 0) системи

dxi
dt

= ψi(t, x1, . . . , xn), i ∈ {1, . . . , n}, (5)

де ψi(t, 0, . . . , 0) = 0, i ∈ {1, . . . , n}.
Точка спокою (0, . . . , 0) системи (5) називається стiйкою

за Ляпуновим, якщо для кожного ε > 0 iснує δ > 0 таке, що
з нерiвностей |xi(t0)| < δ, i ∈ {1, . . . , n}, випливають нерiвностi
|xi(t)| < ε, i ∈ {1, . . . , n}, при t > t0.

Приклад 1. Дослiдити на стiйкiсть розв’язок рiвняння

dx(t)

dt
= 1 + t− x(t), t > 0, (6)

який задовольняє умову x(0) = 0.
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J Рiвняння (6) є лiнiйним неоднорiдним рiвнянням першого
порядку. Його загальним розв’язком є x(t) = Ce−t + t, C ∈ R.
Початкову умову x(0) = 0 задовольняє розв’язок

x(t) := φ(t) = t, t > 0. (7)

Якщо збурити початкову умову, тобто взяти x(0) = x0, де
x0 ̸= 0, то цю умову задовольняє розв’язок

x(t) = x0e
−t + t, t > 0. (8)

Розглянемо рiзницю розв’язкiв (7) i (8) i запишемо її у
виглядi

x(t)− φ(t) = x0e
−t + t− t = (x0 − 0)e−t, t > 0.

Звiдси видно, що для довiльного ε > 0 iснує δ > 0, напри-
клад, δ = ε таке, що для будь-якого розв’язку x рiвняння (6),
початкове значення якого задовольняє умову |x0 − 0| < δ, ви-
конується нерiвнiсть |x(t) − φ(t)| = |x0 − 0|e−t < ε для всiх
t > 0. Отже, розв’язок φ(t) = t, t > 0, є стiйким. Оскiльки
lim

t→+∞
|x(t) − φ(t)| = lim

t→+∞
|x0 − 0|e−t = 0, то цей розв’язок є

асимптотично стiйким. I
Приклад 2. Дослiдити на стiйкiсть розв’язок рiвняння

dy

dt
= a2y, a ̸= 0,

який задовольняє початкову умову y(t0) = y0.
J Очевидно, що розв’язком цiєї задачi Кошi є y(t) =

= y0e
a2(t−t0), t ≥ t0. Вiн нестiйкий, оскiльки не можна пiдiбра-

ти таке число δ > 0, щоб з нерiвностi |ỹ0 − y0| < δ випливала
нерiвнiсть

|ỹ0e a
2(t−t0) − y0e

a2(t−t0)| = |ỹ0 − y0|e a
2(t−t0) < ε

для всiх t > t0, бо e a2(t−t0) → +∞ при t→ +∞. I
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Приклад 3. Дослiдити на стiйкiсть розв’язок системи
dx

dt
= −y,

dy

dt
= x,

(9)

який задовольняє умову x(0) = 0, y(0) = 0.
J Загальний розв’язок системи має вигляд (x = C1 cos t+

+C2 sin t; y = C1 sin t − C2 cos t), t ∈ R, {C1, C2} ⊂ R. Якщо
задовольнити початковi умови x(0) = 0, y(0) = 0, то одержимо,
що C1 = 0 i C2 = 0, а тому розв’язком, який задовольняє цi
умови, є нульовий розв’язок (0, 0).

Розв’язок системи, який задовольняє умови x(0) = x0,
y(0) = y0, має вигляд

(x(t) = x0 cos t− y0 sin t; y(t) = x0 sin t+ y0 cos t), t > 0.

Вiзьмемо довiльне ε > 0 i знайдемо δ таке, щоб при |x0−0| < δ,
|y0 − 0| < δ справджувались нерiвностi

|x(t)− 0| = |x0 cos t− y0 sin t| < ε,

|y(t)− 0| = |x0 sin t+ y0 cos t| < ε

для всiх t > 0. Це й означатиме, згiдно з означенням стiйкостi,
що нульовий розв’язок (0, 0) системи стiйкий за Ляпуновим.

Маємо

|x0 cos t− y0 sin t| ≤ |x0 cos t|+ |y0 sin t| ≤ |x0|+ |y0|,

|x0 sin t+ y0 cos t| ≤ |x0 sin t|+ |y0 cos t| ≤ |x0|+ |y0| (10)

для всiх t > 0. Тому, якщо |x0|+ |y0| < ε, то

|x0 cos t− y0 sin t| < ε, |x0 sin t+ y0 cos t| < ε (11)

для всiх t > 0.
Отже, якщо, наприклад, взяти δ =

ε

2
, то при |x0| < δ i

|y0| < δ згiдно з (10) матимемо нерiвностi (11) для всiх t > 0,
тобто нульовий розв’язок системи (9) стiйкий за Ляпуновим,
але ця стiйкiсть не є асимптотичною. I
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§ 18. Метод функцiй Ляпунова (другий метод
Ляпунова)

О.М. Ляпунов розробив достатньо загальний метод дослiд-
ження на стiйкiсть тривiального розв’язку системи диферен-
цiальних рiвнянь

dxi
dt

= fi(t, x1, . . . , xn), i ∈ {1, . . . , n}, (1)

де fi(t, 0, . . . , 0) = 0, i ∈ {1, . . . , n}, який називається другим
методом Ляпунова або методом функцiй Ляпунова.

Теорема Ляпунова [11]. Якщо iснує диференцiйовна
функцiя V (x1, . . . , xn), яка називається функцiєю Ляпунова,
що задовольняє в околi початку координат умови:

1) V (x1, . . . , xn) ≥ 0, причому V (x1, . . . , xn) = 0 лише при
xi = 0, i ∈ {1, . . . , n}, тобто функцiя V має строгий мiнiмум
в початку координат;

2)
dV

dt
=

n∑
i=1

∂V

∂xi
fi(t, x1, . . . , xn) ≤ 0 при t > t0, то точка

спокою (0, . . . , 0) системи (1) стiйка.
Якщо додатково виконується така умова:
3) поза як завгодно малим околом початку координат,

тобто при
n∑
i=1

x2i ≥ δ21 > 0, t ≥ T > t0, похiдна
dV

dt
≤ −β < 0,

де β – додатна стала, то точка спокою (0, . . . , 0) системи (1)
асимптотично стiйка.

Похiдна
dV

dt
в умовах 2) i 3) взята вздовж iнтегральної

лiнiї, тобто вона знайдена в припущеннi, що аргументи xi,
i ∈ {1, . . . , n}, функцiї V (x1, . . . , x) замiненi компонентами
розв’язку xi(t), i ∈ {1, . . . , n}, системи диференцiальних рiв-
нянь (1).

Справдi, при цьому припущеннi

dV

dt
=

n∑
i=1

∂V

∂xi

dxi
dt
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або, замiнюючи
dxi
dt

правими частинами системи (1), остаточно
дiстаємо

dV

dt
=

n∑
i=1

∂V

∂xi
fi(t, x1, . . . , xn).

Не iснує загального методу побудови функцiї Ляпунова. Ча-
сто її вдається побудувати у виглядi лiнiйної комбiнацiї парних
степенiв x1, . . ., xn або у виглядi квадратичної форми

V =

n∑
i,j=1

bijxixj .

Приклад 1. Дослiдити на стiйкiсть тривiальний розв’язок
системи 

dx

dt
= −5y − 2x3,

dy

dt
= 5x− 3y3.

J Вiзьмемо за функцiю Ляпунова V (x, y) = x2+y2. Маємо:

1) V (x, y) ≥ 0 i V (0, 0) = 0; 2)
dV

dt
=
∂V

∂x

dx

dt
+
∂V

∂y

dy

dt
= 2x(−5y−

−2x3) + 2y(5x − 3y3) = −4x4 − 6y4 = −(4x4 + 6y4) ≤ 0 для

t > 0 i (x; y) ∈ R2; 3)
dV

dt
= −(4x4 + 6y4) ≤ −4(x4 + y4) ≤

≤ −4
1

2
(x2 + y2)2 = −2(x2 + y2)2 ≤ −2

(1
2

)2
= −1

2
, якщо t > 0,

x2 + y2 ≥ 1

2
. Отже, виконуються умови 1) i 2), а також умова

3) з δ1 =
1√
2

i β =
1

2
. Згiдно з теоремою Ляпунова тривiальний

розв’язок системи асимптотично стiйкий. I
Приклад 2. За допомогою функцiї Ляпунова дослiдити на

стiйкiсть тривiальний розв’язок системи
dx

dt
= −x− 2y + x2y2,

dy

dt
= x− y

2
− x2y

2
.
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J Шукатимемо функцiю Ляпунова у виглядi V (x, y) =
= ax2 + by2, де a > 0, b > 0 – невiдомi параметри. Очевидно,
що перша умова з теореми Ляпунова виконується. Перевiри-

мо виконання другої i третьої умов. Маємо
dV

dt
=

∂V

∂x

dx

dt
+

+
∂V

∂y

dy

dt
= 2ax(−x−2y+x2y2)+2by(x− 1

2
y− 1

2
x2y) = −(2ax2+

+by2) + (2xy − x3y2)(b − 2a). Поклавши b = 2a, одержимо,

що
dV

dt
= −2a(x2 + y2) ≤ 0 для t > 0 i (x; y) ∈ R2. Якщо

x2 + y2 ≥ 1, то
dV

dt
≤ −2a. Отже, при кожному a > 0 функцiя

V (x, y) = ax2+2ay2 задовольняє всi умови теореми Ляпунова, а
тому тривiальний розв’язок системи асимптотично стiйкий. I

При дослiдженнi нульового (тривiального) розв’язку на
нестiйкiсть використовують теорему Четаєва: нехай для си-
стеми (1) iснує диференцiйовна функцiя V (x1, . . . , xn), яка в
деякому замкненому околi точки (0, . . . , 0) задовольняє умови:

1) в як завгодно малому околi Ω точки (0, . . . , 0) iснує об-
ласть Ω1, в якiй V (x1, . . . , xn) > 0, причому V = 0 у тих
точках межi Ω1, якi є внутрiшнiми для Ω;

Ω

O
V = 0

Ω1

2) точка O(0, . . . , 0) є точкою межi областi Ω1;

3) в областi Ω1 похiдна
dV

dt
=
∂V

∂x1
ψ1+. . .+

∂V

∂xn
ψn є додатно

визначеною.
Тодi точка спокою (0, . . . , 0) системи (5) є нестiйкою.
Приклад 3. Дослiдити на стiйкiсть точку спокою

(тривiальний розв’язок) системи
dx

dt
= y3 + x5,

dy

dt
= x3 + y5.
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J Функцiя V (x, y) = x4 − y4 задовольняє умови теореми
Четаєва:

1) V (x, y) > 0 при |x| > |y|;

2)
dV

dt
=

∂V

∂x

dx

dt
+
∂V

∂y

dy

dt
= 4x3(y3 + x5) − 4y3(x3 + y5) =

= 4(x8−y8) > 0 в областi |x| > |y|, тому тривiальний розв’язок
(0, 0) нестiйкий. I

§ 19. Дослiдження на стiйкiсть за першим
наближенням

При дослiдженнi на стiйкiсть точки спокою (0, . . . , 0) систе-
ми диференцiальних рiвнянь

dxi(t)

dt
= fi(t, x1, . . . , xn), i ∈ {1, . . . , n}, (1)

де fi, i ∈ {1, . . . , n}, – диференцiйовнi в околi початку коор-
динат функцiї, часто застосовується метод дослiдження на
стiйкiсть за першим наближенням, який полягає в такому:
користуючись диференцiйовнiстю функцiй fi, i ∈ {1, . . . , n},
записують систему (1) в околi початку координат у виглядi

dxi(t)

dt
=

n∑
j=1

aij(t)xj(t) +Ri(t, x1, . . . , xn), i ∈ {1, . . . , n}, (2)

де Ri, i ∈ {1, . . . , n}, мають порядок вище першого вiдносно√√√√ n∑
i=1

x2i , i замiсть точки спокою (0, . . . , 0) системи (1) дослiд-

жують на стiйкiсть ту саму точку спокою лiнiйної системи

dxi(t)

dt
=

n∑
j=1

aij(t)xj , i ∈ {1, . . . , n}, (3)

яка називається системою рiвнянь першого наближення.
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Дослiдження на стiйкiсть системи першого наближення є
задачею значно легшею, нiж дослiдження вихiдної, взагалi ка-
жучи, нелiнiйної системи. Однак навiть дослiдження лiнiйної
системи (3) при змiнних коефiцiєнтах aij(t), {i, j} ⊂ {1, . . . , n},
є достатньо складним. Якщо ж всi aij , {i, j} ⊂ {1, . . . , n}, сталi,
тобто система стацiонарна в першому наближеннi, то до-
слiдження на стiйкiсть тривiального розв’язку лiнiйної системи
(3) є вiдносно простим.

Теорема про стiйкiсть за першим наближенням. Ну-
льовий розв’язок (0, . . . , 0) системи (1) є асимптотично стiй-
ким, якщо виконуються умови:

1) система першого наближення (3) стацiонарна, тобто
aij = const , {i, j} ⊂ {1, . . . , n}, i всi коренi її характеристич-
ного рiвняння∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 − λ a12 . . . a1n
a21 a22 − λ . . . a2n

. . . . . . .
an1 an2 . . . ann − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (4)

мають вiд’ємнi дiйснi частини;
2) для всiх t ≥ t0 i |xi| < ε, i ∈ {1, . . . , n}, де ε > 0 – досить

мале число, правильнi нерiвностi

|Ri(t, x1, . . . , xn)| ≤M

(
n∑
i=1

x2i

) 1
2
+α

, M > 0, α > 0. (5)

Якщо ж система (3) стацiонарна та виконується умова
2), але принаймнi один корiнь рiвняння (4) має додатну дiйсну
частину, то розв’язок (0, . . . , 0) нестiйкий за Ляпуновим.

Використовуючи цю теорему, проводимо дослiдження на
стiйкiсть нульового розв’язку системи (1). У випадку, коли
дiйснi частини всiх коренiв характеристичного рiвняння (4)
недодатнi, причому дiйсна частина принаймнi одного iз коренiв
дорiвнює нулю, то дослiдження на стiйкiсть за першим набли-
женням, взагалi кажучи, неможливе, бо починають впливати
нелiнiйнi члени Ri, i ∈ {1, . . . , n}.
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Приклад 1. Дослiдити на стiйкiсть точку спокою (0, 0) си-
стеми 

dx

dt
= −x+ y + 2x4 − y6,

dy

dt
= x− 3y + 11y4.

J Система першого наближення має вигляд
dx

dt
= −x+ y,

dy

dt
= x− 3y,

а R1(x, y) = 2x4 − y6, R2(x, y) = 11y4.
Очевидно, що для малих |x| i |y| правильнi нерiвностi

|R1(x, y)| ≤ 11(x2 + y2); |R2(x, y)| ≤ 11(x2 + y2).
Характеристичне рiвняння∣∣∣∣ −1− λ 1

1 −3− λ

∣∣∣∣ = 0 або λ2 + 4λ+ 2 = 0

має коренi λ1,2 = −2±
√
2 < 0.

Отже, всi умови теореми про стiйкiсть за першим набли-
женням виконуються, а тому точка спокою є асимптотично
стiйкою. I

Приклад 2. Дослiдити на стiйкiсть тривiальний розв’язок
системи 

dx

dt
= 4y − x3,

dy

dt
= −3x− y3.

J Тут системою першого наближення є
dx

dt
= 4y,

dy

dt
= −3x,

а R1(x, y) = −x3, R2(x, y) = −y3.
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Коренями характеристичного рiвняння∣∣∣∣ −λ 4
−3 −λ

∣∣∣∣ = 0 або λ2 + 12 = 0

є λ1,2 = ±i
√
12. Отже, маємо критичний випадок, бо

дiйснi частини цих коренiв дорiвнюють нулю. За першим
наближенням тривiальний розв’язок цiєї системи дослiди-
ти на стiйкiсть не можна. Спробуємо провести дослiджен-
ня на стiйкiсть за допомогою функцiї Ляпунова. Нехай
V (x, y) = ax2 + by2. Очевидно, що V (x, y) ≥ 0 i V (0, 0) =

0 при a > 0, b > 0, а
dV

dt
=

∂V

∂x

dx

dt
+

∂V

∂y

dy

dt
=

= 2ax(4y − x3) + 2by(−3x − y3) = 8axy − 2ax4 − 6bxy − 2by4.

Якщо взяти a = 3, b = 4, то матимемо
dV

dt
= −(6x4 +8y4) < 0 i

dV

dt
= 0 лише в точцi (0, 0). Отже, нульовий розв’язок системи

асимптотично стiйкий. I

Вправи

1. Користуючись означенням стiйкостi за Ляпуновим,
дослiдити на стiйкiсть розв’язки поданих нижче рiвнянь i
систем:
1)

dx

dt
= x+ t, x(0) = 1; 2)

dx

dt
= −x+ t2, x(1) = 1;

3)
dx

dt
= x(x2 − 1), x(0) = 0;

4)


dx

dt
= x− 13y,

dy

dt
=

1

4
x− 2y,

x(0) = 0, y(0) = 0;

5)


dx

dt
= −x− 9y,

dy

dt
= x− y,

x(0) = 0, y(0) = 0.

2. За допомогою функцiї Ляпунова дослiдити на стiйкiсть
тривiальний розв’язок системи:
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1)


dx

dt
= 2y3 − x5,

dy

dt
= −x− y3 + y5;

2)


dx

dt
= x,

dy

dt
= −y;

3)


dx

dt
= x2 + y,

dy

dt
= y2 + x;

4)


dx

dt
= x3 − y,

dy

dt
= x+ y3;

5)


dx

dt
= x− y − xy2,

dy

dt
= 2x− y − y3;

6)


dx

dt
= −3y − 2x3,

dy

dt
= 2x− 3y3;

7)


dx

dt
= x+ 2xy2,

dy

dt
= −2y + 4x2y;

8)


dx

dt
= xy − x3 + y,

dy

dt
= x4 − x2y − x3.

3. Дослiдити на стiйкiсть за першим наближенням
тривiальний розв’язок системи:

1)


dx

dt
= 2x+ y − 5y2,

dy

dt
= 3x+ y +

x3

2
;

2)


dx

dt
= −x+ 3y + x2 sin y,

dy

dt
= −x− 4y + 1− cos y2;

3)


dx

dt
= −2x+ 8 sin2 y,

dy

dt
= x− 3y + 4x3;

4)


dx

dt
= e x+2y − cos 3x,

dy

dt
=

√
4 + 8x− 2e y;

5)


dx

dt
=

1

4
(e x − 1)− 9y + x4,

dy

dt
=

1

5
x− sin y + y14;

6)


dx

dt
= x2 + y2 − 2x,

dy

dt
= 3x2 − x+ 3y;

7)


dx

dt
= −2y − x5,

dy

dt
= 2x− y5.
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Вiдповiдi

1. 1) Нестiйкий; 2) стiйкий; 3) асимптотично стiйкий;
4) стiйкий; 5) стiйкий.

2. 1) V = ax2 + by4, стiйкий; 2) V = x2 − y2, нестiйкий;

3) V =
1

3
x3 + xy +

1

3
y3, нестiйкий; 4) нестiйкий; 5) стiйкий;

6) V = 2x2 + 3y3, асимптотично стiйкий; 7) V = x2 − 1

2
y2,

нестiйкий; 8) V = x4 + 2y2, стiйкий.
3. 1) Нестiйкий; 2) стiйкий; 3) стiйкий; 4) нестiйкий;

5) асимптотично стiйкий; 6) нестiйкий: 7) V = x2 + y2, асимп-
тотично стiйкий.
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Роздiл 6
Поняття про рiвняння з частинними

похiдними першого порядку

У цьому роздiлi розглянемо основнi поняття про рiвняння
з частинними похiдними першого порядку. Теорiя цих рiвнянь
тiсно пов’язана з iнтегруванням систем звичайних диферен-
цiальних рiвнянь.

Рiвнiсть, яка мiстить невiдому функцiю вiд декiлькох неза-
лежних змiнних, незалежнi змiннi i частиннi похiднi вiд невi-
домої функцiї за цими змiнними, називається рiвнянням iз
частинними похiдними. Найвищий порядок частинної по-
хiдної, що входить у рiвняння, називається порядком рiв-
няння. Рiвняння з частинними похiдними так само, як i зви-
чайне диференцiальне рiвняння, може бути неповним, але во-
но обов’язково повинно мiстити принаймнi одну з частинних
похiдних вiд невiдомої функцiї.

З попереднього випливає, що диференцiальне рiвняння з
частинними похiдними першого порядку має вигляд

F
(
x1, . . . , xn, u,

∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xn

)
= 0, (1)

де F – вiдома функцiя своїх аргументiв.
Розв’язком цього рiвняння називається функцiя

u = φ(x1, . . . , xn), (2)

яка визначена й неперервна разом з частинними похiдними в
деякiй областi Ω змiни x1, . . ., xn i перетворює рiвняння (1)
у тотожнiсть в областi Ω. При цьому передбачається, що зна-
чення x1, . . ., xn, для яких визначена функцiя (2), i значення,
яких набуває ця функцiя та її частиннi похiднi, знаходяться в
областi визначення функцiї F .
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§ 20. Лiнiйне однорiдне рiвняння з частинними
похiдними першого порядку

20.1. Зв’язок мiж однорiдним лiнiйним рiвнянням
iз частинними похiдними першого порядку i систе-
мою звичайних диференцiальних рiвнянь у симетрич-
нiй формi, яка йому вiдповiдає. Лiнiйним однорiдним рiв-
нянням iз частинними похiдними першого порядку називається
рiвняння вигляду

X1(x1, . . . , xn)
∂u

∂x1
+ . . . Xn(x1, . . . , xn)

∂u

∂xn
= 0. (1)

Припускатимемо, що коефiцiєнти X1, . . ., Xn рiвняння (1)
визначенi й неперервнi разом iз частинними похiдними за x1,
. . ., xn в деякому околi точки (x10, . . . , xn0) i не перетворюються
одночасно в нуль у цiй точцi. Зокрема, вважатимемо, що

Xn(x10, . . . , xn0) ̸= 0. (2)

Поряд iз рiвнянням (1) розглядатимемо систему звичайних
диференцiальних рiвнянь у симетричнiй формi

dx1
X1(x1, . . . , xn)

= . . . =
dxn

Xn(x1, . . . , xn)
. (3)

Ця система називається системою звичайних диферен-
цiальних рiвнянь у симетричнiй формi, що вiдповiдає
однорiдному лiнiйному рiвнянню з частинними похiд-
ними першого порядку (1).

При зроблених припущеннях вiдносно функцiй X1, . . ., Xn

система (3) має n− 1 незалежних перших iнтегралiв

ψ1(x1, . . . , xn) = C1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
ψn−1(x1, . . . , xn) = Cn−1,

(4)

де функцiї ψi, i ∈ {1, . . . , n}, визначенi й неперервнi разом iз
частинними похiдними в деякому околi точки (x10, . . . , xn0). Це
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випливає з того, що система (3) рiвносильна такiй нормальнiй
системi рiвнянь:

dx1
dxn

=
X1(x1, . . . , xn)

Xn(x1, . . . , xn)
, . . . ,

dxn−1

dxn
=
Xn−1(x1, . . . , xn)

Xn(x1, . . . , xn)
, (5)

для якої виконуються умови теореми Кошi, а отже, iснують
незалежнi першi iнтеграли.

Мiж першими iнтегралами системи (5) i розв’язками рiв-
няння (1) iснує зв’язок, який опишемо нижче.

Нехай знайдено систему n−1 незалежних перших iнтегралiв
(4) системи (5). У просторi точок (x1, . . . , xn) ця система визна-
чає (n− 1)-параметричну сiм’ю лiнiй, якi називаються харак-
теристиками рiвняння (1).

Теорема 1. Лiва частина першого iнтеграла ψ(x1, . . .,
xn) = C системи (3) є розв’язком лiнiйного однорiдного рiв-
няння з частинними похiдними (1).

J Справдi, нехай ψ(x1, . . . , xn) = C є першим iнтегралом
системи (3), визначеним у деякому околi точки (x10, . . . , xn0).
Тодi повний диференцiал функцiї ψ тотожно дорiвнює нулю на
розв’язках системи (3) або (5), тобто

∂ψ

∂x1
dx1 + . . .+

∂ψ

∂xn
dxn ≡ 0,

де диференцiали dx1, . . ., dxn треба замiнити їхнiми значення-
ми iз системи (5), а саме:

dx1 =
X1

Xn
dxn, . . . , dxn−1 =

Xn−1

Xn
dxn.

Тому матимемо тотожнiсть(
∂ψ

∂x1

X1

Xn
+ . . .+

∂ψ

∂xn

)
dxn ≡ 0

або пiсля скорочення на dxn i множення на Xn

X1
∂ψ

∂x1
+ . . .+Xn

∂ψ

∂xn
≡ 0.
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Ця тотожнiсть й означає, що функцiя u = ψ(x1, . . . , xn) є
розв’язком рiвняння (1). I

Теорема 2. Будь-який несталий розв’язок рiвняння (1),
прирiвняний до довiльної сталої C, є першим iнтегралом си-
стеми (3).

J Нехай u = ψ(x1, . . . , xn) – несталий розв’язок рiвняння
(1). Тодi

X1
∂ψ

∂x1
+ . . .+Xn

∂ψ

∂xn
≡ 0. (6)

Обчислюючи повний диференцiал функцiї ψ, аргументами якої
є компоненти розв’язкiв системи (3) або, що те саме, системи
(5), маємо

dψ =

(
∂ψ

∂x1
dx1+ . . .+

∂ψ

∂xn
dxn

)
=

(
∂ψ

∂x1

X1

Xn
+ . . .+

∂ψ

∂xn

)
dxn =

=

(
X1

∂ψ

∂x1
+ . . .+Xn

∂ψ

∂xn

)
1

Xn
dxn,

звiдки згiдно з тотожнiстю (6) матимемо рiвнiсть dψ = 0, тобто
ψ є першим iнтегралом системи (3). I

20.2. Побудова загального розв’язку однорiдного
лiнiйного рiвняння. Правильною є наступна теорема.

Теорема 3. Якщо ψ1(x1,. . . ,xn)=C1, . . ., ψn−1(x1, . . . , xn) =
= Cn−1 – незалежнi першi iнтеграли системи (3), то сукуп-
нiсть функцiй, що визначається рiвнiстю

u = Φ(ψ1, . . . , ψn−1), (7)

де Φ – довiльна функцiя, яка має неперервнi частиннi похiднi
за ψ1, . . ., ψn−1, є загальним розв’язком рiвняння (1).

J Доведемо, що функцiя (7), де Φ – довiльна фiксована
неперервно диференцiйовна функцiя, є розв’язком рiвняння
(1). Пiдставивши (7) в (1) i скориставшись тим, що ψ1, . . .,
ψn−1 є розв’язками рiвняння (1), дiстанемо тотожнiсть

X1
∂Φ

∂x1
+ . . .+Xn

∂Φ

∂xn
= X1

n−1∑
i=1

∂Φ

∂ψi

∂ψi
∂x1

+ . . .+Xn

n−1∑
i=1

∂Φ

∂ψi

∂ψi
∂xn

=
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=
n−1∑
i=1

∂Φ

∂ψi

(
X1

∂ψi
∂x1

+ . . .+Xn
∂ψi
∂xn

)
≡ 0.

Доведення того, що вираз (7) визначає всi розв’язки рiвнян-
ня (1), тобто будь-який розв’язок рiвняння (1) одержується iз
(7) при вiдповiдному виборi функцiї Φ, мiститься в [11].I

Зауважимо, що на вiдмiну вiд звичайних диференцiальних
рiвнянь, загальний розв’язок (7) рiвняння (1) iз частинними
похiдними мiстить не довiльну сталу, а довiльну функцiю.

Отже, задача побудови загального розв’язку рiвняння (1)
рiвносильна задачi про знаходження n − 1 незалежних пер-
ших iнтегралiв системи звичайних диференцiальних рiвнянь
у симетричнiй формi (3), яка вiдповiдає рiвнянню (1).

Нехай є тiльки двi незалежнi змiннi. У цьому випадку, по-
значаючи шукану функцiю через z, а незалежнi змiннi через x
i y, матимемо рiвняння

X(x, y)
∂z

∂x
+ Y (x, y)

∂z

∂y
= 0. (8)

Вiдповiдна система (3) звичайних диференцiальних рiвнянь
у симетричнiй формi мiстить тiльки одне диференцiальне рiв-
няння

dx

X(x, y)
=

dy

Y (x, y)
. (9)

Якщо ψ(x, y) = C є першим iнтегралом цього рiвняння, то

z = Φ(ψ(x, y)), (10)

де Φ – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя вiд ψ,
визначає загальний розв’язок рiвняння (8).

Якщо розглядати x, y i z як прямокутнi координати точ-
ки тривимiрного простору, то розв’язку z = z(x, y) рiвняння
(8) вiдповiдає деяка поверхня, яку називають iнтегральною
поверхнею рiвняння (8).

Приклад 1. Розв’язати рiвняння

(z − y)
∂u

∂x
+ (x− z)

∂u

∂y
+ (y − x)

∂u

∂z
= 0. (11)
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J Система звичайних диференцiальних рiвнянь, що вiдпо-
вiдає заданому рiвнянню, має вигляд

dx

z − y
=

dy

x− z
=

dz

y − x
. (12)

Додаючи чисельники i знаменники, дiстаємо

dx

z − y
=

dy

x− z
=

dz

y − x
=
dx+ dy + dz

0
.

Звiдси випливає, що dx+dy+dz = 0 або d(x+y+z) = 0. Отже,
першим iнтегралом є

ψ1(x, y, z) := x+ y + z = C1, C1 ∈ R.

Для знаходження другого першого iнтеграла помножимо
чисельники та знаменники вiдношень (12) вiдповiдно на 2x, 2y,
2z i додамо чисельники та знаменники одержаних вiдношень:

2xdx

2x(z − y)
=

2ydy

2y(x− z)
=

2zdz

2z(y − x)
=
d(x2 + y2 + z2)

0
.

Звiдси отримуємо, що

ψ2(x, y, z) := x2 + y2 + z2 = C2, C2 ∈ R,

є другим першим iнтегралом.
Легко можна пересвiдчитися, що знайденi першi iнтеграли є

незалежними, а тому загальним розв’язком заданого рiвняння
є вираз

u = Φ(x+ y + z, x2 + y2 + z2),

де Φ – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя двох змiн-
них.

Наприклад, розв’язками рiвняння (11) є функцiї u = x +
y + z, u = x2 + y2 + z2, u = (x+ y + z)2 i т. п. I

Приклад 2. Знайти загальний розв’язок рiвняння

y
∂z

∂x
− x

∂z

∂y
= 0. (13)
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J Система звичайних диференцiальних рiвнянь у симет-
ричнiй формi для заданого рiвняння (13) складається з одного
рiвняння

dx

y
=

dy

−x
.

Вiдокремивши змiннi та зiнтегрувавши, дiстанемо перший
iнтеграл

ψ(x, y) = x2 + y2, C ∈ R.

Тому загальний розв’язок рiвняння має вигляд

z = Φ(x2 + y2)

i є, як вiдомо, сiм’єю поверхонь обертання з вiссю обертання
Oz. Зокрема, при Φ(ψ) = ψ дiстаємо параболоїд обертання

z = x2 + y2,

при Φ(ψ) =
√
R2 − ψ матимемо сферу

z =
√
R2 − x2 − y2,

при Φ(ψ) =
√
ψ – конус

z =
√
x2 + y2. I

20.3. Розв’язування задачi Кошi для однорiдного
лiнiйного рiвняння. Задача Кошi для рiвняння (1) полягає в
тому, що треба знайти той розв’язок цього рiвняння

u = f(x1, . . . , xn), (14)

який задовольняє початкову умову

u = φ(x1, . . . , xn−1) при xn = xn0

або
u|xn=xn0 = φ(x1, . . . , xn−1), (15)

де φ – задана неперервно диференцiйовна функцiя змiнних x1,
. . ., xn−1. Це означає, що при фiксованому значеннi одного з
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аргументiв розв’язок (14) перетворюється в задану функцiю
решти аргументiв.

У випадку, коли ми маємо рiвняння (8), тобто шукана функ-
цiя z залежить вiд двох змiнних, то задача Кошi полягає в тому,
щоб знайти розв’язок

z = f(x, y), (16)

який задовольняє початкову умову

z|x=x0 = φ(y), (17)

де φ – задана неперервно диференцiйовна функцiя. Геометрич-
но це означає, що серед усiх iнтегральних поверхонь (10) треба
видiлити ту поверхню (16), яка проходить через задану лiнiю
(17), що лежить у площинi x = x0, паралельнiй до координат-
ної площини Oyz.

З попереднього вiдомо, що загальний розв’язок рiвняння (1)
визначається формулою (7). Порiвнюючи цю формулу з умо-
вою (15), бачимо, що розв’язування задачi Кошi зводиться до
знаходження такої функцiї Φ, щоб

Φ(ψ1, . . . , ψn−1)|xn=xn0 = φ(x1, . . . , xn−1). (18)

Введемо позначення
ψ1(x1, . . . , xn−1, xn0) =: ψ1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
ψn−1(x1, . . . , xn−1, xn0) =: ψn−1,

(19)

тодi рiвнiсть (18) набуде вигляду

Φ(ψ1, . . . , ψn−1) = φ(x1, . . . , xn−1). (20)

Розв’язуючи систему (19) вiдносно x1, . . ., xn−1, що можли-
во, бо першi iнтеграли ψ1, . . ., ψn−1 незалежнi, отримуємо

x1 = ω1(ψ1, . . . , ψn−1),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
xn−1 = ωn−1(ψ1, . . . , ψn−1).

(21)
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Якщо за функцiю Φ взяти

Φ(ψ1, . . . , ψn−1) = φ(ω1(ψ1, . . . , ψn−1), . . . , ψn−1),

. . . , ωn−1(ψ1, . . . , ψn−1)), (22)

то умова (18) виконуватиметься. Справдi,

Φ(ψ1, . . . , ψn−1) = φ(ω1(ψ1, . . . , ψn−1), . . . , ωn−1(ψ1, . . . , ψn−1)) =

= φ(x1, . . . , xn−1).

Отже, функцiя

u = φ(ω1(ψ1, . . . , ψn−1), . . . , ωn−1(ψ1, . . . , ψn−1)) (23)

є шуканим розв’язком задачi Кошi.
З доведеного вище випливає таке правило розв’язування

задачi Кошi:
1) треба скласти вiдповiдну систему звичайних диферен-

цiальних рiвнянь i знайти n − 1 незалежних перших iнте-
гралiв 

ψ1(x1, . . . , xn) = C1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
ψn−1(x1, . . . , xn) = Cn−1;

(24)

2) замiнити в (24) незалежну змiнну xn заданим її зна-
ченням xn0 

ψ1(x1, . . . , xn−1, xn0) = ψ1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
ψn−1(x1, . . . , xn−1, xn0) = ψn−1

(25)

i розв’язати систему (25) вiдносно x1, . . ., xn−1:
x1 = ω1(ψ1, . . . , ψn−1),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
xn−1 = ωn−1(ψ1, . . . , ψn−1);

3) побудувати функцiю

u = φ(ω1(ψ1, . . . , ψn−1), . . . , ωn−1(ψ1, . . . , ψn−1)),
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яка i є розв’язком задачi Кошi.
Приклад 3. Знайти загальний розв’язок рiвняння

(1 + x2)
∂z

∂x
+ xy

∂z

∂y
= 0

та визначити iнтегральну поверхню, що проходить через криву
z = y2 у площинi x = 0.

J Складемо систему звичайних диференцiальних рiвнянь у
симетричнiй формi

dx

1 + x2
=
dy

xy
.

Iнтегруючи це рiвняння, знаходимо перший iнтеграл

dy

y
=

xdx

1 + x2
, ln |y| = 1

2
ln(x2 + 1) + ln |C1|, C1 ̸= 0,

y = C
√
x2 + 1,

y√
x2 + 1

= C, C ∈ R.

Отже, загальним розв’язком заданого рiвняння є

z = Φ
( y√

x2 + 1

)
,

де Φ – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя. З цiєї
сукупностi треба видiлити ту iнтегральну поверхню, яка про-
ходить через лiнiю z = y2 в площинi x = 0. Якщо покласти
x = 0 у функцiю ψ =

y√
x2 + 1

, яка є лiвою частиною першого

iнтеграла, то одержимо y = ψ. Пiдставивши це значення в рiв-
нiсть z = y2 i знявши риску над ψ, дiстанемо розв’язок задачi
Кошi

z =
y2

x2 + 1
. I

Приклад 4. Знайти загальний розв’язок рiвняння

x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
+
z

2

∂u

∂z
= 0

i розв’язок, який задовольняє початкову умову

u = y + z2 при x = 1.
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J Складемо систему звичайних диференцiальних рiвнянь у
симетричнiй формi

dx

x
=
dy

y
=
dz
z
2

i знайдемо два незалежнi першi iнтеграли. Маємо

dx

x
=
dy

y
, ln |x| = ln |y| − ln |C1|, C1 ̸= 0,

або
y

x
= C1, C1 ∈ R,

dx

x
=

2dz

z
, ln |x| = 2 ln |z| − ln |C2|, C2 ̸= 0,

або
z2

x
= C2, C2 ∈ R.

Знайдено два незалежнi першi iнтеграли

ψ1(x, y) :=
y

x
= C1, ψ2(x, y) :=

z2

x
= C2,

а тому загальним розв’язком рiвняння є

u = Φ
(y
x
,
z2

x

)
,

де Φ – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя.
Знайдемо розв’язок, який задовольняє поставлену початко-

ву умову. Покладаючи в перших iнтегралах x = 1, дiстаємо

y = ψ1, z2 = ψ2

або
y = ψ1, z = ±

√
ψ2.

Отже, шуканим розв’язком рiвняння є

u = ψ1 + ψ2

або

u =
y + z2

x
. I
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Вправи

1. Зiнтегрувати рiвняння i, де вказано, знайти розв’язок,
який задовольняє поставлену початкову умову:

1) x
∂u

∂x
+ yz

∂u

∂z
= 0, u = xy при z = 1;

2) (x+ 2y)
∂z

∂x
− y

∂z

∂y
= 0;

3) x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
+ z

∂u

∂z
= 0;

4) x(y2 − z2)
∂u

∂x
− y(x2 + z2)

∂u

∂y
+ z(x2 + y2)

∂u

∂z
= 0;

5)
∂z

∂x
+ (2e x − y)

∂z

∂y
= 0, z = y при x = 0;

6) (x− z)
∂u

∂x
− (y − z)

∂u

∂y
+ 2z

∂u

∂z
= 0;

7) x(y − z)
∂u

∂x
− y(y + z)

∂u

∂y
+ z(y + z)

∂u

∂z
= 0, u = y2 − x при

z = 1;

8) y
∂u

∂x
− xz

∂u

∂y
= 0;

9) x
∂u

∂x
− y

∂u

∂y
+ z

∂u

∂z
= 0, u = y + z при x = 1;

10)
∂u

∂x
− (y + 2z)

∂u

∂y
+ (3y + 4z)

∂u

∂z
= 0;

11) (z − y)2
∂u

∂x
+ z

∂u

∂y
+ y

∂u

∂z
= 0, u = 2y(y − z) при x = 0;

12) y
∂u

∂x
+ z

∂u

∂z
= 0, u = ln z − 1

y
при x = 1;

13) x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
+ (z −

√
x2 + y2 + z2)

∂u

∂z
= 0;

14) 2xy
∂z

∂x
+ (y2 − x2)

∂z

∂y
= 0, z =

√
2ax при y = 0.

Вiдповiдi

1. 1) u = Φ
(
y,
xy

z

)
, u =

xy

z
; 2) z = Φ(xy + y2); 3) u =

= Φ
(y
x
,
z

x

)
; 4) u = Φ

(
x2+y2+z2,

zy

x2

)
; 5) z = Φ(ye−x−e 2x), z =
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= ye x − e 2x + 1; 6) u = Φ
(x− y

z
,
(x+ y + 2z)2

z

)
; 7) u =

= Φ(yz, x(y + z)), u = y2z2 − x(y + z)

1 + yz
; 8) u = Φ(z, zx2 + y2);

9) u = Φ
(
xy,

x

z

)
, u = xy+

z

x
; 10) u = Φ(e−2x(y+z), e−x(3y+2z));

11) u = Φ(y2 − z2, 2x + (z − y)2), u = 2(y(y − z) + x); 12) u =

= Φ
(
y, ln z− x

y

)
, u = ln z− x

y
; 13) u = Φ

(y
x
, z+

√
x2 + y2 + z2

)
;

14) z = Φ
(
x+

y2

x

)
, z2x = 2a(x2 + y2).

§ 21. Лiнiйне неоднорiдне рiвняння з частинними
похiдними першого порядку

21.1. Побудова загального розв’язку неоднорiдного
лiнiйного рiвняння. Рiвняння вигляду

X1(x1, . . . , xn, u)
∂u

∂x1
+ . . .+Xn(x1, . . . , xn, u)

∂u

∂xn
=

= R(x1, . . . , xn, u) (1)

називається неоднорiдним лiнiйним рiвнянням iз частин-
ними похiдними першого порядку. Це рiвняння називаєть-
ся також квазiлiнiйним. Рiвняння (1) вiдрiзняється вiд рiв-
няння, яке розглядалося в попередньому параграфi, тим, що
коефiцiєнти Xk, k ∈ {1, . . . , n}, можуть залежати вiд u i, крiм
того, є вiльний член R. До цього ж типу вiдноситься рiвнян-
ня, в якого R ≡ 0, але принаймнi один з коефiцiєнтiв Xk,
k ∈ {1, . . . , n}, обов’язково залежить вiд u.

Шукатимемо розв’язок рiвняння (1) у неявному виглядi

v(x1, . . . , xn, u) = 0, (2)

де функцiя v неперервна i має неперервнi частиннi похiднi за

всiма аргументами. Припустимо, що
∂v

∂u
̸= 0 в областi визна-

чення коефiцiєнтiв i вiльного члена рiвняння (1). Це гарантує
розв’язнiсть рiвняння (2) вiдносно u.
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Вважаючи, що в рiвностi (2) функцiя u є розв’язком рiв-
няння (1), продиференцiюємо (2) за змiнною xk, k ∈ {1, . . . , n}.
Маємо

∂v

∂xk
+
∂v

∂u

∂u

∂xk
= 0, k ∈ {1, . . . , n}, (3)

звiдки
∂u

∂xk
= −

∂v
∂xk
∂v
∂u

, k ∈ {1, . . . , n}. (4)

Пiдставивши цi значення частинних похiдних
∂u

∂xk
, k ∈

∈ {1, . . . , n}, у рiвняння (1) i перенiсши всi члени в лiву ча-
стину, одержимо

X1(x1, . . . , xn, u)
∂v

∂x1
+ . . .+Xn(x1, . . . , xn, u)

∂v

∂xn
+

+R(x1, . . . , xn, u)
∂v

∂u
= 0. (5)

Рiвняння (5) є лiнiйним однорiдним рiвнянням iз частинни-
ми похiдними першого порядку вiдносно функцiї v.

Складемо систему звичайних диференцiальних рiвнянь у
симетричнiй формi, що вiдповiдає рiвнянню (5),

dx1
X1

= . . . =
dxn
Xn

=
du

R
. (6)

Якщо знайдемо n незалежних перших iнтегралiв цiєї систе-
ми 

ψ1(x1, . . . , xn, u) = C1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ψn(x1, . . . , xn, u) = Cn,

(7)

то загальний розв’язок рiвняння (5) визначається формулою

v = Φ(ψ1(x1, . . . , xn, u), . . . , ψn(x1, . . . , xn, u)), (8)

де Φ – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя аргумен-
тiв ψ1, . . ., ψn.
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Прирiвнявши функцiю (8) до нуля, отримаємо, згiдно з (2),
вираз

Φ(ψ1(x1, . . . , xn, u), . . . , ψn(x1, . . . , xn, u)) = 0. (9)

який називається загальним розв’язком рiвняння (1).
Систему (6) називають системою звичайних диферен-

цiальних рiвнянь у симетричнiй формi, що вiдповiдає
рiвнянню (1).

Отже, для знаходження загального розв’язку рiвняння (1)
складаємо вiдповiдну йому систему звичайних диференцiаль-
них рiвнянь (6), знаходимо її n незалежних перших iнтегралiв
i прирiвнюємо до нуля довiльну диференцiйовну функцiю вiд
лiвих частин цих iнтегралiв. Одержана рiвнiсть (9) i визна-
чає загальний розв’язок рiвняння (1) у неявному виглядi. Як-
що його можна розв’язати вiдносно u, то дiстанемо загальний
розв’язок у явному виглядi.

Приклад 1. Знайти загальний розв’язок рiвняння

(z − y)
∂z

∂x
+ (x− z)

∂z

∂y
= y − x.

J Складемо систему звичайних диференцiальних рiвнянь у
симетричнiй формi, що вiдповiдає заданому рiвнянню,

dx

z − y
=

dy

x− z
=

dz

y − x
. (10)

Утворимо першу очевидну iнтегровну комбiнацiю, додавши
чисельними i знаменники цих вiдношень :

dx

z − y
=

dy

x− z
=

dz

y − x
=
dx+ dy + dz

0
.

Звiдси випливає, що dx + dy + dz = 0 або d(x + y + z) = 0, а
тому першим iнтегралом є

ψ1(x, y, z) := x+ y + z = C1, C1 ∈ R.

Для утворення другої iнтегровної комбiнацiї помножимо
чисельники та знаменники вiдношень (10) вiдповiдно на x, y,
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z i додамо чисельники та знаменники одержаних вiдношень.
Тодi одержимо

dx

z − y
=

dy

x− z
=

dz

y − x
=
xdx+ ydy + zdz

0
.

Це означає, що xdx + ydy + zdz = 0 або d(x2 + y2 + z2) = 0.
Звiдси знаходимо другий перший iнтеграл системи

ψ2(x, y, z) := x2 + y2 + z2 = C2, C2 ∈ R.

Згiдно з (9) загальний розв’язок заданого рiвняння визна-
чається рiвнiстю

Φ(x+ y + z, x2 + y2 + z2) = 0,

де Φ – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя. I
Приклад 2. Розв’язати рiвняння

(1 +
√
z − x− y)

∂z

∂x
+
∂z

∂y
= 2.

J Складемо систему звичайних диференцiальних рiвнянь
(6):

dx

1 +
√
z − x− y

=
dy

1
=
dz

2
. (11)

З рiвняння
dy

1
=
dz

2

одержуємо, що першим iнтегралом є

ψ1(x, y, z) := z − 2y = C1, C1 ∈ R.

Якщо вiдняти в системi (11) вiд чисельника та знаменника
останнього вiдношення чисельники та знаменники перших двох
вiдношень, то дiстанемо

d(z − x− y)

−
√
z − x− y

=
dy

1
.
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Ця iнтегровна комбiнацiя дає другий перший iнтеграл

ψ2(x, y, z) := 2
√
z − x− y + y = C2, C2 ∈ R.

Тому загальний розв’язок заданого рiвняння має вигляд

Φ(z − 2y, 2
√
z − x− y + y) = 0, (12)

де Φ – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя.
Безпосередньою перевiркою переконуємося, що функцiя

z = x+ y

також є розв’язком заданого рiвняння. Цей розв’язок не одер-
жується з формули (12) i називається спецiальним. Отже,
рiвняння з частинними похiдними так само, як i звичай-
нi диференцiальнi рiвняння, можуть мати розв’язки, якi не
мiстяться в загальному розв’язку. I

21.2. Задача Кошi для неоднорiдного лiнiйного рiв-
няння. Задача Кошi для неоднорiдного рiвняння (1) ставиться
так само, як i для однорiдного рiвняння. Вона полягає в то-
му, що серед усiх розв’язкiв рiвняння (1) треба вибрати такий
розв’язок

u = f(x1, . . . , xn), (13)

який задовольняє початкову умову

u = φ(x1, . . . , xn−1) при xn = xn0, (14)

де φ – задана неперервно диференцiйовна функцiя вiд x1, . . .,
xn−1.

Покажемо, як iз загального розв’язку (9) видiлити
розв’язок задачi Кошi, тобто вибрати вiдповiдним чином функ-
цiю Φ. Перепишемо початкову умову (14) у виглядi

u− φ(x1, . . . , xn−1) = 0 при xn = xn0 (15)

i порiвняємо з (9). Тодi одержимо, що функцiю Φ треба вибрати
так, щоб

Φ(ψ1, . . . , ψn) = u− φ(x1, . . . , xn−1), (16)
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де пiд ψ1, . . ., ψn розумiтимемо функцiї, якi одержуються з
лiвих частин перших iнтегралiв системи (6) замiною xn на xn0,
тобто 

ψ1(x1, . . . , xn−1, xn0, u) = ψ1,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
ψn(x1, . . . , xn−1, xn0, u) = ψn.

(17)

Розв’язавши систему (17) вiдносно x1, . . ., xn−1, u, дiстанемо
x1 = ω1(ψ1, . . . , ψn),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,
xn−1 = ωn−1(ψ1, . . . , ψn),

u = ω(ψ1, . . . , ψn).

(18)

Якщо тепер за функцiю Φ взяти

Φ(ψ1, . . . , ψn) = ω(ψ1, . . . , ψn)− φ(ω1(ψ1, . . . , ψn), . . . ,

ωn−1(ψ1, . . . , ψn)), (19)

то умова (16) виконуватиметься. Отже, формулою

ω(ψ1, . . . , ψn)− φ(ω1(ψ1, . . . , ψn), . . . ,

ωn−1(ψ1, . . . , ψn)) = 0 (20)

визначається шуканий розв’язок задачi Кошi в неявному
виглядi. Якщо рiвняння (20) розв’язати вiдносно u, то одер-
жимо розв’язок задачi Кошi в явному виглядi.

Зауваження. Якщо треба знайти поверхню z = z(x, y), яка
є iнтегральною поверхнею рiвняння

X1(x, y, z)
∂z

∂x
+X2(x, y, z)

∂z

∂y
= R(x, y, z) (21)

i проходить через задану лiнiю

x = u(t), y = v(t), z = w(t), (22)

то знаходимо два незалежних перших iнтеграли системи

dx

X1
=
dy

X2
=
dz

R
. (23)
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У цi першi iнтеграли

ψ1(x, y, z) = C1, ψ2(x, y, z) = C2 (24)

пiдставимо замiсть x, y, z їхнi вирази (22). Тодi дiстанемо два
рiвняння вигляду

Ψ1(t) = C1, Ψ2(t) = C2. (25)

Виключивши з них t, одержимо спiввiдношення

Φ(C1, C2) = 0. (26)

Пiдставивши сюди замiсть C1 i C2 лiвi частини перших iнте-
гралiв (24), отримаємо шуканий розв’язок .

У тому випадку, коли в обидва рiвняння (25) не вхо-
дить t, лiнiя (22) є iнтегральною лiнiєю системи (23), тоб-
то характеристикою рiвняння (21), i задача Кошi має безлiч
розв’язкiв.

Приклад 3. Знайти iнтегральну поверхню рiвняння

y2
∂z

∂x
+ xy

∂z

∂y
= x,

яка проходить через лiнiю z = y2, x = 0.
J Складемо систему звичайних диференцiальних рiвнянь у

симетричнiй формi
dx

y2
=
dy

xy
=
dz

x
.

З першого i другого вiдношень знаходимо перший iнтеграл

dx

y2
=
dy

xy
, xdx = ydy,

ψ1(x, y, z) := y2 − x2 = C1, C1 ∈ R.

Для знаходження другого першого iнтеграла розглянемо
перше i третє вiдношення i скористаємося знайденим вище пер-
шим iнтегралом:

dx

y2
=
dz

x
,

dx

C1 + x2
=
dz

x
, dz =

xdx

C1 + x2
,

235



z =
1

2
ln |x2 + C1|+ ln |C2|, C2 ̸= 0, z = ln |C2

√
x2 + C1|,

z = ln |C2

√
x2 + y2 − x2|, z = ln |C2y|, C2 ̸= 0,

або
ψ2(x, y, z) :=

e z

y
= C2, C2 ∈ R.

Отже, загальний розв’язок заданого рiвняння має вигляд

Φ
(
y2 − x2,

e z

y

)
= 0,

де Φ – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя.
Для того щоб знайти розв’язок, який задовольняє задану

початкову умову, покладемо в першi iнтеграли x = 0:

ψ1 = y2, ψ2 =
e z

y
.

Звiдси дiстаємо, що

ψ2

√
ψ1 = e z або z = lnψ2 +

1

2
lnψ1.

Оскiльки згiдно з умовою z = y2 або z = ψ1, то маємо спiввiд-
ношення

ψ1 = lnψ2 +
1

2
lnψ1.

Опустивши риски над ψ1 i ψ2 i пiдставивши замiсть ψ1 i ψ2

вирази для них, одержимо розв’язок задачi

y2 − x2 = ln
e z

y
+

1

2
ln(y2 − x2)

або
z = y2 − x2 − 1

2
ln(y2 − x2) + ln y. I

Приклад 4. Знайти iнтегральну поверхню рiвняння

z
∂z

∂x
+ (z2 − x2)

∂z

∂y
+ x = 0,
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яка проходить через криву y = x2, z = 2x.
J Система звичайних диференцiальних рiвнянь у симет-

ричнiй формi, яка вiдповiдає заданому рiвнянню, має вигляд

dx

z
=

dy

z2 − x2
=

dz

−x
.

Якщо взяти перше i третє вiдношення, то одержимо перший
iнтеграл

dx

z
=

dz

−x
, xdx+ zdz = 0,

ψ1(x, y, z) := x2 + z2 = C1, C1 ∈ R.

Для знаходження другого першого iнтеграла утворимо iн-
тегровну комбiнацiю. З цiєю метою помножимо чисельник i
знаменник першого вiдношення на z, третього – на x, додамо i
прирiвняємо до другого вiдношення:

zdx+ xdz

z2 − x2
=

dy

z2 − x2
або d(xz) = dy,

звiдки
ψ2(x, y, z) := xz − y = C2, C2 ∈ R.

Отже, загальний розв’язок вихiдного рiвняння

Φ(x2 + z2, xz − y) = 0,

де Φ – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя.
Для того щоб знайти розв’язок задачi Кошi, запишемо по-

чатковi умови в параметричнiй формi

x = t, y = t2, z = 2t.

Пiдставимо цi вирази в першi iнтеграли i виключимо параметр
t:

C1 = 5t2, C2 = t2, звiдки C1 = 5C2.

Повернувшись до перших iнтегралiв, одержимо

x2 + z2 = 5(xz − y).

Це i є розв’язок нашої задачi. I
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Вправи

1. Знайти загальний розв’язок рiвняння:

1) x
∂z

∂x
+ 2y

∂z

∂y
= x2y + z;

2) 2y4
∂z

∂x
− xy

∂z

∂y
= x

√
z2 + 1;

3) cos y
∂z

∂x
+ cosx

∂z

∂y
= cosx cos y;

4) yz
∂z

∂x
− xz

∂z

∂y
= e z;

5) (y2 + z2 − x2)
∂z

∂x
− 2xy

∂z

∂y
+ 2xz = 0;

6) sin2 x
∂z

∂x
+ tg z

∂z

∂y
= cos2 z;

7) (x3 + 3xy2)
∂z

∂x
+ 2y3

∂z

∂y
= 2y2z;

8) (y + z + u)
∂u

∂x
+ (x+ z + u)

∂u

∂y
+ (x+ y + u)

∂u

∂z
= x+ y + z;

9) (x+ z)
∂z

∂x
+ (y + z)

∂z

∂y
= x+ y;

10) x
∂u

∂x
+ y

∂u

∂y
+ z

∂u

∂z
= x2 + 2u;

11)
√
x
∂z

∂x
+

√
y
∂z

∂y
=

1

2
;

12) (z − y)
∂z

∂x
+ (x− z)

∂z

∂y
+ x− y = 0.

2. Знайти загальний розв’язок i поверхню, яка проходить
через задану лiнiю:

1) yz
∂z

∂x
+ x

∂z

∂y
= 0, z = x2, y = 0;

2) x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
= z − xy, z = y2 + 1, x = 2;

3) x
∂z

∂x
− y

∂z

∂y
= z, z = x3, y = x;

4) x
∂z

∂x
+ y

∂z

∂y
= 2z, z = y, x = 1;

5) z(x+ z)
∂z

∂x
− y(y + z)

∂z

∂y
= 0, z = √

y, x = 1;
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6) x
∂z

∂x
− y

∂z

∂y
= z2(x− 3y), yz + 1 = 0, x = 1;

7) x
∂z

∂x
+ (xz + y)

∂z

∂y
= z, x+ y = 2z, xz = 1;

8) x
∂z

∂x
+ z

∂z

∂y
= y, y = 2z, x+ 2y = z;

9) (x− z)
∂z

∂x
+ (y − z)

∂z

∂y
= 2z, x− y = 2, z + 2x = 1.

Вiдповiдi

1. 1) Φ
(x2
y
,
3z

x
− xy

)
= 0; 2) Φ(x2 + y4, y(z+

+
√
z2 + 1)) = 0; 3) z = sin y + F (sinx − sin y); 4) Φ

(
x2+

+y2, arcsin x√
x2+y2

+ (z + 1)e−z
)

= 0; 5) z2 = yF
(y
x

)
− x2−

−y2; 6) Φ
(
tg z + ctg x, y − 1

2 cos2 z

)
= 0; 7) z = yF

(y3
x2

+

+y
)
; 8) Φ((x − u) 3

√
x+ y + z + u, (y − u) 3

√
x+ y + z + u, (z−

−u) 3
√
x+ y + z + u) = 0; 9) Φ

(x+ y + z

(y − x)2
, (y−x)(x+y−2z)

)
= 0;

10) u2 = x2 lnx + x2F
(y
x
,
z

x

)
; 11) Φ(z −

√
x,

√
x − √

y) = 0 або

z =
√
x+ F (

√
x−√

y); 12) Φ(x+ y + z, x2 + y2 + z2) = 0.

2. 1) Φ(z, x2 − y2z) = 0, z =
x2

y2
; 2) Φ

(x
y
,
z

x
+ y
)
= 0, 2x(z+

+xy) = (x + 2y)2; 3) z = xF (xy), z = x2y; 4) Φ
(y
x
,
z

x2

)
=

= 0 або z = x2F
(y
x

)
, z = xy; 5) z = F

(y(x+ z)

y + z

)
, z2 = xy;

6) Φ
(
xy, x+3y+

1

z

)
= 0, x+3y+ 1

z = 1+2xy; 7) Φ
(x
z
,
y − zx

x

)
=

= 0, xz = (2z−x−y+zx)2; 8) Φ
(
y2−z2, y + z

x

)
= 0, 2x+y+z = 0;

9) Φ
((x− y)2

2
,

z

(x+ z)2

)
= 0, (x− y)(z + y) = 4z.
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Роздiл 7
Застосування диференцiальних рiвнянь до

задач економiки, технiки i
природознавства

§ 22. Задачi, моделi яких описуються
диференцiальними рiвняннями першого порядку

22.1. Економiчнi моделi.
Приклад 1 (модель ринку з прогнозованими цiна-

ми). Нехай p – цiна товару в момент часу t, тодi p′(t) – тенден-
цiя цiнотворення. Вiдомо, що як попит d, так i пропозицiя s є
функцiями вiд p i p′. Зокрема, в багатьох конкретних задачах
вони є лiнiйними функцiями вiд p i p′:

d = a1p
′ + b1p+ c1, s = a2p

′ + b2p+ c2.

Знайти закон змiни цiни p вiд часу t.
J З умови рiвностi попиту i пропозицiї випливає, що

a1p
′ + b1p+ c1 = a2p

′ + b2p+ c2

або
(a1 − a2)p

′ + (b1 − b2)p+ c1 − c2 = 0.

Отже, одержали лiнiйне рiвняння

ap′ + bp+ c = 0, (1)

де a := a1 − a2, b := b1 − b2, c := c1 − c2.
Якщо, наприклад,

d = 4p′ − 2p+ 39, s = 44p′ + 2p− 1,

то рiвняння (1) набуде вигляду

40p′ + 4p− 40 = 0

або
10p′ + p− 10 = 0. (2)
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Вiдокремимо змiннi в рiвняннi (2) та зiнтегруємо одержану
рiвнiсть. Тодi матимамо

dp

p− 10
= −0,1dt, ln |p− 10| = −0,1t+ ln |C1|, C1 ̸= 0,

p− 10 = ±C1e
−0,1t або p = Ce−0,1t + 10, C ∈ R.

Отже, цiна на товар повинна змiнюватися за законом

p = Ce−0,1t + 10, C ∈ R, (3)

якщо вимагати, щоб мiж попитом i пропозицiєю весь час зберi-
галася рiвновага.

У випадку, коли початкова цiна становила p0 гр. од., тобто
p(0) = p0, то з формули (3) одержуємо, що

p0 = C + 10 або C = p0 − 10.

Тому закон змiни цiни описується функцiєю

p = (p0 − 10)e−0,1t + 10, t > 0. I

Приклад 2 (модель динамiки дiяльностi малого пiд-
приємства). Вважатимемо, що мале пiдприємство може роз-
виватися як за рахунок внутрiшнiх ресурсiв (прибутку), так i
за рахунок зовнiшньої фiнансової пiдтримки у виглядi iнвести-
цiй. Основнi виробничi фонди – єдиний чинник, який обмежує
i визначає випуск продукцiї, а пiдприємство функцiонує при
незмiннiй технологiї. При цьому, як доведено, темпи розвитку
пiдприємства визначаються динамiкою основних виробничих
фондiв A(t), а саме

dA(t)

dt
= aA(t) + I(t),

де I(t) – зовнiшнi iнвестицiї, одержуванi пiдприємством на без-
поворотнiй основi, a – коефiцiєнт, який залежить вiд парамет-
рiв, що характеризують дiяльнiсть малого пiдприємства.

Знайти залежнiсть основних виробничих фондiв вiд часу
при рiзних типах iнвестицiй.
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J Розглянемо рiвняння динамiки для трьох видiв iнвести-
цiй I(t): 1) I(t) = I0, I0 – стала; 2) I(t) = βt; 3) I(t) = Beβt. Цi
випадки вiдповiдають трьом можливим стратегiям державної
фiнансової пiдтримки малого пiдприємства: 1) постiйної з фiк-
сованими обсягами iнвестицiй для всiх перiодiв; 2) зростаючої
лiнiйно з темпом зростання iнвестицiй β > 0; 3) експоненцiаль-
но зростаючою з темпом приросту β > 0 i з мiнiмальним рiвнем
гарантованої державної пiдтримки I(0) = B.

Вивчимо кожний з цих випадкiв окремо, вважаючи, що
A(0) = A0.

1) Якщо I(t) = I0, то маємо задачу Кошi

dA(t)

dt
= aA(t) + I0, A(0) = A0.

Загальний розв’язок рiвняння має вигляд

A(t) = Ceat − I0
a
, C ∈ R.

Задовольнивши початкову умову, дiстанемо, що C = A0 +
I0
a

,
а тому розв’язком задачi є функцiя

A(t) =
(
A0 +

I0
a

)
eat − I0

a
, t > 0.

2) Нехай I(t) = βt, тодi маємо задачу Кошi

dA(t)

dt
= aA(t) + βt, A(0) = A0.

Загальний розв’язок вiдповiдного лiнiйного однорiдного
рiвняння має вигляд

A(t) = Ceat, C ∈ R.

Частинний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння шука-
тимемо у виглядi

Ã(t) =Mt+N.
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Пiсля пiдстановки цiєї функцiї в рiвняння, одержимо, що M =

= −β
a

, N = − β

a2
, i тому

Ã(t) = − β

a2
(at+ 1).

Отже, загальним розв’язком лiнiйного неоднорiдного рiв-
няння є функцiя

A(t) = Ceat − β

a2
(at+ 1).

Скориставшись початковою умовою знайдемо, що C = A0+
β

a2
, i тому розв’язок задачi Кошi має вигляд

A(t) =
(
A0 +

β

a2

)
eat − β

a2
(at+ 1), t > 0.

3) Якщо I(t) = Beβt, то маємо задачу

dA(t)

dt
= aA(t) +Beβt, A(0) = A0.

Розв’язком цiєї задачi при a ̸= β є функцiя

A(t) =
(
A0 +

B

a− β

)
eat − B

a− β
eβt, t > 0.

Порiвнюючи темпи зростання основних фондiв для цих
варiантiв iнвестування, бачимо, що вони вищi тодi, коли iн-
тенсивнiша фiнансова пiдтримка, чого й слiд було очiкувати.
Цi темпи, крiм того, залежать i вiд a, тобто вiд параметрiв, якi
характеризують дiяльнiсть заданого економiчного об’єкта.

Очевидно, що економiчний змiст змiнних i параметрiв, якi
входять до одержаних вище розв’язкiв, рiзний для кожного
конкретного пiдприємства i визначається умовами, в яких воно
працює. I

Приклад 3 (динамiчна модель Кейнса). Нехай Y (t) –
нацiональний доход, I(t) – iнвестицiї, E(t) – державнi витрати,
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C(t) – споживання на момент часу t. У макроекономiцi пра-
вильнi спiввiдношення

Y (t) = C(t) + I(t) + E(t),

C(t) = a(t)Y (t) + b(t),

I(t) = m(t)Y ′(t),

де a(t) ∈ (0, 1) – коефiцiєнт схильностi до споживання, b(t) –
автономне споживання, m(t) – норма акселерацiї.

Якщо пiдставити C(t) i I(t) з другого i третього спiввiдно-
шень у перше, то одержимо

Y (t) = a(t)Y (t) + b(t) +m(t)Y ′(t) + E(t)

або
m(t)Y ′(t) + (a(t)− 1)Y (t) = −b(t)− E(t). (4)

Треба знайти залежнiсть нацiонального доходу вiд часу.
J Розглянемо випадок, коли m, a, b i E – сталi. Тодi рiв-

няння (4) набуде вигляду

mY ′(t) + (a− 1)Y (t) = −(b+ E).

Знайдемо спочатку загальний розв’язок вiдповiдного лiнiй-
ного однорiдного рiвняння

m
dY (t)

dt
= (1− a)Y (t).

Вiдокремивши змiннi та зiнтегрувавши, дiстанемо

dY

Y
=

1− a

m
dt, Y ̸= 0,

lnY =
1− a

m
t+ ln |C1|, Y (t) = C1e

1−a
m

t, C1 ̸= 0,

або
Y (t) = Ce

1−a
m

t, C ∈ R,

якщо врахувати ще й розв’язок Y = 0.
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Частинний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння шу-
катимемо у виглядi

Ỹ (t) = A.

Пiсля пiдстановки цiєї функцiї в рiвняння, дiстанемо, що

Ỹ (t) =
b+ E

1− a
.

Тому загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння
має вигляд

Y (t) = Ce
1−a
m

t +
b+E

1− a
, t > 0, C ∈ R.

Якщо Y (0) = Y0, то маємо

Y0 = C +
b+ E

1− a
, C = Y0 −

b+ E

1− a
.

Тодi

Y (t) =
(
Y0 −

b+ E

1− a

)
e

1−a
m

t +
b+ E

1− a
, t > 0. I

Приклад 4 (модель Харрода–Домара). Розглянемо мо-
дель макроекономiчної динамiки, запропоновану Харродом i
Домаром. Вона описує динамiку доходу Y (t), який розгля-
дається як сума споживання C(t) та iнвестицiй I(t), тобто
Y (t) = C(t)+I(t). Вважатимемо, що економiка закрита, а тому
чистий експорт дорiвнює нулю i державнi витрати не виокрем-
люються. Крiм того, припускатимемо, що швидкiсть зростання
доходу пропорцiйна iнвестицiям:

dY (t)

dt
=

1

B
I(t),

де B – коефiцiєнт капiталомiсткостi приросту доходу, а
1

B
–

вiддача приросту капiталу. Тодi одержимо модель макроеконо-
мiчної динамiки у виглядi

Y (t) = B
dY (t)

dt
+ C(t). (5)
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Ця модель дозволяє аналiзувати змiну нацiонального доходу
залежно вiд змiни динамiки його споживання.

Розглянути рiзнi випадки функцiї C(t): 1) C(t) = 0;
2) C(t) = C0; 3) C(t) = C0e

rt.
J 1) Якщо C(t) = 0, то рiвняння (5) має вигляд

B
dY (t)

d
t = Y (t). (6)

Вiдокремивши змiннi та зiнтегрувавши, одержимо

dY

Y
=

1

B
dt, Y ̸= 0, ln |Y | = 1

B
t+ ln |C1|, C1 ̸= 0,

або
Y (t) = C1e

t
B , C1 ∈ R, (7)

якщо врахувати i розв’язок Y (t) = 0.
Припустимо, що в початковий момент часу t = 0 доход Y

становив Y0, тобто
Y (0) = Y0. (8)

Задовольнивши функцiєю Y (t) з рiвностi (7) початкову умову
(8), дiстанемо, що C1 = Y0, а тому

Y (t) = Y0e
t
B , t > 0. (9)

Величину y(t) =
Y ′(t)

Y (t)
називають неперервним темпом

приросту. У нашому випадку маємо

y(t) =
1
BY0e

t
B

Y0e
t
B

=
1

B
,

тобто
1

B
є максимально можливий технологiчний темп росту.

2) Нехай C(t) = C0 – стала. Тодi рiвняння (5) набуде вигля-
ду

dY (t)

dt
− 1

B
Y (t) = −C0

B
. (10)
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Рiвняння (10) є лiнiйним неоднорiдним рiвнянням першо-
го порядку. Розв’яжемо спочатку вiдповiдне лiнiйне однорiдне
рiвняння (6). Його загальний розв’язок має вигляд (7). Загаль-
ний розв’язок рiвняння (10) шукатимемо у виглядi

Y (t) = c1(t)e
1
B
t.

Пiдставивши цю функцiю разом з похiдною в рiвняння (10),
одержимо

c′1(t)e
1
B
t = −C0

B

або
c′1(t) = −C0

B
e−

t
B .

Зiнтегрувавши, дiстанемо, що

c1(t) = C0e
− t

B + C2, C2 ∈ R,

а тому загальний розв’язок рiвняння (10) має вигляд

Y (t) = C2e
t
B + C0, C2 ∈ R. (11)

Якщо задовольнити початкову умову (8), то одержимо з (11),
що Y0 = C2 +C0 або C2 = Y0 −C0. Тому розв’язок задачi Кошi
(10), (8) визначається формулою

Y (t) = (Y0 − C0)e
t
B + C0, t > 0. (12)

Неперервний темп приросту доходу

y(t) ≡ Y ′(t)

Y (t)
=

1
B (Y0 − C0)e

t
B

(Y0 − C0)et/B + C0
.

У початковий момент часу t = 0 маємо, що y(0) =
1

B

(
1− C0

Y0

)
,

а при t → +∞ неперервний темп приросту y(t), зростаючи,

прямує до
1

B
при t → +∞, що є зрозумiлим, оскiльки доход

зростає, а обсяг споживання становить все меншу його частку.
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3) Нарештi розглянемо варiант моделi з показником спо-
живання C(t), який зростає зi сталим темпом r, тобто C(t) =
C0e

rt.
У цьому випадку рiвняння (5) має вигляд

dY (t)

dt
− 1

B
Y (t) = −C0

B
ert. (13)

Загальним розв’язком цього рiвняння є функцiя

Y (t) = C1e
1
B
t +

1

1− rB
ert, C1 ∈ R, rB ̸= 1. (14)

Якщо задовольнити початкову умову (8), то одержимо, що

C1 = Y0 − C0

1−Br
, rB ̸= 1. Тому розв’язком задачi (13), (8)

є функцiя

Y (t) =
(
Y0 −

C0

1−Br

)
e

t
B +

C0

1−Br
ert, t > 0, rB ̸= 1. (15)

У розв’язку (15) керуючим параметром є темп приросту
споживання r.

Розглянемо три випадки.
1) Темп приросту споживання r вищий за технологiчний

темп
1

B
приросту нацiонального доходу, тобто r >

1

B
або Br >

> 1. У цьому випадку перший доданок у формулi (15) додат-
ний, а другий – вiд’ємний. При цьому темп зростання другого
доданка вищий, нiж першого.

У початковий момент часу t = 0 темп приросту нацiональ-

ного доходу дорiвнює y(0) =
1

B

(
1 − C0

Y0

)
. Потiм темп непе-

рервно зменшується i в момент t1 дорiвнює нулю. Величина

t1 визначається з рiвняння
dy(t)

dt
= 0. На вiдрiзку [0, t1] част-

ка споживання зростає вiд
C0

Y0
до 1. Далi накопичення стає

вiд’ємним, а обсяг нацiонального доходу зменшується. У дея-
кий момент t2 нацiональний доход дорiвнює нулю.

Отже, розв’язок (15) має економiчний змiст тiльки на
вiдрiзку [0, t1], який має малу довжину.
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2) Темп приросту споживання дорiвнює технологiчному

темпу приросту нацiонального доходу, тобто r =
1

B
або Br = 1.

У цьому випадку частинний розв’язок рiвняння (13) має

вигляд Ỹ (t) = −C0

B
te

t
B , а тому загальним розв’язком є функцiя

Y (t) =
(
C1 −

C0

B
t
)
e

1
B
t, C1 ∈ R. (16)

Якщо задовольнити функцiєю (16) початкову умову (8), то
одержимо, що функцiя, яка описує динамiку нацiонального до-
ходу, має вигляд

Y (t) =
(
Y0 −

C0

B
t
)
e

t
B , t > 0. (17)

Поведiнка цiєї функцiї аналогiчна тiй, яка описана у випад-
ку 1). Тут так само присутнi моменти часу t1 i t2, якi дорiвню-

ють вiдповiдно t1 =
( Y0
C0

− 1
)
B, t2 =

BY0
C0

.

3) Темп приросту споживання менший за технологiчний

темп приросту нацiонального доходу, тобто r <
1

B
або Br < 1.

Функцiя Y (t) у цьому випадку залежить вiд знака коефiцiєнта
першого доданка у розв’язку (15). Перетворимо цей коефiцiєнт
до вигляду

Y0 −
C0

1−Br
=

BY0
1−Br

( 1

B

(
1− C0

Y0

)
− r
)

i введемо позначення
1

B

(
1− C0

Y0

)
=: ρ0. Величина 1− C0

Y0
=: α0

є нормою накопичення у початковий момент часу t = 0. Звiдси
випливає, що ρ0 дорiвнює добутку норми накопичення на тех-
нологiчний темп приросту або вiдношенню норми виробничого
накопичення до капiталомiсткостi приросту нацiонального до-
ходу, тобто

ρ0 =
α0

B
.

Пiдставивши ρ0 в (15), одержимо

Y (t) = BY0
ρ0 − r

1−Br
e

t
B +

C0

1−Br
ert, t > 0. (18)
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З формули (18) випливає, що поведiнка розв’язку залежить
вiд спiввiдношення мiж r i ρ0. Зокрема, якщо r = ρ0, то
темп приросту доходу дорiвнює темпу приросту споживання, i
розв’язком є

Y (t) = Y0e
α0
B
t, t > 0.

Норма накопичення α(t) у цьому випадку не залежить вiд t i
дорiвнює α0. Саме ця модифiкацiя моделi економiчного зрос-
тання, в якiй норма накопичення стала, називається модел-
лю Харрода-Домара. Вiдхилення r вiд ρ0 означає, що доход
зростає з монотонно змiнною нормою накопичення. I

22.2. Диференцiальнi моделi в екологiї. Екологiя вив-
чає взаємовiдношення людини i взагалi живих органiзмiв з ото-
чуючим середовищем. Основним об’єктом екологiї є еволюцiя
популяцiй. Нижче розглянемо математичнi моделi популяцiй,
якi пов’язанi з розмноженням або вимиранням останнiх, а та-
кож зi спiвiснуванням рiзних видiв тварин у ситуацiї “хижак–
жертва”.

Приклад 5. Нехай x(t) – число особин у популяцiї на мо-
мент часу t. Тодi якщо A – число особин у популяцiї, що народ-
жуються за одиницю часу, а B – кiлькiсть особин, що гинуть
за одиницю часу, то, очевидно, що швидкiсть змiни x з часом
визначається формулою

dx

dt
= A−B. (19)

Треба знайти x при простих залежностях A i B вiд x.
J Найпростiшим випадком є ситуацiя, коли

A = ax, B = bx,

де a – коефiцiєнт народжуваностi, а b – коеффiцiєнт смертностi
особин за одиницю часу. Тодi рiвняння (19) набуде вигляду

dx

dt
= (a− b)x. (20)

Якщо в початковий момент часу t0 число особин у популяцiї
дорiвнювало x0, тобто

x(t0) = x0, (21)
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то маємо задачу Кошi (20), (21).
Знайдемо загальний розв’язок рiвняння (20):

dx

x
= (a− b)dt, x ̸= 0,

∫
dx

x
= (a− b)

∫
dt+ ln |C1|, C1 ̸= 0,

ln |x| = (a− b)t+ ln |C1|, x = ±C1e
(a−b)t

або
x = Ce(a−b)t, C ∈ R, (22)

якщо врахувати розв’язок x = 0.
Задовольнивши функцiєю (22) початкову умову (20), одер-

жимо
x0 = Ce(a−b)t0

або
C = x0e

−(a−b)t0 .

Тому розв’язком задачi (20), (21) є функцiя

x(t) = x0e
(a−b)(t−t0), t > t0. (23)

З одержаної рiвностi випливає, що коли a > b, то при t →
+∞ число особин x→ +∞. З iншого боку, якщо a < b, то x→ 0
при t→ +∞ i популяцiя вимирає. I

Приклад 6. Розглянути задачу з прикладу 5, коли A = ax,
B = bx2, a > 0, b > 0.

J У цьому випадку рiвняння (19) має вигляд

dx

dt
= ax− bx2 (24)

або
dx

dt
= x(a− bx).

Пiсля вiдокремлення змiнних та iнтегрування одержимо:

dx

x(a− bx)
= dt, x(a− bx) ̸= 0,
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1

a

∫
dx

x
+
b

a

∫
dx

a− bx
=

∫
dt+

1

a
ln |C1|,

1

a
ln
∣∣∣ x

a− bx

∣∣∣ = t+
1

a
ln |C1|,

x

a− bx
= ±C1e

at, C1 ̸= 0,

або
x

a− bx
= Ceat, a− bx ̸= 0, C ∈ R,

якщо врахувати розв’язок x = 0.

Скориставшись початковою умовою x(t0) = x0, де x0 ̸= b

a
,

знаходимо, що

x0
a− bx0

= Ceat0 , C =
x0

a− bx0
e−at0 .

Тодi
x

a− bx
=

x0
a− bx0

ea(t−t0)

або
x(t) =

a
bx0

x0 +
(
a
b − x0

)
e−a(t−t0)

, t > t0. (25)

Звiдси одержуємо, що при t→ +∞ число особин в популяцiї
x(t) → a

b
. При цьому можливi два випадки:

a

b
> x0 i

a

b
< x0.

Рiзницю мiж цими випадка-
ми добре видно з рисунка.

Функцiя (25) описує, зокре-
ма, популяцiї фруктових шкiд-
никiв i деяких видiв бактерiй. I-

6

x0

O
t

a

b
< x0

a

b
> x0

x

22.3. Потiк наукової iнформацiї. При вивченнi росту
iнформацiйних потокiв у науцi, тобто числа наукових публiка-
цiй, припускають, що швидкiсть росту пропорцiйна добутку
досягнутого рiвня y числа публiкацiй i рiзницi b−y, де b – мак-
симально можливе значення величини y. Треба знайти закон,
який визначає залежнiсть числа публiкацiй вiд часу.
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J Якщо y(t) – число публiкацiй на момент часу t, то рiв-
няння, яке описує рiст числа публiкацiй має вигляд

dy

dt
= ky(b− y), 0 < y < b, (26)

де k > 0 – коефiцiєнт пропорцiйностi.
Маємо рiвняння з вiдокремлюваними змiнними. Вiдокреми-

мо змiннi i знайдемо iнтеграли вiд обох частин рiвняння:

dy

y(b− y)
= kdt або

∫
dy

y(b− y)
= k

∫
dt+ ln |C1|, C1 ̸= 0.

Оскiльки∫
dy

y(b− y)
=

1

b

∫ (1
y
+

1

b− y

)
dy =

1

b
ln

y

b− y
,

то розв’язок рiвняння (26) має вигляд

1

b
ln

y

b− y
= kt+ ln |C1|

або
y

b− y
= Cebkt, C ∈ R, (27)

якщо врахувати роз’язок y = 0 i не враховувати розв’язку y =
= b.

Якщо в початковий момент часу t = 0 число публiкацiй
дорiвнювало y0 < b, тобто y(0) = y0, то з рiвностi (27) одер-
жуємо

y0
b− y0

= Ceb·k·0 або C =
y0

b− y0
.

Тому
y

b− y
=

y0
b− y0

ebkt

або
y(t) =

by0
y0 + (b− y0)e−bkt

, t > 0. (28)

Графiк функцiї, яка визначається рiвнiстю (28), називаєть-
ся логiстичною кривою (див. рисунок). I
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6

y0

O t

y

b

22.4. Математичнi моделi в хiмiї.
Приклад 7 (задача про сумiшi). Посудина об’ємом 20

лiтрiв мiстить 80% азоту i 20% кисню. У посудину вливають
кожної секунди 0,1 лiтра азоту, який неперервно перемiшуєть-
ся, i витiкає така сама кiлькiсть сумiшi. Через який час в по-
судинi буде 99% азоту?

J Нехай x(t) – кiлькiсть лiтрiв азоту в посудинi через t
секунд пiсля початку дослiду. За час ∆t в посудину вливають
0,1 ·∆t лiтрiв азоту. В одному лiтрi сумiшi мiститься

x

20
лiтрiв

азоту, а тому в кiлькостi 0,1 ·∆t мiстилося б
x

20
· 0, 1∆t лiтрiв

азоту, якби кiлькiсть азоту не змiнювалася з часом. Оскiльки

вона змiнюється з часом, то маємо
x(t)

20
0,1∆t+O((∆t)2) лiтрiв

азоту, де O((∆t)2) – нескiнченно мала величина порядку (∆t)2

при ∆t→ 0.
Прирiст кiлькостi азоту за час вiд t до t + ∆t, тобто x(t +

∆t)− x(t) дорiвнює

x(t+∆t)− x(t) = 0,1∆t−
(x(t)

20
0,1∆t+O((∆t)2)

)
.

Подiлимо цю рiвнiсть на ∆t i перейдемо до границi при ∆t→ 0.
Тодi одержимо

dx(t)

dt
= 0,1− x(t)

20
0,1

або
dx

dt
=

20− x

200
.

Вiдокремивши змiннi та зiнтегрувавши, дiстанемо

dx

x− 20
= − 1

200
dt, x ̸= 20, ln |x− 20| = − 1

200
t+ ln |C1|, C1 ̸= 0,

x− 20 = ±C1e
− t

200 або x = 20 + Ce−
t

200 , C ∈ R,
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якщо врахувати розв’язок x = 20.
Згiдно з умовою x(0) = 16, тому 16 = 20 + C, тобто C =

= −4.
Отже,

x(t) = 20− 4e−
t

200 , t > 0.

Тепер знайдемо, через який час t в посудинi буде 99% азоту,
тобто 19,8 лiтрiв:

19, 8 = 20− 4e−
t

200 , e−
t

200 = 0, 05, e
t

200 = 20, t = 200 ln 20.

З таблицi для натуральних логарифмiв, знаходимо, що ln 20 =
= 2, 9957 ≈ 3, 00. Тому

t = 200 · 3, 00 = 600 с або t = 10 хв. I

Приклад 8 (закон взаємодiючих мас). Двi рiдкi хiмiчнi
речовини A i B об’ємом 10 i 20 лiтрiв вiдповiдно в процесi хi-
мiчної реакцiї утворюють нову рiдку хiмiчну речовину C. Вва-
жаючи, що температура пiд час реакцiї не змiнюється, а також,
що з двох об’ємiв речовини A i одного об’єму речовини B утво-
рюється три об’єми речовини C, знайти кiлькiсть речовини C в
довiльний момент часу t, якщо за 20 хв її утвориться 6 лiтрiв.

J Позначимо через x об’єм (в лiтрах) речовини C, що утво-
рився на момент часу t (в годинах). Тодi з умов задачi вип-
ливає, що до цього моменту часу в хiмiчну реакцiю вступило
2x

3
лiтрiв речовини A i

x

3
лiтрiв речовини B. Останнє означає,

що на момент часу t залишилося 10 − 2x

3
лiтрiв речовини A i

20 − x

3
лiтрiв речовини B. Отже, згiдно з законом дiючих мас

одержуємо диференцiальне рiвняння

dx

dt
= k1

(
10− 2x

3

)(
20− x

3

)
,

яке можна переписати у виглядi

dx

dt
= k(15− x)(60− x), k :=

2k1
9
.
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Оскiльки в початковий момент часу t = 0 речовини C ще не

було, то x(0) = 0. У момент часу t =
1

3
маємо, згiдно з умовою,

x
(1
3

)
= 6 . Остаточно маємо крайову задачу

dx

dt
= k(15− x)(60− x), x(0) = 0, x

(1
3

)
= 6.

Знайдемо загальний iнтеграл рiвняння:

dx

(15− x)(60− x)
= kdt, (15− x)(60− x) ̸= 0,

1

45

∫ ( 1

15− x
− 1

60− x

)
dt = kt+ ln |C2|, C2 ̸= 0,

1

45
ln
∣∣∣60− x

15− x

∣∣∣ = kt+ ln |C2|,

ln
∣∣∣60− x

15− x

∣∣∣ = 45kt+ ln |C1|,

60− x

15− x
= ±C1e

45kt, або

60− x

15− x
= Ce45kt, C ∈ R,

якщо врахувати розв’язок x = 60 i не врахувати розв’язок x =
= 15.

Скориставшись умовою x(0) = 0, дiстанемо 4 = C, тому

60− x

15− x
= 4e45kt, t > 0.

Оскiльки x
(1
3

)
= 6, то звiдси випливає, що (60−6) : (15−6) =

= 4e15k, 54 : 9 = 4e15k або
3

2
= e15k.

Тому
60− x

15− x
= 4
(3
2

)3t
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або

x = 15
1−

(
2
3

)3t
1− 1

4

(
2
3

)3t , t > 0. (29)

Остання рiвнiсть i визначає кiлькiсть речовини C, яка в ре-
зультатi реакцiї утворилася на момент часу t.

З практичних мiркувань зрозумiло, що в процесi хiмiчної
реакцiї 10 л речовини A i 20 л речовини B може утворитися
речовини C лише скiнченна кiлькiсть. У той же час з форму-

ли (29) випливає, що при
(2
3

)3t
= 4 змiнна x перетворюєть-

ся у нескiнченнiсть. Цей факт, однак, не суперечить прак-
тичним мiркуванням, бо остання рiвнiсть можлива тiльки при
вiд’ємному значеннi t, а процес хiмiчної реакцiї розглядається
лише при t ≥ 0. I

Приклад 9 (розчиннiсть твердих тiл у рiдинi). Як-
що припустити, що речовини, якi мiстяться в розчинi, хiмiчно
не дiють одна на одну, i розчин не насичений, то при сталiй
температурi швидкiсть розчинення твердого тiла в рiдинi про-
порцiйна кiлькостi цiєї речовини, що може ще розчинитися в
рiдинi до насичення останньої. Треба знайти залежнiсть вiд
часу кiлькостi речовини, що розчинилася.

J Нехай m – кiлькiсть речовин, що дає насичений розчин,
а x(t) – кiлькiсть речовини, яка розчинилася. Тодi одержимо
диференцiальне рiвняння

dx

dt
= k(m− x),

де k – коефiцiєнт пропорцiйностi, який вiдомий з дослiду. Вiд-
коремлюючи змiннi, знайдемо

dx

m− x
= kdt, x ̸= m.

Зiнтегрувавши, дiстанемо

ln |x−m| = ln |C1 − kt, C1 ̸= 0, x−m = ±C1e
−kt
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або
x = m+ Ce−kt, C ∈ R,

якщо врахувати розв’язок x = m.
Оскiльки в початковий момент часу t = 0 маємо x = 0, то

C = −m, а тому

x(t) = m(1− e−kt), t > 0. I

22.5. Геометричнi задачi.
Приклад 10. Знайти лiнiї, для яких площа трапецiї, обме-

женої осями координат, дотичною i ординатою точки дотику, є
сталою i дорiвнює S0.

J Нехай M(x, y) – довiльна
точка на шуканiй лiнiї, а (X,Y )
– точка на дотичнiй до цiєї лiнiї
в точцi M . Тодi для площi S
трапецiї маємо

-
6

6

(X,Y )
M(x, y)

O xB

A

y

S =
1

2
(OA+BM)OB, де BM = y,OB = x.

Знайдемо OA. Рiвняння дотичної до шуканої лiнiї в точцi
M має вигляд

Y − y = y′(X − x).

Оскiльки точка A(0, Y ) лежить на дотичнiй, то Y − y = −y′x,
тобто OA = Y = y − y′x. Отже, S =

1

2
(2y − xy′)x.

Згiдно з умовою задачi

1

2
(2y − xy′)x = S0

або
y′ − 2

x
y = −2S0

x2
. (30)

Отже, одержали лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiв-
няння першого порядку. Спочатку розглянемо вiдповiдне
лiнiйне однорiдне рiвняння

y′ − 2

x
y = 0.
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Вiдокремивши змiннi та зiнтегрувавши, дiстанемо:

dy

y
=

2

x
dx, y ̸= 0,

∫
dy

y
= 2

∫
dx

x
+ ln |C1|, C1 ̸= 0,

ln |y| = 2 ln |x|+ ln |C1|, y = ±C1x
2,

або
y = Cx2, C ∈ R,

якщо врахувати розв’язок y = 0.
Загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння шу-

катимемо у виглядi
y = c(x)x2.

Тодi y′ = c′(x)x2 + 2c(x)x i пiсля пiдстановки y i y′ у рiвняння
(30), дiстанемо

c′(x)x2 + 2c(x)x− 2

x
c(x)x2 = −2S0

x2
,

c′(x)x2 = −2S0
x2

, c′(x) = −2S0
x4

,

звiдки

c(x) = −2

3

S0
x3

+ C2.

Тому

y = C2x
2 − 2

3

S0
x
, x > 0, C2 ∈ R. I

Приклад 11 (параболiчне дзеркало). Знайти форму
дзеркала, яке збирає всi паралельнi променi в одну точку.

J Очевидно, що дзеркало повинно мати форму поверхнi
обертання, вiсь обертання якої паралельна напрямку падаю-
чих променiв. Вiзьмемо цю вiсь за вiсь Ox i знайдемо рiвняння
лiнiї y = f(x), обертанням якої утворюється шукана поверхня.
Початок координат помiстимо в точку, де збираються вiдбитi
променi.
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Позначимо падаючий промiнь через KM , а вiдбитий через
MO. Проведемо дотичну TT1 i нормаль MN в точцi M до
шуканої лiнiї. Тодi трикутник OMT є рiвнобедреним з верши-
ною в точцi O, оскiльки ∠OMT = ∠KMT1 = ∠OTM . Тому
OM = OT , де OM =

√
x2 + y2, а OT знайдемо з рiвняння до-

тичної Y −y = y′(X−x), покладаючи Y = 0, тобто X = x− y

y′
,

звiдки OT = −X = −x+
y

y′
.

Отже, маємо однорiдне диференцiальне рiвняння першого
порядку √

x2 + y2 = −x+
y

y′

або
(x+

√
x2 + y2)y′ = y.

Для його iнтегрування доцiльно ввести пiдстановку x = ty,
взявши за аргумент y, а x i t за функцiї цього аргументу. Тодi
дiстанемо

dx

dy
=
x

y
+

√(x
y

)2
+ 1,

dx

dy
= t+ y

dt

dy
,

t+ y
dt

dy
= t+

√
t2 + 1, y

dt

dy
=
√
t2 + 1,

dt√
t2 + 1

=
dy

y
.

Зiнтегрувавши, отримаємо

ln |y| = ln(t+
√
t2 + 1) + ln |C|, C ̸= 0,
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y = C(t+
√
t2 + 1)

або, повернувшись до змiнних x i y,

x+
√
x2 + y2 =

y2

C
.

Пiсля спрощення, одержимо

y2 = 2C
(
x+

C

2

)
.

Шукана крива є параболою, а дзеркало має форму параболоїда
обертання y2 + z2 = 2C(x+ C

2 ). I
Приклад 12. Площа трикутника, утвореного радiус-

вектором OM довiльної точки M(x, y) лiнiї, дотичною MP у
цiй точцi i вiссю Ox, дорiвнює 2. Лiнiя проходить через точку
M0(2,−2). Знайти її рiвняння.

J Площа трикутника визначається за формулою S =
1

2
OP ·

MN , де MN = y – ордината точки M , а OP = x − y

y′
. Згiдно

з умовою S = 2, тому (
x− y

y′

)
y = 4

або
dx

dy
− 1

y
x = − 4

y2
. (31)
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Це лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiвняння вiдносно невi-
домої функцiї x аргументу y.

Розв’яжемо спочатку лiнiйне однорiдне рiвняння:

dx

dy
− 1

y
x = 0,

dx

x
=
dy

y
, x ̸= 0,

ln |x| = ln |y|+ ln |C1|, x = C1y, C1 ̸= 0.

Якщо врахувати розв’язок x = 0, то одержимо

x = Cy, C ∈ R.

Загальний розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння (31)
шукаємо у виглядi

x = c(y)y. (32)

Оскiльки
x′ = c′(y)y + c(y), (33)

то, пiдставивши (32) i (33) в рiвняння (31), одержимо

c′(y)y + c(y)− c(y) = − 4

y2

або
c′(y) = − 4

y3
.

Звiдси отримуємо, що

c(y) =
2

y2
+ C2, C2 ∈ R. (34)

Пiдставивши (34) в (32), дiстанемо

x = y
( 2

y2
+ C2

)
.

Скориставшись початковою умовою x(−2) = 2, матимемо

2 = −2
(2
4
+ C2

)
або C2 = −3

2
.
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Тодi
x = y

( 2

y2
− 3

2

)
або 3y2 + 2xy − 4 = 0. I

Приклад 13. Знайти лiнiї, якi проходять через точку (14 , 1)
i дотична до яких у кожних їх точках вiдтинає на осях коор-
динат вiдрiзки, добуток довжин яких дорiвнює одиницi.

J Рiвняння дотичної до
лiнiї y = y(x) має вигляд

Y − y = y′(X − x),-

6

M(x, y)
B

A x

y

O

де X, Y – змiннi координати точки дотичної. Абсцису точки
A перетину дотичної з вiссю Ox знайдемо з цього рiвняння,
поклавши Y = 0, а ординату точки B перетину її з вiссю Oy –
поклавши X = 0. Маємо XA = x − y

y′
i YB = y − xy′. Згiдно з

умовою задачi XAYB = 1 або(
x− y

y′

)
(y − xy′) = 1.

Пiсля перетворення дiстанемо (y − xy′)2 = −y′ або

(y − xy′) = ±
√

−y′, y′ < 0. (35)

Це рiвняння Клеро. Його загальний розв’язок

y = Cx±
√
−C,C < 0, (36)

є сiм’єю прямих. Видiлимо ту пряму, яка проходить через точку
(14 , 1). Маємо 1 = C

4 ±
√
−C, (1− C

4 )
2 = −C, 1− C

2 + C2

16 = −C,
(1 + C

4 )
2 = 0, C = −4. Тому пряма y = −4x + 2 задовольняє

умови задачi.
Продиференцiюємо (36) за C i складемо систему рiвнянь{

y = Cx±
√
−C,

x = ± 1
2
√
−C .

(37)
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Звiдси випливає, що y = 1
2x − 1

4x або y = 1
4x є особливим

розв’язком рiвняння (35). Ця лiнiя також задовольняє умови
задачi. I

22.6. Диференцiальнi моделi у фiзицi й технiцi.
Приклад 14 (витiкання рiдини з посудини). Нехай ви-

сота рiвня рiдини в посудинi у початковий момент часу t = 0
дорiвнює h метрiв. Вважатимемо, що площа перерiзу посуди-
ни на висотi x дорiвнює S(x), а площа отвору на днi посудини
дорiвнює σ. Визначити залежнiсть рiвня води в посудинi вiд
часу t, а також знайти час t0, за який витече вся вода, якщо
швидкiсть v змiни об’єму рiдини в посудинi є вiдомою функ-
цiєю v = v(x) рiвня x рiдини в посудинi.

J Нехай висота рiвня рiдини в посудинi на момент часу t
дорiвнює x(t). Кiлькiсть рiдини du, що витiкає з посудини за
промiжок часу dt вiд моменту t до t+dt, можна знайти як об’єм
цилiндра з площею основи σ i висотою v(x), тобто du = σv(x)dt.

З iншого боку, через те, що рiвень x рiдини в посудинi зни-
зиться на величину dx, то ця сама кiлькiсть dx виражається
рiвнiстю du = −S(x)dx.

Прирiвнюючи цi вирази для du, дiстанемо

σv(x)dt = −S(x)dx

або
dx

dt
= −σv(x)

S(x)
.
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Отже, одержали диференцiальне рiвняння першого порядку,
розв’язавши яке, знайдемо функцiю x(t), що описує залежнiсть
рiвня води в посудинi вiд часу t.

Оскiльки нам треба знайти час t0, за який витече вся рiдина
з посудини, то розглянемо рiвнiсть

dt = − S(x)

σv(x)
dx,

звiдки

t = − 1

σ

∫ x

h

S(ξ)

v(ξ)
dξ =

1

σ

∫ h

x

S(ξ)

v(ξ)
dξ. (39)

При повному витiканнi рiдини x = 0, а тому час t0, за який
це вiдбудеться,

t0 =
1

σ

∫ h

0

S(ξ)

v(ξ)
dξ. (40)

Зауваження Якщо витiкання рiдини вiдбувається через
малий отвiр або через короткий патрубок, то згiдно з законом
Торiчеллi v = k

√
2gx, де g = 9,8 м/с – прискорення сили зем-

ного тяжiння, k – емпiричний коефiцiєнт. У цьому випадку

t =
1

σk
√
2g

∫ h

x

S(ξ)√
ξ
dξ, (41)

t0 =
1

σk
√
2g

∫ x

0

S(ξ)√
ξ
dξ. (42)

Розглянемо конкретний випадок, коли посудина – цилiн-
дричний резервуар висотою h i дiаметром d, наповнений во-
дою. Треба знайти час, за який вся вода витече з посудини
через круглий отвiр в її днi дiаметром d1. У даному випадку
S(ξ) = πd2

4 , σ =
πd21
4 , а тому

t0 =
d2

d21k
√
2g

∫ h

0

dξ√
ξ
=

2d2
√
h

d21k
√
2g
.

Зокрема, при d = 1 м, h = 1,5 м, d1 = 0,05 м, врахувавши, що
для води k = 0,62, одержимо
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t0 =
2 · 12 ·

√
1,5

0,052 · 0,62 ·
√
19,6

=
2,45

0,007
≈ 250 с = 5 хв 50 с. I

Приклад 15 (провiтрювання шахтної виробки).
Нехай шахтна виробка провiтрюється за допомогою вентилято-
ра мiсцевого провiтрювання A, установленого на струменi чи-
стого повiтря, i вентиляцiйного трубопроводу B, що зображено
на рисунку. У момент часу t = 0 об’єм загазованої частини ви-
робки дорiвнює v0 з концентрацiєю газу x0. Умикається венти-
лятор, який подає Q м3 чистого повiтря за секунду. Шкiдливi
гази видiляються в кiлькостi q м3 за секунду. Знайти концен-
трацiю шкiдливих газiв у виробцi в довiльний момент часу t.

J Нехай x(t) – концентрацiя шкiдливих газiв у шахтi в мо-
мент часу t. За промiжок часу dt iз загазованого об’єму v0 свi-
жий струмiнь винесе об’єм шкiдливих газiв xQdt, але за цей
час оточуючi породи добавлять об’єм газу qv0dt. Тому об’єм
шкiдливих газiв зменшиться на величину dq1 = xQdt − qv0dt.
Це приведе до зниження концентрацiї шкiдливих газiв на ве-
личину dx в об’ємi v0, тобто dq2 = −v0dx.

Згiдно iз законом збереження речовини dq1 = dq2, тобто

(xQ− qv0)dt = −v0dx

або
dx

dt
+ x

Q

v0
= q.

Отже, маємо лiнiйне неоднорiдне рiвняння першого поряд-
ку. Зiнтегрувавши його за допомогою методу варiацiї довiльної
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сталої, матимемо

x(t) =
(
C +

∫
q(t)e

∫ Q
v0
dt
dt
)
e
−

∫ Q
v0
dt
, C ∈ R.

Якщо q = q0 i
Q

v0
= Q0, q0, Q0 – сталi, то

x(t) =
(
C + q0

∫
eQ0tdt

)
e−Q0t

або

x(t) =
(
C +

q0
Q0

eQ0t
)
e−Q0t = Ce−Q0t +

q0
Q0

, C ∈ R.

Оскiльки x(0) = x0, то

x0 = C +
q0
Q

або C = x0 −
q0
Q0

.

Тодi
x(t) =

(
x0 −

q0
Q0

)
e−Q0t +

q0
Q0

, t > 0.

Для того щоб знайти промiжок часу, протягом якого тре-
ба провiтрювати виробку, коли концентрацiя шкiдливого га-
зу дорiвнюватиме допустимiй концентрацiї x1, скористаємося
умовою x(t0) = x1. Тодi

x1 =
(
x0 −

q0
Q0

)
e−Q0t0 +

q0
Q0

,

e−Q0t0 =
x1 − q0

Q0

x0 − q0
Q0

або

t0 = − 1

Q0
ln
(x1 − q0

Q0

x0 − q0
Q0

)
. I

Приклад 16 (рух човна). Моторний човен рухається в
стоячiй водi зi швидкiстю v0 = 20 км/год. На повному ходу
його мотор вимикають i через 40 с пiсля цього швидкiсть човна
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зменшується до 8 км/год. Вважаючи опiр води пропорцiйним
швидкостi руху човна, знайти його швидкiсть через 2 хв пiсля
зупинки мотора.

J На човен, який рухається, дiє сила F = −kv, де k – ко-
ефiцiєнт пропорцiйностi, v – швидкiсть човна в даний момент
часу. Згiдно iз законом Ньютона ця сила дорiвнює добутку ма-

си на прискорення, тобто F = m
dv

dt
. Звiдси одержуємо дифе-

ренцiальне рiвняння руху

m
dv

dt
= −kv.

Вiдокремивши змiннi та зiнтегрувавши, дiстанемо

dv

v
= − k

m
dt, v ̸= 0, ln |v| = − k

m
t+ ln |C1|, C1 ̸= 0,

або
v = Ce−

k
m
t, C ≥ 0,

якщо врахувати розв’язок v = 0.
Скориставшись початковою умовою v(0) = 20, матимемо

20 = Ce−
k
m
·0 або C = 20.

Тодi закон руху при заданих умовах задачi має вигляд

v(t) = 20e−
k
m
t.

З додаткової умови v
( 1

90

)
= 8 одержуємо

8 = 20e−
k
m

1
90 або e

k
m =

(5
2

)90
.

Отже, остаточно отримуємо

v(t) = 20
(5
2

)−90t
, t > 0.
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Тепер знайдемо швидкiсть човна пiсля 2 хв, коли було зу-
пинено мотор:

v = 20

((5
2

)90)− 1
30

= 20
(5
2

)−3
=

32

25
≈ 1, 28 км/год. I

Приклад 17 (очищення газу). Для очищення газу вiд
деякої газоподiбної домiшки його пропускають через посудину,
яка мiстить певний поглинач. Кiлькiсть газоподiбної домiшки,
що поглинається тонким шаром поглинача при встановлено-
му режимi апарата, пропорцiйна концентрацiї домiшки, а та-
кож товщинi i площi поперечного перерiзу шару. Посудина має
форму конуса з радiусом основи R i висотою H. Газ надхо-
дить через вершину конуса. Знайти залежнiсть концентрацiї
газоподiбної сумiшi в посудинi як функцiю вiдстанi шару вiд
вершини конуса, якщо концентрацiя домiшки в газi, що надхо-
дить, дорiвнює a %, а в тому, що виходить – b %.

J Позначимо концентрацiю домiшки через y, а вiдстань ша-
ру вiд вершини конуса через x i складемо диференцiальне рiв-
няння

dy

dx
= kyπr2,

де r – радiус перерiзу тонкого шару конуса, який зв’язаний з

розмiрами конуса спiвввiдношенням r =
Rx

H
. Тому

dy

dx
= kyπ

R2

H2
x2

або
dy

dx
= k1x

2y, (43)

де k1 := πk
R2

H2
.

Згiдно з умовою задачi

y(0) = a, y(H) = b. (44)

Тому маємо задачу Кошi, розв’язок якої й визначатиме залеж-
нiсть концентрацiї газоподiбної сумiшi в посудинi.

269



Знайдемо загальний розв’язок рiвняння (43). Для цього вi-
докремимо змiннi та зiнтегруємо

dy

y
= k1x

2, y ̸= 0, ln y = k1
x3

3
+ ln |C1|, C1 ̸= 0,

або
y = Cek1

x3

3 , C ∈ R, (45)

якщо врахувати ще розв’язок y = 0.
Задовольнимо цiєю функцiєю першу умову з (44):

a = Ce
k1
3
·03 , C = a.

Тодi
y = aek1

x2

3 . (46)

З другої умови (44) одержимо

b = aek1
H3

3 ,

звiдки

ek1
H3

3 =
b

a

або

e
k1
3 =

( b
a

) 1
H3
. (47)

Пiдставивши (47) у (46), дiстанемо

y(x) = a
( b
a

) x3

H3
. I

Зауваження. Якщо посудина має форму кулi радiуса R,
то рiвняння має вигляд

dy

dx
= kyπr2,

де r2 = R2 − (y −R)2, тобто

dy

dx
= kπy(R2 − (x−R)2).
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Приклад 18 (ковзання мотузки). Мотузка лежить на
столi, причому один iз її кiнцiв перекинуто через гладкий блок
на висотi a над столом. У початковий момент часу частина мо-
тузки довжиною 2a звисає вiльно з другого боку блока. Знайти
швидкiсть v руху цього кiнця у залежностi вiд шляху s, якщо
опiр тертя при русi дорiвнює квадрату швидкостi, а початкова
швидкiсть дорiвнює нулю.

J Нехай вiсь Os напрямлена вниз, а початок координат збi-
гається з точкою крiплення блока.

У будь-який момент часу на мотузку дiє сила F1, яка дорiв-
нює вазi мотузки, що звисає з блока, тобто F1 = (s − a)g, де
g – прискорення сили земного тяжiння, а також сила опору
F2 = −v2. Отже, сумарна сила, яка дiє на мотузку, дорiвнює

F = (s−a)g−v2. Згiдно з другим законом динамiки m
dv

dt
= F ,

а тому

(s+ a)
dv

dt
= (s− a)g − v2.

Оскiльки
dv

dt
=
dv

ds
· ds
dt

= v
dv

ds
, то рiвняння можна перепи-

сати так:
(s+ a)v

dv

ds
+ v2 = (s− a)g. (48)

Маємо рiвняння Бернуллi. Тому зробимо пiдстановку z =
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v2. Тодi v
dv

ds
=

1

2

dz

ds
i рiвняння (46) набуде вигляду

dz

ds
+

2

s+ a
z =

2g(s− a)

s+ a
. (49)

Рiвняння (49) є лiнiйним неоднорiдним рiвнянням. Розгля-
немо спочатку лiнiйне однорiдне рiвняння

dz

ds
+

2

s+ a
z = 0.

Вiдокремивши змiннi та зiнтегрувавши, дiстанемо

dz

z
= − 2

s+ a
ds, z ̸= 0, ln |z| = −2 ln(s+ a) + ln |C1|, C1 ̸= 0,

z = C1
1

(s+ a)2

або
z =

C

(s+ a)2
, C ∈ R,

якщо врахувати ще розв’язок z = 0.
Розв’язок лiнiйного неоднорiдного рiвняння (49) шукаємо у

виглядi

z =
c(s)

(s+ a)2
. (50)

Тодi
dz

ds
= c′(s)(s+ a)−2 − 2c(s)(s+ a)−3, (51)

а тому пiсля пiдстановки (50), (51) у (49), одержимо

c′(s)(s+ a)−2 − 2c(s)(s+ a)−3 + 2c(s)(s+ a)−3 =
2g(s− a)

s+ a
,

c′(s) = 2g(s− a)(s+ a),

звiдки

c(s) = 2g
(s3
3

− a2s
)
+ C2.
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Тому

z(s) =
2g

(s+ a)2

(s3
3

− a2s
)
+

C2

(s+ a)2
.

Повернувшись до функцiї v, дiстанемо

v2 =
1

(s+ a)2

(
2g
(s3
3

− a2s
)
+ C2

)
, C2 ∈ R. (52)

Скориставшись умовою, що v(2a) = 0, знаходимо

0 =
1

(3a)2

(
2g
(8a3

3
− 2a3

)
+ C2

)
або

C2 = −4ga3

3
.

Отже,

v2 =
2g

3(s+ a)2
(s3 − 3a2s− 2a2)

є частинним iнтегралом рiвняння (49).
Вираз у дужках можна розкласти на множники

s3 − 3a2s− 2a2 = s2 − 2as2 + 2as2 − 4a2s+ a2s− 2a3 =

= s2(s− 2a) + 2as(s− 2a) + a2(s− 2a) = (s− 2a)(s+ a)2,

тому

v2 =
2g

3(s+ a)2
(s− 2a)(s+ a)2

або

v =

√
2g

3
(s− 2a). I

Приклад 19 (нагрiвання злитка). Стальний злиток з
температурою u1 перед прокатом помiщений в пiч, температу-
ра якої рiвномiрно пiдвищується протягом години вiд u1 до u2.
Знайти закон нагрiвання злитка, якщо при рiзницi температур
печi i злитка в T градусiв вiн нагрiвається зi швiдкiстю kT .
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J Позначимо температуру печi в момент часу t через u(t).
Тодi температура y(t) злитка дорiвнюватиме рiзницi y(t) =
u(t) − T (t). З умови задачi випливає, що u(t) = At + B, де
сталi A i B визначаються з умов u(0) = u1, u(60) = u2, тобто
A = u2−u1

60 , B = u2.
Диференцiальне рiвняння задачi має вигляд

dy

dt
= kT.

Оскiльки dy
dt =

d(u−T )
dt = d(At+B−T )

dt = A− dT
dt , то рiвняння набу-

ває вигляду

A− dT

dt
= kT

або
dT

dt
+ kT −A = 0.

Це рiвняння з вiдокремлюваними змiнними, загальний iнте-
грал якого

1

k
ln(kT −A) + t =

1

k
ln |C|

або
kT −A = Ce−kt, C ∈ R.

З початкової умови T (0) = 0 знаходимо, що C = −A i, отже,
T = A

k (1− e−kt). Оскiльки T (t) = At+B − y(t), то

y(t) = At+B − A

k
(1− e−kt)

або
y(t) = u1 −

u2 − u1
60k

(1− e−kt − kt).

Знайдемо температуру злитка через годину, тобто y(60).
Маємо

y(60) = u1 −
u2 − u1
60k

(1− e−60k − 60k).

або
y(60) = u2 −

u2 − u1
60k

(1− e−60k). I

274



Вправи

1. Згiдно з психофiзичним законом спiввiдношення мiж вiд-

чуттям y i подразненням x виражається рiвнянням
dy

dx
=

k

x
.

Знайти y(x), якщо k – стала.
2. Швидкiсть y видiлення сiрки з вiдпрацьованої газоочи-

щуваної маси в киплячому бензолi визначається рiвнянням
dy

dt
= k(13 − y)(11,7 − y), де k – коефiцiєнт пропорцiйностi.

Знайти y(t), якщо y(0) = 0.
3. Температура повiтря y в залежностi вiд висоти x змi-

нюється за законом
dy

dx
= −αy0, де y0 – температура повiтря

на поверхнi Землi, α – стала. Визначити температуру повiтря
на висотi x.

4. Волога, що мiститься в пористiй речовинi, випаровується
в навколишнiй простiр зi швидкiстю, яка пропорцiйна кiлькостi
вологи в данiй речовинi i рiзницi мiж вологiстю оточуючого по-
вiтря s i вологiстю насиченого повiтря b. Деяка кiлькiсть речо-
вини, що мiстить 3 кг вологи, була помiщена в кiмнатi об’ємом
100 м3, повiтря якої мало вологiсть 25%. Насичене повiтря при
тiй же температурi мiстить 0,12 кг вологи на 1 м3. Якщо про-
тягом першої доби речовина втратила половину своєї вологи,
то скiльки вологи в нiй залишиться пiсля двох дiб ?

5. При вiдстоюваннi суспензiї вiдбувається повiльний осад
твердих частинок пiд дiєю сили тяжiння, де опiр пропорцiйний
швидкостi. Знайти закон руху частин, що осiдають у рiдинi без
початкової швидкостi.

6. Вантаж масою 4 кг пiдвiшаний на пружинi i збiльшує її
довжину на 1 см. Знайти закон руху вантажу, якщо верхнiй
кiнець пружини здiйснює вертикальнi гармонiчнi коливання
y = 2 sin 30t (см) i в початковий момент часу вантаж знахо-
дився у станi спокою. Опором середовища знехтувати.

7. Знайти лiнiю, що проходить через точку M0(0, 1), для
якої трикутник, утворений вiссю Oy, дотичною до лiнiї в до-
вiльнiй її точцi i радiусом-вектором точки дотику, є рiвнобед-
рений, причому його основою є вiдрiзок дотичної вiд точки до-
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тику до осi Oy.
8. Точка масою m рухається прямолiнiйно. На неї дiє сила,

пропорцiйна часу з коефiцiєнтом пропорцiйностi k1. Крiм того,
точка зазнає опору середовища, який пропорцiйний швидкостi
з коефiцiєнтом пропорцiйностi k2. Знайти залежнiсть швидко-
стi вiд часу, вважаючи, що в початковий момент часу швид-
кiсть дорiвнює нулю.

9. Поглинання свiтлового потоку тонким шаром води про-
порцiйне товщинi шару i потоку, що падає на його поверхню.
Знаючи, що при проходженнi через шар товщиною 2 м погли-
нається 1/3 початкового свiтлового потоку, знайти, який вiдсо-
ток його дiйде до глибини 12 м.

10. У примiщеннi цеху об’ємом 10800 м3 повiтря мiстить
0,12% вуглекислоти. Вентилятори подають свiже повiтря, що
мiстить 0,04% вуглекислоти, в кiлькостi a м3/хв. Припускаю-
чи, що концентрацiя вуглекислоти в усiх частинах примiщення
у кожний момент часу одна й та сама, тобто перемiшування
чистого повiтря iз забрудненим вiдбувається миттєво, знайти,
якою повинна бути потужнiсть вентиляторiв, щоб пiсля 10 хв
вмiст вуглекислоти не перевищував 0,06%.

11. Скласти рiвняння лiнiї, що проходить через початок ко-
ординат, якщо середина вiдрiзка її нормалi вiд будь-якої точки
до осi Ox знаходиться на параболi y2 = ax.

12. Знайти лiнiю, для якої рiзниця пiддотичної i пiднормалi
в довiльнiй точцi дорiвнює двом абсцисам точки дотику.

13. Суму 1000 гр.од. покладено в банк на термiновий вклад
у 3% рiчних. Через скiльки рокiв сума подвоїться, якщо вiд-
сотки нараховуються неперервно?

14. Парашутист спускається на парашутi. Сила ваги пара-
шута F1 = mg, а сила опору повiтря F2 = kv2, k – стала. Знайти
швидкiсть v парашута через t0 секунд пiсля початку спуску i
шлях пройдений за той самий час.

15. У посудину, що мiстить 10 л води, неперервно вливають
iз швидкiстю 2 л за хвилину розчин, кожний лiтр якого мiстить
0,3 кг солi. Розчин, який надходить у посудину, перемiшуєть-
ся з водою i сумiш витiкає з посудини з тiєю ж швидкiстю.
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Скiльки солi буде в посудинi через 5 хвилин ?
16. Знайти час, за який спорожнiє заповнена гасом залiз-

нична цистерна довжини l i дiаметром d через короткий патру-
бок у нижнiй її частинi, площа поперечного перерiзу якого σ.
Провести обчислення, коли l = 12 м, d = 2,6 м, σ = 0,01 м2,
k = 0,6.

17. За який час спорожнiє заповнений водою конiчний ре-
зервуар з дiаметром d1 верхньої (бiльшої) основи, d2 – нижньої
(меншої) основи i висотою h через круглий отвiр дiаметром d
у днi цього резервуара? Обчислення провести, коли d1 = 0,8 м,
d2 = 0,3 м, h = 1 м, d = 0,03 м, k = 0,62.

18. Знайти лiнiю, яка проходить через точку M0(2, 4) таку,
що, провiвши через будь-яку її точку двi прямi, паралельнi ко-
ординатним осям до перетину з ними, одержимо прямокутник,
який дiлиться лiнiєю на двi частини, з яких та, що прилягає до
осi Ox, за площею вдвiчi бiльша за другу.

19. Знайти час t0 с, за який рiдина, що заповнює конiчну
посудину висотою h см i кутом 2α при вершинi, витiкає з неї
через малий отвiр площею σ см2, вирiзаний у вершинi кону-
са, якщо вiдомо, що швидкiсть v см/с витiкання рiдини визна-
чається формулою v = k

√
2gx, де k – сталий коефiцiєнт, g см/с2

– прискорення сили земного тяжiння, x см – висота стовпчика
рiдини над отвором. Розрахунки провести для випадку, коли
рiдина – це вода, 2α = 60◦, h = 10 см, σ = 0,5 см2, k = 0,6.

20. Моторний човен рухається у водi, сила опору якої про-
порцiйна квадрату швидкостi човна. Початкова швидкiсть чов-
на 3 м/с, а через 4 с вона зменшується до 1 м/с. Знайти час,
за який швидкiсть човна зменшиться до 1 см/с.

21. Ракета масою m стартує вертикально з Землi, маючи
нульову початкову швидкiсть. Гази виходять з неї рiвномiрно
масою a кг/с зi сталою швидкiстю v0. Нехтуючи опором повiт-
ря i змiною прискорення сили тяжiння в залежностi вiд висоти
пiдйому ракети, знайти: 1) рiвняння руху ракети; 2) швидкiсть
руху ракети в довiльний момент часу t < m

a пiсля старту; 3) ви-
соту пiдйому в довiльний момент часу t < m

a .
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Вiдповiдi

1. y = k lnx+ C.

2. 0, 769 ln
11, 7(y − 13)

13(y − 11, 7)
= kt.

3. y = y0(1− αx).

4.
ds

dt
= ks(s− b), 0, 82 кг.

5. За законом Ньютона F = mdv
dt . Тодi mdv

dt = mg−kv, де k
– коефiцiєнт пропорцiйностi, v = mg

k (1− e−
kt
m ); h = m2g

k2
(e−

kt
m−

−1) + mgt
k .

6. Якщо x вiдраховувати вiд положення спокою вантажу,
то 4d

2x
dt2

= 4g − k(x0 + x − y − l), де x0 – вiдстань точки спо-
кою вантажу вiд початкової точки крiплення пружини, l –
довжина пружини в станi спокою, тому k(x0 − l) = 4g i, от-
же, 4d

2x
dt2

= −k(x − y), де k = 4g, g = 981 см/с2; x(t) =

=
2g sin 30t−6

√
g sin

√
gt

g−900 см.

7.
√
x2 + y2 = y − xy′, x2 = C(C − 2y), y = 1− x2

4 .

8. mdv
dt = k1t− k2v, v(0) = 0; v = k1

k2

(
t− m

k2
+ m

k2
e−

k2t
m

)
.

9. Якщо Q(h) – свiтловий потiк, який падає на поверхню
на глибинi h, то при проходженнi через шар води товщиною
dh свiтловий потiк dQ, який поглинається при цьому, дорiв-
нює dQ = −kQdh, де k > 0 – коефiцiєнт пропорцiйностi,
Q = Q0e

−kh, Q = Q0(
2
3)

h
2 , Q1 = Q0(

2
3)

6 ≈ 0, 0878Q0.
10. Нехай x(t) – вмiст вуглекислоти в повiтрi на момент ча-

су t. За час dt вентилятори подали в примiщення 0, 0004adt м3

вуглекислоти, а вийшло з примiщення 0,01xadt м3 вуглекисло-
ти. Тому за dt хв кiлькiсть вуглекислоти в повiтрi зменшилася
на dq = (0, 01x − 0, 0004)adt м3. Позначивши через dx вiдсот-
кове зменшення вмiсту вуглекислоти в повiтрi, знайдемо, що
dq = −10800 · 0, 01dx м3. Прирiвнюючи цi два вирази для dq,
знайдемо диференцiальне рiвняння процесу

(0, 01x− 0, 0004)adt = −10800 · 0, 01dx.

Розв’язавши це рiвняння i скориставшись початковою умовою
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x(0) = 0, 12, одержимо, що

x− 0, 04 = 0, 08e−
at

10800 .

Для знаходження потужностi a вентилятора скористаємося
тим, що x(10) = 0, 06. Тодi 0, 02 = 0, 08e−

a
1080 або e−

a
1080 = 1

4 ,
звiдки випливає, що a = 1080 ln 4 ≈ 1500 м3/хв.

11. Якщо M(x, y) – довiльна точка лiнiї, а P – точка пере-
тину нормалi в точцi M кривої з вiссю Ox, то її координатами
є x + yy′ i 0. Тодi середина N вiдрiзка MP нормалi має ко-
ординати xN = x + yy′

2 i yN = y
2 . Оскiльки точка N лежить

на параболi y2 = ax, то її координати задовольняють рiвняння
параболи, а тому

y2

4
= a

(
x+

yy′

2

)
або y′ − y

2a
= −2x

y
.

Розв’язавши це рiвняння Бернуллi, одержимо, що y2 = 4ax +
4a2 +Ce

x
a . Скориставшись початковою умовою y(0) = 0, знай-

демо, що шуканою лiнiєю є y2 = 4ax+ 4a2
(
1− e

x
a

)
.

12. Якщо M(x, y) – довiльна точка лiнiї, то y
y′ − yy′ = 2x

або y = 2y′

1−(y′)2x. Це рiвняння Лагранжа. Для iнтегрування його
зручно записати у виглядi

x =
1− (y′)2

2y′
y або x =

yx′

2
− y

2x′
,

вважаючи x функцiєю вiд y. Загальний iнтеграл у параметрич-
нiй формi має вигляд x =

Cp

2

(
p− 1

p

)
,

y = Cp,

де x′ = p. Якщо виключити параметр p, то дiстанемо рiвняння
сiм’ї парабол 2Cx = y2 − C2.

13. Нехай S(t) – сума вкладу через t рокiв. Тодi dS
dt =

= 0, 03S, S(0) = 1000, S(t0) = 2000; S(t) = 1000e0,03t, 2 = e0,03t0 ,
t0 =

ln 2
0,03 ≈ 23, 1 року.
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14. mdv
dt = mg − kv2 або dv

dt = g − αv2, α = k
m , v(0) = 0,

S(0) = 0, v =
√

g
α
e2

√
gαt0−1

e2
√

gαt0+1
, S = 1

α ln e
√
gαt0+e−

√
gαt0

2 .
15. Нехай x(t) – кiлькiсть солi в посудинi на момент часу t.

За промiжок часу [t, t+∆t] в посудину надiйде 2∆t л розчину,
який мiстить 0,3 · 2∆t = 0,6 кг солi. За цей же час з посудини
витiкає 2∆t лiтрiв розчину, в якому мiститься 0,2 ·∆t · (x(t) +
α(∆t)) кг солi, де α(∆t) → 0 при ∆t → 0. Прирiст солi за
промiжок часу [t, t+∆t] становитиме x(t+∆t)−x(t) = 0,6∆t−
0,2∆t(x(t) + α(∆t)). Подiливши цей вираз на ∆t i перейшовши
до границi при ∆t→ 0, дiстанемо диференцiальне рiвняння

x′(t) = 0,6− 0,2x(t),

загальним розв’язком якого є

x(t) = 3− Ce−0,2t, C ∈ R.

Оскiльки x(0) = 0, то C = 3, а тому x(t) = 3(1 − e−0,2t). Тодi
y(5) = 3(1− e−1) ≈ 1,9 кг солi.

16. t0 = 2l
σk

√
2g

∫ d
0

√
(d−x)x√
x

dx = 4ld
√
d

3σk
√
2g

, t0 = 4·12·2,6
√
2,6

3·0,01·0,6
√
19,6

≈
≈ 2520 с = 42 хв. Скористатись рiвнiстю (42), де S(x) =
= 2l

√
r2 − (x− r)2 = 2l

√
(d− x)x, d = 2r.

17. Оскiльки площа горизонтального перерiзу S(x) =

= π
4 (d2 + (d1 − d2)

x
h)

2, σ = πd2

4 , то згiдно з формулою (42)

t0 = 1
d2k

√
2g

∫ h
0

(d2+(d1−d2) xh )
2

√
x

dx = 2
√
h

15d2k
√
2g
(3d21 + 4d1d2 + 8d2)

2.

t0 =
2(3·0,82+4·0,8·0,3+8·0,32)

15·0,032·0,62·
√
19,6

≈ 194 c= 3 хв 14 с.
18. Згiдно з умовою пл. OCMA = 2 пл. CBM . Оскiль-

ки пл. OCMA =
∫ x
0 y(ξ)dξ, а пл. CBM = пл. OBMA−

пл. OCMA = xy −
∫ x
0 y(ξ)dξ, то дiстанемо рiвняння∫ x

0
y(ξ)dξ = 2(xy −

∫ x

0
y(ξ)dξ)

або
3

∫ x

0
y(ξ)dξ = 2xy.
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Продиференцiювавши за x обидвi частини цього рiвняння,
одержимо рiвняння з вiдокремлюваними змiнними 3y = 2y +
2xy′ або 2xy′ = y. Загальним розв’язком цього рiвняння є сiм’я
парабол y2 = Cx. Нас цiкавить та з них, що проходить через
точку M0(2, 4), тому C = 8. Отже, шуканою лiнiєю є парабола
y2 = 8x з вершиною в точцi O(0, 0) i вiссю симетрiї Ox.

19. Вважатимемо, що x – висота води в момент часу t.
Розглянемо об’єм води, що витiкає за промiжок часу вiд t до
t + dt. З одного боку, через нижнiй отвiр витече об’єм рiди-
ни dv = kσ

√
2gxdt. З другого боку, внаслiдок витiкання води

висота x дiстане вiд’ємний прирiст dx, тому об’єм витiкаючої
рiдини dv = −πx2 tg2 αdx. Прирiвнявши цi вирази, одержимо
πx2 tg2 αdx = −kσ

√
2gxdt або dx

dt = −µx−
3
2 , де µ = kσ

√
2g

π tg2 α
. Отже,

маємо диференцiальне рiвняння з вiдокремлюваними змiнними
i початкову умову x(0) = h.

Загальний iнтеграл рiвняння 2
5x

5
2 = −µt + C,C ∈ R. За

допомогою початкової умови знаходимо, що C = 2
5h

5
2 , а тому

2
5x

5
2 = −µt+ 2

5h
5
2 . Звiдси випливає, що t = 2

5µ(h
5
2 − x

5
2 ). Якщо

за час t0 витече вся рiдина, то x(t0) = 0, i тому t0 = 2
5µh

5
2 .

Оскiльки α = 30◦, h = 10 см, σ = 0,5 см2, k = 0,6, g = 9,8

см/с2, то µ = 0,6·0,5·
√
19,6

3,14· 1
3

= 0,9·4,43
3,14 = 1,27, t0 = 2

5·1,2710
5
2 ≈
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0,315 · 10
5
2 = 100 с = 1 хв 40 с.

20. Диференцiальне рiвняння руху човна mdv
dt = kv2, де

m – маса човна, v – його швидкiсть, а k – коефiцiєнт пропор-
цiйностi. Загальний розв’язок рiвняння v = − m

kt+Cm . З умови
v(0) = 3 знаходимо C = −1

3 , а з умови v(4) = 1 випливає, що
m
k = −6. Тому v(t) = 6

t+2 . Пiдставивши в цю рiвнiсть t = t0 i
v = 0,01, одержимо, що t0 = 598 с.

21. Якщо v(t) – швидкiсть ракети в момент часу t, то рiв-
няння руху має вигляд (m − at)dvdt − av0 = −g(m − at), а по-
чаткова умова v(0) = 0. Розв’язком цiєї задачi Кошi є v =
= v0 ln

m
m−at − gt. Оскiльки v = ds

dt , де s – висота пiдйому
ракети, то для знаходження s маємо задачу ds

dt = v0 ln
m

m−at−
−gt, s(0) = 0, розв’язком якої є функцiя s = v0

a (m−at) ln m−at
m +

+ v0t − gt2

2 . Очевидно, що t < m
a , бо в протилежному випадку

m
m−at буде вiд’ємним числом.

§ 23 Моделi, якi описуються диференцiальними
рiвняннями другого порядку

Приклад 1 (гармонiчнi коливання). Тягар вагою P
пiдвiшано на вертикальнiй пружинi, довжина якої в природ-
ному станi дорiвнює l. Тягар злегка вiдтягують донизу i потiм
вiдпускають. Знайти закон руху тягаря, нехтуючи масою пру-
жини i опором повiтря.

J Напрямимо вiсь Ox униз вздовж вертикальної прямої, що
проходить через точку крiплення тягаря. Початок координат O
виберемо в положеннi рiвноваги тягаря, тобто в точцi, в якiй
вага тягаря зрiвноважується силою реакцiї пружини.
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Нехай λ – видовження пружини в даний момент, а λст –
статичне видовження, тобто вiд кiнця нерозтягненої пружини
до положення рiвноваги. Тодi λ = λст + x або λ− λст = x.

Диференцiальне рiвняння руху одержимо, скориставшись

другим законом механiки −→
F = m−→a , де m =

P

g
– маса тягаря,

−→a – прискорення руху, −→F – рiвнодiйна прикладених до тягаря
сил. У нашому випадку рiвнодiйна складається з сили натягу
пружини i сили ваги.

Згiдно з законом Гука сила натягу пружини пропорцiйна її
видовженню, тобто дорiвнює −cλ, де c – коефiцiєнт пропорцiй-
ностi, який називається жорсткiстю пружини. Тому диферен-
цiальне рiвняння руху має вигляд

m
d2x

dt2
= −cλ+ P.

Оскiльки в положеннi рiвноваги сила натягу пружини зрiв-
новажується вагою, то P = −cλст. Пiдставивши в диферен-
цiальне рiвняння вираз для P i замiнивши λ − λст через x,

дiстанемо рiвняння у виглядi m
d2x

dt2
= −cx або, позначивши

c

m
через ω2

d2x

dt2
+ ω2x = 0. (1)

Одержане рiвняння описує вiльнi коливання тягаря. Во-
но називається рiвнянням гармонiчного осцилятора. Це
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лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння другого поряд-
ку зi сталими коефiцiєнтами. Його характеристичне рiвняння
k2 + ω2 = 0 має уявнi коренi k = ±iω, вiдповiдно до цього
загальним розв’язком є функцiя

x = C1 cosωt+ C2 sinωt.

Для з’ясування фiзичного змiсту розв’язку зручно звести
його до iншої форми, ввiвши новi довiльнi сталi. Помноживши
i подiливши на

√
C2
1 + C2

2 , дiстанемо

x =
√
C2
1 + C2

2

( C1√
C2
1 + C2

2

cosωt+
C2√

C2
1 + C2

2

sinωt
)
.

Якщо покласти√
C2
1 + C2

2 = A,
C1√

C2
1 + C2

2

= sinφ,
C2√

C2
1 + C2

2

= cosφ,

то розв’язок зводиться до вигляду

x = A sin(ωt+ φ). (2)

Отже, тягар здiйснює гармонiчне коливання навколо положен-
ня рiвноваги.

Величину A називають амплiтудою коливання, а аргу-
мент ωt + φ – фазою коливання. Значення фази при t = 0,
тобто величина φ, називається початковою фазою коливан-

ня. Величина ω =

√
c

m
є частотою коливання. Перiод ко-

ливання T =
2π

ω
i частота ω залежать тiльки вiд жорсткостi

пружини й маси системи.
Швидкiсть руху тягаря одержується диференцiюванням

розв’язку за t:

v =
dx

dt
= Aω cos(ωt+ φ).

Для знаходження амплiтуди i початкової фази необхiдно
задати початковi умови. Нехай, наприклад, у початковий мо-
мент часу t = 0 положення тягаря x = x0 i швидкiсть v = v0.

Тодi x0 = A sinφ, звiдки A =

√
x20 +

v20
ω2

, φ = arctg
ωx0
v0

.
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Якщо ж коливання вiдбуваються в середовищi, опiр якого
пропорцiйний швидкостi руху i, крiм того, на тягар дiє зовнiш-
ня збурююча сила, напрямлена вздовж осi Ox, величина якої
F (t), то тодi рiвняння коливань має вигляд

m
d2x

dt2
+ k

dx

dt
+ c(x) = F (t)

або
d2x

dt2
+ 2b

dx

dt
+ ω2x = f(t), (3)

де

2b :=
k

m
,ω2 :=

c

m
, f(t) :=

F (t)

m
.

Випадок, коли b = 0 i f(t) ≡ 0 озглянуто вище. Тому розгляне-
мо два iншi випадки.

1) Нехай є опiр середовища, тобто b ̸= 0, але вiдсутня зов-
нiшня збурююча сила f(t) ≡ 0. У цьому випадку рiвняння (3)
набуде вигляду

d2x

dt2
+ 2b

dx

dt
+ ω2x = 0. (4)

Коренями його характеристичного рiвняння λ2 + 2bλ+ ω2 = 0
є λ1,2 = −b±

√
b2 − ω2.

Якщо опiр середовища малий, тобто b < ω, то коренi ха-
рактеристичного рiвняння комплекснi λ1,2 = −b ± ω̄i, де ω̄ :=
=

√
ω2 − b2, тому загальний розв’язок рiвняння (4) має вигляд

x(t) = e−bt(C1 cos ω̄t+ C2 sin ω̄t)

або
x(t) = e−btA sin(ω̄t+ φ).

Звiдси випливає, що тягар здiйснює коливання, амплiтуда яких
Ae−bt прямує до нуля при t→ +∞. Такi коливання називають-
ся затухаючими.

При b > ω коренi характеристичного рiвняння дiйснi та
рiзнi, а тому розв’язок рiвняння (3) має вигляд

x(t) = C1e
(−b+

√
b2−ω2)t + C2e

(−b−
√
b2−ω2)t.
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У цьому випадку тягар, не здiйснюючи коливань, наближаєть-
ся до положення рiвноваги (x → 0 при t → +∞). Така сама
ситуацiя i при b = ω.

2) Розглянемо випадок, коли опiр середовища вiдсутнiй (b =
0) але на тягар дiє зовнiшня перiодична збурююча сила f(t) =
a sin pt. Рiвняння (2) набуде вигляду

d2x

dt2
+ ω2x = a sin pt. (5)

Маємо лiнiйне неоднорiдне рiвняння. Для знаходження
його загального розв’язку треба знайти загальний розв’язок
вiдповiдного однорiдного рiвняння (1) i частинний розв’язок
рiвняння (5). Загальний розв’язок однорiдного рiвняння (1)
визначається формулою (2). Залишилось знайти частинний
розв’язок рiвняння (5). Вважатимемо спочатку, що частота p
зовнiшньої перiодичної збурюючої сили не збiгається з часто-
тою власних коливань ω. У цьому випадку частинний розв’язок
шукатимемо у виглядi

x̃ = B sin pt+ C cos pt. (6)

Пiдставивши (6) у рiвняння (5), знайдемо, що B = a
ω2−p2 , C =

0. Отже, частинний розв’язок рiвняння (5) має вигляд

x̃ =
a

ω2 − p2
sin pt,

а загальний розв’язок цього рiвняння

x(t) = A sin(ωt+ φ) +
a

ω2 − p2
sin pt.

З цiєї формули випливає, що коли частота p зовнiшньої збу-
рюючої сили близька до власної частоти коливань тягаря, то
рiзниця ω2 − p2 близька до нуля i амплiтуда коливань сильно
зростає.

Якщо ж p = ω, то частинний розв’язок рiвняння (5) треба
шукати у виглядi

x̃ = t(B sin pt+ C cos pt).
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Пiсля пiдстановки цiєї функцiї в рiвняння (5) знаходимо, що
B = 0, C = − a

2ω . Тому частинним розв’язком є функцiя

x̃ = − at

2ω
cosωt,

а загальний розв’язок рiвняння (5) запишеться так:

x(t) = A sinωt+
at

2ω
cosωt.

Наявнiсть множника t у другому доданку вказує на те, що ам-
плiтуда коливань з часом необмежено зростає. У цьому випад-
ку кажуть, що має мiсце резонанс. I

Приклад 2 (падiння метеорита на Землю). Знайти
швидкiсть, з якою метеорит вдаряється об Землю, припуска-
ючи, що вiн падає прямолiнiйно з нескiнченно великої висоти
i стану спокою, якщо прискорення руху обернено пропорцiйне
квадрату вiдстанi вiд центра Землi.

J Позначимо вiдстань метеорита вiд центра Землi через x.
Тодi згiдно з умовою задачi

d2x

dt2
=

k

x2
,

де k – коефiцiєнт пропорцiйностi.

Оскiльки прискорення
d2x

dt
=

dv

dt
, де v – швидкiсть руху

метеорита, то рiвняння набуде вигляду

dv

dt
=

k

x2

або
v
dv

dx
=

k

x2
,

через те, що
dv

dt
=
dv

dx
· dx
dt

= v
dv

dx
.

Зiнтегрувавши його, дiстанемо

v2

2
= −k

x
+ C,
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де C визначається з початкової умови v = 0 при x → +∞,
тобто C = 0. Отже,

v2 = −2k

x
.

Швидкiсть при падiннi на Землю дiстанемо, пiдставивши
замiсть x радiус Землi R ≈ 6, 377 · 106 м, а коефiцiєнт про-
порцiйностi k виразимо через прискорення сили тяжiння на
поверхнi Землi g = 9, 8 м/с2 i через R. Маємо

−g =
k

R2
або k = −gR2,

де знак мiнус взято тому, що вiдстань x вiдраховується вiд по-
чатку x = 0, а прискорення напрямлене до початку.

Отже, шукана швидкiсть дорiвнює

v =

√
2gR2

R
=
√

2gR =
√

2 · 9, 8 · 6, 377 · 106 =

= 11180 м/с ≈ 11 км/с. I
Приклад 3. Визначити, яку початкову швидкiсть v0 слiд

надати ракетi космiчного корабля масиm для старту з поверхнi
Землi i досягнення Мiсяця.

J Нехай корабель стартує з поверхнi Землi з початковою
швидкiстю v0, причому ракета розмiщена вертикально i на-
прямлена строго до центра Мiсяця. Вважатимемо, що Зем-
ля i Мiсяць – кулi радiусами вiдповiдно Rз ≈ 6377 км i
Rм ≈ 1728 км , прискорення падiння на Землi g ≈ 9,81 м/с2,
на Мiсяцi gм ≈ 1,62 м/с2 ≈ 1

6g, вiдстань Мiсяця вiд Землi
l ≈ 384395 км. При розв’язуваннi задачi враховуватимемо ли-
ше дiї сил тяжiння Землi i Мiсяця на корабель i нехтуватимемо
впливом Сонця та iнших планет.
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Вiсь Ox спрямуємо вiд центра Землi до центра Мiсяця (див.
рисунок). Нехай x – змiнна вiдстань корабля вiд поверхнi Зем-
лi. На корабель дiють сили F⃗1 i F⃗2 – сили взаємодiї вiдповiдно
iз Землею i Мiсяцем, величини яких

F1 =
kmзm

(x+Rз)2
, F2 =

kmмm
(l +Rм − x)2

,

а напрямки протилежнi. Отже, величина загальної сили F⃗ , яка
дiє на корабель

F = − kmзm
(x+Rз)2

+
kmмm

(l +Rм − x)2
.

Згiдно з другим законом механiки

m
d2x

dt2
= − kmзm

(x+Rз)2
+

kmмm
(l +Rм − x)2

(7)

або
d2x

dt2
= − kmз

(x+Rз)2
+

kmм
(l +Rм − x)2

,

де k – коефiцiєнт пропорцiйностi або стала тяжiння.
Оскiльки на поверхнi Землi kmзm

R2з
= mg, а на поверхнi Мi-

сяця kmмm
R2м

= mgм, тобто kmз = gR2з, а kmм = gмR2м, то
одержане вище рiвняння руху корабля набуде вигляду

d2x

dt2
= − gR2з

(x+Rз)2
+

gмR2м
(l +Rм − x)2

.

Очевидно, що
d2x

dt2
=
dv

dt
=
dx

dt

dv

dx
= v

dv

dx
,

тому для визначення швидкостi космiчного корабля матимемо
диференцiальне рiвняння

vdv = (− gR2з
(x+Rз)2

+
gмR2м

(l +Rм − x)2
)dx,
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нтегруючи яке, одержимо

v2

2
=

gR2з
x+Rз

+
gмR2м

l +Rм − x
+ C,C ∈ R.

На початку руху корабля, тобто при x = 0 швидкiсть v =
v0, а тому

C =
v20
2

− gRз − gмR2м
l +Rм

.

Отже,

v2 =
2gR2з
x+Rз

+
2gмR2м

l +Rм − x
+ v20 − 2gRз − 2gмR2м

l +Rм
. (8)

З цього спiввiдношення знайдемо початкову швидкiсть ṽ0,
яку слiд надати космiчному кораблю для досягнення ним зi
швидкiстю v = 0 точки мiж Землею i Мiсяцем, у якiй сумарна
сила тяжiнь Землi й Мiсяця на корабель дорiвнює нулю. Нехай
положення цiєї точки x = ρ. У нiй v = 0, а отже, прискорен-
ня також нульове. З рiвняння (7) дiстаємо для визначення ρ
рiвняння

mз
(ρ+Rз)2

+
mм

(l +Rм − x)2
. (9)

Урахувавши те, що вiдношення mз
mм ≈ 81,53, з (9) знаходимо

ρ ≈ 346990 км.
При x = ρ швидкiсть v = 0, тодi з (8) випливає, що

v20 = 2gRз +
2gмR2м
l +Rм

− 2gR2з
ρ+Rз

− 2gмR2м
l +Rм − ρ

. (10)

Пiдставивши в праву частину цiєї рiвностi числовi значення
величин i врахувавши для спрощення обчислень, що gм = g

6 , а
Rм ≈ Rз

4 , дiстанемо ṽ0 ≈ 11,1 км/с.
Початкова швидкiсть космiчного корабля v0 за умови досяг-

нення поверхнi Мiсяця має бути, очевидно, бiльшою за значен-
ня початкової швидкостi ṽ0, необхiдної для досягнення точки
x = ρ, тобто v0 > 11,1 км/с.
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Якщо в (10) взяти gм = 0 i l → +∞, то знайдемо старто-
ву швидкiсть мiжпланетного корабля v2cm = 2gRз або vcm =√
2gRз ≈ 11,18 км/с.I
Приклад 4 (ланцюгова лiнiя). Гнучкий однорiдний

нерозтяжний канат, який закрiплено кiнцями в двох точках,
провисає пiд дiєю власної ваги. Знайти форму рiвноваги кана-
ту, якщо вага одиницi довжини канату дорiвнює p.

J Припустимо, що лiнiя, вздовж якої розмiщується канат,
лежить у площинi, яку вiзьмемо за координатну площину Oxy.
Виберемо систему координат так, щоб вiсь Ox була розмiщена
горизонтально, а вiсь Oy проходила через найнижчу точку O1

канату.
Видiлимо частину канату O1M мiж точкою O1 i довiльною

точкою M(x, y). Ця частина канату знаходиться пiд дiєю таких
сил:

1) натягу −→
H , прикладеного в точцi O1, напрямленого по

дотичнiй в цiй точцi (горизонтально) i створюваного частиною
AO1 канату;

2) натягу −→
T , прикладеного в точцi M , напрямленого по до-

тичнiй в цiй точцi i створюваного частиною MB канату;
3) навантаження −→

W на частину O1M канату, напрямленого
вниз.

Оскiльки канат знаходиться в рiвновазi, то згiдно з зако-
ном статики, сума проекцiй всiх цих сил на координатнi осi
дорiвнює нулю. Отже,

T cosα−H = 0, T sinα−W = 0,
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де α – кут мiж натягом −→
T i додатним напрямком осi Ox, а H,

T , W – величини вiдповiдних сил.
Якщо в цих рiвностях перенести направо H i W та подiлити

обидвi частини другої рiвностi на вiдповiднi частини першої, то
дiстанемо

tgα =
W

H
.

Оскiльки tgα =
dy

dx
, то одержимо диференцiальне рiвняння

dy

dx
=
W

H
. (11)

Розв’язок цього рiвняння є графiком функцiї, форму якого на-
буває канат у положеннi рiвноваги.

Горизонтальний натяг H – величина стала. Тому якщо вi-
доме навантаження W , то рiвняння (11) можна зiнтегрувати.

Продиференцiювавши за x обидвi частини рiвняння (11),
дiстанемо диференцiальне рiвняння

d2y

dx2
=

1

H

dW

dx
. (12)

У нас W = pS, де S – довжина дуги
⌣

O1M . З курсу ма-

тематичного аналiзу вiдомо, що S =

x∫
0

√
1 +

(dy
dx

)2
dt. Тому

W = p

x∫
0

√
1 +

(dy
dt

)2
dt, а отже,

dW

dx
= p

√
1 +

(dy
dx

)2
. Пiдста-

вивши цей вираз у рiвняння (12), одержимо диференцiальне
рiвняння другого порядку, що не мiстить аргументу x i шука-
ної функцiї y:

d2y

dx2
=

p

H

√
1 +

(dy
dx

)2
. (13)

Пiдстановкою
dy

dx
= u це рiвняння зводиться до рiвняння

першого порядку з вiдокремлюваними змiнними

du

dx
=

1

a

√
1 + u2,
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де a :=
H

p
. Пiсля вiдокремлення змiнних та iнтегрування, одер-

жимо
ln(u+

√
1 + u2) =

x

a
+ lnC1,

звiдки
u+

√
1 + u2 = C1e

x
a , C1 > 0,

або √
1 + u2 = C1e

x
a − u. (14)

Пiднiсши до квадрата обидвi частини рiвностi (14), пiсля спро-
щення дiстанемо

1 = C2
1e

2x
a − 2C1ue

x
a ,

звiдки випливає, що

dy

dx
=
C1

2
e

x
a − 1

2C1
e−

x
a , (15)

оскiльки u =
dy

dx
.

Маємо диференцiальне рiвняння першого порядку. Його за-
гальний розв’язок

y =
aC1

2
e

x
a +

a

2C1
e−

x
a + C2.

Для знаходження сталих C1 i C2 скористаємося тим, що

y(0) = a, y′(0) = 0. (16)

Маємо 
0 =

C1

2
− 1

2C1
,

a =
aC1

2
+

a

2C1
+ C2,

звiдки випливає, що C1 = 1, C2 = 0.
Отже, шуканим розв’язком є функцiя

y =
a

2

(
e

x
a + e−

x
a

)
,
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графiк якої називається ланцюговою лiнiєю. Легко можна

довести, що величина a :=
H

p
є радiусом кривини ланцюгової

лiнiї в нижнiй точцi O1. I
Приклад 5. Тонкий однорiдний стержень довжиною l, зна-

ходиться в станi теплової рiвноваги, тобто температура його
точок не змiнюється з часом. Через поверхню стержня вiдбу-
вається теплообмiн за законом Ньютона з навколишнiм сере-
довищем, температура якого u0. Вважаючи, що температура
в усiх точках поперечного перерiзу однакова, знайти її залеж-
нiсть вiд координати точки перерiзу, якщо на лiвому кiнцi вона
дорiвнює u1, а на правому u2 < u1.

J Нехай вiсь Ox збiгається з вiссю стержня, σ – периметр
поперечного перерiзу, S – площа цього перерiзу, χ – коефiцiєнт
зовнiшньої теплопровiдностi, k – коефiцiєнт внутрiшньої тепло-
провiдностi, u(x) – температура в точках поперечного перерiзу
в точцi з координатою x.

Вiзьмемо елемент стержня [x, x+∆x] (див. рисунок) i пiд-
рахуємо змiну кiлькостi тепла в ньому за час ∆t.

Через бiчнi перерiзи вiдбувається випромiнювання тепла
за законом Фур’є: кiлькiсть тепла, яка випромiнюється за
одиницю часу тiлом, що знаходиться в станi теплової рiвно-
ваги, температура u якого в кожнiй точцi є функцiєю тiльки
однiєї координати x, визначається формулою

Q = −χS(x)du
dx
,

де S(x) – площа поперечного перерiзу, перпендикулярного на-
прямку поширення тепла, χ – коефiцiєнт теплопровiдностi.

Згiдно з цим законом за час ∆t через лiву межу пере-
рiзу пройде кiлькiсть тепла – χS du(x)dx ∆t, а через праву –
χS du(x+∆x)

dx ∆t. Отже, за час ∆t, видiлений елемент стержня
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набуде кiлькiсть тепла

χS
du(x)

dx
∆t− (−χSdu(x+∆x)

dx
∆t) =

= χS(
du(x+∆x)

dx
− du(x)

dx
)∆t ≈ χS

d2u(x)

dx2
∆x∆t.

Через бiчну поверхню елемента, згiдно з законом Ньютона,
проходить кiлькiсть тепла

kσ(u(x)− u0)∆x∆t.

Оскiльки процес стацiонарний, то цi кiлькостi тепла однаковi,
тобто

χS
d2u(x)

dx2
∆x∆t = kσ(u(x)− u0)∆x∆t

або
d2u(x)

dx2
− a2(u(x)− u0) = 0 (17)

де a2 := kσ
χS .

Замiною z(x) = u(x)− u0 зведемо рiвняння до вигляду

dz(x)

dx
− a2z(x) = 0.

Загальний розв’язок цього рiвняння z(x) = C1e
ax + C2e

−ax.
Тому

u(x) = u0 + C1e
ax + C2e

−ax. (18)

Згiдно з умовою u(0) = u1, u(l) = u2, тому маємо крайову
задачу для рiвняння (17). Задовольнивши функцiєю (8) край-
овi умови, дiстанемо{

u1 − u0 = C1 + C2,
u2 − u0 = C1e

al + C2e
−al.

Звiдси випливає, що

C1 =
(u2 − u0)− (u1 − u0)e

−al

2 sh al
,
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C2 =
(u1 − u0)e

al − (u2 − u0)

2 sh al
. (19)

Якщо пiдставити (19) у (18), то матимемо

u(x) = u0 +
(u2 − u0) sh ax− (u1 − u0) sh a(l − x)

sh al
, (20)

де sh t := e t−e−t

2 , a =:
√

kσ
χS .

Аналiз виразу (20) приводить до такого висновку: мiнiмаль-
на температура точок стержня нижча, нiж та, яка пiдтри-
мується на правому холоднiшому кiнцi. Цей мiнiмум буде тим
рiзкiшим, чим бiльша величина a. При a, близькому до нуля,
розв’язок буде близьким до лiнiйного i мiнiмуму не матиме. I

Приклад 6. Розглянемо модель ринку з прогнозованими
цiнами, коли попит d i пропозицiя s залежать вiд цiни p(t),
тенденцiя формування цiни p′(t) i темпу змiни цiни p′′(t), яка
описується рiвностями

d(t) = 3p′′(t)− p′(t)− 2p(t) + 18,

s(t) = 4p′′(t) + p′(t) + 3p(t) + 3. (21)

Треба знайти залежнiсть цiни p вiд часу t.
J Обгрунтуємо рiвностi (21). Очевидно, що попит пiдiгрi-

вається темпом змiни цiни: якщо p′′ > 0, то на ринку зростає
iнтерес до товару, а якщо p′′ < 0, то падає. Швидке зростання
цiни вiдлякує покупцiв, а тому доданок з першою похiдною p′

входить у d(t) зi знаком мiнус.
Пропозицiя s(t) пришвидшується темпом змiни цiни, а то-

му коефiцiєнт при p′′(t) в s(t) бiльший, нiж в d(t). Зростання
цiни також збiльшує пропозицiю, а тому доданок з p′ входить
у вираз для s(t) iз знаком плюс.

З умови рiвноваги ринку d(t) = s(t), випливає, що

p′′(t) + 2p′(t) + 5p(t) = 15. (22)

Рiвняння (22) є лiнiйним неоднорiдним рiвнянням другого по-
рядку.
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Розглянемо спочатку вiдповiдне лiнiйне однорiдне рiвняння

p′′(t) + 2p′(t) + 5p(t) = 0. (23)

Оскiльки характеристичне рiвняння λ2 +2λ+5 = 0 має коренi
λ1,2 = −1 ± 2i, то загальний розв’язок рiвняння (23) визна-
чається формулою

p 3.0.(t) = e−t(C1 cos 2t+ C2 sin 2t), {C1, C2} ⊂ R.

Частинний розв’язок p̃ неоднорiдного рiвняння (22) шука-
тимемо у виглядi p̃(t) = p0, де p0 – стала, яка є усталеною цiною
товару. Пiдставивши p̃ в рiвняння (22), дiстанемо, що p0 = 3.

Отже, загальний розв’язок рiвняння (22) має вигляд

p(t) = 3 + e−t(C1 cos 2t+ C2 sin 2t). (24)

Очевидно, що p(t) → p0 = 3 при t → +∞, тому всi iнте-
гральнi лiнiї мають горизонтальну асимптоту p = 3 i колива-
ються навколо неї. Це означає, що всi цiни прямують до цiни
p0 = 3, коливаючись навколо неї, причому амплiтуда цих ко-
ливань затухає з часом.

Наведемо частиннi випадки, коли задано деякi додатковi
умови, а саме задачу Кошi та мiшану задачу.

Задача Кошi. Нехай в початковий момент часу t = 0 вiдомi
цiна i тенденцiя її змiни, тобто

p(0) = 4, p′(0) = 1. (25)

Пiдставляючи першу з цих умов в (24), дiстаємо C1+3 = 4 або
C1 = 1. Тому

p(t) = 3 + e−t(cos 2t+ C2 sin 2t). (26)

Продиференцiювавши, одержимо

p′(t) = e−t((2C2 − 1) cos 2t− (C2 + 2) sin 2t). (27)

Задовольнивши другу з умов (25), знайдемо, що 2C2 − 1 = 1
або C2 = 1. Отже, розв’язок задачi (22), (25) має вигляд

p(t) = 3 + e−t(cos 2t+ sin 2t)
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або
p(t) = 3 +

√
2e−t cos(2t− π

4
). (28)

На рисунку лiнiя L1 є графiком розв’язку (28).

Мiшана задача. У початковий момент часу t = 0 вiдомi цiна
i попит, тобто

p(0) = 4, d(0) = 16. (29)

Перша умова у (29) така сама, як i у випадку (25), тому p(t)
виражається формулою (26). Тодi p′ знаходиться з формули
(27), а

p′′(t) = −e−t((4C2 − 3) cos 2t+ (3C2 − 5) sin 2t).

Тодi p′(0) = 2C2 − 1, p′′(0) = −4C2 − 3. Пiдставивши значен-
ня p(0), p′(0) i p′′(0) в умову d(0) = 16, матимемо, скористав-
шись виглядом d(t) першої з формул (21), що C2 = −1. Тому
розв’язок мiшаної задачi має вигляд

p(t) = 3 + e−t(cos 2t− sin 2t)

або
p(t) = 3−

√
2e−t cos(2t− π

4
).

На рисунку графiком цiєї функцiї є лiнiя L2.I

Вправи

1. Тiло маси m кинуто вертикально вгору з початковою
швидкiстю v0. Припускаючи, що опiр повiтря пропорцiйний
квадрату швидкостi, знайти швидкiсть руху тiла i час досяг-
нення найбiльшої висоти.
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2. Матерiальна точка маси m притягується кожним з двох
центрiв iз силою, пропорцiйною вiддалi. Вiдстань мiж центра-
ми дорiвнює 2b. У початковий момент точка перебуває в станi
спокою на вiддалi c вiд її середини. Знайти закон руху точки.

3. Знайти час, необхiдний для того, щоб упасти тiлу на Зем-
лю з висоти 400000 км (приблизно вiдстань Мiсяця вiд центра
Землi), якщо ця висота обчислюється вiд центра Землi i радiус
Землi дорiвнює приблизно 6400 км.

4. Затухаючi коливання. Знайти закон руху тягаря в
умовах прикладу 1 з урахуванням опору середовища, який про-
порцiйний швидкостi руху.

5. Ланцюг довжиною 6 м сповзає зi стола без тертя. Якщо
рух починається з моменту, коли звисає 1 м ланцюга, то за
який час сповзе весь ланцюг?

6. Знайти закон руху s(t) точки, якщо прискорення зале-
жить вiд часу за формулою a = 1,2 t, причому s(0) = 0, а
s(5) = 20.

7. Тiло маси m ковзає по горизонтальнiй площинi пiд дiєю
поштовху, який надав тiлу початкову швидкiсть v0. На тiло дiє
сила тертя, що дорiвнєю −km. Знайти вiдстань, яку тiло може
пройти.

8. Тягар вагою P пiдвiшано на вертикальнiй пружинi, до-
вжина якої в природному станi дорiвнює l. На вантаж дiє пе-
рiодична збурююча сила Q sin pt, де Q i p – сталi. Знайти закон
руху вантажу, нехтуючи масою пружини i опором середовища.

9. Знайти закон руху матерiальної точки маси m, яка ру-
хається по прямiй пiд дiєю сили величиною F = ke−αt, де k –
коефiцiєнт пропорцiйностi, α > 0, якщо початковi положення
та швидкiсть дорiвнюють нулю.

10. Матерiальна точка масиm рухається по прямiй пiд дiєю
сили величиною A sinwt у середовищi, опiр якого пропорцiйний
швидкостi точки. Знайти закон руху x(t) точки, якщо її почат-
ковi положення та швидкiсть нульовi.

11. Матерiальна точка маси m рухається вздовж прямої до
центра, що притягує її з силою, обернено пропорцiйною третьо-
му степеню вiдстанi. Знайти закон руху, якщо вiн починається
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з точки (a, 0), яка перебуває в станi спокою.
12. У моторного човна, що рухається прямолiнiйно зi швид-

кiстю 10 км/год, вимикають мотор. При русi човен зазнає
опору води, сила якого пропорцiйна швидкостi руху. Знайти
швидкiсть човна через одну хвилину пiсля вимкнення мотору i
шлях, пройдений за цей час, якщо через 20 с пiсля вимкнення
мотора його швидкiсть знизилась до 6 км/год.

13. Вузька трубка обертається зi сталою кутовою швид-
кiстю w навколо перпендикулярної до неї вертикальної осi. У
початковий момент на вiдстанi x0 вiд осi всерединi трубки ле-
жить кулька масою m. Вважаючи, що тертя вiдсутнє i в по-
чатковий момент швидкiсть кульки в трубi дорiвнювала нулю,
знайти закон руху кульки в трубi.

14. Автомобiль масою m рухається зi швидкiстю v горизон-
тальною слизькою дорогою. Знайти гальмiвний шлях автомобi-
ля при аварiйному гальмуваннi, якщо сила опору повiтря про-
порцiйна другому степеню швидкостi, коефiцiєнт тертя колiс
об дорогу µ, горизонтальна складова сили тертя k1, а верти-
кальна – k2.

Вiдповiдi

1. Диференцiальне рiвняння руху тiла md2s
dt2

= −mg−
−k(dsdt )

2 або dv
dt = −g − αv2, де v = ds

dt , α = k
m , v(0) = v0.

Розв’язок задачi має вигляд arctg
√

α
g v = −√

gαt+arctg
√

α
g v0.

У момент t = t0, досягнення найбiльшої висоти, швидкiсть v

дорiвнює нулю, а тому t0 =
arctg

√
α
g
v0

√
gα або t0 =

arctg
√

k
mg

v0√
kg
m

.

2. Якщо початок координат вибрати посерединi вiддалi мiж
центрами, то рiвняння руху матиме вигляд d2x

dt2
= k(b − x)−

−k(b + x) або d2x
dt2

= −2kx, k > 0. Початковi умови: x(0) = c,
dx(0)
dt = 0. Розв’язком задачi є функцiя x = c cos

√
2k
m t.

3. d2x
dt2

= − k
x2

, де x – вiдстань тiла вiд центра Землi; t0 ≈
≈ 122 год.

4. До сил, якi дiють на тягар, треба додати силу опору сере-
довища −→

R = −µ−→v . Диференцiальне рiвняння руху в проекцiї
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на вiсь Ox має вигляд

m
d2x

dt2
= −cx− µ

dx

dt

або
d2x

dt2
+ 2r

dx

dt
+ ω2x = 0,

де 2r = µ
m , ω2 = c

m . Характеристичне рiвняння k2 +2rk+ω2 =

0 має коренi k1,2 = −r ±
√
r2 − ω2. Характер руху повнiстю

визначається цими коренями. Можливi три випадки.
1) Якщо r2 − ω2 < 0, тобто опiр середовища невеликий, то

загальним розв’язком рiвняння є

x = e−rt(C1 cosβt+ C2 sinβt), {C1, C2} ⊂ R,

де β =
√
ω2 − r2. Ввiвши позначення C1 =: A sinφ, C2 =

=: A cosφ, одержимо

x = Ae−rt sin(βt+ φ).

Тут Ae−rt – амплiтуда, β – частота, φ – фаза коливань, а
T = 2π

β = 2π√
ω2−r2 – перiод коливань. У цьому випадку частота

стала, а амплiтуда коливань зменшується з часом, що можна
оцiнити за допомогою декремента затухання, тобто вiдно-
шення амплiтуд коливань, вiддiлених одним перiодом,

∆ :=
Ae−rt

Ae−r(t+T )
= erT ,

чи логарифмiчним декрементом ln∆ = rT.
2) Якщо опiр середовища великий i r2−ω2 > 0, то поклавши

r2 − ω2 = h2, дiстанемо загальний розв’язок рiвняння

x = C1e
−(r+h)t + C2e

−(r−h)t, {C1, C2} ⊂ R.

Звiдси видно, що рух аперiодичний i не має коливного харак-
теру.

3) У випадку, коли r2 − ω2 = 0, загальний розв’язок має
вигляд

x = e−rt(C1 + C2t).
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Очевидно, що коли t→ +∞, то x→ 0 у випадках 2) i 3).
5. 6d

2s
dt2

= gs, де s – довжина ланцюга, що звисає, t0 =

=
√

6
g ln(6 +

√
35).

6. Нехай s(t) – залежнiсть шляху вiд часу, тодi диферен-
цiальне рiвняння руху d2s

dt2
= 1,2t. Загальним розв’язком цього

рiвняння є s(t) = 0,2 t3 + C1t + C2, {C1, C2} ∈ R. Розв’язком
задачi є s(t) = 0,2 t3 − t.

7. Якщо s(t) – залежнiсть шляху вiд часу, то рiвняння ру-
ху md2s

dt2
= −km або d2s

dt2
= −k. Загальним розв’язком цього

рiвняння є s(t) = −kt2

2 + C1 + C2. Оскiльки s(0) = 0, s′(0) = v0,
то s(t) = −kt2

2 + v0t. Якщо тiло зупинилось, то s′(t0) = 0, тобто

−kt0 + v0 = 0, t0 =
v0
k . Тому s(t0) = −

−k v20
k2

2 +
v20
k або S(t0) =

v20
2k .

8. Аналогiчно до прикладу 1, дiстанемо рiвняння md2x
dt2

=

= −cx+Q sin pt, де m = P
g – маса тягаря, c – коефiцiєнт про-

порцiйностi, який називається жорсткiстю пружини. Ввiвши
позначення w2 := c

m , q := Q
m , одержимо рiвняння d2x

dt2
+ w2x =

= q sin pt. Розв’язавши це лiнiйне неоднорiдне рiвняння зi ста-
лими коефiцiєнтами, отримаємо:

1) x(t) = q
w2−p2 sin pt+A sin(wt+φ), якщо p ̸= w. Тут перший

доданок визначає вимушенi коливання, викликанi збурюючою
силою Q sin pt, другий – вiльнi коливання;

2) x(t) = − q
2w t coswt + A sin(wt + φ), якщо p = w. Як i ви-

ще перший доданок визначає вимушенi коливання. Амплiтуда
цих коливань q

2w t може стати достатньо великою навiть тодi,
коли q невелике, тобто можна одержати як завгодно велику
амплiтуду при малих збурюючих силах. Це явище називаєть-
ся резонансом. Отже, резонанс наступає тодi, коли частота
збурюючої сили збiгається з частотою власних коливань.

9. Згiдно з другим законом Ньютона mx′′(t) = ke−αt або
x′′(t) = k

me
−αt, де x(t) – закон руху точки. Загальний розв’язок

одержаного диференцiального рiвняння x(t) = k
mα2 e

−αt+C1t+
+ C2. Оскiльки згiдно з умовою задачi x(0) = 0, x′(0) = 0, то
C1 =

k
mα , C2 = − k

mα2 , а тому x(t) = k
mα2 (e

−αt + αt− 1).
10. Диференцiальне рiвняння руху має вигляд mx′′(t)+
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+ kx′(t) = A sinwt, де k – коефiцiєнт пропорцiйностi, а по-
чатковi умови x(0) = 0, x′(0) = 0. Розв’язавши рiвняння i за-
давольнивши початковi умови, одержимо закон руху x(t) =

= A
kw − Am

k2+w2m2 (
mw
k e− k

m
t + k

mw coswt+ sinwt).

11. Математична модель задачi така: md2x
dt2

= − k
x3

, де k

– коефiцiєнт пропорцiйностi, x(0) = a, dx(0)dt = 0. Для iнте-
грування рiвняння, помножимо його на 2x′. Тодi одержимо
2x′x′′ = −2k

m
x′

x3
або ((x′)2)′ = k

m( 1
x2
)′. Звiдси знаходимо, що

(x′)2 = k
m( 1

x2
+ 1

C1
). Скориставшись початковими умовами, ма-

тимемо C1 = −a2. Отже, dx
dt = ±k

√
a2−x2
amx . Зiнтегрувавши це

рiвняння i врахувавши початкову умову, дiстанемо закон руху
a2 − x2 = ( k

am)2t2.
12. Математична модель руху човна така: md2x

dt2
=

= −k dxdt , x(0) = 0, x′(0) = 10 км/год. Розв’язком цiєї задачi Ко-
шi є функцiя x(t) = 10m

k (1 − e− k
m
t). Оскiльки x′(t) = 10e− k

m
t,

а x′( 1
180) = 6, то 6 = 10e− k

180m , e− k
m = (0,6)180, k

m = −180 ln 0,6,
k
m = 180·0,5108 = 91,944. Отже, x′( 1

60) = 10(0,6)
180
60 = 10(0,6)3 =

= 2,16 км/год, x( 1
60) =

10−2,16
91,944 = 7,84

91,944 ≈ 85,3 м.
13. Нехай x(t) – положення кульки в трубцi у момент часу

t.

Оскiльки кулька рухається в трубцi без тертя, то на неї дiє
лише вiдцентрова сила величиною F = mw2x. Скориставшись
другим законом Ньютона, одержимо диференцiальне рiвняння
mx′′(t) = mw2x(t) або x′′ −w2x = 0. Розв’язавши це рiвняння i
задовольнивши початковi умови, дiстанемо закон руху кульки
x(t) = x0

2 (e
−wt + ewt).

14. Нехай x(t) – шлях, який пройшов автомобiль за час t вiд
початку гальмування, а x′(t) – його швидкiсть. З умови задачi
випливає, що x(0) = 0, x′(0) = v.
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Згiдно з другим законом механiки mx′′(t) = −k1x′2(t)−
− µ(mg−k2x′2(t)), де I := mx′′(t) – сила iнерцiї, F1 := −k1x′2(t),
F2 := µ(mg − k2x

′2(t)) – сили тертя, g = 9,8 м/с2 – прискорен-
ня сили земного тяжiння. Отже, маємо диференцiальне рiв-
няння mx′′ + (k1 − µk2)x

′2 = −µmg або x′′ + kx′2 = −µg,
де k := k1−µk2

m . Розв’язавши одержане рiвняння i врахував-
ши початковi умови, знайдемо гальмiвний шлях автомобiля
x = m

2(k1−µk2) ln(1 +
mv2

k1−µk2 ).

§ 24. Задачi, якi описуються системами
диференцiальних рiвнянь

Приклад 1 (екологiчна модель розвитку суспiль-
ства). Швидкiсть змiни кiлькостi населення збiльшується про-
порцiйно його кiлькостi x i зменшується пропорцiйно до кiль-
костi y шкiдливих викидiв, якi потрапляють у навколишнє се-
редовище. Крiм того, швидкiсть видiлення шкiдливих речовин
також пропорцiйна x. Скласти математичну модель задачi i
визначити залежнiсть кiлькостi населення вiд часу.

J Згiдно з умовою задачi маємо
dx

dt
= k1x− k2y,

dy

dt
= k3x,

де k1, k2 i k3 – сталi.
Для того щоб розв’язати цю систему, зведемо її до одного

диференцiального рiвняння другого порядку, продиференцiю-
вавши перше рiвняння i пiдставивши в нього друге. Маємо

d2x

dt2
= k1

dx

dt
− k2k3x
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або
d2x

dt2
− k1

dx

dt
+ k2k3x = 0.

Одержали лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння дру-
гого порядку зi сталими коефiцiєнтами. Характеристичне рiв-
няння для нього має вигляд

λ2 − k1λ+ k2k3 = 0,

а його коренями є

λ1,2 =
k1
2

±
√
k21
4

− k2k3.

При цьому можливi три випадки.
1) Якщо k21 > 4k2k3, то λ1, λ2 рiзнi й дiйснi. Тодi

x(t) = C1e
λ1t + C2e

λ2t, t > 0,

тобто x необмежено зростає зi зростанням t.

2) Якщо k21 = 4k2k3, то λ1 = λ2 =
k1
2

. Тодi

x(t) = (C1 + C2t)e
k1
2
t, t > 0,

а це означає, що швидкiсть зростання знижується, але зростан-
ня ще залишається необмеженим.

3) Якщо k21 < 4k2k3, то λ1,2 =
k1
2

± iβ, де β =

√
k2k3 −

k21
4

.
Тодi

x(t) = e
k1
2
t(C1 cosβt+ C2 sinβt), t > 0.

Оскiльки фактично k1, k2, k3 змiнюються повiльно з часом,
то наближено розв’язки в усiх трьох випадках можна порiв-
нювати на однiй кривiй. Спочатку матимемо iнтенсивне експо-
ненцiальне зростання кiлькостi людей, потiм через погiршення
умов воно починає сповiльнюватися i, нарештi, спадати до ну-
ля, бо x не може бути вiд’ємним. I

Приклад 2 (розпад речовини). Деяка речовина A роз-
падається на двi речовини B i C. Швидкiсть утворення кожної
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з цих речовин пропорцiйна кiлькостi речовини, що не розкла-
лася. Нехай x(t) i y(t) – кiлькiсть речовин B i C, якi утворилися
на момент часу t. Знайти закон їхньої змiни, знаючи, що в по-
чатковий момент часу x i y дорiвнюють нулю, а через годину

x =
3

8
m0, y =

1

8
m0, де m0 – початкова кiлькiсть речовини.

J Згiдно з умовою задачi маємо
dx

dt
= k1(m0 − x− y),

dy

dt
= k2(m0 − x− y),

(1)

бо на момент часу t залишилося m0−x− y речовини A, яка не
розклалася. Отже, процес описується системою двох лiнiйних
рiвнянь першого порядку.

Розв’яжемо систему (1), звiвши її до одного рiвняння друго-
го порядку. Продиференцiювавши перше рiвняння, дiстанемо

d2x

dt2
= −k1

(dx
dt

+
dy

dt

)
. (2)

Пiдставляючи в рiвнiсть (2) значення
dy

dt
з другого рiвняння

системи (1), одержуємо

d2x

dt2
= −k1

(dx
dt

+ k2(m0 − x− y)
)
. (3)

Виключивши y з рiвняння (3) i першого рiвняння системи
(1), знаходимо

d2x

dt2
+ (k1 + k2)

dx

dt
= 0. (4)

Рiвняння (4) є лiнiйним однорiдним рiвнянням другого поряд-
ку. Характеристичне рiвняння для нього має вигляд

λ2 + (k1 + k2)λ = 0.

Його коренями є λ1 = 0 i λ2 = −(k1 + k2), тому загальним
розв’язком рiвняння (4) є функцiя

x(t) = C1 + C2e
−(k1+k2)t, {C1, C2} ⊂ R.
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Для знаходження y пiдставимо x i
dx

dt
у перше рiвняння систе-

ми (1) i розв’яжемо його вiдносно y:

dx

dt
= −C2(k1 + k2)e

−(k1+k2)t,

−C2(k1 + k2)e
−(k1+k2)t = k1(m0 − C1 − C2e

−(k1+k2)t − y),

звiдки

y = m0 +
k2
k1
C2e

−(k1+k2)t − C1.

Отже, розв’язок системи має вигляд x(t) = C1 + C2e
−(k1+k2)t,

y(t) = m0 +
k2
k1
C2e

−(k1+k2)t − C1, {C1, C2} ⊂ R. (5)

Знайдемо C1 i C2, скориставшись початковими умовами
x(0) = 0, y(0) = 0:  C1 + C2 = 0,

C1 −
k2
k1
C2 = m0,

звiдки

C1 =
k1m0

k1 + k2
, C2 = − k2m0

k1 + k2
.

Пiдставляючи цi значення в (5), дiстаємо
x(t) =

k1m0

k1 + k2
(1− e−(k1+k2)t),

y(t) =
k2m0

k1 + k2
(1− e−(k1+k2)t), t > 0.

(6)

Невiдомi коефiцiєнти k1 i k2 знайдемо з додаткових умов

x(1) =
3

8
m0, y(1) =

1

8
m0. Маємо

3m0

8
=

k1m0

k1 + k2
(1− e−(k1+k2)),

m0

8
=

k2m0

k1 + k2
(1− e−(k1+k2)).

(7)
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Iз системи (7) знайдемо, що

k1
k2

= 3, k1 = 3k2

i тому
m0

8
=
m0

4
(1− e−4k2)

або
e−4k2 =

1

2
.

Звiдси випливає, що

4k2 = ln 2

або
k2 =

1

4
ln 2.

Оскiльки
k1 =

3

4
ln 2,

то
k1 + k2 = ln 2

або
ek1+k2 = 2. (8)

Тодi
k1

k1 + k2
=

3

4
,

k2
k1 + k2

=
1

4
. (9)

Пiдставляючи (8), (9) в рiвностi (6), остаточно знаходимо
x =

3m0

4
(1− 2−t),

y =
m0

4
(1− 2−t)

або 
x(t) =

3m0

4

(
1− 1

2t

)
,

y =
m0

4

(
1− 1

2t

)
, t > 0. I
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Приклад 3 (розмноження бактерiй). Деякi бактерiї
розмножуються зi швидкiстю, пропорцiйною наявнiй їхнiй
кiлькостi, але одночасно виробляють отруту, яка знищує їх
пропорцiйно кiлькостi бактерiй. Швидкiсть вироблення отру-
ти пропорцiйна наявнiй кiлькостi бактерiй. Довести, що число
бактерiй y спочатку зростає до деякого найбiльшого значення
M , а потiм спадає до нуля.

J Позначимо кiлькiсть бактерiй на момент часу t через y(t),
а кiлькiсть отрути на цей момент часу через x(t). Згiдно з умо-
вою задачi маємо систему диференцiальних рiвнянь

dy

dt
= ky − k1xy,

dx

dt
= k2y,

(10)

де
dy

dt
i
dx

dt
– вiдповiдно швидкiсть розмноження бактерiй i

швидкiсть вироблення отрути, а k, k1, k2 – коефiцiєнти про-
порцiйностi.

Подiливши обидвi частини першого рiвняння з (10) на вiд-
повiднi частини другого, матимемо диференцiальне рiвняння

dy

dx
=

k

k2
− k1
k2
x,

звiдки, пiсля iнтегрування, дiстанемо

y =
k

k2
x− k1

2k2
x2 + C1.

Оскiльки x = 0 при y = 0, то C1 = 0, а тому зв’язок мiж
числом бактерiй i кiлькiстю отрути визначається формулою

y = ax− bx2, (11)

де

a :=
k

k2
, b :=

k1
2k2

. (12)

Графiк функцiї, яка визначається рiвнiстю (11), є пара-
болою, що проходить через початок координат i через точку
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A
(a
b
, 0
)
, з вiссю симетрiї, паралельною до осi Oy, i з верши-

ною в точцi O1

( a
2b
,
a2

4b

)
. Отже,

ymax =
a2

4b
=

k2

2k1k2
(13)

або

M =
k2

2k1k2
.

Знайдемо тепер залежнiсть кiлькостi бактерiй вiд часу t.
Для цього перетворимо рiвнiсть (11) до вигляду

bx2 − ax+ y = 0

i розв’яжемо вiдносно x:

x =
a

2b
±
√

a2

4b2
− y

b
. (14)

Поставимо цей вираз у перше рiвняння з (10):

dy

dt
= ky − k1a

2b
y ∓ k1y

√
a2

4b2
− y

b
. (15)

Взявши до уваги спiввiдношення (12) i (13), побачимо, що
перший i другий доданки в правiй частинi (15) взаємно зни-
щуються, а третiй дорiвнює ±ky

√
1− y

M . Тому рiвняння (15)
набуде вигляду

dy

dt
= ∓ky

√
1− y

M
, (16)

яке є рiвнянням з вiдокремлюваними змiнними. Вiдокремивши
змiннi, зведемо його до вигляду

dy

y
√

1− y
M

= ∓kdt.
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Iнтеграл I :=

∫
dy

y
√

1− y
M

знайдемо за допомогою пiдста-

новки √
1− y

M
= z,

з якої випливає, що y =M(1− z2), а dy = −2Mzdz. Тому

I = −2

∫
dz

1− z2
= ln

∣∣∣1− z

1 + z

∣∣∣+ C2.

Отже, загальний iнтеграл рiвняння (16) має вигляд

ln
∣∣∣1− z

1 + z

∣∣∣+ C2 = ∓kt.

Сталу C2 визначимо з початкової умови y = M при t = 0,
з якої випливає, що z = 0, а тому, C2 = 0, i, отже, частинний
iнтеграл рiвняння (16) має вигляд

1− z

1 + z
= e∓kt,

звiдки

z =
e±

kt
2 − e∓

kt
2

e±
kt
2 + e∓

kt
2

.

Повертаючись до попереднiх величин y i M , дiстанемо√
1− y

M
=
e±

kt
2 − e∓

kt
2

e±
kt
2 + e∓

kt
2

.

Пiднiсши обидвi частини цiєї рiвностi до квадрата i
розв’язавши одержане рiвняння вiдносно y, дiстанемо

y =M
(
1−

(e± kt
2 − e∓

kt
2

e±
kt
2 + e∓

kt
2

)2)
, t > 0. I

Приклад 4 (рiвновага газiв у сполучених посуди-
нах). У двох посудинах об’ємами v1 i v2 вiдповiдно мiстить-
ся один i той самий газ. Тиск газу в початковий момент часу
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дорiвнює p1 у першiй посудинi i p2 – у другiй. Посудини з’єднанi
трубкою, якою газ перетiкає з однiєї посудини в другу, причо-
му кiлькiсть цього газу пропорцiйна рiзницi квадратiв тискiв.
Знайти тиски p1 i p2 в обох посудинах на момент часу t пiсля
того, як посудини було з’єднано.

J Нехай a – кiлькiсть газу, яка перетiкає за одиницю часу
при рiзницi тискiв, що дорiвнює одиницi. Тодi за час dt з од-
нiєї посудини в другу перетече кiлькiсть газу a(p21 − p22)dt. Ця
кiлькiсть дорiвнює зменшенню газу за час dt в однiй посудинi
i збiльшенню за цей же час – в другiй. Тому маємо систему
диференцiальних рiвнянь{

bv2
dp2
dt = a(p21 − p22),

bv1
dp1
dt = −a(p21 − p22),

(17)

де b – маса одиницi об’єму, коли тиск дорiвнює одиницi.
Вiднявши почленно рiвняння системи (17), одержимо

v1
dp1
dt

+ v2
dp2
dt

= 0,

звiдки
v1p1 + v2p2 = C1. (18)

Помножимо обидвi частини першого рiвняння системи (17)
на v1p1, а другого – на v2p2 i додамо почленно:

a(p21 − p22)(v1p1 + v2p2) = bv1v2(p1
dp2
dt

− p2
dp1
dt

). (19)

Врахувавши (18) i подiливши обидвi частини (19) на p21, дiста-
немо

d

dt
(
p2
p1

) = k(1− (
p2
p1

)2), (20)

де k := aC1
bv1v2

.
Нехай p2

p1
= z, тодi рiвняння, пiсля вiдокремлення змiнних,

набуде вигляду
dz

1− z2
= kdt,
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звiдки
ln |1 + z

1− z
| = 2kt+ ln |C2|, C2 ̸= 0,

або
1 + z

1− z
= C2e

2kt, C2 ∈ R. (21)

Повернувшись у (21) до замiни p2
p1

= z, одержимо

p1 + p2
p1 − p2

= C2e
2kt. (22)

Сукупнiсть рiвностей (18) i (22) визначає загальний розв’язок
системи (17).

Якщо в початковий момент часу t = 0 p1 = p10, а p2 = p20,
то з рiвностi (18) отримуємо

C1 = p10v1 + p20v2, (23)

а з рiвностi (22) –

C2 =
p10 + p20
p10 − p20

. (24)

З рiвностей (18) i (22) знаходимо шуканi тиски p1(t) i p2(t) в
довiльний момент часу t, при цьому сталi C1 i C2 визначаються
формулами (23) i (24). I

Приклад 5 (рух снаряда). Снаряд вилiтає з гармати з
початковою швидкiстю v0 пiд кутом α до горизонту. Знайти
рiвняння руху снаряда, вважаючи опiр повiтря пропорцiйним
швидкостi руху.

J
На снаряд дiє сила ваги P⃗ величи-
ною P = mg i сила опору повiтря.
Якщо позначити через x(t) i y(t)
координати снаряда в момент часу
t, то легко можна записати дифе-
ренцiальнi рiвняння руху снаряда
стосовно координатних осей. Во-

ни, згiдно з умовою задачi, мають вигляд{
md2x

dt2
= −k dxdt ,

md2y
dt2

= −k dydt −mg,
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де k – коефiцiєнт пропорцiйностi.
Очевидно, що vx := dx

dt i vy := dy
dt – проекцiї вектора швид-

костi v⃗ вiдповiдно на осi Ox i Oy. У цих позначеннях одержану
вище систему можна подати у виглядi{

mdvx
dt = −kvx,

m
dvy
dt2

= −kvy −mg.
(25)

Оскiльки початкова швидкiсть снаряда v0, то{
vx(0) = v0 cosα,
vy(0) = v0 sinα.

(26)

Якщо розв’язати кожне з рiвнянь системи (25), то одержи-
мо {

vx(t) = C1e
− k

m
t,

vy(t) = C2e
− k

m
t − mg

k .

Якщо скористатись умовами (26), то матимемо, що C1 =
= v0 cosα,C2 = v0 sinα+ mg

k , а отже,{
vx(t) = v0 cosαe

− k
m
t,

vy(t) = (v0 sinα+ mg
k )e− k

m
t − mg

k .

Звiдси отримується така система рiвнянь:{
dx
dt = v0 cosαe

− k
m
t,

dy
dt = (v0 sinα+ mg

k )e− k
m
t − mg

k .
(27)

Окрiм того, згiдно з умовою,

x(0) = 0, y(0) = 0. (28)

Зiнтегрувавши систему (27), матимемо, що{
x(t) = −m

k v0 cosαe
− k

m
t + C3,

y(t) = −m
k (v0 sinα+ mg

k )e− k
m
t − mg

k t+ C4.
(29)
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Якщо задовольнити функцiями (29) початковi умови (28),
то одержимо, що

C3 =
mv0
k

cosα, C4 =
m

k
(v0 sinα+

mg

k
),

а тому рiвняння руху має вигляд{
x(t) = mv0 cosα

k (1− e− k
m
t),

y(t) = m
k2
(kv0 sinα+mg)(1− e− k

m
t)− mg

k t. I

Вправи

1. За певної хiмiчної реакцiї речовина A, кiлькiсть якої на
початку дорiвнює a, перетворюється в речовину B, кiлькiсть
якої на початку дорiвнює b, зi швидкiстю, пропорцiйною кiль-
костi речовини A. Водночас утворена речовина B переходить
у речовину A зi швидкiстю, пропорцiйною кiлькостi речовини
B. Визначити залежнiсть речовин A i B вiд часу.

2. Процес вилучення речовини з розчину описується систе-
мою диференцiальних рiвнянь

dc

dt
= k1

(x
α
− c
)
,

dx

dt
= −k2

(x
α
− c
)
,

де c – концентрацiя речовини в розчинi,
x

α
– концентрацiя речо-

вини на поверхнi маси, яка обробляється, k1 i k2 – коефiцiєнти
пропорцiйностi, t – час, x – вмiст речовини в масi, α – стала.
Знайти c(x).

3. Розпад радiоактивної речовини вiдбувається зi швид-
кiстю, пропорцiйною наявнiй кiлькостi даної речовини. Перiод
пiврозпаду речовини B у речовину C дорiвнює T1. У свою чергу
речовина C, перетворюючись в iншу речовину, має перiод пiв-
розпаду T2. Визначити, яку кiлькiсть речовини B i речовини C
матимемо в момент часу t, якщо початкова кiлькiсть речовини
B дорiвнює одиницi.
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4. Скласти математичну модель динамiки бою, якщо
угрупування червоних має в своєму розпорядженнi N1, а
угрупування синiхN2 однорiдних бойових одиниць, наприклад,
танкiв, лiтакiв, кораблiв, ракетних установок i т.п., причому їх-
нiй характер у кожного з угрупувань може бути рiзним, тобто
можна розглядати бiй лiтакiв з танками або ракетних устано-
вок з кораблями тощо. Швидкiсть зменшення кiлькостi бойо-
вих одиниць кожного з угрупувань пропорцiйна кiлькостi бойо-
вих одиниць другого угрупування, що бере участь у бою. Знай-
ти залежнiсть кiлькостi бойових одиниць x червоних i y оди-
ниць синiх вiд часу.

5. Снаряд вилiтає з гармати з початковою швидкiстю v0 пiд
кутом α до горизонту. Знайти рiвняння руху, вважаючи, що
опiр повiтря вiдсутнiй, i визначити при якому значеннi кута α
дальнiсть польоту снаряда буде найбiльшою.

6. Матерiальна точка маси m притягується центром O iз
силою, пропорцiйною вiдстанi. Рух починається з точки A на
вiдстанi a вiд центра з початковою швидкiстю v0, перпендику-
лярною до вiдрiзка OA. Знайти траекторiю руху точки.

7. Матерiальна точка маси m вiдштовхується вiд центра O
iз силою пропорцiйною вiдстанi. Рух починається з точки A на
вiдстанi a вiд центра з початковою швидкiстю v0, перпендику-
лярною до вiдрiзка OA. Знайти траекторiю руху точки.

Вiдповiдi

1. Маємо
dx
dt = −k1x+ k2y,

dy
dt = −k2y + k1x,

x(0) = a, y(0) = b,

де x i y – наявна кiлькiсть речовин A i B в момент часу t вiдпо-
вiдно. Додаючи рiвняння, дiстаємо dx

dt +
dy
dt = 0 або x+y = C, де

C – довiльна стала, яка згiдно з початковими умовами дорiв-
нює a + b. Отже, x + y ≡ a + b. Визначивши x i пiдставивши
його в друге рiвняння системи, отримаємо диференцiальне рiв-

няння
dy

dt
+ (k1 + k2)y = (a + b)k1. Розв’язавши це рiвняння з
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урахуванням початкових умов, маємо

y =
(a+ b)k1
k1 + k2

(1− e−(k1+k2)t),

x =
a+ b

k1 + k2
(k2 + k1e

−(k1+k2)t).

2. c(x) = −k1
k2
x+ C, C ∈ R.

3. Для визначення кiлькостi x речовини B та y речовини C
в момент часу t маємо задачу Кошi для системи диференцiаль-
них рiвнянь

dx
dt = −k1x,

dy
dt = k1x− k2y, x(0) = 1, y(0) = 0

де k1 = ln 2
T1

, k2 = ln 2
T2

– коефiцiєнти пропорцiйностi.
Розв’язавши перше рiвняння, дiстанемо x = C1e

−k1t, де C1

– стала, яка згiдно з початковою умовою дорiвнює одиницi.
Отже, x = e−k1t. Пiдставивши цей вираз в друге рiвняння,
дiстанемо лiнiйне рiвняння dy

dt + k2y = k1e
−k1t, розв’язком яко-

го є y = C2e
−k2t + k1

k2−k1 e
−k1t, де C2 – довiльна стала, яку

знайдемо з початкової умови, а саме, C2 = − k1
k2−k1 . Отже,

y = k1
k2−k1 (e

−k1t − e−k2t).
4. Система рiвнянь, яка описує динамiку бою (рiвняння

Ланчестера), має вигляд
dx
dt = −k2y,

dy
dt = −k1x,

а початковими умовами є x(0) = N1 , y(0) = N2. Продифе-
ренцiювавши перше рiвняння за t i замiнивши в правiй ча-
стинi dy

dt його виразом з другого рiвняння, дiстанемо дифе-
ренцiальне рiвняння другого порядку d2x

dt2
= k1k2x, загальним

розв’язком якого є x = C1e
√
k1k2t+C2e

−
√
k1k2t. Тодi y = − 1

k2
dx
dt =
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−
√

k1
k2
(C1e

√
k1k2t − C2e

−
√
k1k2t). Сталi C1 i C2 знайдемо, скори-

ставшись початковими умовами.
5. Якщо скористатися мiркуваннями, використаними в при-

кладi 5, то одержимо систему диференцiальних рiвнянь{
d2x
dt2

= 0,
d2y
dt2

= −g.

або {
dvx
dt = 0,
dvy
dt = −g.

Початковi умови vx(0) = v0 cosα, vy(0) = v0 sinα. Розв’язавши
одержану задачу Кошi, дiстанемо{

vx(t) = v0 cosα,
vy(t) = v0 sinα− gt

або { dx
dt = v0 cosα,
dy
dt = v0 sinα− gt.

Зiнтегрувавши цю систему i скориставшись тим, що x(0) = 0,
y(0) = 0, одержимо рiвняння руху снаряда{

x(t) = v0 t cosα,

y(t) = v0 t sinα− g t
2

2 .

або

y = − gx2

2v0 cos2 α
+ x tgα.

Очевидно, що дальнiсть польоту вiдповiдає випадку y = 0, а
тому

x tgα− gx2

2v0 cos2 α
= 0

або

x1 =
v20 sin 2α

g
.
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Максимальна дальнiсть польоту вiдповiдає тому випадку, коли
sin 2α = 1, тобто α = π

4 .
6.

Якщо x(t) i y(t) – координати ма-
терiальної точки в момент t, а
Fx, Fy – проекцiї сили F⃗ , що дiє
на точку, то скориставшись дру-
гим законом механiки, одержимо
таку математичну модель задачi:{

md2x
dt2

= −k2x,
md2y

dt2
= −k2y,

де k2 – коефiцiєнт пропорцiйностi, x(0) = a, x′(0) = 0, y(0) =
= 0, y′(0) = v0. Зiнтегрувавши диференцiальнi рiвняння i за-
довольнивши початковi умови, одержимо рiвняння траекторiї
руху точки {

x = a cos k√
m
t,

y =
√
m
k v0 sin

k√
m
t

або
x2

a2
+
y2

b2
= 1– елiпс

де b2 := mv0
k2

.
7. Скориставшись рисунком i позначеннями з попередньої

задачi, одержимо таку математичну модель задачi:{
md2x

dt2
= k2x,

md2y
dt2

= k2y,

x(0) = a, x′(0) = 0, y(0) = 0, y′(0) = v0. Розв’язавши цю задачу,
отримаємо траекторiю руху в формi гiперболи

x2

a2
− y2

b2
= 1,

де b2 := mv0
k2

.
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