[image: image368.png]4 Formt =lolx|

f=exp(x) / exply). y(0)-0
yi=explx) / expl). y(O) oo D =
a=0 b-08 L |

X YK) Yk 3 /) *100 h
0 0 0 0 0
01 0111122508951283 (011112251415590 | 347053603003653€ 8 3.47053003089653¢ 01
029439933 |0420262366262033 |0 420259B6867420 | 247503461 072438 & 0000267294 1072438 0194398394763654
745959 |0831071311572034 |0 831010573976567 | 1.07316950672593 5 0.00107315350672593 0152500307608168
057374984 |1.16586437454a77 (116BB7030% | 1734162047503 5 0.001734152842503 0/076250151304083
05 1 72639%UI75 [17265B9BEIHT |5 4313728367662 5 00053431 3725367552 0.076250151304083

ViKY [¥lb)Yr)AY(bF100

5343137293786 5 [00030945239801 785

TP TOHOTO W NpHGIEKEHOTD sHaseHi rpaguk oTknonenii

o
0005 01 015 02 025 03 035 04 045 05 055 0005 0,1 01502 025 03 035 0,4 045 05 055





Міністерство освіти і науки України
Національний технічний університет України

«Київський політехнічний інститут»

Факультет менеджменту та маркетингу

Кафедра математичного моделювання економічних систем
Назва роботи

ЧИСЕЛЬНІ МЕТОДИ 

РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ

Методичні вказівки
та завдання до виконання комп’ютерного практикуму
для студентів напряму підготовки 6.030502 «Економічна кібернетика»

Київ 2013
«Чисельні методи розв’язування  звичайних диференціальних рівнянь»: методичні рекомендації та завдання до виконання комп’ютерного практикуму студентів напряму підготовки 6.030502 «Економічна кібернетика» / Національний технічний університет України «Київський політехнічний інститут» ; [уклад. Т. А. Дунаєва]. – Київ : НТУУ «КПІ», 2013. – 78 с.
Гриф надано Вченою радою ФММ
(Протокол №  4  від 25.11.2013 р.)

ЧИСЕЛЬНІ МЕТОДИ 

РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ

Методичні вказівки
та завдання до виконання комп’ютерного практикуму
для студентів
 напряму підготовки 6.030502 «Економічна кібернетика»

Укладач 

Дунаєва Тамара Альбінівна, к.ф.-м.н., доц.
Відповідальний редактор В.О. Капустян
Рецензент С.О. Лу’кяненко
ЗМІСТ
ВСТУП                                                                                                                      4
1. РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧІ КОШІ ОДНОКРОКОВИМИ МЕТОДАМИ
1.1. Основні поняття…………………………………………………………6

1.2. Постановка задачі Коші…………………………………….......………7
        1.3. Неявний метод Ейлера………………………………………………….8
1.4. Метод трапеції………………………………………………………….14
        1.5. Сімейство методів Рунге-Кутта.Автоматичний вибір кроку……….19
        1.6. Завдання до комп’ютерного практикуму…………………………….26

2. КРАЙОВA ЗАДАЧA ДЛЯ ЗВИЧАЙНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ

2.1. Постановка задачі ……………………………………………………..33
2.2. Характеристика методiв розв'язування………………………………34
2.3. Метод скiнченних рiзниць для лiнійних диференціальних рівнянь
другого порядку.………………………………………………………35
2.4. Метод стрільби…………………………………………………………41
2.5. Проекцiйнi методи……………………………………………………. 49
2.6. Метод Гальоркіна……………………………………………………...51
2.7. Метод колокацій……………………………………………………….64
2.8. Завдання до комп’ютерного практикуму ..………………………… .76
СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ……………………………………….78
ВСТУП
Останнім часом при розв’язанні практичних задач, що виникають в галузі економіки та  економічного аналізу, велике значення набуває залучення сучасного математичного апарата. Математичне моделювання економічних явищ займає одне з важливих місць в умовах ринкової економіки.
Однак розглянуті економічні моделі часто мають складну структуру і описуються відповідно складними математичними рівняннями, моделювання яких на основі аналітичних математичних методів є недоступним. У цьому випадку ефективним є використання чисельних методів.

Теорія диференціальних рівнянь знаходить широке застосування в моделях економічної динаміки, в яких відображається не тільки залежність змінних від часу, але й їхній взаємозв’язок у часі.

В даних методичних вказівках розглянуті основні чисельні методи розв’язування  крайової задачі та задачі Коші для звичайних диференціальних рівнянь.

В список літератури, який представлений в даній роботі, включені деякі посібники по чисельним методам, які були використані при роботі над даними вказівками. В них можна знайти більш детальні дані з різних розділів курсу. Звичайно, це не є повний перелік літератури по чисельним методам та їх застосуванням.

        Методичні рекомендації «Чисельні методи розв’язування  звичайних диференціальних рівнянь» призначені для закріплення й поглиблення знань, отриманих студентами напряму підготовки «Економічна кібернетика» при вивченні теоретичного курсу  «Чисельний аналіз». У рамках лабораторних робіт синтезуються раніше одержані студентами знання і навички, а саме: розв’язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь, чисельне інтегрування, володіння комп’ютером. Перевіряється на практиці здатність студента використовувати чисельні методи при розв’язанні економіко-математичних задач, що виникають при моделюванні та дослідженні економічних систем та об’єктів.

За лабораторною  роботою оформляється звіт. Зміст звіту:

1. Назва лабораторної роботи.

2. Основні теоретичні положення і розрахункові формули.

3. Вихідні дані з номером варіанта.

4. Програма розрахунку.

5. Результати.

Звіти оформляються у форматі А4.

Для самостійної роботи студентів наведені індивідуальні завдання для розв’язання лабораторних робіт. Номер варіанта визначається за порядковим номером студента у списку групи. 

Вказівки написані з урахуванням особливостей застосування чисельних методів при  розв’язанні задач з використанням комп’ютерів.

1. РОЗВ'ЯЗУВАННЯ  ЗАДАЧІ  КОШІ  ОДНОКРОКОВИМИ  МЕТОДАМИ
1.1. Основні поняття

Диференціальне рівняння - це рівняння, в яке шукана функція входить під знаком похідної чи диференціала. Наприклад,
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Якщо невідома функція залежить від однієї незалежної змінної, то рівняння називають звичайним диференціальним рівнянням (ЗДР).
Порядком диференціального рівняння називають максимальний порядок похідної невідомої функції, що входить в рівняння. 

Якщо ДР являє собою багаточлен відносно похідної максимального порядку, то степінь цього багаточлену називають степенем рівняння.

Наприклад, рівняння
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є звичайним диференціальним рівнянням третього порядку другого степеня.

Розв'язком диференціального рівняння називають будь-яку функцію, яка при підстановці в ДР обертає його в тотожність. 

Графік розв'язку ДР називають інтегральною кривою. Процес находження розв'язку ДР називають інтегруванням диференціального рівняння.

Для рівняння першого порядку:
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загальний розв'язок залежить від однієї довільної сталої і має вигляд: 
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він описує нескінченне сімейство інтегральних кривих з параметром c, а частинному розв'язку
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відповідає одна крива з цього сімейства (c0 - конкретне числове значення).

 Щоб розв'язати звичайне ДР, тобто виділити конкретну інтегральну криву із сімейства, потрібно знати значення невідомої функції і, можливо, її похідних при деяких значеннях незалежної змінної. Якщо додаткові умови задаються при одному значенні незалежної змінної, то таку задачу називають задачею Коші, а додаткові умови називають початковими.
1.2. Постановка задачі Коші…

Задача Коші для ДР (1.1) ставиться таким чином: знайти  розв'язок      y = y(x) рівняння (1.1), який задовольняє початковій умові y(x0) = y0, тобто знайти невідому функцію - частинний розв'язок ДР, графік якої (інтегральна крива) проходить через точку ( x0, y0 ).
Ми будемо розглядати чисельні методи розв'язування задачі Коші, які сьогодні є основним інструментом розв'язання науково-технічних задач, що описуються диференціальними рівняннями.

Найпоширенішим чисельним методом розв'язування ДР є метод скінчених різниць. 

 Введемо послідовність точок х0, х1, … і кроки hi = хi+1- xi. (i = 0,1,...). В кожній точці xi., яка називається вузлом, замість значень функції y(xi)вводяться числа  yi, які апроксимують точний розв'язок y(x) на даній множині точок.

Далі апроксимуємо в точці (xi, yi) значення похідної в рівнянні (1.1) відношенням скінчених різниць по формулам чисельного диференціювання.  і таким чином переходимо від диференціальної задачі відносно функції y=y(x) до різницевої задачі відносно сіткової функції yi. Таку заміну диференціального рівняння називають його апроксимацією на сітці або різницевою апроксимацією. 
В однокрокових методах для знаходження чергової точки на кривій y=y(x) використовують інформацію лише про одну попередню точку ( методи Ейлера, Рунге-Кутта та ін.), в багатокрокових - про декілька попередніх точок ( методи Мілна, Адамса та ін.).

Конкретні методи розв'язування задачі Коші відрізняються засобами апроксимації похідної та іншими характеристиками. Кількість розроблених методів дуже велика, зупинимось на деяких з них. 

1.3. Неявний метод Ейлера

Неявний метод Ейлера є з ідеологічної точки зору зовсім невеликим ускладненням явного методу. Основна ідея всіх неявних методів полягає в тому, що невідомі значення y i+1 можуть бути як в лівій, так і в правій частині різницевого рівняння. В явному методі Ейлера f(xi ) права частина мала вигляд f(xi, yi)+o(h). В неявному методі Ейлера права частина має вигляд f(xi+1i, yi+1i)+o(h). Формула неявного метода Ейлера записується таким чином:
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Проблема полягає в тому, що на кожному кроці інтегрування, тобто для кожного хi  ми не знаємо значення yi+1 . Невідоме поки значення  yi+1 входить в якості аргумента до функції  f(xi+1, yi+1). В цьому випадку для визначення yi+1  на кожному кроці ми будемо змушені розв’язувати нелінійне алгебраїчне рівняння. В деяких, найбільш простих випадках, вдається знайти аналітичний розв’язок такого рівняння. Але в загальному випадку для обчислення  y i+1 необхідно розв’язувати рівняння чисельними методами, наприклад, методом Ньютона, взявши за початкове наближення   yi . Таким чином, розв’язуючи на кожному кроці алгебраїчне рівняння, ми отримуємо  у1, y2, … і т.д. 
Приклад 1.1. Розв’яжемо задачу Коші для рівняння  10
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 при y(0)=0 неявним методом Ейлера. Перепишемо рівняння у вигляді 
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. Підставимо праву частину рівняння у формулу (1.2).
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Отримаємо квадратичне рівняння, яке розв’язуємо, використовуючи формули для знаходження коренів рівняня. 
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[image: image12.wmf]
Завдання

Розв’яжемо задачу Коші неявним методом  Ейлера для рівняння аy’+(1+x)y=
[image: image13.wmf]2

5

 (1+x) при а = 0.03, [0,1], ho =0,01, та складемо програму розв’язку для цього рівняння.
Обчислення  зробити тричі - з кроком  h0  та  кроками  h1=h0/5 , h2=h0/25 . Для кожної величини кроку на одному полі треба зробити графіки точного та наближеного розв"язків. При кожному значенні аргументу друкувати        
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Точний розв'язок: 
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Розрахункова формула для даного методу: 
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Додаткове завдання: Побудувати на одному полі графіки повної локальної похибки  e(xk) = y(xk)-yk      і теоретично очікуваної локальної похибки урізання при  h=h2 .
 Виконання завдання

На першому етапі розрахуємо точне значення заданої функції за аналітичною формулою: у=
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 на інтервалі [0;1]. За знайденими значеннями будуємо графік. 

Далі потрібно знайти поставлену задачу Коші неявним методом, що являє собою неявну формулу для обчислення:
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враховуючи, що початковий крок – 0,01 та інтервал – [0;1]. З цієї формули потрібно виразити ук+1. 
Перепишемо рівняння у вигляді 
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. Підставимо праву частину рівняння у формулу (1.2).
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Отримаємо лінійне рівняння, з якого можемо виділити yi+1 . 
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 EMBED Equation.3  [image: image22.wmf]
Розраховуємо ук+1 спочатку для кроку h0=0,01, потім для h1=h0/5 , h2=h0/25. Після цього будуємо графік по відповідних знайдених значеннях. Для порівняння отриманих значень: аналітичного і за неявним методом Ейлера – реалізовуємо можливість перевірки певної точки, яка розраховується цими двома шляхами. 

В кінцевому результаті ми отримали три графіка для різного кроку, а отже і для різної точності, на яких ми можемо порівнювати значення отримане аналітичне і неявним методом Ейлера.

Як додаткове завдання був побудований графік, який відображає точність розрахунку методу для різних кроків.
1) Графік функції для кроку 0,01
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2) Таблиця значень при даному кроці
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2) Графік функції для кроку 0,002
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3) Таблиця значень при даному кроці
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4) Графік функції для кроку 0,0004
[image: image27.png]h=00004
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5) Таблиця значень при даному кроці
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7) Додаткове завдання:
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1.4. Метод трапеції
У загальному випадку розрахункову формулу методу Ейлера знаходимо чисельним інтегруванням за допомогою найпростішої формули лівих прямокутників у рівності 
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у припущенні, що на кожному і - тому кроці в ролі початкової точки (x0,y0) виступає точка (xі,yі). Знаючи точність використовуваної в попередній квадратурній формулі, можна прийти до того ж шляхом локальної помилки методу Ейлера, що і при інших способах його побудови.
Суть методу Ейлера полягає в заміні функції y(x) на відрізку інтегрування прямою лінією, яка є дотичною до графіка в точці x=xі.
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Метод трапецій є модифікацією методу Ейлера. 
Розглянемо рівняння (1.1) в околі вузлів х=хi+h/2, які є серединами відрізків (xi, xi+1). В лівій частині рівняння (1.1) замінимо первісну центральною різницею 
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, а в правій частині значення функції  f(xi+0.5) замінимо середнім арифметичним значенням функції f(x,у) в точках (хi,yi) (xi+1,yi+1). Тоді замість 
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Отримана схема є неявною, оскільки шукане значення  yi+1 входить в обидві частини співвідношення (1.4) і його не можна виразити явно.
Метод трапецій називається неявним або зворотнім методом Ейлера, оскільки для обчислення невідомого значення ук+1=у(хк+1) за відомим значенням ук=у(хк) потрібно розв'язати рівняння, в загальному випадку нелінійне. Застосування до інтеграла в найпростішій квадратурній формулі трапецій призводить теж до неявного методу:
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який будемо називати методом трапецій. Квадратурна формула трапецій на порядок точніше формул лівих і правих прямокутників. 
Похибка, яку ми отримуємо на кожному кроці (локальна) при обчисленні yi+1 по формулі (1.3) така ж як і у явного методу Ейлера і складає O(h), а сумарна (глобальна) −  O(h2). Таким чином метод трапецій є це методом другого порядку.

Але для більшої точності треба виконати додатковий об’єм обчислень. Крім більшої точності неявні методи Ейлера мають ще одну перевагу над явними методами. А саме, існує цілий клас диференціальних рівнянь, які називаються жорсткими. Ці рівняння розв’язуються краще неявними методами. Явні методи не годяться для такого класу ОДУ.
Завдання


Скласти  програму  для  розв'язування  задачі  Коші:
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Для рівняння 
[image: image38.wmf]0
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 обчислення  зробити  тричі - з кроком  h0  та  кроками  h1=h0/5 , h2=h0/25 .  


Для кожної величини кроку на одному полі треба зробити графіки точного та наближеного розв’язків. При кожному значенні аргументу друкувати        
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Виконання завдання

Ціль роботи – розв’язати задачу Коші для рівняння 
[image: image40.wmf]0
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 при y(0)=0 методом трапецій.

На першому етапі розрахуємо точне значення заданої функції за аналітичною формулою: у=
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 на інтервалі [1;5]. За знайденими значеннями будуємо графік. 

Далі потрібно знайти поставлену задачу Коші методом трапецій, що являє собою неявну формулу для обчислення:
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враховуючи, що початковий крок – 0,5 та інтервал – [1;5]. З цієї формули потрібно виразити ук+1. Підставивши замість 
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 задану функцію у вигляді 
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 отримаємо квадратичне рівняння: 
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З даного рівняння видно, що ук+1 є його коренем, тому щоб знайти це значення необхідно розв’язати це рівняння. Корені цього рівняння, а отже і ук+1 мають такий вигляд:    
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    Розраховуємо ук+1 спочатку для кроку h0=0,5, потім для h1=0,1 і h2=0,02. Після цього будуємо графік по відповідних знайдених значеннях. Для порівняння отриманих значень: аналітичного і за методом трапецій – реалізовуємо можливість перевірки певної точки, яка розраховується цими двома шляхами. 

В кінцевому результаті ми отримали три графіка для різного кроку, а отже і для різної точності, на яких ми можемо порівнювати значення отримане аналітичне і методом трапецій.

Як додаткове завдання був побудований графік, який відображає точність розрахунку методу для різних кроків.
Висновки: При виконанні даної лабораторної роботи була програмно розв’язана поставлена задача Коші методом трапецій. Були вивчені  загальні методи можливості розв’язання задачі Коші , які втілені в програмному коді.  

Робота програми:
Додаток 1
Скріншоти програми
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· Точний розв’язок знайдений за аналітичною формулою у=
[image: image48.wmf](

)

4

x

cos

1

2

+

  ;

[image: image49.png]Yt X

1

o
0 ceraastsseons: o
|{osserizrsssnsm i
| Tochnoe H o o 15
s 126k et 2
oonmsserneiris |25
sk s vl |3




· Розв’язок знайдений методом трапецій формулою ; 
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· Графік точного і наближеного розв’язків для кроку h0=0,5;
[image: image51.png]



· Графік точного і наближеного розв’язків для кроку h1=0,1;
[image: image52.png]



· Графік точного і наближеного розв’язків для кроку h2=0,02;
[image: image53.png]



· Графіки функцій  e(x)/y(xk)  при  h0 ,h1 , h2 на одному полі зі спільним масштабом;
[image: image54.png]



1.5. Сімейство методів Рунге-Кутта
У сучасних програмах, в яких розв’язується задача Коші, обов'язково використовується деякий алгоритм автоматичного зміни кроку інтегрування. Інтуїтивно ясно, що на дільницях плавної зміни розв’язку  рахунок можна вести з досить великим кроком. У той же час, на тих ділянках, де відбуваються різкі зміни поведінки розв’язку, необхідно вибирати невеликий крок інтегрування. Зазвичай початкове значення кроку задається. Далі крок інтегрування змінюється відповідно з величиною, яку одержуємо в ході обчислення оцінки локальної похибки.
Завдання
          Ціль роботи – розв’язати задачу Коші 
[image: image55.wmf].
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 для рівняння 
[image: image56.wmf]y
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 при y(0)=0 з початковим кроком h0=0.1 методом Рунге-Кутта-Фельберга четвертого порядку.

На першому етапі розрахуємо точне значення заданої функції за аналітичною формулою: у=-ln(2-ex) на інтервалі [0;0.6]. За знайденими значеннями будуємо графік. 

Далі, використовуючи наближений метод Рунге-Кутта-Фельберга четвертого порядку, розв’язуємо задачу Коші за формулами:
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[image: image60.wmf]÷
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[image: image62.wmf]÷
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На одному полі тепер будуємо  графіки точного та наближеного розв’язків. При кожному значенні аргументу друкуємо крок та      
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Алгоритм розрахунку автоматичного кроку має такий вигляд:

1) Знаходимо 
[image: image64.wmf])
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2) Далі знаходимо 
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3) Знаходимо 
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4) Шукаємо g яке дорівнює 
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5) Якщо g<eр, де e початкова задана точність, то починаємо алгоритм знову з пункту 1, але з кроком h/2 , в іншому випадку ідемо далі.

6) Розраховуємо 
[image: image68.wmf]1
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, де s – порядок методу;

7) Знаходимо новий крок 
[image: image69.wmf]a
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8) Повторюємо алгоритм.

        Виконання завдання

Оголошуємо необхідні змінні для їх подальшого використання у програмі. Це відповідно межі проміжку, у якому працюємо із функцією, стартова похибка, обрахована для уточнення результату похибка, коефіцієнт альфа для перерахунку кроку, а також обрахована похибка:

double a=0;  

double b=0.6;   

double e=0.0001; 

double eh;      

double koef;    

double g;       

Оголосимо початково заданий крок:
double h=0.1;

double HHHHH=0.1;

e=StrToFloat(Edit1->Text);

Зазначимо змінні, що міститимуть початкове значення х, початкове точне і задане у задачі Коші значення у, а також їх початкові значення. Не забудемо і про похибку значення функції як різниці між обрахованим і точним значеннями у:
double X_pershe;         

double Yk_pershe;        

double Y_pershe;         

X_pershe = a;                    

Y_pershe =  0;     

Yk_pershe =  -logl(2-exp(a));    

double D=Y_pershe - Yk_pershe;   

Виведемо на екран початково отримані значення змінних та додамо їх до графіків:

ListBox1->Items->Add(X_pershe);

ListBox2->Items->Add(Yk_pershe);

ListBox3->Items->Add(Y_pershe);

ListBox4->Items->Add(D);

ListBox5->Items->Add(D*100);

ListBox6->Items->Add("");

Series1->AddXY(X_pershe, Y_pershe);

Series2->AddXY(X_pershe, Yk_pershe);

Series3->AddXY(X_pershe, D);

Перейдемо до реалізації методу Рунге-Кутта-Фельберга четвертого порядку для змінного, тобто автоматичного кроку:
for(int i=0;X_pershe<b;i++)

{

Значення х з урахуванням кроку h:
       double fX;       

Значення х з урахуванням кроку h/2:
       double fX2;      

Значення кроку h:

       double fH;       

Значення кроку h/2:
       double fH2;    

Обчислене значення первісної в точці х+h:
       double fY;       

Обчислене значення первісної в точці х+h/2:
       double fY2;      

Обчислене значення первісної в точці х+h/2, де х= х+h/2:

       double fY3;      

Очислене значення первісної із врахуванням уточнення:

       double Y;        

Точне значення первісної:

       double Yk;  

Різниця первісної обрахованої і вірної, тобто похибка значень:    

       double D;    

Оголосимо змінну, що буде як умова виходу із циклу (цикл відбуватиметься, доки значення цієї змінної буде позитивним):    
       bool bbb = true; 

       do

       {

Якщо станеться так, що значення х перевищить крайню межу проміжку, у якому ми працюємо, то визначимо останній крок, що будемо використовувати в обчисленнях, як різницю між крайньою межею та значенням х:
                fX = X_pershe+h;

                if(fX>b)

                {

                        h=b-X_pershe;

                        fX = X_pershe+h;

                }

Перейдемо до обчислень:
                double fX2=X_pershe+h/2;

                double fH = h;

                double fH2 = h/2;

                double k0, k1, k2, k3, k4;

                double x0, y0, hh;

Спочатку застосуємо метод для обчислення наступного значення у (з урахуванням попереднього значення у та х) для точки з урахуванням кроку h:
                x0 = X_pershe;

                y0 = Y_pershe;

                hh = fH;

                k0=hh*(exp(x0)/exp(-y0));

                k1=hh*(exp(x0+2.0*hh/9.0)/exp(-(y0+2.0*k0/9.0)));

                k2=hh*(exp(x0+hh/3.0)/exp(-(y0+k0/12.0+k1/4.0)));

                k3=hh*(exp(x0+3.*hh/4.0)/exp(-(y0+69.0*k0/128.0-243.0*k1/128.0+135.0*k2/64.0)));

                k4=hh*(exp(x0+hh)/exp(-(y0-17.0*k0/12.0+27.0*k1/4.0-27.0*k2/5.0+16.0*k3/15.0)));

                fY=y0+k0/9.0+9.0*k2/20.0+16.0*k3/45.0+k4/12.0;   

Далі повернемося назад в точку х та рухатимемося з неї уже з кроком h/2. Обчислимо за тими ж формулами проміжне значення первісної  fY2:
        Аналогічно, рухаючись із проміжної точки та застосовуючи обчислене значення первісної у цій точці із кроком h/2, знайдемо значення первісно fY3:
Обрахуємо похибку обчислених значень згідно формул та відповідних умов (похибка обчислених значень являє собою в основі різницю або ж і співвідношення між значенням первісної у точці, отриманій із урахуванням кроку h, та у точці, отриманій з урахуванням кроку h/2 із проміжної точки (х+ h/2)):
                double E = fabs(fY-fY3);

                if (fabs(fY)<=1)

                {

                        g=E;}

                else

                {

                        g=E/fabs(fY);}

Порівняємо похибку обчислених значень із заданою у програмі точністю для обчислених значень. Відповідно якщо похибка значень буде перевищувати необхідну точність, то необхідно уполовинити крок та знову повернутися до обчислень уже з новим кроком:
                if (g>e)

                {



        h=h/2;

                        bbb = true;

                }

       Якщо похибка обчислених значень задовольнила задану точність, то знайдемо уточнене значення первісної згідно формул, а також уточнюючий коефіцієнт для визначення кроку, що застосовуватиметься у подальших обчисленнях:
                else

                {

                        Y=fY-(fY-fY3)/15;

                        HHHHH = h;

                        Yk=-logl(2-exp(X_pershe+h));

                        D = fabs(Y-Yk);




  eh=fabs((fY-fY3)/15*16);




  koef=0.8*pow((e/eh),0.2);

                        h=h*koef;

                        bbb = false; 

                }

       }while(bbb);

Визначимо наступні перші значення змінних, які будуть виступати як початкові в обчисленнях:

        X_pershe = X_pershe + HHHHH;   

        Y_pershe = Y;   

        Yk_pershe = Yk;   

Виведемо отримані значення на екран та додамо їх до графіків:
        ListBox1->Items->Add(X_pershe);

        ListBox2->Items->Add(Yk_pershe);

        ListBox3->Items->Add(Y_pershe);

        ListBox4->Items->Add(D);

        ListBox5->Items->Add(D*100);

        ListBox6->Items->Add(HHHHH);

        Series1->AddXY(X_pershe, Y_pershe);

        Series2->AddXY(X_pershe, Yk_pershe);

        Series3->AddXY(X_pershe, D);

}

Реалізуємо додаткове завдання, що є як різниця між останнім точним та обрахованим згідно методу значеннями, та виведемо результати на екран:
        double yb= Yk_pershe;

        double yn = Y_pershe;

        ListBox11->Items->Add(yb-yn);

        ListBox12->Items->Add((((yb-yn)/yb)*100));
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Скріншот

1.6. Завдання до комп’ютерного практикуму 
Мета роботи - розв’язати задачу Коші вказаним методом та виконати додаткове завдання у відповідності з iндивідуальним номером варіанта (табл.1.1).
Обчислення  зробити  тричі - з кроком  h0  та  кроками  h1=h0/5 , h2=h0/25  Для кожної величини кроку на одному полі треба зробити графіки точного та наближеного розв"язків. При кожному значенні аргументу друкувати        
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Вивести таблицю, що містить  аргумент, точний та наближений розв’язки, абсолютну та відносну похибки.

Вивести  графіки  точного та наближеного розв’язків на одному полі.

Перелік  методів:

1) явний Ейлера ;

2) неявний Ейлера;

3) Ейлера-Коші;

4) трапецій;

5) Ейлера-Коші  з ітераціями;

6) Рунге-Кутта третього порядку;

7) Кутта-Мерсона; 

8) Рунге-Кутта-Фельберга першого порядку;

9) Рунге-Кутта-Фельберга другого порядку;

10) Рунге-Кутта-Фельберга третього порядку;

11) Рунге-Кутта-Фельберга четвертого порядку;

12) Рунге-Кутта-Фельберга п"ятого порядку;

13) Рунге-Кутта-Фельберга сьомого порядку; 
Таблиця  1.1
	Номер варiанта
	    Рiвняння
	Почат кова умoва
	 a           
	  b
	  ho
	      Точний

       розв’зок

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	1
	(y’+(1+x)y=
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Розрахункові  формули  методів  наведені  в  табл.1.2 .

                                                                Таблиця 1.2
	  Метод
	Порядок
	                     Розрахункова формула

	1
	2
	3

	  Ейлера
	  1
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    Залежно від варіанта виконати одне з додаткових завдань.

     1. Накреслити графіки функцій  e(x) при h0 , h1 , h2 на одному полі зі спільним масштабом;

      2. Накреслити графіки функцій  e(x)/y(xk)  при  h0 ,h1 , h2 на одному полі зі спільним масштабом;

      3. Побудувати таблицю, в графах якої розміщені:  
[image: image152.wmf]100
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      4. Побудувати стовпцеву діаграму величини  
[image: image153.wmf]100
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 при  xk=b  і  h0, h1 , h2 .  

     5.  Побудувати на одному полі графіки повної локальної похибки  e(xk) = y(xk)-yk      і теоретично очікуваної локальної похибки урізання при  h=h2 .    

    Замінити у програмі розрахункові формули свого методу  розрахунковими формулами методу  Рунге-Кутта четвертого порядку і повторити  обчислення. Порівняти одержані результати.

          Варіанти  індивідуальних  завдань  наведені  в  табл.1.3 .

Таблиця  1.3
	Номер варіанту
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	Метод
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	Додаткове завдання
	5
	1
	2
	3
	4
	1
	2
	3
	4
	1
	3


	Номер варіанту
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11

	Метод
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	Додаткове завдання
	5
	1
	2
	3
	4
	1
	2
	3
	4
	1
	3


2. КРАЙОВА ЗАДАЧА ДЛЯ ЗВИЧАЙНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ

2.1. Постановка задачі 

Крайова задача - це задача, метою якої є  розв’язок звичайного диференційного рівняння n-того порядку (n≥2), для якого виконуються n незалежних між собою додаткових умов, що поставлені при декількох значеннях незалежної змінної 

У загальному виглядi крайова задача для звичайного диференцiального рiвняння формулюється таким чином [1-3,5]. 

Знайти такий розв'язок y=y(x)  ЗДР  n-го порядку (n≥2)
F(x, y, y', ..., y(n))=0,                                     (2.1)

для якого виконуються n незалежних мiж собою крайових умов виду
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де yi=y(xi), yi(s)=y(s)(xi) - значення невідомої функції і її похідних в точках xi; i ( n-1; m2 - число точок xi. Якщо диференцiальне рiвняння i крайовi умови лiнійнi, то таку задачу називають лiнійною крайовою задачею. 

Вiдзначимо, що крайова задача не завжди має розв'язок, а якщо має, то він може бути не єдиним. 

Пiд лiнійною крайовою задачею n-го порядку розумiють лiнійне ЗДР n-го порядку (n2) вiдносно шуканої на вiдрiзку [a,b] функцiї y=y(x) :
рn (x) y(n)+рn-1 (x)y(n-1)+...+р1 (x)y'+  р0 (x)y=f(x),                     (2.3)
яка разом зі своїми похiдними до (n-1) - го порядку задовольняє n незалежних крайових yмов в заданнiй системi точок xi , i=1,2,...,m на вiдрiзку [a,b] :

[image: image155.wmf]n

1,2,...,

ν

,

ν

β

)

x

y

α

i

(k)

1

n

0

i

m

j

(i)

k

(

1

=

=

å

å

-

=

=

n

,                    (2.4)
де рj(x), f(x) - заданi неперервнi функцiї на вiдрiзку [a,b] i рn(x)0, (i)vk i  v - заданi постiйнi. 

Якщо f(x)=0 на [a,b], то рiвняння (1.3) називають однорiдним, а iнакше - неоднорiдним. Якщо v = 0, то однорiдними називають крайовi умови. Лiнійну крайову задачу називають однорiдною, якщо однорiдними є i рiвняння, i крайовi умови. В іншому випадку лiнійну крайову задачу називають неоднорiдною. 

Розв'язати крайову задачу - означає знайти таку функцiю y=y(x), яка задовольняла б i рiвняння, i крайові умови. 

Якщо крайовi умови заданi тiльки у двох точках x1=a i x2=b, то їх називають двоточковими : 
Наприклад, для лiнійного ЗДР другого порядку 
a(x)y''+b(x)y'+c(x)y=d(x)                                      (2.5)

крайовi умови можуть бути заданi одним з таких способiв: 
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У бiльш загальному виглядi крайовi умови для рiвняння (2.5)  є  такими:
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де i , i , A, B - вiдомi числа. Очевидно, крайовi умови (2.6) є окремими випадками умов (2.7). Наприклад, першi iз умов (2.6) виникають з (2.7) при 1=1, 2=3=4=0 i 2=1. 

   Вiдзначимо, що вiдрiзок [a,b], на якому ведеться пошук розв'язку, замiною змiнних 
[image: image158.wmf]a
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 може бути приведений до вiдрiзка [0,1], тому далi будемо розглядати крайовi задачi саме на цьому вiдрiзку. 

2.2. Характеристика методiв розв'язування
Вiдрiзняють точнi (аналiтичнi) i наближенi (числовi) методи розв'язання крайових задач. Точнi методи дозволяють одержати шукану функцiю у виглядi точного аналiтичного виразу i вивчаються в курсi диференцiальних рiвнянь. Hа жаль, розв'язати крайову задачу таким чином вдається лише для вузьких класiв рiвнянь. Наближенi методи дозволяють одержати розв'язок, як завгодно мало вiдмінний вiд точного, i подiляються на три групи: скiнчено-рiзницеві методи, методи зведення крайової задачi до послiдовностi задач Кошi, проекцiйнi методи. 

У скiнчено - рiзницевих методах похiднi, якi входять у диференцiальнi рiвняння, замiнюються їх скiнчено - рiзницевими апроксимацiями i крайова задача зводиться до розв'язання системи алгебраїчних рiвнянь вiдносно значень шуканої функцiї у вузлах сiтки. 

Метод стрiльби приводить розв'язання крайової задачi до розв'язання послiдовностi задач Кошi. 

Проекцiйнi методи (коллокацiй, Гальоркiна) дозволяють отримати шукану функцiю у виглядi лiнiйної комбiнацiї деяких базисних функцiй j(x), j=0,1,...,n: 


[image: image159.wmf].
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Коефiцiєнти сj ( j=1,2,...,n ) визначаються з вимог тотожностi або близькостi наближеного yнабл (x) i точного y(x) розв'язків у рядi точок xi. Для цього наближений розв'язок yнабл(x) пiдставляють у диференцiальне рiвняння i знаходять нев'язку - рiзницю лiвої та правої частин рiвняння в точках xi. 

Проекцiйнi методи вiдрiзняються один вiд одного способом мiнiмiзацiї цiєї нев'язки. У методi коллокацiй нев'язки в точках xi (i=1,...,n) прирiвнюють  до нуля i одержують систему лiнійних алгебраїчних рiвнянь (СЛАР) вiдносно шуканих коефiцiєнтiв сj. До такої ж системи зводиться метод Гальоркiна, в основi якого лежить вимога ортогональностi базисних функцiй до нев'язки. У будь-якому з цих методів пiсля знаходження коефiцiєнтiв aj за допомогою функцiї yнабл(x) можна одержувати наближенi значення точного розв'язку y(x) у будь-якiй точцi вiдрiзка [a,b]. 

2.3. Метод скiнчених рiзниць для лiнійних диференціальних рівнянь другого порядку
Ідея методу скінченних різниць полягає в тому, що похідні, які входять  в диференціальне рівняння і граничні умови,  замінюються їх скінченно-різницевими апроксимаціями. Таким чином розв’язок крайової  задачі зводиться до розв’язку системи алгебраїчних рівнянь відносно значень шуканої функції у вузлах сітки. 

Розглянемо диференційне рівняння другого порядку з такими крайовими умовами
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де a,b,c,d – задані функції незалежної змінної х
 Оскільки крайові умови задані у двох точках, то їх називають двоточковими, і крайова задача  є двоточковою. 

Розв’язати крайову задачу означає знайти таку функцію y = f(x), яка задовольняла б і рівняння і крайові умови.

Будемо вважати, що ця задача має єдиний розв'язок, який двічі неперервно диференційований.
Розіб’ємо відрізок [0,1], на якому будемо шукати розв’язок,  на рівні частини довжиною h (крок), де 
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Позначимо точки поділу відрізка [0,1] 
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, (i= 1, 2,…, n). Точки x0  та  xn+1 називають граничними, а  xi внутрішніми вузлами. У кожному внутрішньому вузлі апроксимуємо похідні невідомої функції y=y(x) скінченими різницями.
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Підставляючи в рівняння (1.1) скінчено-різницеві вирази для похідних, та позначивши аi = а(хi), bi = b(xi), ci = c(xi), di = d(xi) отримуємо рівняння
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        При у0 = α, і уn+1=β,  y0, у1… уn , yn+1 можна розглянути як наближені значення функції у=у(х) у вузлах сітки x0, х1… хn., xn+1.  Кожне з n рівнянь є лінійним алгебраїчним відносно yi+1,yi, y i-1.
Після нескладних перетворень  останнє рівняння має вигляд:
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n – кількість вузлів, які інтерполюються.
Отже, щоб знайти n наближених значень у1… уn  розв' язку у(х) крайової задачі  необхідно сформувати та розв'язати систему n лінійних алгебраїчних рівнянь.
В матричній формі система має вигляд:
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    (2.11)
Розглянемо приклад 3.1. Методом скінчених різниць знайти розв'язок крайової задачі
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Розв'язок. Підставимо в рівняння (2.12) скінченно-різницеві вирази для похідних і отримаємо систему скінченно-різницевих рівнянь
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Після  приведення подібних членів отримаємо
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Вибираємо крок h=0.1. Тоді отримаємо три внутрішніх вузла xi = 0.1·i + 1 (i = 1, 2, 3). Запишемо рівняння (2.14) для кожного з цих вузлів і отримаємо систему
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В граничних вузлах маємо у0 = 0,  у4 = 0.0566.
Далі розв’язуємо систему (3.8) і отримуємо наближені значення 

у1 = 0.0046,  у2 = 0.0167,  у3 = 0.0345.

Точний розв’язок нашого рівняння має вигляд: 
[image: image177.wmf])
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Для порівняння представимо значення точного розв’язку в цих точках:    y(х1) = 0.0047, у(х2) = 0.0166     y(x3) = 0.0344.

Приклад 3.2.:Методом скiнчених рiзниць на вiдрiзку [0,1] знайти розв'язок рiвняння 
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, який задовольняє крайові умови: y(0)=0;    y(1) =1, n=5 .

Розв'язок. Сiтка утворена вузлами x0=0, x1=0,167 , x2=0,333 , x3=0,5 , x4=0,667, x5=0,833, х6 = 1. У нашому випадку ai=1,  bi=1,  ci=0,  di=1.  Тому ri=-0,916, qi = -1.083, , pi=2, h=1/6=1/(5+1). Система для визначення п’ятьох  значень сiткової функцiї має вигляд 
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Розв'яжемо її методом, наприклад, Гаусса і одержимо :

y1=0,6857 ;  y2=0,711416 ;  y3=0,7587 ;  y4=0,8244, y5 = 0.9056.
1)Побудова графіку для кількості вузлів 5
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2) Вивiд СЛАР у матричній формі та таблиці значень для кількості вузлів 5
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2) Побудова графіку для кількості вузлів 20
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4) Вивiд СЛАР у матричній формі та таблиці значень для кількості вузлів 20
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3) Побудова графіку для кількості вузлів 50
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2.4. Метод стрільби
Розглянемо крайову задачу для рівняння другого порядку, розв'язаного відносно другої похідної:
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В цій задачі необхідно знайти інтегральну криву, яка виходить з точки 
 та потрапляє у точку   
[image: image190.wmf])
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Суть методу стрільби полягає приведенні розв'язання крайової задачі до розв'язання послідовності задач Коші .для того самого рівняння (2.16).
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 розв’язком якої було б деяке 
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 (рис.1).

Очевидно, розв’язок задачі Коші y=y(x) 
 залежить від параметра  – нахилу дотичної до інтегральної кривої у початковій точці    
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,

(

a

=

x

y

y

 (рис.1). 

[image: image364.png]



                                     Рис.1 Метод стрільби

Змінюючи [image: image204.wmf]a


, можна знайти таке його значення 
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. Інакше кажучи, при 
 розв’язок крайової задачі співпадає із розв’язком задачі Коші. Таке значення  можна знайти шляхом розв’язання нелінійного алгебраїчного рівняння: 
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Це рівняння відрізняється від звичайного запису тим, що функцію F(x) не можна представити у аналітичному вигляді, оскільки вона є розв’язком задачі Коші   (2.18). Для розв’язку цього рівняння може бути використаний будь-який  з відомих методів розв’язку нелінійних рівнянь.

Покажемо як працює метод половинного ділення для розв’язання цього рівняння. Знаходимо початковий відрізок 
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, в якому знаходиться значення α*. На кінцях цього відрізку функція F(x) набуває значення різних знаків. Для цього розв’язок задачі Коші 
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повинно знаходитись при х=1 нижче точки y1, a y(x,α1)- вище. Далі знаходимо 
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 і при α=α2 знову розв’язуємо  задачу Коші, але з іншими граничними умовами: 
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 залишаємо той, на якому функція F(x) міняє знак. Процес пошуку розв’язку припиняється тоді, коли буде знайдено таке значення α, при якому розв’язок задачі Коші при х=1 буде мало відрізнятись від у1.

Для розв’язку рівняння (2.19) використовуються і інші методи. Розглянемо метод Ньютона. Перевагою цього метода є те, що він швидко збігається та не потребує знання додаткових точок. 
        Формула метода Ньютона для нелінійних рівнянь має вигляд:
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 Застосувавши цю формулу до розв’язання рівнянняде к – номер ітерації, к=0,1,2,.…, одержимо:
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 EMBED Equation.3  [image: image226.wmf])
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Похідну у знаменнику цієї формули можна отримати використавши кінцево-різницеву апроксимацію:
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де 
[image: image228.wmf]a
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 - достатньо мале відхилення α.

Таким чином, алгоритм метода Ньютона для розв’язання крайової задачі полягає у наступному:

1. Вибираємо початкове наближення 
[image: image229.wmf]0
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, к=0, ε, 
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¶

.
2. Розв’язуємо задачу Коші для рівняння з початковими умовами     y(0)=0
,  та знаходимо      y(1)=y(1, 
[image: image233.wmf]k
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).
3. Задаємо достатньо мале 
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,   та знову обчислюємо задачу Коші для того ж рівняння, але з початковими умовами y(0)=0

одержимо 
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4. За формулою Ньютона обчислимо 
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5. Якщо 
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 , де ε – достатньо мала величина, то результати розв’язання останньої задачі Коші приймаються як розв’язок вихідної крайової задачі. Якщо ця нерівність не виконується, то αк+1 вважається черговим наближенням до α*., а ітераційний процес продовжується з пункту 2 при  k=k+1
Розглянемо приклад 4.1. Необхідно розв’язати крайову задачу методом стрільби із розв’язанням нелінійного рівняння методом Ньютона з кінцево-різницевою апроксимацією похідної.

Вивести таблицю, що містить  аргумент, точний та наближений розв’язки, абсолютну та відносну похибки. А також графіки  точного та наближеного розв’язків на одному полі.
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Виконати додаткове завдання: оцінити затрати на розв’язування при допустимій похибці  (=0.1,0.01,0.001.
Проілюструємо основні моменти програмної  реалізації розв’язку задачі.

Оголосимо функцію, що повертатиме значення другої похідної заданої функції:

double func(double x, double y, double yp)

{

        return -2*y*yp;

}

Реалізуємо функцію для розв’язку задачі Коші. Для розв’язку задачі Коші  скористаємося методом  Рунге-Кутта-Фельберга четвертого порядку:

double RKF(double x0, double y0, double h, double yp)

{

       double k0=h*(func(x0,y0,yp));

       double k1=h*(func(x0+2.0*h/9.0,y0+2.0*k0/9.0,yp));

       double k2=h*(func(x0+h/3.0,y0+k0/12.0+k1/4.0,yp));

       doublek3=h*(func(x0+3.*h/4.0,y0+69.0*k0/128.0-243.0*k1/128.0+135.0

*k2/64.0,yp));

       double k4=h*(func(x0+h,y0-17.0*k0/12.0+27.0*k1/4.0-27.0*k2/5.0+

16.0*k3/15.0,yp));

       double y=y0+k0/9.0+9.0*k2/20.0+16.0*k3/45.0+k4/12.0;

       return y;}

Зазначимо межі проміжку, у якому працюватимемо із функцією, а також крок, із яким рухатимемося до кожної наступної точки на проміжку, та початкову точність для методу:

double a=0;     

double b=4;     

double h=0.1;

double eps=0.1;     

Організуємо можливість вибору точності для методу:

if (RadioButton1->Checked==true) eps=0.01;

if (RadioButton2->Checked==true) eps=0.001;

if (RadioButton3->Checked==true) eps=0.0001;

Для роботи необхідні змінні, а саме такі, що позначатимуть: кількість значень аргументу на проміжку, масиви значень аргумента, значень функції, отриманих чисельним методом та точним обрахунком для αк:

int n0=(b-a)/h+1;       

double *x= new double[n0+1];    

double *y= new double[n0+1];    

double *yk= new double[n0+1];  

Оголосимо масиви, що також міститимуть значення аргумента, наближені та точні значення функції, але із урахуванням відхилення від α. Також оголосимо масиви для похибок значень (різниця між точним та наближеними значеннями) з та без урахування відхилення для α:

double *xS= new double[n0+1];    

double *yS= new double[n0+1];    

double *ykS= new double[n0+1];   

double *E= new double[n0+1];      

double *ES= new double[n0+1]; 

    Створимо масив, що міститиме значення наближень α:

double *Ak= new double[1000];    

Задамо початкове значення α та номеру ітерації k, а також початкове відхилення δ:
Ak[0]=0.1;                        

int k = 0;                   

double sA = 0.00001; 

Перейдемо до організації циклу, що виконуватиметься, поки відповідна булівська змінна матиме «позитивне» значення, а воно буде таким, поки ми не досягнемо відповідної точності результату. Як тільки буде досягнута потрібна точність, змінна набуде «негативного» значення, а тому відбудеться вихід із циклу.           
bool zzz=true;

do

{

Для початку задамо початкові умови, що отримуємо з крайової задачі, а також похибку у початковій точці:

   x[0]=a;                 

   y[0]= 1 ;     

   yk[0]= 1/(1+x[0]) ;     

   E[0]=y[0] - yk[0];    

Перейдемо до циклу, за рахунок якого отримуватимемо значення незалежної змінної, значення наближені (шляхом підстановки у формули методу для розв'язання задачі Коші методом Рунге-Кутта-Фельберга четвертого порядку) та точні для функції, а також відповідні похибки значень із урахуванням лише α:

   for(int i=0;int(x[i]*100)<int(b*100);i++)

   {

       double fX;       

       double Y;        

       double Yk;       

       fX = x[i]+h;

       Y =  RKF(x[i],y[i],h,Ak[k]);

       Yk=1/(1+fX);

       E[i+1] = fabs(Y-Yk);

       x[i+1]=fX;         

       y[i+1]=Y;          

       yk[i+1]=Yk;     }

Задамо початкові умови, що отримуємо з крайової задачі, а також похибку у початковій точці, але вже для масивів, що надалі використовуватимуться для змінних, які знаходитимуться для  αк+δα:

    xS[0]=a;                 

    yS[0]= 1 ;      

    ykS[0]= 1/(1+xS[0]);     

    ES[0]=yS[0] - ykS[0];  

Далі перейдемо до циклу, за рахунок якого отримуватимемо значення незалежної змінної, значення наближені та точні для функції, а також відповідні похибки значень тепер для  αк+δα:

    for(int i=0;int(xS[i]*100)<int(b*100);i++)

    {

       double fX;       

       double Y;        

       double Yk;       

       fX = xS[i]+h;

       Y =  RKF(xS[i],yS[i],h,Ak[k]+sA);

       Yk=1/(1+fX);

       ES[i+1] = fabs(Y-Yk);

       xS[i+1]=fX;        

       yS[i+1]=Y;         

       ykS[i+1]=Yk;           }

Знайдемо значення похідної у знаменнику формули Ньютона з використанням кінцево-різницевої апроксимації для методу:

    double Fa = (yAkS- yAk)/sA;

Далі потрібно знайти значення αк+1 згідно формули методу Ньютона. Для цього попередньо потрібне значення функції у кінцевій точці робочого проміжку, тобто друге значення крайової задачі:

    double Ykinc = 1/(1+b);

    double Ak1= Ak[k];

    double Ak2 = Ak1 - (yAk - Ykinc)/Fa;

Виконуємо перевірку того, чи задовольняє різниця між початковим для ітерації значенням αк та обрахованим за методом Ньютона значенням задану точність. Якщо ні, тоді замість початкового значення αк для ітерації беремо αк+1  та продовжуємо проводити обрахунки:
    if(fabs(Ak2 - Ak1)>eps)

    {

        k++;

        Ak[k]=Ak2;

    }

Якщо отримана різниця задовольнила необхідну точність, то виводимо на екран  отримані значення аргументу, точне, наближене значення функції, абсолютну і відносну похибки, а також значення αк, за якого була досягнута дана точність, та будуємо графіки точного та наближеного розв’язків:

    else

    {

        ListBox6->Items->Add(eps);

        ListBox11->Items->Add(fabs(yb - yn));

        ListBox12->Items->Add(fabs((yb-yn)/yb*100));

        ListBox7->Items->Add(k+1);

        ListBox8->Items->Add(Ak[k]+sA);

        for(int i=0;i<=n0;i++)

        {

                ListBox1->Items->Add(xS[i]);

                ListBox2->Items->Add(ykS[i]);

                ListBox3->Items->Add(yS[i]);

                ListBox4->Items->Add(ES[i]);

                ListBox5->Items->Add(ES[i]/ykS[i]*100);

                Series1->AddXY(x[i], yS[i]);

                Series2->AddXY(x[i], ykS[i]);

                Series3->AddXY(x[i], ES[i]);

        }

        zzz = false;

    }

}while(zzz);

2.5.  Проекцiйнi методи
Суть проекційних методів полягає в наближеному представленні розв'язку у виглядi скiнченої лiнiйної комбiнацiї заданих функцiй. У ролі цих заданих функцiй, які називають базисними, вибирають, наприклад, тригонометричні функцiї, полiноми, сплайн-функцiї. 

Цi методи називають проекцiйними, бо вони зв'язанi зі знаходженням проекцiй наближеного розв'язку в скінченомірному функціональному пiдпросторi. 
Проiлюструємо загальний пiдхiд проекцiйних методiв на прикладi двохточочної крайової задачi з однорідними крайовими умовами
r(x)y" + p(x)y' + q(x)y = f(x);                                            (2.20) 

y(0) =0,  y(1) = 0.                                                        (2.21) 

Наближений розв'язок u(x) ≈ y(x) цiєї задачi будемо шукати у виглядi 
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де φj - двiчі диференцiйованi лiнiйно незалежнi базиснi функцiї, а cj - коефiцiєнти, якi пiдлягають визначенню.  Якщо маємо неоднорідні  крайові умови, то  наближений розв'язок буде мати вигляд
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а функцію φ0, що задовольняє неоднорідним крайовим умовам,  можна вибрати у вигляді   

    
[image: image256.wmf]a

b

a

x

)

a

y

(y

a

y

(x)

b

0

-

-

-

+

=

j

   або  
[image: image257.wmf]a)

2(b

a)

π(x

)sin

a

y

(y

a

y

(x)

b

0

-

-

-

+

=

j

 .
Для крайової задачі (2.20) базиснi функцiї φj вибираємо  такими, щоб виконувались однорідні крайовi умови (2.21). Тобто повинні виконуватись рiвності 

φ j (0) = φ j (1) = 0,     j=1, ..., n.                                        (2.23) 

Базисні функції можна вибрати у вигляді тригонометричних функцій 
φ j (x) =sin jπx,     j=1, ..., n,                                       (2.24) 

або у  вигляді набору поліномів 
φ j(x) = xj(1-x),       j=1, ..., n .                                                     (2.25) 

В цьому випадку наближений розв'язок u(x) має  вигляд

u(x)=c1x(1-x) + c2x2(1-x) + c3x3(1-x) + ... + cnxn(1-x)=

=x(1-x)(c1 + c2x + c3x2 + ... + cnxn-1)

Степiнь такого полiному - n+1. Він дорівнює нулю  в точках x = 0 та x = 1, тобто крайові умови (2.21) виконуються. 

Вибравши належним чином базиснi функцiї, можна побудувати наближений розв'язок, який задовольняє крайовим умовам незалежно вiд коефiцiєнтiв cj, і він повинен задовольняти i диференцiальному рiвнянню (2.20). Пiдставимо наближений розв'язок u(x) в диференцiальне рiвняння та знайдемо рiзницю мiж його лiвою та правою частинами: 
ψ(x, c 1, c 2, ..., c n) = r(x)u"+ p(x)u'+ q(x)u - f(x),                (2.26) 

яка зветься нев'язкою. Нев'язка характеризує вiдхилення наближеного розв'язку u(x) крайової задачi вiд невiдомого нам точного розв'язку y(x). Очевидно, якщо б вдалося пiдiбрати такi коефiцiєнти cj, при яких нев'язка дорівнювала би тотожньо нулю для будь-яких x  [0, 1], то наближений розв'язок u(x) спiвпав би з точним розв'язком y(x). Оскільки не вдається зробити нев'язку тотожньо рiвною нулю, то коефiцiєнти cj підбираються таким чином, щоб нев'язка була по можливостi меншою. 

Рiзнi проекцiйнi методи вiдрiзняються мiж собою критерiєм оцiнки нев'язки та, вiдповiдно, способом обчислення коефiцiєнтiв cj. 

2.6. Метод Гальоркіна

Методи Гальоркіна в даний час є одними з найбільш універсальних обчислювальних методів і широко застосовуються при розв’язанні  чисельних задач. За допомогою методу Гальоркіна можливе проведення досліджень звичайних диференціальних рівнянь, рівнянь в частинних похідних та інтегральних рівнянь. 
Важливою перевагою методу Гальоркіна є те, що він забезпечує, по-перше, достатню точність при мінімумі обчислень при нестачі обчислювальних ресурсів, і, по-друге, підвищену точність при одночасному виконанні умови мінімуму машинного часу при виконанні розрахунку. 
В цьому методi, як i в методi коллокацiї, будується система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь вiдносно коефiцiєнтiв cj лiнiйної комбiнацiї (5.3) базисних функцiй, але в цьому випадку використовується поняття ортогональностi функцiй.
Нагадаємо, що два вектори f та g мають назву ортогональних, якщо дорівнює нулю їх скалярний добуток:               
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Нехай координатами цих векторiв є значення функцiй f та g в n вузлах рiвномiрної сiтки на вiдрiзку з кроком h. Тодi умова ортогональностi векторiв, помножена на h, запишеться так:      
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Якщо n
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0), то лiва частина цього спiввiдношення прямує до 
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Функцiї f та g мають назву ортогональних на вiдрiзку [0,1], якщо виконується умова
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Суть методу Гальоркіна можна сформулювати таким чином. Згідно припущенням, деяка двовимірна задача описується лінійним диференціальним рівнянням (2.20) з граничними умовами (2.21). Якщо пiдставити наближений розв'язок 
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 у диференцiальне рiвняння (2.20), отримаємо нев'язку: 

ψ(x, c1, ..., cn) = r(x)*u"+ p(x)* u'+ q(x)*u - f(x)

як функцiю x та невiдомих коефiцiєнтiв cj. В методi Гальоркiна пропонується шукати таку функцiю u(x), щоб нев'язка була ортогональна усiм базисним функцiям φ1, ..., φn: 
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Запишемо кожне з отриманих n рiвнянь бiльш докладно:
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 Пiдставимо в цi рiвняння вираз (5.3) для  u(x). Тоді отримаємо


[image: image267.wmf]n

.,

1,..

i

 

,

 

0

(x)dx

f(x)]

(x)

n

j

c

q(x)

(x)

j

c

p(x)

(x)

c

1

0

[r(x)

i

1

=

j

j

j

n

1

=

n

1

=

j

j

j

j

=

=

j

-

å

j

+

j

¢

å

å

+

j

¢

¢

ò

`

 
Після нескладних перетворень позначимо
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Тодi кожне з рiвнянь системи (2.28) запишеться у виглядi


[image: image269.wmf]n

,...

1

i

f

c

a

i

j

n

1

j

ij

=

=

å

=


Після розв’язання цієї СЛАУ одним з відомих раніш методів,  за допомогою формули (2.22) обчислюємо наближений розв’язок u(x) для будь-якого значення x на відрізку [a,b]. 
Розглянемо приклад 6.1. 

Методом Гальоркіна найти наближений розв’язок рівняння
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яке задовольняє крайовим умовам
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Розв’язок. Вибираємо базисні функції у вигляді поліномів:
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Вони лінійно незалежні і задовольняють нульовим крайовим умовам. Наближений розв’язок шукаємо у вигляді
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Підставимо у ліву частину рівняння (6.4) y та отримаємо нев’язку 
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Оскільки нев’язка ψ ортогональна функціям u1(х) та u2(х), то отримуємо систему: 
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Підставляємо в цю систему значення ψ та обчислюємо інтеграли. Отримаємо систему алгебраїчних рівнянь відносно невідомих коефіцієнтів с1 і с2.
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Розв’язуємо систему і одержуємо значення коефіцієнтів с1 і с2.
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Таким чином,
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Точний розв’язок диференціального рівняння (6.4) має вигляд:
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Порівняємо наближений та точний розв’язок задачі (2.29) (6.5) в декількох точках:

При      х = 0.25        yi = 0.044,   y = 0.044,
при       х = 0.50       yi = 0.069.     y = 0.070.
Приклад  6.2. Методом Гальоркіна  знайти наближений розв’язок рівняння
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що задовольняє крайовим умовам  y(0) = 0, y(1) = 0.

Розв’язок. За систему базисних функцій обираємо тригонометричні функції які мають вигляд:
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враховуючи, що точний розв’язок поставленого завдання - 
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Виконати додаткове завдання, яке полягає у розв’язанні  задачі для трьох значень кількості  вузлів сітки  n=5, 20, 50  та порівнянні отриманих  результатів  для двох  значень  х ( в середині  та  кінці  інтервалу).
   Вивести таблицю , що містить  аргумент , точний та наближений розв’язки , абсолютну та відносну похибки.

 Вивести  графіки  точного та наближеного розв’язків на одному полі.


На першому етапі ми визначаємо точність, з якою буде працювати наша програма, тобто визначаємо кількість точок, на які буде поділено наш інтервал - i та кількість доданків у формулі Гальоркіна – j. За умовою задане значення i= j=18. За програмою можливі три варіанти : 

· i= j=5;

· i= j=10; 

·  i= j=20;

Далі знаходимо матрицю коефіцієнтів аij за відповідною формулою методу Гальоркіна:
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Після цього формуємо вектор fi , який має вигляд:

                           
[image: image285.wmf]ò

j

×

=

1

0

j

dx

(x)

f(x)

i

f

 ,

де f(x) – неоднорідна частина рівняння.

Маючи формулу 
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 , маємо систему рівнянь з невідомими сj. Дану систему можна розв’язати матричним методом. Тоді отримаємо таку формулу:
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Тому далі - формуємо матрицю 
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 звичайним методом Гауса. Після цього необхідно перемножити матрицю 
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 та вектор 
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. Таким чином ми отримаємо вектор значень сj.

Повертаючись до основної формули методу Гальоркіна - 
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 ми тепер знаходимо необхідні значення відповідної функції.

На другому етапі ми будуємо графіки функцій для наочного порівняння точних значень і наближених. Спочатку будуємо графік за точними значеннями, які знаходяться із заданої точної формули:
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Далі будуємо графік за наближеними значеннями 
[image: image293.wmf])
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, які ми знайшли методом Гальоркіна. Тепер ми можемо наочно порівняти точний і наближений розв’язки.

На третьому етапі ми можемо порівнювати точне і наближене значення в окремо обраній точці, виходячи із заданого інтервалу.

Програмою також передбачена можливість очищення введених результатів та зміна точності підрахунків на будь-якому етапі виконання програми.
Висновки: При виконанні даної розрахункової роботи була програмно розв’язана крайова задача методом Гальоркіна з тригонометричними базисними функціями. Програма показала, що при  i=j=20 точний і наближений розв’язки відрізняються наближено на 0,001, що підтверджує ефективність проекційних методів розв’язування крайової задачі, зокрема методу Гальоркіна, як одного з видів вказаних методів.
Скріншоти програми:
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· Вибір точності підрахунку методом Гальоркіна з тригонометричними базисними функціями;
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· Побудова точного графіка ; 
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· Знаходження матриці аij , обернену від неї - (аij)-1, матрицю fi  та добуток  (аij)-1* fi ;
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· Виведення матриці аij та оберненої від неї - (аij)-1;

[image: image298.png]il

0054304221 0 3842556, 0 100TE2R! 0,102
0236217521 . 06922852. 0 DBASTSO: 014363767,0.120
01774194..0,135925140.071650951 013691639 .08
316855371 0. 05816535. 0 076534661 0,08863589 .00¢





· Знаходження коефіцієнтів Сj , необхідних для розрахунку наближених значень;

[image: image299.png]<

0350721629015
g7
oz
nooegiszETT
o170 TE9%
Bz
o eDgs77E01 0447

i nonzssezsaeen 4%
DTSNy
om0 2sce267103
nnaseanaon e
1438873609665





· Графік наближеного значення отриманого методом Гальоркіна;
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· Перевірка значень за функції у визначеній точці за точним розв’язком і наближеним;
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· Функція очищення введених даних та вихід з програми;
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Основні фрагменти програми

Unit 1.cpp  - Виконання основних функцій вводу і вводу даних. Наявність                                        
           основних функцій робота з отриманим данними.
#include <vcl.h>

#pragma hdrstop

#include "Unit1.h"

#include "Unit2.h"

#include "Unit3.h"

//---------------------------------------------------------------------------

#pragma package(smart_init)

#pragma resource "*.dfm"

TForm1 *Form1;

int v=19;

double i1=0.05,i2=0.05;

double TForm1::First(double x,double j,double i) // - Перший доданок за Гальоркіним;
{

double a,pi;

pi=3.14159265;

a=0.0025;

return -a*pow(j*pi,2)*sin(j*pi*x)*sin(i*pi*x);

}

double TForm1::Third(double x,double j,double i)// – Третій доданок за Гальоркіним;
{

double pi;

pi=3.14159265;

return -sin(j*pi*x)*sin(i*pi*x);

}

double TForm1::f(double x)// – Неоднорідна частина заданого рівняння;
{

double a,pi;

pi=3.14159265;

a=0.0025;

return pow(cos(pi*x),2)+2*a*pow(pi,2)*cos(2*pi*x);

}

double TForm1::aij(double x,double j,double i)  //- Коефіцієнти матриці аij;
{

return First(x,j,i)+Third(x,j,i);

}

double TForm1::fi(double x,double j) //– Вектор fi;
{

double pi;

pi=3.14159265;

return f(x)*sin(j*pi*x);

}

double TForm1::Integral(double x,double jj,int flag,double iii) //– знаходження інтеграла за  формулою Ньютона-Котеса;
{


int L=2;

int n=8;

double y[9];

int p[9]={989,5888,-928,10496,-4540,10496,-928,5888,989};

long double r;

r=0.0002821869;

double H,h,s=0,I,I1=0,I2=0,k;

for(int a=0;a<L;a++)

{ k=pow(L,(-1));

H=pow(L,(-1));

h=H/n;

for(float j=0;j<1;j+=k)

{

for (int i=0;i<n+1;i++)

{

if(flag>0)

{y[i]=aij(x,jj,iii);}

else

{y[i]=fi(x,jj);}

s+=p[i]*y[i];

};

I=r*h*s;

I1+=I;

s=0;

I=0;

}

if(fabs(I1-I2)<0.0001)break;

else{I2=I1; L=L*2;I1=0;}

}

return I1;

};

//---------------------------------------------------------------------------

__fastcall TForm1::TForm1(TComponent* Owner)

        : TForm(Owner)

{

}

//---------------------------------------------------------------------------
//Побудова точного значення;

void __fastcall TForm1::Button1Click(TObject *Sender)

{

double y,a,pi=3.14159265;

a=0.0025;

for (float x=0;x<=1;x+=0.01)

{

y=(exp((x-1)/sqrt(a))+exp(-x/sqrt(a)))/(1+exp(-1/sqrt(a)))-pow(cos(pi*x),2);

Series1->AddXY(x,y,"",clRed);

Series3->AddXY(x,y,"",clRed);

}

}

//---------------------------------------------------------------------------
//Формування матриць аij та fi;

void __fastcall TForm1::Button2Click(TObject *Sender)

{

double a,ii;

vn.B=new float[v];

vn.A=new float*[v];

for (int i = 0; i < v; i++)

{vn.A[i] = new float[v];}

for (int i=0;i<v;i++)

{  for (int jj=0,j=1;jj<v;j++,jj++)

 { ii=i*i1+i2;

   vn.A[i][jj]=Integral(ii,j,1,i+1);

   StringGrid1->Cells[jj+1][i+1]=vn.A[i][jj];

   } }

for(int i=0;i<v;i++)

{  ii=i*i1+i2;

vn.B[i]=Integral(ii,i+1,-1,0);

}}

//---------------------------------------------------------------------------

//Знаходження матриці (аij)-1;

void __fastcall TForm1::Button3Click(TObject *Sender)

{

o.obr(vn.A,v);

for (int i=0;i<v;i++)

{  for (int j=0;j<v;j++)

 {

 StringGrid1->Cells[j+1][i+1]=o.Q[i][j];

 }}

}

//---------------------------------------------------------------------------

//Знаходження добутку матриць (аij)-1* fi
void __fastcall TForm1::Button4Click(TObject *Sender)

{

mu.Mum(o.Q,vn.B,v) ;

for (int i=0;i<v;i++)

 {

ListBox1->Items->Add(mu.M[i]);

 }}

//---------------------------------------------------------------------------

//Знаходження точного і наближеного значень в точці;

void __fastcall TForm1::Button5Click(TObject *Sender)

{

double y,a,pi=3.14159265;

a=  0.0025;

float x=StrToFloat(Edit3->Text);

y=(exp((x-1)/sqrt(a))+exp(-x/sqrt(a)))/(1+exp(-1/sqrt(a)))-pow(cos(pi*x),2);

Edit1->Text=y;

y=0;

for (int i=0;i<v;i++)

{

y+=mu.M[i]*sin(pi*x*(i+1));

}

Edit2->Text=y;

}

//---------------------------------------------------------------------------

//Побудова наближеного розв’язку;

void __fastcall TForm1::Button6Click(TObject *Sender)

{

double y=0.,r=0.,pi=3.14159265;

for (float x=0;x<=1;x+=0.01)

{

for (int i=0;i<v;i++)

{

r+=mu.M[i]*sin(pi*x*(i+1));

}

y=r;   r=0;

Series2->AddXY(x,y,"",clBlue);

}}
//---------------------------------------------------------------------------

//i=j=5;

void __fastcall TForm1::Button7Click(TObject *Sender)

{

v=6;

i1=0.9/(v-1);

i2=0.05;

}

//---------------------------------------------------------------------------

//i=j=10;

void __fastcall TForm1::Button8Click(TObject *Sender)

{

v=11;

i1=0.9/(v-1);

i2=0.05;

}

//---------------------------------------------------------------------------

//i=j=18

void __fastcall TForm1::Button9Click(TObject *Sender)

{

v=19;

i1=0.9/(v-1);

i2=0.05;

}

2.7. Метод коллокацій

        Виберемо на відрізку [0,1]  n  точок (не обов’язково рівновіддалених)  x = xi  (i=1 ,2,…, n),  xi   [0,1], які називають точками коллокації. Суть данного методу полягає в тому, що ми прирівнюємо нулю нев’язки в цих точках і отримуємо  СЛАР відносно коефіцієнтів с1, …, сn.  Далі розв’язуємо цю СЛАР та підставляємо знайдені коефіцієнти в рівняння (5.3). Таким чином отримуємо наближений розв’язок крайової задачі (5.1), (5.2). 

Оскільки ми вимагаємо, щоб в точках коллокації xi нев’язка дорівнювала нулю, то можемо записати систему рівнянь відносно коефіцієнтів cj:

Ψ(x1, c1,…,cn) = 0,

Ψ(x2, c1,…,cn) = 0,

…                                                                                                                  (7.1)

Ψ(xn, c1,…,cn) = 0,

де i – те рівняння має вигляд:
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Позначимо в рівнянні 
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, fi = f(xi),                 (7.2)
і отримаємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь.
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В порівнянні з раніш розглянутими методами можна відмітити, що у методі коллокацій ми знаходимо наближений розв’язок  (5.3) у будь-якій точці, в то й час, як у методах скінченних різниць та стрільби, ми знаходимо наближене значення функції у вузлах сітки.

У випадку розв’язання нелінійних крайових задач ми отримуємо систему нелінійних рівнянь, оскільки функція нелінійна, і розв’язуємо її відповідними методами, наприклад, методом Ньютона. 
Розглянемо приклад 7.1. Методом коллокації знайти наближений розв’язок рівняння 
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з крайовими умовами
y(0) = y(1) = 0
Розв’язок. Базисні функції вибираємо у степеневому вигляді:

u0 = 0,     u1 = x(1-x),       u2 = x2(1-x)
та будемо шукати розв’язок у вигляді  y = c1u1(x) + c2u2(x). Знаходимо нев’язку ψ(х):
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де 
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. Вибираємо точки коллокації: х1 = 0.25, х2 = 0.75.

Обчислюємо нев’язку ψ(х) у точках коллокації та отримуємо систему нелінійних рівнянь
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Запишемо систему таким чином
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                    (7.4)
Розв’яжемо її методом ітерацій за формулами
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Індекс k означає номер наближення.
Перше наближення:
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Друге наближення:
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Третє наближення:
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Ми бачимо, що в другому і третьому наближенні с1 і с2 співпадають,
 то з точністю до 10-4 можна записати, що с1 = 0.3369, а с2 = -0.3353.

Таким чином маємо наближений розвязок рівняння (7.3)

у = -х(1-х)(0.3369+0.3353х).

Приклад 7.2. Необхідно розв’язати  крайову задачу  методом коллокації з тригонометричними базисними функціями.

   Вивести таблицю, що містить  аргумент, точний та наближений розв’язки, абсолютну та відносну похибки.

    Вивести  графіки  точного та наближеного розв’язків на одному полі.
	Рівняння
	Аналітичний  розв’язок
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Додаткове завдання: розв’язати  задачу для трьох значень кількості  вузлів сітки  n = 5, 20, 50.  
Розв’язок. За систему базисних функцій обираємо тригонометричні функції які мають вигляд:
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враховуючи, що точний розв’язок поставленого завдання –
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На першому етапі ми визначаємо точність, з якою буде працювати наша програма, тобто визначаємо кількість точок, на які буде поділено наш інтервал - i та кількість доданків у формулі коллокацій – j. За умовою задане значення i= j=19. За програмою можливі три варіанти : 

· i= j=5;

· i= j=20; 

·  i= j=50;

Далі знаходимо матрицю коефіцієнтів аij за відповідною формулою методу коллокацій
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Після цього формуємо вектор fi , який має вигляд: fi = f(xi),      
де f(x) – неоднорідна частина рівняння.

Маючи формулу 
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 , маємо систему рівнянь з невідомими сj. Дану систему можна розв’язати матричним методом. Тоді отримаємо таку формулу:
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Тому далі - формуємо матрицю 
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 звичайним методом Гауса. Після цього необхідно перемножити матрицю 
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. Таким чином ми отримаємо вектор значень сj.

Повертаючись до формули наближеного розв’язку методу коллокацій - 
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 ми тепер знаходимо необхідні значення відповідної функції.

На другому етапі ми будуємо графіки функцій для наочного порівняння точних значень і наближених. Спочатку будуємо графік за точними значеннями, які знаходяться із заданої точної формули:
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Далі будуємо графік за наближеними значеннями 
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, які ми знайшли методом коллокацій. Тепер ми можемо наочно порівняти точний і наближений розв’язки.

На третьому етапі ми можемо порівнювати точне і наближене значення в окремо обраній точці, виходячи із заданого інтервалу.

Програмою також передбачена можливість очищення введених результатів та зміна точності підрахунків на будь-якому етапі виконання програм
Скріншоти програми:
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Проілюструємо основні моменти програмної  реалізації розв’язку задачі.

Введемо загальні функції, якими ми будемо користуватися для обчислень:

//---------------------------------------------------------------------------

#include<vcl.h>

#pragmahdrstop

#include "Unit1.h"

#include "Unit2.h"

#include "Unit3.h"

//Задаємо розмір сітки
#pragmapackage(smart_init)

#pragmaresource "*.dfm"

TForm1 *Form1;

int v=19;

//Створюємо функцію, яка визначає другу похідну за методом колокацій
double TForm1::First(double x,double j,double i)

{doublepi;pi=3.14159265;

return -1*pow(j*pi,2)*sin(j*pi*x)*sin(i*pi*x);}

//Створюємо функцію, яка визначає у за методом
double TForm1::Third(double x,double j,double i)

{doublepi;pi=3.14159265;

returnsin(j*pi*x)*sin(i*pi*x);}

//Повертаємо значення нашої функції f(x)

double TForm1::f(double x)

{return 1;}

//Обраховуємо коефіцієнти aij
double TForm1::aij(double x,double j,double i)

{returnFirst(x,j,i)+Third(x,j,i);}

//Обраховуємо 
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double TForm1::fi(double x,double j)

{doublepi;pi=3.14159265;

return f(x)*sin(j*pi*x);}

Визначимо точне значення нашої функції та побудуємо для нього графік:

void__fastcall TForm1::Button1Click(TObject *Sender)

{

//Визначення точного значення

double y,pi=3.14159265;

for (float x=0;x<=(pi/2);x+=0.01)

{

y=1-sin(x)-cos(x);

ListBox4->Items->Add(x);

ListBox2->Items->Add(y);

Series3->AddXY(x,y,"",clBlue);

}}
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Для того, щоб визначити прогнозні значення потрібно розрахувати коефіцієнти сij, які в свою чергу можна визначити лише за допомогою коефіцієнтів aij, формулу для обрахунку яких ми записали раніше:

void__fastcall TForm1::Button2Click(TObject *Sender)

{

double a,ii;

double pi=3.14159265;

vn.B=newfloat[v];

vn.A=newfloat*[v]; float x=0;

for(x=0;x<=(pi/2);x=x+(pi/2)/v)

{

for (int i = 0; i < v; i++)

{vn.A[i] = newfloat[v];}

for (int i=0;i<v;i++)

{  for (int jj=0,j=1;jj<v;j++,jj++)

 { ii=i*i1+i2;

vn.A[i][jj]=aij(x,1,i+1);                                                                                     

   StringGrid1->Cells[jj+1][i+1]=vn.A[i][jj];

   }

 }

for(int i=0;i<v;i++)

{  ii=i*i1+i2;

vn.B[i]=aij(x,1,i+1);                                                                                            

}}}
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Для подальших обрахунків знайдемо обернену матрицю до заданої:

voidObr::obr(float **A, int n)

{float lo;

double **E=newdouble *[n];

for (int i=0;i<n;i++)

E[i]=newdouble [n];

for (int i=0;i<n;i++)

for (int j=0;j<n;j++)

{E[i][j]=0.0;

if (i==j)

E[i][j]=1.0;}

for (int k=0;k<n;k++)

{lo=A[k][k];

for (int j=0;j<n;j++)

{A[k][j]/=lo;

E[k][j]/=lo;

}

for (int i=k+1;i<n;i++)

{lo=A[i][k];

for (int j=0;j<n;j++)

{A[i][j]-=A[k][j]*lo;

E[i][j]-=E[k][j]*lo;

}}}

for (int k=n-1;k>0;k--)

{for (int i=k-1;i>=0;i--)

{lo=A[i][k];

for (int j=0;j<n;j++)

{A[i][j]-=A[k][j]*lo;

E[i][j]-=E[k][j]*lo;

}}}

Q=newfloat*[n];

for (int i=0;i<n;i++)

Q[i]=newfloat [n];

for (int i=0;i<n;i++)

{ for (int j=0;j<n;j++)

{

Q[i][j]=E[i][j];}}

for (int i=0;i<n;i++)

delete [] E[i];

delete [] E;}

void__fastcall TForm1::Button3Click(TObject *Sender)

{

//знаходження оберненої матриці
o.obr(vn.A,v);

for (int i=0;i<v;i++)

{  for (int j=0;j<v;j++)

 {

 StringGrid1->Cells[j+1][i+1]=o.Q[i][j];

 }}

}
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Перемножимо дві отримані матриці і отримаємо коефіцієнти Cij:

void__fastcall TForm1::Button4Click(TObject *Sender)

{

//Перемноження оберненої матриці на задану для знаходження Сіj
for (int I=0;I<StringGrid1->RowCount-1; I++ )

 { for (int J=0;J<StringGrid1->ColCount-1; J++)

   { StringGrid1->Cells[J][I]="";}}

mu.Mum(o.Q,vn.B,v) ;

for (int i=0;i<v;i++)

 {

 StringGrid1->Cells[1][i+1]=mu.M[i];

 ListBox1->Items->Add(mu.M[i]);

 }}
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За допомогою отриманих коефіцієнтів обрахуємо прогнозні значення функції:

void__fastcall TForm1::Button6Click(TObject *Sender)

{

double y=0.,r=0.,pi=3.14159265;

for (float x=0;x<=(pi/2);x+=0.01)

{

for (int i=0;i<v;i++)

{

r+=mu.M[i]*sin(pi*x*(i+1));

}

y=r;

r=0;

Series1->AddXY(x,y,"",clRed);}}
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При побудові графіку видно, що точність за даних обчислень дуже висока:

[image: image340.png]



Для виконання додаткового задання порівняємо значення в середині та на кінці відрізку обчислень:

[image: image341.png]Toure: 0000795557 23226473

Habruere:  [0,00077895723226479

iepesipia sraverts y ol




[image: image365.png]



При зміні розмірності сітки точність зростає, якщо n зростає і падає, якщо n зменшувати:
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.
2.8. Завдання до лабораторних робіт                                                           
     Мета роботи - розв’язати крайову задачу (табл.1) вказаним методом та виконати додаткове завдання у відповідності з iндивідуальним номером варіанта (табл.2).

   Вивести таблицю, що містить  аргумент, точний та наближений розв’язки, абсолютну та відносну похибки.

    Вивести  графіки  точного та наближеного розв’язків на одному полі.

Перелік  методів:

1.  Скінченних різниць 2-го порядку.

2. Стрільби з розв’язанням нелінійного рівняння методом  половинного ділення.

3. Стрільби з розв’язанням нелінійного рівняння методом Ньютона з кінцево-різницевою апроксимацією похідної.

4.   Коллокацій з тригонометричними базисними функціями .

5.   Коллокацій із степеневими базисними функціями.

7.   Гальоркіна  з тригонометричними базисними функціями .

8.   Гальоркіна із степеневими базисними функціями .

Перелік додаткових завдань:

1. Розв’язати  задачу для трьох значень кількості  вузлів сітки  n=5,20,50  та порівняти отримані  результати  для двох  значень  х ( в середині  та  кінці  інтервалу).

2. Оцінити затрати на розв’язування при допустимій похибці  (=0.1,0.01,0.001.

3. Розв’язати задачу для трьох значень а:
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Таблиця 1.
	Nвар
	Рівняння
	Аналітичний  розв’язок
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Таблиця 2.
	Номер варіанту
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14

	Метод
	1
	7
	1
	4
	1
	2
	2
	3
	7
	5
	4
	3
	7
	5

	Задача
	2
	4
	6
	4
	8
	9
	4
	1
	7
	8
	7
	9
	7
	7

	Додаткове завдання
	1
	1
	3
	1
	3
	2
	2
	2
	1
	3
	1
	2
	1
	3

	

	Номер варіанту
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27

	Метод
	1
	8
	1
	7
	5
	5
	5
	7
	7
	8
	5
	7
	8

	Задача
	7
	4
	3
	7
	5
	5
	5
	7
	7
	8
	5
	7
	6

	Додаткове завдання
	1
	1
	1
	1
	3
	3
	1
	1
	3
	1
	1
	1
	3


Список використаних джерел
1. Турчак Л. И. Основы численных методов: / Турчак Л. И., Плотников П. В. Учебное пособие. — 2-е изд., перераб. и доп. — М.: ФИЗМАТЛИТ, 2003. — 304 с. — ISBN 5-9221-0153-6. 

2. Лукьяненко С.О. Чисельні методи розв’язування диференційних рівнянь: / Лукьяненко С.О. Навч. посібн. – К.: Знання України, 2007. – 136с.: іл. – Бібліогр.: с. 132-133.
3. Копченова Н.В. Вычислительная математика в примерах и задачах. / Копченова Н.В., Марон И.А. Учебное пособие. 3-е изд. Стер. – СПБ. Издательство «Лань». 2009. – 368 с. ISBN 978-5-8114-0801-6.
4. Фельдман Л.П. Чисельні методи в інформатиці: / Фельдман Л.П., Петренко А.І., Дмитрієва О.А. – К.: Видавнича група BHV, 2006. – 480 с.

5. Дж. Ортега. Введение в численные методы решения дифференциальных уравнений: Пер. с англ. /Дж. Ортега, У.Пул – М.: Наука, 1986. – 288с.
6. Волков Е.А. Численные методы. – М.: Наука, 1987. – 240с.
7. Самарский А.А., Гулин А.В. Численные методы  – М.: Наука, 1989. – 432с.
8. Демидович Б.П., Марон И.А., Шувалова Э.З. Численные методы анализа. Приближение функций, дифференциальные и интегральные уравнения. М.: Наука, 1967.
9. Н. С. Бахвалов Численные методы (анализ, алгебра, обыкновенные дифференциальные уравнения) – М.: Наука, 1975. – 632с.
� EMBED PBrush  ���








PAGE  
6

[image: image367.png]034 0342 034 0346 0348 035 0352 0,354 0,35




_1442175981.unknown

_1444486187.unknown

_1444486573.unknown

_1444486904.unknown

_1444634214.unknown

_1444638987.unknown

_1444640404.unknown

_1444639098.unknown

_1444637867.unknown

_1444638863.unknown

_1444638711.unknown

_1444634215.unknown

_1444634212.unknown

_1444487700.unknown

_1444487701.unknown

_1444487698.unknown

_1444487699.unknown

_1444486923.unknown

_1444486623.unknown

_1444486693.unknown

_1444486746.unknown

_1444486687.unknown

_1444486616.unknown

_1444486620.unknown

_1444486597.unknown

_1444486288.unknown

_1444486445.unknown

_1444486502.unknown

_1444486524.unknown

_1444486453.unknown

_1444486412.unknown

_1444486423.unknown

_1444486303.unknown

_1444486260.unknown

_1444486280.unknown

_1444486285.unknown

_1444486272.unknown

_1444486246.unknown

_1444486251.unknown

_1444486233.unknown

_1444417866.unknown

_1444484418.unknown

_1444486148.unknown

_1444486160.unknown

_1444484623.unknown

_1444418797.unknown

_1444483819.unknown

_1444418058.unknown

_1443894783.unknown

_1443894989.unknown

_1443894996.unknown

_1443895008.unknown

_1444336233.unknown

_1443895003.unknown

_1443894992.unknown

_1443894804.unknown

_1443894984.unknown

_1443894793.unknown

_1443894767.unknown

_1443894774.unknown

_1443893424.unknown

_1443894759.unknown

_1443892886.unknown

_1070411194.unknown

_1435753064.unknown

_1442171930.unknown

_1442175545.unknown

_1442175734.unknown

_1442175930.unknown

_1442175273.unknown

_1442172057.unknown

_1436781525.unknown

_1438021137.unknown

_1438244689.unknown

_1438252177.unknown

_1438254184.unknown

_1438254782.unknown

_1438255166.unknown

_1438527327.unknown

_1442169432.unknown

_1438442940.unknown

_1438255020.unknown

_1438254428.unknown

_1438253909.unknown

_1438254076.unknown

_1438253895.unknown

_1438253564.unknown

_1438250900.unknown

_1438251820.unknown

_1438249784.unknown

_1438023934.unknown

_1438024572.unknown

_1438025191.unknown

_1438026637.unknown

_1438024993.unknown

_1438024454.unknown

_1438021761.unknown

_1438022164.unknown

_1438021278.unknown

_1437215386.unknown

_1438016099.unknown

_1438021012.unknown

_1437215720.unknown

_1437213285.unknown

_1437214280.unknown

_1436783531.unknown

_1436971709.unknown

_1436971750.unknown

_1436971813.unknown

_1436970066.unknown

_1436969639.unknown

_1436969854.unknown

_1436963612.unknown

_1436781614.unknown

_1436351544.unknown

_1436447138.unknown

_1436447324.unknown

_1436447781.unknown

_1436448272.unknown

_1436448321.unknown

_1436448054.unknown

_1436447519.unknown

_1436447313.unknown

_1436352238.unknown

_1436443797.unknown

_1436446341.unknown

_1436446383.unknown

_1436366878.unknown

_1436366879.unknown

_1436352316.unknown

_1436351970.unknown

_1436347340.unknown

_1436350832.unknown

_1436351242.unknown

_1436348820.unknown

_1435754410.unknown

_1435755720.unknown

_1435755732.unknown

_1435756078.unknown

_1435755150.unknown

_1435755428.unknown

_1435755610.unknown

_1435754479.unknown

_1435753788.unknown

_1435754083.unknown

_1435753580.unknown

_1070715134.unknown

_1070723465.unknown

_1435750943.unknown

_1435751224.unknown

_1435752270.unknown

_1435752950.unknown

_1435751260.unknown

_1435751111.unknown

_1431589439.unknown

_1435749181.unknown

_1435749805.unknown

_1435749982.unknown

_1435750820.unknown

_1435749350.unknown

_1435579917.unknown

_1431965899.unknown

_1431966739.unknown

_1431967196.unknown

_1431966560.unknown

_1431965612.unknown

_1072343179.unknown

_1149657456.unknown

_1431541455.unknown

_1431542103.unknown

_1221042173.unknown

_1072343780.unknown

_1072344005.unknown

_1072344102.unknown

_1072344263.unknown

_1072344264.unknown

_1072344138.unknown

_1072344067.unknown

_1072343923.unknown

_1072343599.unknown

_1072343624.unknown

_1072343272.unknown

_1072342990.unknown

_1072343070.unknown

_1072343098.unknown

_1072343010.unknown

_1072342894.unknown

_1072342936.unknown

_1072342763.unknown

_1070715868.unknown

_1070719432.unknown

_1070719785.unknown

_1070719802.unknown

_1070719824.unknown

_1070719761.unknown

_1070718871.unknown

_1070718969.unknown

_1070715869.unknown

_1070715474.unknown

_1070715629.unknown

_1070715236.unknown

_1070412118.unknown

_1070713427.unknown

_1070714941.unknown

_1070715110.unknown

_1070714552.unknown

_1070712667.unknown

_1070712784.unknown

_1070712811.unknown

_1070712858.unknown

_1070712695.unknown

_1070712505.unknown

_1070712654.unknown

_1070652757.unknown

_1070712468.unknown

_1070652733.unknown

_1070649055

_1070411572.unknown

_1070411946.unknown

_1070411961.unknown

_1070411628.unknown

_1070411348.unknown

_1070411441.unknown

_1070411312.unknown

_1066833272.unknown

_1067157057.unknown

_1070410498.unknown

_1070410701.unknown

_1070411183.unknown

_1070410624.unknown

_1070409318.unknown

_1070410473.unknown

_1068465832.unknown

_1067073960.unknown

_1067085071.unknown

_1067157053.unknown

_1067087570.unknown

_1067088218.unknown

_1067090806.unknown

_1067085542.unknown

_1067074057.unknown

_1067074602.unknown

_1067074632.unknown

_1067075477.unknown

_1067074297.unknown

_1067073961.unknown

_1067073596.unknown

_1067073818.unknown

_1067073889.unknown

_1067073959.unknown

_1067073804.unknown

_1067072847.unknown

_1067073060.unknown

_1067073101.unknown

_1067073253.unknown

_1067072097.unknown

_1066823685.unknown

_1066824591.unknown

_1066825390.unknown

_1066825506.unknown

_1066826294.unknown

_1066825412.unknown

_1066825268.unknown

_1066824397.unknown

_1066824524.unknown

_1066824281.unknown

_1066822597.unknown

_1066822761.unknown

_1066823589.unknown

_1066823626.unknown

_1066823519.unknown

_1066822628.unknown

_1066822250.unknown

_1066822338.unknown

_937089974.unknown

_1066821551.unknown

_937089887.unknown

_937089964.unknown

_937089660.unknown

