
ЕКСПОНЕНЦIАЛЬНИЙ ТА ЛОГIСТИЧНИЙ РIСТ
ПОПУЛЯЦIЇ

О.П. КОЗЕЛ

Людство протягом багатьох вiкiв перебуває у нескiнченних пошуках
можливих пояснень рiзноманiтних процесiв та явищ навколишнього свi-
ту. Проте серед них можна видiлити найяскравiшi, наприклад, спонтаннi
виникнення часових, просторових чи просторово-часових структур. Тоб-
то стихiйнi утворення високовпорядкованих систем, якi сформувалися у
наслiдок взаємодiї великої кiлькостi об’єктiв. Задля того, щоб ефективно
розкрити загальнi закономiрностi самоорганiзацiї, вченi у своїх дослiдже-
ннях використовують складнi математичнi апарати.

Математичне моделювання є ключовим iнструментом для аналiзу як
природно бiологiчних, так i соцiально-економiчних ресурсiв. Адже засто-
сування динамiчних систем не обмежується описом закономiрностi змiни
популяцiї, але й прогнозує її подальший розвиток. Найвiдомiшими моде-
лями даного типу є експоненцiальна та логiстична модель росту.

Якщо 𝑥 означити як щiльнiсть популяцiї у момент часу 𝑡 i ввести деяку
сталу 𝑎 то отримаємо найпростiше диференцiальне рiвняння, яке описує
зростання популяцiї:

d𝑥

d𝑡
= 𝑎𝑥.

Розв’язавши це рiвняння, матимемо функцiю 𝑥 = 𝑥0𝑒
𝑎𝑡 де 𝑥0 позначає

щiльнiсть популяцiї в момент часу при 𝑡 = 0 [1]. Функцiя дає змогу сха-
рактеризувати коливання чисельностi колонiї бактерiй, доки не настане
повне виснаження ресурсiв поживного середовища. З диференцiального
рiвняння випливає, що частка особин у великiй вибiрцi, якi продовжували
розмножуватись протягом деякого короткого перiоду ∆𝑡 буде еквiвален-
тною значенню 𝑎∆𝑡. Винятковiсть застосування даного рiвняння полягає
у обмеженостi перiоду часу та незалежностi зростання кiлькостi особин
популяцiї вiд резерву поживного середовища.

Найчастiше для опису колонiй, де стабiлiзацiя чисельностi вiдбувається
через зовнiшнi обмеження, використовують логiстичнi рiвняння:

d𝑥

d𝑡
= 𝑎𝑥− 𝑏𝑥2.
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де 𝑎 — iстинна швидкiсть зростання, а 𝑘 — мiсткiсть середовища [2]. Дана
динамiчна система опише 𝑆-подiбну криву.

Пiд термiном мiсткiсть середовища слiд розглядати максимальну кiль-
кiсть особин, яку даний субстрат може пiдтримувати. На вiдмiну вiд
експоненцiальної моделi, яка припускає, що прирiст популяцiї завжди
пропорцiйний її розмiру, логiстичне рiвняння вводить коригувальний фа-
ктор. Слiд зазначити, що у такiй динамiчнiй системi зi зростанням 𝑡 ве-
личина 𝑥 монотонно наближається до сталого значення.

При малих значеннях змiнної 𝑥 рiвняння зводиться до найпростiшого,
що дозволяє прослiдкувати експоненцiальний характер зростання, вiдпо-
вiдно дана культура стрiмко збiльшується у розмiрах. Це так званi фази
затримки та прискорення. Однак при збiльшеннi чисельностi бактерiй,
коли 𝑥→ 𝑘, то значення коригувального фактора прямує до нуля. Пiсля
чого починається фаза уповiльнення, на графiку це зображується точкою
перегину 𝑆-подiбної кривої. Коли значення 𝑥 максимально наблизилось до
𝑘, швидкiсть зростання d𝑥

d𝑡 прямує до нуля. Популяцiя досягає рiвноваги:
народжуванiсть приблизно дорiвнює смертностi, її чисельнiсть збалансо-
вується навколо 𝑘. Це кульмiнацiя фази плато. Саме ця здатнiсть перед-
бачати стабiлiзацiю робить логiстичну модель ефективним iнструментом
для дослiджень, якi пов’язанi з екологiєю, соцiологiєю та економiкою.

Отже, експоненцiальна та логiстична моделi росту є фундаменталь-
ними прикладами застосування диференцiальних рiвнянь у природничих
науках. Перша математична структура описує iдеалiзованi умови необме-
женого зростання, тодi як друга передбачає вплив рiзних чинникiв. Їхнє
вивчення розвиває не лише математичну компетентнiсть, а й умiння ана-
лiзувати реальнi процеси за допомогою математики.
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