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Розглянуто постановку транспортної задачі лінійного програмування і викладено теоретичні і практичні основи її розв’язування. Наведено 30 задач для виконання контрольних і лабораторних робіт. Викладений матеріал є основою для виконання курсових робіт з дисциплін, де необхідно одержувати оптимальні параметри розроблюваних об’єктів та процесів.  Теоретичний матеріал викладено достатньо чітко та пов’язано.
( КПІ ім. Ігоря Сікорського, 2018

Розглянуто постановку транспортної задачі лінійного програмування  і викладено теоретичні і практичні основи її розв’язування. Наведено 30 задач для виконання контрольних і лабораторних  робіт.
Вступ

Транспортна задача – це  задача лінійного програмування, яка ставиться як задача знаходження оптимального плану перевезення вантажів із М пунктів відправлення в N пунктів призначення, коли вартості перевезення із  пункта  відправлення i в пункт призначення j відомі.
Вперше постановка транспортної задачі зустрічається в роботах французського математика Гаспара Монжа – творця нарисної геометрії. Розробка загальних методів розв’язування задач лінійного програмування і їх математичне дослідження тісно повязані з імям радянського вченого Л.В. Канторовича. Починаючи з 1939 року, методам розв’язування задачі лінійного програмування присвячено багато робіт зарубіжних вчених. Основний метод розв’язування задачі лінійного програмування – симплекс метод опублікував у 1949 році американський учений Д.Б. Данциг. Симплекс метод дає розв’язок будь-якої задачі лінійного програмування. Для задач спеціального типу, таких як транспортна задача, симплекс метод стали удосконалювати, враховуючи особливості конкретної задачі.
Існують два види транспортної задачі: транспортна задача по критерію вартості – треба знайти план перевезень з мінімальною вартістю перевезень. Транспортна задача по критерію часу – в якій більш важливим параметром є час перевезення вантажів. Транспортна задача по критерію вартості є окремим випадком задачі лінійного програмування і розв’язується симплекс методом. 
Транспортна задача

1. Постановка транспортної задачі
При викладі теми використано літературу[3;4;9,17].

Припустимо, що є m постачальників деякого продукту. Продукт зосереджено у постачальників в об’ємах 
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. Постачальниками можуть бути заводи, які щось виробляють, або склади, на яких щось зберігається.

Припустимо, що є  n споживачів даного продукту з потребами 
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 і відомі вартості перевезення одиниці вантажу від постачальника i до споживача j - 
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. Треба скласти такий план перевезень, щоб потреби всіх споживачів були задоволені і сумарні витрати на перевезення були мінімальні. Умову транспортної  XE "задача:транспортна" задачі можна подати у вигляді наступної таблиці.
Таблиця 1
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Транспортна задача поставлена, якщо задано:

·  XE "вектор:запасів" вектор запасів   
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;
·  XE "вектор:потреб" вектор потреб    
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· матрицю вартості перевезень  
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2. Математичний запис транспортної задачі
Якщо 
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- об’єм вантажу, який перевозиться від постачальника i до споживача  j,  то вартість такого перевезення дорівнює 
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. Сумарні витрати на перевезення всіх вантажів становитимуть 
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. Треба мінімізувати вартість перевезень, тому цільова  XE "функція:цільова" функція транспортної задачі матиме вигляд
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Система обмежень містить дві групи рівнянь. Перша група із m рівнянь вказує на те, що запаси всіх m постачальників вивозяться повністю, тобто
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Друга група обмежень із n рівнянь вказує на те, що потреби всіх споживачів повністю задовольняються, тобто 
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. Враховуючи, що 
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, математичну  XE "модель:транспортної задачі" модель транспортної задачі можна записати так
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В розглянутій моделі транспортної задачі вважається, що сумарні запаси постачальників дорівнюють сумарним потребам споживачів, тобто виконується умова
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Така задача називається  XE "задача:з правильним балансом" задачею з правильним балансом, а її модель –закритою. Якщо ж рівність (5) не виконується, то задача називається  XE "задача:з неправильним балансом" задачею з неправильним балансом, а її модель – відкритою.

При розв’язуванні транспортної задачі треба знайти план перевезень, матрицю 
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,
який задовольняє систему обмежень (2), (3), (4) і надає мінімум цільовій функції (1).

План перевезень, який задовольняє систему обмежень (2), (3), (4) називається  XE "план:допустимий" допустимим.

 План перевезень, при якому цільова функція мінімальна, - називається   XE "план:оптимальний" оптимальним.

Математичну модель транспортної задачі можна записати у векторному вигляді. Розглянемо матрицю A, яка складається із стовпчиків 
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 і кожен стовпчик побудований по наступному правилу.

                  
[image: image42.wmf]11

x
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Стовпчик 
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містить 
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 компонент і тільки дві із них відмінні від нуля і дорівнюють одиниці. Перша одиниця вектора 
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 стоїть на місці і, друга одиниця стоїть на місці m+j.
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Введемо в розгляд вектор 
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Кожному вектору 
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Отже, транспортна задача є задачею лінійного програмування і її можна розв’язувати алгоритмом симплекс-методу. Через те, що ця задача має ряд особливостей, а саме:
1)  - обмеження задано у вигляді рівнянь;

2)  - кожне невідоме входить лише в два рівняння;

3)  - коефіцієнти при невідомих – одиниці,

для її розв’язування створені спеціальні алгоритми.
3. Умова існування розвязку транспортної задачі

Теорема 1. Для того щоб транспортна задача мала розвязок, необхідно і достатньо, щоб сумарні запаси постачальників дорівнювали сумарним потребам споживачів:
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, тобто, задача має бути з правильним балансом.
Доведемо необхідність. Нехай задача має допустимий розвязок 
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Підставимо 
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 в рівняння системи обмежень (2), (3), одержимо
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. З рівності лівих частин, слідує рівність правих частин і, отже, задача має правильний баланс 
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Доведемо достатність. Нехай задача має правильний баланс 
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, доведемо, що задача має оптимальний розв’язок. Перевіримо, що 
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 допустимий розв’язок задачі. Якщо 
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 підставити в ліві частини рівнянь системи обмежень (2), (3), то одержимо 
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Рівняння обмежень перетворюються в тотожності, отже 
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X

допустимий розвязок. Покажемо, що існує оптимальний розв’язок. Враховуючи, що вартості перевезень вантажу обмежені зверху і знизу 
[image: image92.wmf]D

c

C

j

i

£

£

, можна записати


[image: image93.wmf]å

å

å

å

å

å

å

å

å

å

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

£

£

Þ

£

£

m

i

n

j

m

i

n

j

m

i

n

j

m

i

n

j

j

i

m

i

n

j

j

i

j

i

j

i

j

i

j

i

x

D

X

Z

x

C

Dx

x

c

Cx

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

)

(

, або


[image: image94.wmf]DM

X

Z

CM

£

£

)

(

.

Отже, цільова функція обмежена на множині допустимих розв’язків і, як будь-яка неперервна функція, набуває на цій множині свого найменшого ( і найбільшого) значень. Цим теорему доведено.

4. Ранг системи векторів-обмежень транспортної задачі

Теорема 2. Ранг  XE "ранг:системи векторів-обмежень" системи векторів-умов транспортної задачі дорівнює 
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Знову розглянемо матрицю (6) умов транспортної задачі. Якщо до останнього рядка матриці додати 
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, то одержимо рядок всі компоненти якого одиниці. Якщо тепер від останнього рядка відняти перші m рядків, то останній рядок матриці стане нульовим. Це означає, що ранг матриці 
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Покажемо, що із векторів-умов 
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 можна вибрати сукупність, яка складається із 
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 лінійно незалежних векторів. Вибираємо вектори 
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. Легко переконатися, що відповідна їм матриця невироджена.
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Отже,  вектори  
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  можуть  бути базисом системи векторів-умов і тому ранг цієї системи дорівнює 
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5. Опорний розвязок транспортної задачі
Означення. Опорним  XE "розв'язок:опорний" розв’язком транспортної задачі називається будь-який допустимий розв’язок, в якому вектори-умови, які відповідають додатнім координатам, лінійно незалежні.

Через те, що ранг системи векторів-умов транспортної задачі дорівнює 
[image: image105.wmf]1
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, в опорному розвязку відмінних від нуля координат буде не більше ніж 
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. Кількість відмінних від нуля координат в невиродженому опорному розв’язку дорівнює 
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, а для виродженого опорного розвязку буде меншою ніж 
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Будь-який допустимий розвязок транспортної задачі можна записати в ту саму таблицю, що і вихідні дані. Клітки таблиці транспортної задачі, в яких знаходяться відмінні від нуля, або рівні нулю, базисні перевезення називаються зайнятими, всі інші клітки називаються незайнятими, або вільними. Клітки таблиці нумеруються так, що клітка, яка містить перевезення 
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i

x

, має номер 
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. Кожній зайнятій клітці 
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 відповідає перевезення 
[image: image112.wmf]j

i

x

, а йому відповідає вектор-умова 
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Для того, щоб не виконувати громіздких обчислень при перевірці лінійної незалежності системи векторів-умов, що відповідає допустимому розв’язку, вводиться поняття цикл. Цикли також використовують для переходу від одного опорного розвязку до іншого.
Означення.  XE "цикл" Циклом називається така послідовність кліток таблиці транспортної задачі 
[image: image114.wmf])
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 в якій дві і тільки дві сусідні клітки розташовані в одному рядку, або стовпчику. Перша і остання клітки також знаходяться в одному рядку, або стовпчику.

Цикл в таблиці транспортної задачі це замкнута ламана лінія. В кожній клітці циклу відбувається поворот ламаної лінії на 90°.

Теорема 3. ( про взаємозв’язок лінійної залежності системи векторів-умов і можливості утворення циклу). Для того, щоб система векторів-умов транспортної задачі була лінійно залежною, необхідно і достатньо, щоб із відповідних кліток таблиці можна було виділити частину, яка утворює цикл.

Доведемо необхідність. Нехай система, яка складається із n векторів 
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лінійно залежна. Тоді знайдеться така система чисел 
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Нехай 
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має дві відмінні від нуля компоненти з номерами 
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, обидві дорівнюють одиниці. В умову (10) має входити вектор, у якого одна із цих компонент дорівнює одиниці і який треба помножити на 
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, щоб лінійна комбінація (10) дорівнювала нулю. Нехай це буде вектор 
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, але у цього вектора компонента з номером 
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 дорівнює одиниці. Отже, в умову (10) має входити вектор з такою ж одиничною координатою і т. д.

В вибраній таким чином послідовності векторів має бути вектор 
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, у якого другий індекс співпадає з другим індексом першого вектора. Такій послідовності векторів буде відповідати послідовність кліток таблиці транспортної задачі 
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, яка утворює цикл. Необхідність доведено.

Доведемо достатність. Нехай із кліток 
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, які відповідають системі векторів 
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, вибрана послідовність кліток 
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, які утворюють цикл, тоді можна записати
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Система векторів лінійно залежна, теорему доведено повністю.

Наслідок. Допустимий  XE "розв'язок:допустимий" розвязок транспортної задачі 
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буде опорним тоді і тільки тоді, коли із зайнятих ним кліток не можна утворити жодного циклу.

 XE "метод:викреслювання" Метод викреслювання

Припустимо, що допустимий розвязок транспортної задачі, який складається із 
[image: image132.wmf]1
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 компонент, записано в таблицю. Допустимий розвязок буде опорним, якщо система відповідних йому векторів-умов буде лінійно незалежною. А це буде тоді, коли зайняті клітки таблиці розташовані так, що з них не можна виділити цикл.

Рядок або стовпчик таблиці з однією зайнятою кліткою не може входити в цикл, бо цикл містить дві і тільки дві клітки в рядку, або стовпчику. Отже, можна спочатку викреслити всі рядки таблиці, які містять одну зайняту клітку, а потім аналогічно викреслити стовпчики. Якщо в результаті таких дій всі рядки і стовпчики будуть викреслені, то одержимо, що із зайнятих кліток таблиці не можна утворити цикл. Отже, система векторів-умов лінійно незалежна і ми маємо опорний розв’язок. 
Якщо ж після викреслювання залишиться частина кліток, то ці клітки утворюють цикл, система векторів-умов лінійно залежна, а розв’язок не є опорним. Наводимо приклади ситуацій, коли можна виконати “викреслювання” і коли це зробити неможливо

[image: image133.wmf].
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6. Методи побудови початкового опорного розв’язку
 XE "метод:північно-західного кута" Метод північно-західного кута

В даному методі заповнення таблиці транспортної задачі починається з лівого верхнього кута. Запаси чергового постачальника використовуються для забезпечення потреб чергового споживача, аж доки не будуть вичерпані повністю. Потім використовують запаси наступного постачальника і т. д.

На кожному кроці, виходячи із запасів постачальника і потреб споживача, заповнюється тільки одна клітка таблиці і відповідно виключається з розгляду один постачальник, або один споживач.
Алгоритм методу може бути таким:
1. – якщо 
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 і виключається постачальник з номером i, 
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2. – якщо  
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 і виключається споживач з номером j, 
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3. – якщо 
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 і виключаємо, або постачальника i, 
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 ,  або споживача  j, 
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Нульові перевезення прийнято заносити в таблицю лише тоді, коли вони попадають в клітку 
[image: image148.wmf])
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, яку треба заповнити. Якщо ж в чергову клітку таблиці 
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 треба поставити перевезення, а у i-го постачальника немає запасів, або j-й споживач повністю забезпечений, то в клітці фіксується перевезення рівне нулю. Таким чином в таблицю заносять лише базисні нулі, в решту кліток нулі не ставлять.

Щоб не було помилок, після побудови початкового опорного розв’язку треба перевірити, що кількість зайнятих кліток дорівнює 
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 і що система векторів-умов, які відповідають зайнятим кліткам, лінійно незалежна.

Теорема 4. Розвязок транспортної задачі, побудований методом північно-західного кута, є опорним, тобто, відповідна йому систама векторів-умов лінійно незалежна.

Кількість зайнятих опорним розв’язком кліток таблиці має дорівнювати 
[image: image151.wmf]1
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. Згідно з алгоритмом, на кожному кроці побудови розв’язку, заповнюється одна клітка і виключається з розгляду один рядок (постачальник), або один стовпчик (споживач) в таблиці задачі. Після виконання 
[image: image152.wmf]2
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 кроків, в таблиці буде зайнято 
[image: image153.wmf]2
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 клітки і залишаться вільними один рядок, один стовпчик і одна клітка. Після заповнення цієї клітки, в таблиці буде зайнято 
[image: image154.wmf]1
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 кліток.

Система векторів-умов, які відповідають зайнятим кліткам, лінійно незалежна через те, що всі зайняті клітки можна викрестити, якщо виконати це в порядку їх заповнення. Теорему доведено.

 XE "метод:мінімальної вартості" Метод мінімальної вартості

При побудові опорного розвязку методом північно-західного кута ніде не враховуються вартості перевезень 
[image: image155.wmf]j
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, тому побудований розвязок може бути далеким від оптимального.

В методі мінімальної вартості намагаються задовольнити потреби споживача за рахунок найбільш вигідного постачальника і заповнюють ту клітку, якій на даному кроці відповідає мінімальне значення 
[image: image156.wmf]j
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. Чергову клітку заповнюють по тому ж алгоритму, що і в методі північно-західного кута. На кожному кроці виключається з розгляду один постачальник, або один споживач. Якщо запаси постачальника вичерпані, а відповідний рядок містить чергове мінімальне значення 
[image: image157.wmf]j
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, то у відповідну клітку таблиці заносять базисний нуль і, тільки після цього, рядок викреслюють. Аналогічно поступають з споживачем. Справедлива наступна теорема.

Теорема 5. Розвязок транспортної задачі, побудований методом мінімальної вартості, є опорним, тобто, відповідна йому систама векторів- умов лінійно незалежна.

7. Перехід від одного опорного розв’язку до іншого

В транспортній задачі перехід від одного опорного розв’язку до іншого можна виконати, використовуючи  XE "цикл" цикл. Для деякої вільної клітки таблиці будують цикл, який містить в собі частину кліток опорного розв’язку. По цьому циклу перерозподіляють перевезення. Перевезення із зайнятої клітки  переносять у вільну клітку і так одержують новий опорний розв’язок.

Теорема 6. Якщо таблиця транспортної задачі містить опорний розв’язок, то для будь-якої вільної клітки таблиці існує єдиний цикл, який містить в собі цю клітку і частину кліток, зайнятих опорним розв’язком.

Доведення. Опорний розвязок займає 
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 кліток таблиці, і йому відповідає система лінійно незалежних векторів-умов. Якщо до зайнятих кліток добавити одну вільну клітку, то відповідна система 
[image: image159.wmf]n
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 векторів-умов буде лінійно залежною і, згідно з Теоремою 3, можна побудувати цикл, який містить цю клітку.

Припустимо, що таких циклів два 
[image: image160.wmf])
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. Тоді, об’єднавши клітки обох циклів без вільної клітки 
[image: image162.wmf])
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, одержимо послідовність кліток 
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, які утворюють цикл. А це неможливо, через те, що всі вектори-умови базисного розвязку лінійно незалежні. Ми одержали протиріччя, яке і доводить теорему.
Означений цикл
Цикл називається  XE "цикл:означений" означеним, якщо його кутові клітки пронумеровані по порядку і кліткам з непарними номерами приписано знак “+”, а з парними – знак “-“. 

Означення. Приростом по циклу на величинк 
[image: image164.wmf]q

 називається збільшення об’ємів перевезень у всіх непарних клітках циклу,  позначених знаком “+”, на 
[image: image165.wmf]q

 і зменшення об’ємів перевезень у всіх парних клітках циклу,  позначених знаком “-”, на 
[image: image166.wmf]q

.

Теорема 7. Якщо таблиця транспортної задачі містить опорний розв’язок, то при виконанні приросту по будь-якому циклу, в якому є одна вільна клітка, на величину 
[image: image167.wmf]{

}

j

i

x

min

=

q

, одержимо опорний розв’язок.
Доведення. В таблиці транспортної задачі, в якій записано опорний розв’язок, виберемо вільну клітку і позначимо її знаком “+”.  Теорема 6 стверджує, що для цієї клітки існує єдиний цикл, який містить частину кліток, зайнятих опорним розв’язком. Пронумеруємо клітки циклу, починаючи з клітки, позначеної знаком “+”. Знайдемо 
[image: image168.wmf]{
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 і виконаємо приріст по циклу на величину 
[image: image169.wmf]q

. Якщо рядок, або стовпчик таблиці входить в цикл, то такий  рядок, або в стовпчик, містить в собі дві клітки, одна з яких позначена знаком “+”, а інша знаком “-“. Тому в одній клітці об’єм перевезень збільшиться на 
[image: image170.wmf]q

, а в іншій зменшиться на 
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, при цьому сума всіх перевезень в рядку, як і сума перевезень  в стовпчику, залишиться незмінною. Через те, що приріст по циклу виконується на величину 
[image: image172.wmf]{
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, то об’єми всіх перевезень будуть невід’ємними і новий розв’язок буде допустимим.
Якщо залишити вільною одну із кліток з нульовим об’ємом перевезень, яка відповідає 
[image: image173.wmf]{
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, кількість зайнятих кліток буде рівною 
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. Оскільки цикл єдиний, то видалення із нього однієї клітки йього розриває. Із зайнятих кліток, які залишаться, цикл утворити не можна, система відповідних векторів-умов лінійно незалежна і одержаний розвязок буде опорним.

8. Розподільчий  XE "метод:розподільчий" метод

Припустимо, що для транспортної задачі знайдено початковий опорний розвязок 
[image: image175.wmf]1
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 і обчислено значення цільової функції 
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 на цьому розвязку. Теорема 6 стверджує, що для будь-якої вільної клітки таблиці можна побудувати єдиний цикл, який містить цю клітку і частину кліток, зайнятих  опорним розв’язком. Якщо цей цикл означити і виконати приріст ( XE "перерозподіл:перевезень по циклу" перерозподіл перевезень) по циклу на величину 
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, то можна одержати новий опорний розвязок 
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Визначимо, як зміниться цільова функція при переході до нового опорного розв’язку. Якщо виконати приріст на одиницю по циклу, який відповідає клітці 
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, то цільова функція одержить приріст 
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Тут 
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- сума вартостей перевезень вантажу в непарних клітках циклу, позначених знаком “+”, а 
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- сума вартостей перевезень вантажу в парних клітках циклу, позначених знаком “-”. В клітках, позначених знаком “+”, перевезення збільшується і збільшується величина цільової функції 
[image: image183.wmf])
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, в клітках, позначених знаком “-”, перевезення зменшується і відповідно зменшується  величина цільової функції.

Якщо різниця сум 
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 для вільної клітки 
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 від’ємна, тобто 
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, то приріст по циклу приведе до зменшення величини цільової функції на величину 
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, тобто опорний розвязок можна покращити. 

Якщо ж  XE "оцінка:вільних кліток" оцінки 
[image: image188.wmf]k
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 для всіх вільних кліток таблиці транспортної задачі невід’ємні, то це означає, що значення цільової функції не можна покращити і одержаний розвязок є оптимальним. Отже, ознакою оптимальності розподільчого  XE "метод:розподільчий" методу є умова 
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 для всіх вільних кліток, в яких 
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Для розв’язування транспортної задачі розподільчим методом треба знайти початковий опорний розв’язок. Потім для чергової опорної клітки 
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 побудувати цикл і знайти оцінку 
[image: image192.wmf]k
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. Якщо оцінка невід’ємна, перейти до наступної вільної клітки. Якщо ж оцінка від’ємна, то треба виконати приріст по циклу на величину 
[image: image193.wmf]{
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 і одержати новий опорний розвязок.

Для кожного нового опорного розв’язку обчислення оцінок починається з першої вільної клітки таблиці. Вільні клітки доцільно перевіряти в порядку зростання вартостей перевезень 
[image: image194.wmf]j
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, які їм відповідають.

9. Метод  XE "метод:потенціалів" потенціалів

Теорема 8. Якщо допустимий розвязок  
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транспортної задачі є оптимальним, то існують потенціали (числа) постачальників 
[image: image196.wmf]i

u

, 
[image: image197.wmf]m

i

.

.

.

,

2

,

1

=

, і потенціали споживачів 
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Доведення. Запишемо математичну модель транспортної задачі
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Запишемо математичну модель двоїстої  XE "задача:двоїста" задачі. В двоїстій задачі кількість змінних має дорівнювати кількості умов вихідної задачі. Позначимо через 
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, змінні двоїстої задачі, які відповідають першим m рівнянням (2) системи обмежень, а через 
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,  змінні двоїстої задачі,  які відповідають наступним  n  рівнянням (3) системи обмежень. Цільова функція і система умов двоїстої задачі матимуть вигляд 


[image: image216.wmf]å

å

=

=

®

+

=

m

i

n

j

j

j

i

i

Max

v

b

u

a

v

u

F

1

1

)

,

(



[image: image217.wmf]j

i

j

i

c

v

u

£

+

,    
[image: image218.wmf]m

i

.

.

.

,

2

,

1

=

, 
[image: image219.wmf]n

j

.

.

.

,

2

,

1

=

.

У вихідній задачі (1), (2), (3) вектор-умова  
[image: image220.wmf]j
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 має дві відмінні від нуля одиничні компоненти з номерами i і 
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, тому кожна умова двоїстої задачі містить лише дві змінні у вигляді 
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.  Умов невід’ємності в двоїстій задачі немає через те, що всі умови вихідної задачі – рівняння. Згідно з другою теоремою двоїстості, якщо при підстановці в систему обмежень двоїстої задачі її розвязку, деяке обмеження виконується як строга нерівність виду 
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, то відповідна координата оптимального розвязку 
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 вихідної задачі відмінна від нуля, тобто 
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Група рівнянь (12) 
[image: image226.wmf]j

i

j

i

c

v

u

=

+

 при 
[image: image227.wmf]0

>

j

i

x

 використовується, як система рівнянь для знаходження потенціалів. Система має 
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.  Кількість рівнянь в системі дорівнює 
[image: image233.wmf]1

-

+

n

m

, тобто дорівнює кількості відмінних від нуля координат невиродженого опорного розвязку. Через те, що кількість невідомих на одиницю більша від кількості рівнянь, одному з невідомих можна надати довільне значення, а решту визначити з системи.
Групу нерівностей (13)  
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, використовують для перевірки оптимальності опорного розвязку.  Ці нерівності зручніше записувати у вигляді 
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Числа 
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називають оцінками вільних кліток таблиці, або оцінками тих транспортної задачі, які не входять в базис опорного розвязку.

Оцінки для вільних кліток транспортної таблиці використовуються для покращення опорного розвязку. При цьому знаходять клітку 
[image: image239.wmf])

,

(

l

k

, якій відповідає 
[image: image240.wmf]{

}

k

l

j

i

D

=

D

max

. Якщо 
[image: image241.wmf]0

£

D

k

l

, то розвязок оптимальний. Якщо ж  
[image: image242.wmf]0

>

D

k

l

, то для відповідної клітки 
[image: image243.wmf])

,

(

l

k

 будують цикл і намагаються “покращити” розвязок, перерозподіляючи вантаж  
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10. Розв’язування задач  XE "метод:потенціалів" з неправильним балансом

На практиці частіше зустрічаються транспортні задачі з неправильним балансом і можуть бути два наступні випадки.

Нехай сумарні запаси постачальників перевищують сумарні потреби споживачів, тобто 
[image: image245.wmf]å

å

=

=

>

m

i

n

j

j

i

b

a

1

1

. Зрозуміло, що в цьому випадку, після задоволення всіх потреб споживачів, частина запасів в об’ємі 
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, залишиться невивезеною. Тому в системі обмежень транспортної задачі першу групу рівнянь (2) треба замінити нерівностями 
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Для зведення задачі до знайомого виду, вводять додаткові змінні 
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 і нерівності (15) записують у вигляді
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В цільову функцію додаткові змінні входитимуть з нульовими коефіцієнтами. Математичний запис задачі матиме вигляд          
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Запишемо необхідну і достатню умому існування розвязку транспортної задачі ( див. пункт 3 ): 
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Отже, для того щоб задача мала розвязок, треба ввести фіктивного споживача з потребами 
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 і вартості перевезення вантажів до фіктивного споживача покласти рівними нулю 
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Розглянемо випадок, коли сумарні вимоги споживачів перевищують можливості постачальників, тобто коли 
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. В цьому випадку вимоги споживачів в об’ємі 
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 залишаться не виконаними. Другу групу рівнянь (3) системи обмежень транспортної задачі треба замінити нерівностями 
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Після введення додаткових змінних 
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математична модель транспортної задачі запишеться у вигляді
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Для того, щоб задача мала розвязок, необхідно і достатньо, щоб виконувалась умова 
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Отже, для того щоб в даному випадку задача мала розвязок, треба ввести фіктивного постачальника з запасом 
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 і при умові, що вартості перевезень 
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Слід зауважити, що при побудові початкового опорного розвязку, запаси фіктивного постачальника треба використовуваним в останню чергу, не звертаючи увагу на те, що вартість перевезень у цьому випадку дорівнює нулю. 

11. Алгоритм розв’язування транспортної задачі  XE "метод:потенціалів" методом потенціалів

Алгоритм розв’язування  транспортної задачі може бути таким:

1. – перевіряємо, що задача має  XE "задача:з правильним балансом" правильний баланс. 
     Якщо задача має  XE "задача:з неправильним балансом" неправильний баланс і 
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     фіктивного постачальника з запасом 
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     вартістю   перевезень 
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    Якщо задача має неправильний баланс і 
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    фіктовного споживача з потребами 
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    перевезень 
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2. – будуємо початковий опорний розвязок (найкраще це зробити  XE "метод:мінімальної вартості" методом мінімальної вартості). Треба перевірити, що в таблиці транспортної задачі зайнято 
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 кліток і система векторів-умов, які відповідають одержаному розвязку, лінійно незалежна (це перевіряється  XE "метод:викреслювання" методом викреслювання).

3. – побудувати систему потенціалів, які відповідають опорному розв’язку. Треба побудувати і розв’язати систему рівнянь 
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. Для того щоб знайти частинний розв’язок системи, одному із потенціалів (найвигідніше, тому потенціалу 
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, якому відповідає більша кількість зайнятих кліток) надають деяке значення (нуль) і обчислюють решту потенціалів по формулах  
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4. – перевірити, чи виконується умова оптимальності для вільних кліток таблиці. Треба обчислити оцінки для всіх вільних кліток по формулах 
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 і ті оцінки, які більші нуля, записати у лівий нижній кут клітки. Якщо для всіх вільних кліток оцінки 
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, то це означає, що ми одержали оптимальний розвязок. Треба обчислити значення цільової функції і розв’язування задачі завершено. Якщо ж є хоч одна клітка з додатною оцінкою, то це означає, що розвязок, який ми досліджували, можна покращити.

5. – треба перейти до нового опорного розвязку. Для цього фіксують клітку таблиці з найбільшою додатною оцінкою 
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. Будують  XE "цикл" цикл, який містить в собі зафіксовану клітку і частину кліток, зайнятих опорним розв’язком. Клітку цикла з найбільшою додатною оцінкою позначають знаком 
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, наступну клітку позначають знаком “-“ і т. д. Виконують перерозподіл вантажу по побудованому циклу на величину 
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 і переходять на пункт 3 алгоритму.

Приклад розв’язування транспортної задачі  XE "метод:потенціалів" методом потенціалів

Задача

Місто має три хлібозаводи, які щодоби випікають хлібобулочні вироби в об’ємах,  XE "вектор:запасів" вектор запасів 
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Місто має п’ять магазинів, кожен з яких щодоби продає хлібобулочні вироби в об’ємах,  XE "вектор:потреб" вектор потреб 
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При перевезенні продукції із заводу i до магазину j,  XE "матриця:вартості перевезень" матриця транспортних видатків має вигляд
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Запаси вантажів на заводах становлять 
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, потреби магазинів дорівнюють 
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, отже це  XE "задача:з правильним балансом" задача з правильним балансом. Треба скласти оптимальний план перевезень.
Математична постановка задачі
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Побудова опорного  XE "розв'язок:опорний" розвязку

1. -  запишемо умову транспортної задачі у вигляді наступної таблиці

Таблиця 2
	Заводи
	Магазини
	Запаси вантажів
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2. – будемо поступово задовольняти потреби магазинів, керуючись наступними правилами:

- знаходимо клітку з мінімальним тарифом, клітка 
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- переносимо в цю клітку менше з чисел 
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В даному випадку, буде повністю задоволена потреба магазину 
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 за рахунок найдешевшого перевезення і на заводі 
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 залишиться вантаж в об’ємі 90 одиниць. Цей вантаж доцільно помістити в клітку 
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Весь запас постачальника 
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 вивезено і одержано проміжну таблицю

Таблиця 3
	Заводи
	Магазини
	Запаси вантажів
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4. - якщо повністю виконати весь об’єм роботи, послідовно заповнюючи  

  клітки  
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Таблиця 4
	Заводи
	Магазини
	Запаси вантажів
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Аналіз таблиці показує, що всі вантажі вивезено, всі потреби задоволено і вартість транспортних витрат дорівнює  Z = 570. Але ми одержали вироджений план. Для зайнятих кліток не виконується умова 
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4. – виконаємо дослідження одержаного розвязку на оптимальність.

      Для зайнятих кліток таблиці повинні виконуватися умови 
[image: image354.wmf]j

i

j

i

c

v

u

=

+

.        

      Записуємо відповідну систему рівнянь і, поклавши 
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       Для незайнятих кліток таблиці, в яких 
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[image: image358.wmf]j

i

j

i

k

l

c

v

u

-

+

=

D

, одержимо:

[image: image359.wmf]6

8

6

6

2

2

1

0

5

3

5

3

5

3

4

3

4

3

4

3

2

3

2

3

2

3

5

2

5

2

5

2

3

2

3

2

3

2

4

1

4

1

4

1

3

1

3

1

3

1

1

1

1

1

1

1

-

=

-

+

=

D

-

=

-

+

=

D

-

=

-

+

=

D

-

=

-

+

=

D

=

-

+

=

D

-

=

-

+

=

D

=

-

+

=

D

=

-

+

=

D

c

v

u

c

v

u

c

v

u

c

v

u

c

v

u

c

v

u

c

v

u

c

v

u


Маємо три клітки з додатніми оцінками, план неоптимальний. 

Перспективні є клітки 
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5. – спробуємо покращити розвязок. Для цього фіксуємо вільну клітку 
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Таблиця 5
	Заводи
	Магазини
	Запаси вантажів
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Перерозподіляємо по циклу вантаж в 10 одиниць. Якщо цей вантаж додавати до вантажу в клітках з знаком “+” і віднімати від вантажу в клітках з знаком “–“, то одержимо новий опорний розвязок у вигляді наступної таблиці.

Таблиця 6
	Заводи
	Магазини
	Запаси вантажів
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Цільова функція для нового розвязку набуває значення Z = 550 і цей результат на 20 одиниць кращий від попереднього.

6. – виконаємо дослідження одержаного розвязку на оптимальність.

      Для зайнятих кліток таблиці повинні виконуватися умови 
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      Записуємо відповідну систему рівнянь і, поклавши 
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   Обчислюємо значення  XE "оцінка:вільних кліток" оцінок по формулах 
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Всі оцінки вільних кліток від’ємні, отже, нами одержано оптимальний план перевезень з транспортними витратами Z = 550.

Запитання для самоконтролю

 1. Як ставиться транспортна задача.

 2. Що таке план перевезень в транспортній задачі.

 3. Чим допустимий план перевезень відрізняється від оптимального плану.

 4. Коли транспортна задача має правильний баланс. 

 5. Поясніть математичний запис транспортної задачі.

 6. Поясніть запис транспортної задачі у векторному вигляді.
 7. Коли транспортна задача має розв’язок.
 8. Скільки лінійно незалежних векторів в системі обмежень

     транспортної задачі..

 9. Який ранг має матриця утворена із векторів-обмежень.

10. Чим транспортна задача відрізняється від задачі лінійного програмування.

11. Що таке опорний розвязок транспортної задачі.

12. Що означає термін “цикл”, для чого використовують “цикл”.

13. Як перевірити лінійну незалежність системи векторів-умов 
     транспортної задачі.
14. Для чого використовується метод викреслювання.

15. Які існують методи побудови початкового опорного роз’вязку  

     транспортної задачі.
16. Як здійснюється перехід від одного опорного розвязку до іншого.

17. Що означає термін “означений цикл”.

18. Що означає термін “приріст по циклу”.

19. Як записується двоїста задача до транспортної задачі.
20. Що таке потенціали в транспортній задачі.

21. Що означає термін “оцінка вільних кліток” транспортної задачі.

22. Сформулюйте метод потенціалів для розвязування 

     транспортної задачі.

Завдання для лабораторних робіт

Лабораторна робота 
ЗНАЙТИ ОПТИМАЛЬНИЙ ПЛАН ТРАНСПОРТНОЇ ЗАДАЧІ

Таблиця 7
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	Запаси і потреби
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Продовження таблиці 7
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