
УДК 512.624.2

ВИКОРИСТАННЯ АПАРАТУ ЕЛIПТИЧНИХ КРИВИХ ДЛЯ
ФАКТОРИЗАЦIЇ ПОЛIНОМIВ НАД СКIНЧЕННИМ ПОЛЕМ

П. В. Мiкава1, а, Л. В. Ковальчук1

1Нацiональний технiчний унiверситет України «Київський полiтехнiчний iнститут»

Анотацiя
У данiй роботi розглянуто алгоритм Ленстра, що дозволяє факторизувати числа, використовуючи апарат елiптич-
них кривих. Цей алгоритм належить до класу субекспоненцiальних методiв та входить до трiйки найшвидших
алгоритмiв факторизацiї. Також розглянута теорема Ленстра, яка забезпечує виконання нетривiальної умови при
обчисленнях в алгоритмi. По аналогiї, розроблено та доведено теорему Ленстра, яка забезпечить правильнiсть
обчислень при подальшiй розробцi алгоритму Ленстра для факторизацiї полiномiв.
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Вступ

На сьогоднiшнiй день, алгоритм Ленстра входить
до трiйки найшвидших алгоритмiв факторизацiї чи-
сел, та роздiляє її з такими алгоритмами, як ме-
тод квадратичного решета (QS), та метод решета
числового поля (NFS). Вiн базується на використан-
нi апарату елiптичних кривих та належить до кла-
су субекспоненцiальних методiв. Перед алгоритмом
розглянемо теорему Ленстра для чисел. Вона за-
безпечує правильне обчислення кратних точок, якi
використовуються у алгоритмi Ленстра. По аналогiї
з числами, почнемо розробку алгоритму для факто-
ризацiї полiномiв кiльця 𝐹𝑝[𝑥]. Для цього розроби-
мо та доведемо теорему Ленстра для забезпечення
нетривiальної умови при обчисленнi кратних точок
елiптичної кривої, яка задана над фактор-кiльцем
𝐹𝑝[𝑥]/𝑓(𝑥).

1. Алгоритм Ленстра факторизацiї чисел

Розглянемо iснуючi результати щодо факторизацiї
чисел, якi отримав Нiл Ленстра. [1]

Позначимо через 𝑛 непарне складене число та
𝑝 – простий дiльник 𝑛. Будемо вважати, що 𝑝 > 3.

Нехай дано елiптичну криву 𝐸, яка описується рiв-
нянням 𝑦2 = 𝑥3 + 𝑎𝑥+ 𝑏, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑍, i точку 𝑃 = (𝑥, 𝑦)
на кривiй 𝐸. Вважаємо, що многочлен 𝑥3+𝑎𝑥+𝑏 має
рiзнi коренi, тобто що 4𝑎3 + 27𝑏2 ̸= 0. Для простоти
ми припускаємо, що 4𝑎3 + 27𝑏2 не має з 𝑛 загальних
множникiв, iншими словами, що 𝑥3 + 𝑎𝑥+ 𝑏 не має
кратних коренiв за модулем 𝑝 для будь-якого прос-
того дiльника 𝑝 числа 𝑛 (тобто виконується умова:
НСД(4𝑎3 + 27𝑏2, 𝑛) = 1).

Нехай потрiбно знайти кратну 𝑘𝑃 для точки 𝑃 .
Iснує багато рiзних способiв зробити це за 𝑂(𝑙𝑜𝑔 𝑘)
крокiв, кожен з яких – подвоєння точки, або
додавання двох рiзних точок. Оберемо будь-який
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з прийомiв обчислення кратних 𝑘𝑃 , та будемо
розглядати точку 𝑃 i всi її кратнi по модулю 𝑛.
Вважатимемо, що 𝑃 (mod𝑛) = (𝑥(mod𝑛), 𝑦(mod𝑛))
i кожен раз при обчисленнi кратної точки 𝑘𝑃
фактично обчислюємо лише лишки її координат по
модулю 𝑛. Всi обчисленя при подвоєннi i додаваннi
точок можна проводити за модулем 𝑛, якщо викона-
на нетривiальна умова: всi знаменники повиннi бути
взаємно простими з 𝑛.

Теорема Ленстра
Нехай 𝐸 – елiптична крива з рiвнянням

𝑦2 = 𝑥3+𝑎𝑥+𝑏, де 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑍 та НСД(4𝑎3+27𝑏2, 𝑛) = 1.
Нехай 𝑃1 та 𝑃2 – двi точки на 𝐸, у яких знаменни-
ки координат взiємно простi з 𝑛, та 𝑃1 ̸= −𝑃2. Тодi
𝑃1 + 𝑃2 ∈ 𝐸 має координати, у яких знаменники
взаємно простi з 𝑛, тодi i тiльки тодi, коли у 𝑛 немає
простого дiльника 𝑝, для якого сума точок 𝑃1(mod 𝑝)
i 𝑃2(mod 𝑝) на елiптичнiй кривiй 𝐸(mod 𝑝) дорiвню-
вала б точцi на нескiнченностi 𝑂(mod 𝑝) ∈ 𝐸(mod 𝑝).
Тут 𝐸(mod 𝑝) позначає елiптичну криву над 𝐹𝑝, яка
отримана зведенням по модулю 𝑝 коефiцiєнтiв рiв-
няння 𝑦2 = 𝑥3 + 𝑎𝑥+ 𝑏.

З доведенням данної теореми можна ознайомитися
в книзi [1, стор. 220]

Алгоритм Ленстра
Нехай 𝑛 – непарне, складене, натуральне число,

яке треба розкласти на множники.
Нехай у нас є метод породження пар (𝐸,𝑃 ), якi

складаються з елiптичної кривої 𝑦2 = 𝑥3 + 𝑎𝑥 +
+𝑏, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑍, i точки 𝑃 = (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸.

Перевiряємо, чи буде 𝐸 елiптичною кривою по
модулю будь-якого 𝑝 | 𝑛. Для цього кубiчний мно-
гочлен в правiй частинi рiвняння не повинен мати
кратних коренiв за модулем 𝑝. Це справедливо тодi i
тiльки тодi, коли НСД(4𝑎3+27𝑏2, 𝑛) = 1. Якщо НСД
не дорiвнює 1 або 𝑛, ми отримуємо дiльник 𝑛. Якщо



цей НСД дорiвнює 𝑛, то слiд обрати iншу елiптичну
криву.

Вибираємо два натуральних числа 𝐵 i 𝐶. Тут 𝐵
– максимальна величина простого дiльника цiлого
числа 𝑘, на яке необхiдно множити точку 𝑃 . Чис-
ло 𝐶 являється верхньою межею для того простого
дiльника 𝑝 | 𝑛, з яким необхiдно отримати спiввiдно-
шення 𝑘𝑃 (mod 𝑝) = 𝑂(mod 𝑝). Далi вибираємо 𝑘 по
формулi

𝑘 =
∏︁
𝑙≤𝐵

𝑙𝛼𝑙

Тодi, згiдно теореми Хассе, якщо 𝑝+ 1 + 2
√
𝑝 < 𝐶

i порядок кривої 𝐸(mod 𝑝) не дiлиться нi на яке
просте число, бiльше 𝐵, то 𝑘 кратне цьому по-
рядку i тому 𝑘𝑃 (mod 𝑝) = 𝑂(mod 𝑝). Працюю-
чи по модулю 𝑛, намагаємось обчислювати 𝑘𝑃
таким чином. Використовуючи метод повторного
подвоєння, знаходимо 2, 2(2𝑃 ), 2(4𝑃 ), ..., 2𝛼2𝑃 , потiм
3(2𝛼2)𝑃, 3(3(2𝛼2𝑃 )), ..., 3𝛼32𝛼2𝑃 i т.д., поки не отри-
маємо

∏︀
𝑙≤𝐵 𝑙𝛼𝑙𝑃 (множимо, послiдовно переходячи

вiд найменших простих дiльникiв 𝑙 числа 𝑘 до най-
бiльших). У цих обчисленнях, при кожному дiленнi
по модулю 𝑛 застосовуємо алгоритм Евклiда для
знаходження зворотнього елемента. Якщо на якiйсь
стадiї алгоритм Евклiда не дає зворотнього елемен-
та, то або знайдений нетривiальний дiльник 𝑛, або
НСД 𝑛 i цього знаменника дорiвнює 𝑛. В останньому
випадку слiд повернутися до початку i обрати iншу
пару (𝐸,𝑃 ). Якщо алгоритм Евклiда завжди дає
зворотнiй елемент, i таким чином, 𝑘𝑃 (mod 𝑝) обчис-
люється, слiд повернутися до початку i обрати iншу
пару (𝐸,𝑃 ).

2. Узагальнення теореми Ленстра для полi-
номiв

Розглянемо випадок для 𝑝 > 3.
Позначимо через 𝑓(𝑥) ∈ 𝐹𝑝[𝑥] – звiдний полiном,
deg𝑓(𝑥) = 𝑛. Нехай дано елiптичну криву над скiн-
ченним полем 𝐹𝑝[𝑥]/𝑓(𝑥), яка описується рiвняння
виду 𝑦2 = 𝑥3 + 𝑎𝑥+ 𝑏, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹𝑝[𝑥].
Вважаємо, що многочлен 𝑦2 = 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏 має рi-
знi коренi, тобто 4𝑎3 + 27𝑏2 ̸= 0 Надалi будемо
припускати, що 4𝑎3 + 27𝑏2 не має з 𝑓(𝑥) загаль-
них множникiв; iншими словами, що 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏
не має кратних коренiв за модулем 𝑔(𝑥) для будь-
якого простого дiльника 𝑔(𝑥) полiнома 𝑓(𝑥). На прак-
тицi, вибираючи коефiцiєнти 𝑎, 𝑏, ми перевiряємо,
чому дорiвнює НСД(4𝑎3 + 27𝑏2, 𝑓(𝑥)). Якщо резуль-
тат бiльше 1, то ми знайшли нетривiальний дiльник
𝑓(𝑥) i задача вирiшена. Далi будемо припускати, що
НСД(4𝑎3 + 27𝑏2, 𝑓(𝑥))=1.

Нехай потрiбно знайти кратну 𝑘𝑃 для точки 𝑃 .
Знайти кратну точку за 𝑂(𝑙𝑜𝑔 𝑘) крокiв можливо
двома способами: методом подвоєння точки, або
додаванням двох рiзних точок. Ми будемо розгляда-
ти точку 𝑃 i всi її кратнi по модулю 𝑔(𝑥). Кожен
раз при обчисленнi кратної точки 𝑘𝑃 , фактично
будемо обчислювати лише лишки її координат по
модулю 𝑔(𝑥). Всi обчислення можна проводити за

модулем 𝑔(𝑥), якщо виконана нетривiальна умова:
всi знаменники координат точок повиннi бути
взаємно простi з 𝑔(𝑥).

Теорема Ленстра (𝑝 > 3)
Нехай 𝐸 – елiптична крива, яка описується рiв-

нянням:

𝑦2 = 𝑥3 + 𝑎𝑥+ 𝑏, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹𝑝[𝑥]

та НСД(4𝑎3 + 27𝑏2, 𝑛) = 1
Нехай 𝑃1 та 𝑃2 – двi точки на 𝐸, у якиx знаменники
координат взаємно простi з 𝑓(𝑥), та 𝑃1 ̸= −𝑃2. Тодi
𝑃1 + 𝑃2 ∈ 𝐸 має координати, у яких знаменники
взаємно простi з 𝑓(𝑥), тодi i тiльки тодi, коли у
𝑓(𝑥) немає незвiдного дiльника 𝑔(𝑥), для якого
сума точок 𝑃1(mod 𝑔(𝑥)) i 𝑃2(mod 𝑔(𝑥) на елiптич-
нiй кривiй 𝐸(mod 𝑔(𝑥)) дорiвнювала б точцi на
нескiнченностi 𝑂(mod 𝑔(𝑥)) ∈ 𝐸(mod 𝑔(𝑥)). Тут
𝐸(mod 𝑔(𝑥)) позначає елiптичну криву над полем
𝐹𝑝[𝑥]/𝑔(𝑥).

Доведення.
Нехай всi точки 𝑃1 = (𝑥1, 𝑦1), 𝑃2 = (𝑥2, 𝑦2), та

𝑃1 + 𝑃2 ∈ 𝐸 спочатку мають координати iз знамен-
никами, якi взаємно простi з 𝑓(𝑥). Необхiдно довести,
що для будь-якого незвiдного дiльника 𝑔(𝑥) полiнома
𝑓(𝑥) сума 𝑃1(mod 𝑔(𝑥)) + 𝑃2(mod 𝑔(𝑥)) ̸=
̸= 𝑂(mod 𝑔(𝑥)).

Якщо 𝑥1 ̸= 𝑥2(mod 𝑔(𝑥)), то з визначення опе-
рацiї додавання точок на 𝐸(mod 𝑔(𝑥)) слiдує, що
𝑃1(mod 𝑔(𝑥)) + 𝑃2(mod 𝑔(𝑥)) ̸= 𝑂(mod 𝑔(𝑥)).

Припустимо, що 𝑥1 ≡ 𝑥2(mod 𝑔(𝑥)). При 𝑃1 = 𝑃2

координати точки 𝑃1 + 𝑃2 = 2𝑃1 та визначаються
формулами [1]

𝑥3 = 𝜆2 − 2𝑥 (1)

𝑦3 = −𝑦 + 𝜆(𝑥− 𝑥3)

𝜆 =
3𝑥2 + 𝑎

2𝑦

в яких кожний член замiнюється його лишком по
модулю 𝑔(𝑥). Необхiдно показати, що знаменник
2𝑦1 дробу в правiй частинi (1) не дiлиться на
𝑔(𝑥). Але, якби вiн дiлився на 𝑔(𝑥), то i 3𝑥2 + 𝑎
дiлилося б на 𝑔(𝑥). Тодi 𝑥1 був би коренем по
модулю 𝑔(𝑥) як многочлена 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏, так i його
похiдної 3𝑥2 + 𝑎. Але це суперечить припущенню,
що у даного многочлена вiдсутнi кратнi коренi по
модулю 𝑔(𝑥). Тепер нехай 𝑃1 ̸= 𝑃2. Координати
точки 𝑃1 + 𝑃2 = 𝑃3 визначаються за наступними
формулами [1]

𝑥3 = 𝜆2 − 𝑥1 − 𝑥2, (2)
𝑦3 = −𝑦1 + 𝜆(𝑥1 − 𝑥3),

𝜆 =
𝑦2 − 𝑦1
𝑥2 − 𝑥1

Так як 𝑥1 ≡ 𝑥2(mod 𝑔(𝑥)) та 𝑥1 ̸= 𝑥2, можна запи-
сати 𝑥2 = 𝑥1 + 𝑔(𝑥)𝑟𝑥, де 𝑟 ≥ 1 вибрано так, що нi
чисельник, нi знаменник 𝑥 не дiляться на 𝑔(𝑥). За



припущенням знаменники координат точки 𝑃1 + 𝑃2

не дiляться на 𝑔(𝑥), тому iз формул (2) слiдує, що
𝑦2 = 𝑦1 + 𝑔(𝑥)𝑟𝑦. З iншого боку

𝑦22 = (𝑥1 + 𝑔(𝑥)𝑟𝑥)3 + 𝑎(𝑥1 + 𝑔(𝑥)𝑟𝑥) + 𝑏 ≡
≡ 𝑥3

1 + 𝑎𝑥1 + 𝑏+ 𝑔(𝑥)𝑟𝑥(3𝑥2
1 + 𝑎) =

= 𝑦21 + 𝑔(𝑥)𝑟𝑥(3𝑥2
1 + 𝑎)(mod 𝑔(𝑥)𝑟+1) (3)

Так як
𝑥2 ≡ 𝑥1(mod 𝑔(𝑥)) та 𝑦2 ≡ 𝑦1(mod 𝑔(𝑥)),
то 𝑃1(mod 𝑔(𝑥)) ≡ 𝑃2(mod 𝑔(𝑥)),
тобто
𝑃1(mod 𝑔(𝑥))+𝑃2(mod 𝑔(𝑥)) = 2𝑃1(mod 𝑔(𝑥)). Очеви-
дно, що 2𝑃1(mod𝑔(𝑥)) = 𝑂(mod 𝑔(𝑥)) тодi i тiльки
тодi, коли 𝑦1 ≡ 𝑦2 ≡ 𝑂(mod 𝑔(𝑥)). Якщо цe рiвняння
виконуються, то

𝑦22 − 𝑦21 = (𝑦2 − 𝑦1)(𝑦2 + 𝑦1) (4)

повинно дiлитися на 𝑔(𝑥)𝑟+1 (тобто повинен дiли-
тися на 𝑔(𝑥)𝑟+1 чисельник цього виразу). Тому iз
(3) слiдувало б, що 3𝑥2

1 + 𝑎 ≡ 𝑂(mod 𝑔(𝑥)). Але це
неможливо, оскiльки 𝑥3 + 𝑎𝑥 + 𝑏 не має кратних
коренiв по модулю 𝑔(𝑥), тобто 𝑥1 не може бути за-
гальним коренем цього многочлена i його похiдної.
Значить, 𝑃1(mod 𝑔(𝑥))+𝑃2(mod 𝑔(𝑥)) ̸= 𝑂(mod 𝑔(𝑥)),
як i стверджувалось.

Зворотньо, нехай
𝑃1(mod 𝑔(𝑥)) + 𝑃2(mod 𝑔(𝑥)) ̸= 𝑂(mod 𝑔(𝑥))
для кожного незвiдного дiльника 𝑔(𝑥) полiнома
𝑓(𝑥). Фiксуємо деякий полiном 𝑔(𝑥) | 𝑓(𝑥) Формули
(1) та (2) показують, що якщо 𝑥2 ̸= 𝑥1(mod 𝑔(𝑥)),
то знаменникiв, якi дiляться на 𝑔(𝑥) немає. Тому
припустимо, що 𝑥2 ≡ 𝑥1(mod 𝑔(𝑥)).
Тодi 𝑦2 ≡ ±𝑦1(mod 𝑔(𝑥)), але так як
𝑃1(mod 𝑔(𝑥)) + 𝑃2(mod 𝑔(𝑥)) ̸= 𝑂(mod 𝑔(𝑥)),
то 𝑦2 ≡ 𝑦1 ̸= 𝑂(mod 𝑔(𝑥)).
При 𝑃2 = 𝑃1 формули (1) разом з умовою
𝑦1 ̸= 𝑂(mod 𝑔(𝑥)) показують, що знаменники
координат точки 𝑃1 + 𝑃2 = 2𝑃1 взаємно простi з
𝑔(𝑥). Якщо 𝑃2 ̸= 𝑃1, знову записуємо 𝑥2 у виглядi
𝑥2 = 𝑥1 + 𝑝𝑟𝑥, де 𝑥 не дiлиться на 𝑔(𝑥), i використо-
вуючи рiвняння (3), отримуємо
(𝑦2

2−𝑦2
1)

(𝑥2−𝑥1)
≡ 3𝑥2

1 + 𝑎(mod 𝑔(𝑥)).
Так як 𝑔(𝑥) не дiлить 𝑦1 = 𝑦2 ≡ 2𝑦1(mod 𝑔(𝑥)),
звiдси слiдує, що знаменник числа

𝑦2
2−𝑦2

1

(𝑦1+𝑦2)(𝑥2−𝑥1)
= 𝑦2−𝑦1

𝑥2−𝑥1

не дiлиться на 𝑔(𝑥), i в силу формул (2) знаменники
координат точки 𝑃1 + 𝑃2 не дiляться на 𝑔(𝑥).
Теорема доведена.

Розглянемо випадок для 𝑝 = 2.

Для цього випадку наведемо формулювання та
доведення теореми Ленстра в одну сторону.

Позначимо через 𝑓(𝑥) ∈ 𝐹2[𝑥] – звiдний полiном,
deg𝑓(𝑥) = 𝑛. В даному роздiлi ми будемо викорис-
товувати несуперсингулярну елiптичну криву над
кiльцем 𝐹2[𝑥]. Нехай ця крива описується рiвнянням
виду 𝑦2 + 𝑥𝑦 = 𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 𝑏, 𝑏 ̸= 0, та 𝑃1 i 𝑃2 – двi

точки на нiй. Визначимо формули для додавання
цих точок.

Якщо 𝑃1 = 𝑃2, то 𝑃1 + 𝑃2 = 2𝑃1 i визначається по
формулам:[2]

𝑥 = 𝜆2 + 𝜆+ 𝑎 (5)

𝑦 = 𝑥2 + (𝜆+ 1)𝑥

𝜆 = 𝑥+
𝑦

𝑥

Якщо 𝑃1 ̸= 𝑃2, то 𝑃1 + 𝑃2 = 𝑃3 i визначається по
формулам:[2]

𝑥3 = 𝜆2 + 𝜆+ 𝑎+ 𝑥1 + 𝑥2, (6)
𝑦3 = 𝑥3 + 𝑦1 + 𝜆(𝑥3 + 𝑥1),

𝜆 =
𝑦2 − 𝑦1
𝑥2 − 𝑥1

Надалi будемо припускати, що 𝑏 не має з 𝑓(𝑥) за-
гальних множникiв; iншими словами, що 𝑥3+𝑎𝑥2+𝑏
не має кратних коренiв за модулем 𝑔(𝑥) для будь-
якого незвiдного дiльника 𝑔(𝑥) полiнома 𝑓(𝑥). На
практицi, вибираючи коефiцiєнт 𝑏, ми перевiряє-
мо, чому дорiвнює НСД(𝑏(𝑥), 𝑓(𝑥)). Якщо резуль-
тат бiльше 1, то ми знайшли нетривiальний дiльник
𝑓(𝑥) i задача вирiшена. Далi будемо припускати, що
НСД(𝑏(𝑥), 𝑓(𝑥))=1.

Теорема Ленстра (𝑝 = 2)
Нехай 𝐸 – елiптична крива, яка описується рiв-
нянням:

𝑦2 + 𝑥𝑦 = 𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 𝑏, 𝑏 ̸= 0

Нехай 𝑃1 та 𝑃2 – двi точки на 𝐸, у якиx знаменники
координат взаємно простi з 𝑓(𝑥), та 𝑃1 ̸= −𝑃2, та
𝑃1 +𝑃2 ∈ 𝐸 має координати, у яких знаменники вза-
ємно простi з 𝑓(𝑥). Тодi для будь-якого незвiдного
𝑔(𝑥), такого що 𝑔(𝑥) | 𝑓(𝑥), виконується:

𝑃1(mod 𝑔(𝑥)) + 𝑃2(mod 𝑔(𝑥)) ̸= 𝑂(mod 𝑔(𝑥))

Доведення.
Розглянемо два випадки.

1. Нехай 𝑥1 ̸= 𝑥2(mod 𝑔(𝑥))
Тодi 𝑃1(mod 𝑔(𝑥)) ̸= 𝑃2(mod 𝑔(𝑥)) i додавання цих
точок виконується за формулою (6). Тодi знаменник
у першiй координатi 𝑃1 + 𝑃2 дорiвнює
𝑥2
2 − 𝑥2

1 = (𝑥2 − 𝑥1)
2 ̸= 𝑂(mod 𝑔(𝑥)),

отже
𝑃1(mod 𝑔(𝑥)) + 𝑃2(mod 𝑔(𝑥)) ̸= 𝑂(mod 𝑔(𝑥)).

2. Нехай 𝑥1 ≡ 𝑥2(mod 𝑔(𝑥)).
Тут також можливi два випадки.
2а. Нехай 𝑃1 = 𝑃2.
Тодi точка 𝑃1+𝑃2 визначається за формулою (5),так
само i 𝑃1(mod 𝑔(𝑥)) + 𝑃2(mod 𝑔(𝑥)). За умовою, зна-
менник 𝑃1 +𝑃2 не дiлиться на 𝑔(𝑥), звiдси випливає,
що (𝑥1, 𝑔(𝑥)) = 1, а отже i (𝑥1(mod 𝑔(𝑥), 𝑔(𝑥)) = 1, а
це означає, що
𝑃1(mod 𝑔(𝑥)) + 𝑃2(mod 𝑔(𝑥)) = 2𝑃1(mod 𝑔(𝑥)) ̸=



̸= 𝑂(mod 𝑔(𝑥))
2б. Нехай
𝑃1 ̸= 𝑃2, але 𝑃1(mod 𝑔(𝑥)) = 𝑃2(mod 𝑔(𝑥)).
Якщо при цьому 𝑃1(mod 𝑔(𝑥)) + 𝑃2(mod 𝑔(𝑥)) =
= 𝑂(mod 𝑔(𝑥)),
то 𝑥1(mod 𝑔(𝑥)) = 0, але тодi 𝑥2

1 ≡ 𝑂(mod 𝑔(𝑥)), тобто
𝑥1 кратний корiнь тричлена 𝑥3 + 𝑎𝑥2 + 𝑏, що супере-
чить умовi при якiй ми вводили елiптичну криву.
Тому
𝑃1(mod 𝑔(𝑥)) + 𝑃2(mod 𝑔(𝑥)) ̸= 𝑂(mod 𝑔(𝑥)).

Висновки
В данiй роботi ми розглянули алгоритм Ленстра

для факторизацїї чисел, i теорему що обгрунтовує
нетривiальну умову у цьому алгоритмi. Базуючись

на цьому ми розробили та довели теорему Ленстра
для полiномiв кiльця характеристики 𝑝 > 3, а також
розробили i довели в один бiк цю саму теорему для
випадку 𝑝 = 2. Завдяки цим результатам ми почали
створювати теоретичний фундамент для розробки
алгоритму Ленстра для полiномiв кiльця довiльної
характеристики.
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