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Вступ
Нехай задана нормальна система диференцiальних рiвнянь





x′1(t) = f1(t, x1, x2, ...xn),
x′2(t) = f2(t, x1, x2, ...xn),
... ... ... ... ... ... ... ... ...
x′n(t) = fn(t, x1, x2, ...xn)

(1)

з початковими умовами в точцi t0. Розв’язок X0(t) = (ϕ1(t), ϕ2(t), ...
, ϕn(t)) системи називається стiйким за Ляпуновим, якщо для будь-
якого ε > 0 знайдеться таке δ(ε) > 0, що для кожного розв’язку X(t) =
(x1(t), x2(t)..., xn(t)) цiхщ системи, значення якої в точцi t0 задовольня-
ють нерiвностi

|xi(t0)− ϕi(t0)| < δ(ε), i = 1, 2, ..., n,

для всiх t > t0 випливають нерiвностi

|xi(t)− ϕi(t)| < ε, i = 1, 2, ..., n. (2)

Якщо при як завгодно малому δ > 0 хоча б для одного розв’язку
X(t) нерiвностi (2) не виконуються, то розв’язок X0(t) називається не
стiйким.

Якщо розв’язок X0(t) є стiйким i задовольняє умову

lim
t→+∞

|xi(t)− ϕi(t)| = 0, i = 1, 2, ..., n,

то цей розв’язок називається асимптотично стiйким
Дослiдження на стiйкiсть розв’язку X0(t) системи (1) як правило

зводиться до дослiдження на стiйкiсть тривiального (нульового) розв’зку
— точки спокою зведеної системи.

Дослiдження на стiйкiсть
Для дослiдження на стiйкiсть точки спокою системи двох лiнiйних

однорiдних диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами
{

x′ = a11x + a12y,
y′ = a21x + a22y,

∆ =
∣∣∣∣

a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ 6= 0

необхiдно скласти характеристичне рiвняння
∣∣∣∣

a11 − λ a12

a21 a22 − λ

∣∣∣∣ = λ2 − (a11 + a22)λ + ∆ = 0
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i знайти його коренi λ1 i λ2. Класифiкацiя точок спокою системи в за-
лежностi вiд значень λ1 i λ2 наведенi у таблицi.

Коренi λ1, λ2 Характер Стiйкiсть
точки спокою точки спокою

λ1,λ2 ∈ R, λ1 6= λ2

λ1 < 0, λ2 < 0 Стiйкий вузел Асимптотично стiйка
λ1 > 0, λ2 > 0 Нестiйкий вузел Нестiйка
λ1 > 0, λ2 < 0 Седло Нестiйка
λ1,2 = α± iβ ∈ C
α < 0, β 6= 0 Стiйкий фокус Асимптотично стiйка
α > 0, β 6= 0 Нестiйкий фокус Нестiйка
α = 0, β 6= 0 Центр Стiйка
λ1,λ2 ∈ R, λ1 = λ2

λ1,2 < 0 Стiйкий вузел Асимптотично стiйка
λ1,2 > 0 Нестiйкий вузел Нестiйка

Наведемо узагальнення попереднього метода на випадок однорiдної
системи зi сталими коефiцiєнтами довiльної скiнченої розмiрностi.

Теорема 1 . Розв’язки лiнiйної однорiдної системи диференцiаль-
них рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами тодi i тiльки тодi є 1) стiй-
кими, коли дiйснi частини власних значень головної матрицi системи
недодатнi, причому власним значенням з нульовою дiйсною частиною
вiдповiдають одновимiрнi клiтини Жордана в жордановiй формi мат-
рицi;

2) асимптотично стiйкими, коли дiйснi частини всiх власних зна-
чень головної матрицi системи вiд’ємнi;

3) нестiйкими, якщо хоча б одному власному значенню з ненульо-
вою дiйсною частиною вiдповiдає неодновимiрна клiтина Жордана, або
серед власних значень матрицi є хоча б одне з додатньою дiйсною ча-
стиною.

Умови, за яких дiйснi частини всiх власних значень матрицi A вiд’хмнi,
визначаються за допомогою такої теореми.

Теорема 2 (Критерiй Рауса-Гурвiца). Дiйснi частини всiх коренiв
рiвняння

λn + b1λ
n−1 + ... + bn−1λ + bn = 0

вiв’хмнi тодi i тiльки тодi, коли додатнi всi головнi дiагональнi мiно-
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ри матрицi Гурвiца



b1 1 0 0 0 ... 0
b3 b2 b1 1 0 ... 0
b5 b4 b3 b2 b1 ... 0
... ... ... ... ... ... 0
0 0 0 0 0 ... bn




,

тобто

∆1 = b1 > 0, ∆2 =
∣∣∣∣

b1 1
b3 b2

∣∣∣∣ > 0, ..., ∆n > 0.

Метод Функцiй Ляпунова
Метод Функцiй Ляпунова у застосуваннi до автономної системи





x′1 = f1(x1, x2, ..., xn),
x′2 = f2(x1, x2, ..., xn),

x′n = fn(x1, x2, ..., xn),

(3)

де fi(0, 0, ...0) = 0, i = 1, 2, ..., n, полягає у безпосередньому дослiдженнi
щщ точки спокою за допомогою вiдповiдно пiдiбраних функцiй Ляпу-
нова V (x1, x2, ..., xn). Дослiдження спирається на такi твердження.

Теорема 3 (про стiйкiсть). Якщо iснує диференцiйовна функцiя
V (x1, x2, ..., xn), яка задовольняє в околi початку координат умови:

a) V (x1, x2, ..., xn) ≥ 0, i V = 0 лише коли x1 = ... = xn = 0;

b) dV
dt =

n∑
i=1

∂V
∂xi

fi(x1, x2, ..., xn) ≤ 0, то точка спокою системи (3) х

стiйкою.

Теорема 4 (про асимптотичну стiйкiсть). Якщо iснує диферен-
цiйовна функцiя V (x1, x2, ..., xn), яка задовольняє в околi початку ко-
ординат умови:

a) V (x1, x2, ..., xn) ≥ 0, i V = 0 лише коли x1 = ... = xn = 0;

b) dV
dt =

n∑
i=1

∂V
∂xi

fi(x1, x2, ..., xn) ≤ 0, i dV
dt = 0 лише коли x1 = x2 =

... = xn = 0, то точка спокою системи (3) є асимптотично стiйкою.

Теорема 5 (про нестiйкiсть). Якщо iснує диференцiйовна функцiя
V (x1, x2, ..., xn), яка задовольняє в околi початку координат умови:

a) V (0, 0, ..., 0) = 0, i в околi початку координат iснують точки в
яких V (x1, x2, ..., xn) > 0;
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b) dV
dt =

n∑
i=1

∂V
∂xi

fi(x1, x2, ..., xn) ≥ 0, i dV
dt = 0 лише коли x1 = x2 =

... = xn = 0, то точка спокою системи (3) є нестiйкою.

Стiйкiсть за першим наближенням
Припустимо, що функцiї fi(x1, ..., xn), i = 1, ..., n у правiй частинi (3)

диференцiйовнi у початку координат достатню кiлькiсть разiв. Розви-
немо їх в ряд Тейлора в околi початку координат:

fi(x1, ..., xn) =
n∑

j=1

aijxj + Fi(x1, ..., xn),

де aij = ∂fi(0,...,0)
∂xj

, а Fi — члени другого порядку малостi вiдносно
x1, ..., xn. Тодi система (3) записується у виглядi:





x′1 =
n∑

j=1

a1jxj + F1(x1, ..., xn),

x′2 =
n∑

j=1

a2jxj + F2(x1, ..., xn),

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

x′n =
n∑

j=1

anjxj + Fn(x1, ..., xn).

Систему

x′i =
n∑

j=1

aijxj , i = 1, ..., n, (4)

називають системою першого наближення системи (3).

Теорема 6 Якщо дiйснi частини всiх власних значень матрицi
{aij}n

ij=1 вiд’ємнi, то нульовий розв’язок системи (3) є асимптотично
стiйким.

Якщо серед власних значень матрицi {aij}n
ij=1 системи (4) є хоча

б одне з додатньою дiйсною частиною, то нульовий розв’язок системи
(3) є нестiйким.

Якщо серед власних значень матрицi {aij}n
ij=1 є хоча б одне з ну-

льовою дiйсною частиною, а iншi мають вiд’ємнi дiйснi частини, то
нульовий розв’язок системи (3) може бути як стiйким (асимптотич-
но стiйким) так i нестiйким.

Приклади розв’язання задач
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Приклад I. Визначити характер i дослiдити на стiйкiсть точку спо-
кою системи

{
x′ = −2x− y,
y′ = x + y.

Запишемо характеристичний визначник.
∣∣∣∣
−2− λ −1

1 1− λ

∣∣∣∣ = λ2 + λ− 1 = 0.

Обчислимо коренi характеристичного многочлена.

λ1, = −1
2
± 1

2

√
5.

Оскiльки коренi дiйснi i рiзних знакiв, то за таблицею з’ясовуємо, що
точка спокою системи не є стiйкою (седло).

Приклад II. Дослiдити на стiйкiсть точку спокою системи




x′ = −x + 4y + 2z,
y′ = −4x− y + 4z,
z′ = −2x− 4y − z.

Запишемо характеристичний визначник
∣∣∣∣∣∣

−1− λ 4 2
−4 −1− λ 4
−2 −4 −1− λ

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Обчислимо коренi характеристичного многочлена

(λ + 1)(λ2 + 2λ + 37) = 0.

Очевидно, що всi дiйснi частини коренв характеристичного многочлена
вiд’ємнi. За Теоремою 1 з’ясовуємо, що система є асимптотично стiйкою.

Приклад III. Дослiдити на стiйкiсть точку спокою системи
{

x′ = 2x + 8 sin y,
y′ = 2− ex − 3y − cos y.

Розвинемо функцiї sin y, cos y, ex у ряд Тейлора i видiлимо члени 1-го
порядку малостi

{
x′ = 2x + 8y + F1(x, y),
y′ = −x− 3y + F2(x, y),
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де F1, F2 — члени 2-го порядку малостi. Система першого наближення
мах вигляд:

{
x′ = 2x + 8y,
y′ = −x− 3y.

Коренi її характеристичного рiвняння λ1,2 = −1±i
√

7
2 мають вiд’ємну

дiйсну частину. Таким чином, точка спокою заданої системи стiйка.
Приклад IV. Довести, що тривiальний роз’язок системи асимпто-

тично стiйкий.




x′ = −4x− cos y + e3z,
y′ = 3 sin x + ln(1− 4y)− xz2,
z′ = x2 cos z + 3y + sin(−4z).

Лiнеарiзуємо систему в околi x = y = z = 0.




x′ = −4x + 3z,
y′ = 3x− 4y,
z′ = 3y − 4z.

Характеристичне рiвняння лiнеарiзованої системи має вигляд:

λ3 + 12λ2 + 48λ + 37 = 0.

Використаємо критерiй Рауса-Гурвiца для з’ясування, коли коренi мно-
гочлена вiд’ємнi. Складемо матрицю Гурвiца:




12 1 0
37 48 12
0 0 37


 .

Перевiримо умови додатностi головних дiагональних мiнорiв останньої
матрицi:

12 > 0, 12 · 48− 37 · 1 > 0, 37 > 0.

Отже тривiальний розв’язок заданої системи асимптотично стiйкий.
Приклад V. Дослiдити на стiйкiсть точку спокою системи

{
x′ = −x + y,
y′ = −2y3 − x.

Дослiдимо методом функцiй Ляпунова. В якостi функцiї виберемо
V = x2 + y2. Тодi dV

dt = 2x(−x + y) + 2y(−2y3 − x) = −2(x2 + 2y4), тоб-
то функцiя V задовольняє умови теореми про асимптотичну стiйкiсть.
Точка спокою системи асимптотично стiйка.
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Приклад VI. Знайти всi положення рiвноваги системи, дослiдити
їх на стiйкiсть та визначити характер

{
x′ = x2 + y2 − 17,
y′ = xy + 4.

Положення рiвноваги обчислимо як розв’язки системи рiвнянь
{

0 = x2 + y2 − 17,
0 = xy + 4.

Розв’язавши систему, знаходимо чотири положення рiвноваги:

A(−1; 4), B(−4; 1), C(1;−4), D(4;−1).

Розвинемо правi частини заданої системи в ряд Тейлора в околi поло-
ження рiвноваги (x0; y0) i залишимо лише лiнiйнi члени

{
x′ = y0(x− x0) + x0(y − y0),
y′ = 2x0(x− x0) + 2y0(y − y0).

Замiнивши x− x0 на x, а y − y0 на y дiстанемо лiнеарiзовану систему з
положенням рiвноваги у початку координат.

{
x′ = y0x + x0y,
y′ = 2x0x + 2y0y.

Складемо характеристичне рiвняння:
∣∣∣∣

y0 − λ x0

2x0 2y0 − λ

∣∣∣∣ = 0, λ2 − 3y0λ + 2(y2
0 − x2

0) = 0.

Якщо y2
0 < x2

0, то коренi характеристичного рiвняння дiйснi i мають
рiзнi знаки. Оскiльки координати положення рiвноваги в точках B i
D задовольняють цю умову, то вказанi положення рiвноваги є нестiй-
кими. Характерiстичне рiвняння, яке вiдповiдає точцi A, має вигляд
λ2−12λ+30 = 0. Його обидва коренi додатнi, тому положення рiвнова-
ги A – нестiйке. Характерiстичне рiвняння, яке вiдповiдає точцi C, має
вигляд λ2 + 12λ + 30 = 0. Його обидва коренi вiд’ємнi, тому положення
рiвноваги C – асимптотично стiйке.

Завдання для самостiйного виконання
I. Визначити характер i дослiдити на стiйкiсть точку спокою систе-

ми.

1.
{

x′ = 2x− y,
y′ = x + 2y.

2.
{

x′ = −3x + y,
y′ = −x + y.
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3.
{

x′ = 3x− y,
y′ = x + 2y.

4.
{

x′ = −3x + 2y,
y′ = −2x + y.

5.
{

x′ = 5x− y,
y′ = x + 2y.

6.
{

x′ = −3x + 3y,
y′ = −3x + y.

7.
{

x′ = 7x− y,
y′ = x + 2y.

8.
{

x′ = −3x + 4y,
y′ = −4x + y.

9.
{

x′ = 4x− y,
y′ = x + 2y.

10.
{

x′ = −3x + 5y,
y′ = −5x + y.

11.
{

x′ = −3x− y,
y′ = x + 2y.

12.
{

x′ = −3x− 2y,
y′ = 2x + y.

13.
{

x′ = −5x− y,
y′ = x + 2y.

14.
{

x′ = −3x− 3y,
y′ = 3x + y.

15.
{

x′ = −x− y,
y′ = x + 2y.

16.
{

x′ = −3x− 4y,
y′ = 4x + y.

17.
{

x′ = −7x− y,
y′ = x + 2y.

18.
{

x′ = −3x− 5y,
y′ = 5x + y.

19.
{

x′ = 6x− y,
y′ = x + 2y.

20.
{

x′ = −3x + 7y,
y′ = −7x + y.

II. Дослiдити на стiйкiсть систему.

1.





x′ = −x + y + 2z,
y′ = −x− y + z,
z′ = −2x− y − z.

2.





x′ = −x + 2y + z,
y′ = −2x− y + 2z,
z′ = −x− 2y − z.

3.





x′ = −x− y + 2z,
y′ = x− y − z,
z′ = −2x + y − z.

4.





x′ = −x + y − 2z,
y′ = −x− y + z,
z′ = 2x− y − z.
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5.





x′ = −x + 2y + 3z,
y′ = −2x− y + 2z,
z′ = −3x− 2y − z.

6.





x′ = −x + 3y + 2z,
y′ = −3x− y + 3z,
z′ = −2x− 3y − z.

7.





x′ = −x + 3y + z,
y′ = −3x− y + 3z,
z′ = −x− 3y − z.

8.





x′ = −x + y + 3z,
y′ = −x− y + z,
z′ = −3x− y − z.

9.





x′ = −x− 2y + 3z,
y′ = 2x− y − 2z,
z′ = −3x + 2y − z.

10.





x′ = −x + y − 3z,
y′ = −x− y + z,
z′ = 3x− y − z.

11.





x′ = −x− 2y − 3z,
y′ = 2x− y − 2z,
z′ = 3x + 2y − z.

12.





x′ = −x− 3y − 2z,
y′ = 3x− y − 3z,
z′ = 2x + 3y − z.

13.





x′ = −x− y + 3z,
y′ = x− y − z,
z′ = −3x + y − z.

14.





x′ = −x− y − 3z,
y′ = x− y − z,
z′ = 3x + y − z.

15.





x′ = −x + 3y − 2z,
y′ = −3x− y + 3z,
z′ = 2x− 3y − z.

16.





x′ = −x− 3y + 2z,
y′ = 3x− y − 3z,
z′ = −2x + 3y − z.

17.





x′ = −x + y + z,
y′ = −x− y + z,
z′ = −x− y − z.

18.





x′ = −x + 2y + 2z,
y′ = −2x− y + 2z,
z′ = −2x− 2y − z.

19.





x′ = −x− 2y + z,
y′ = 2x− y − 2z,
z′ = −x + 2y − z.

20.





x′ = −x + 2y − z,
y′ = −2x− y + 2z,
z′ = x− 2y − z.

III. Визначити характер точки спокою системи.

1.
{

x′ = − sin(x + 2y),
y′ = 2x + ln(1− y).

2.
{

x′ = − sin(x + y),
y′ = 2x + ln(1− y).

3.
{

x′ = − sin(x + 2y),
y′ = x + ln(1− y).

4.
{

x′ = − sin(x + y),
y′ = x + ln(1− y).
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5.
{

x′ = − sin(x + y),
y′ = 3x + ln(1− y).

6.
{

x′ = − sin(x + 3y),
y′ = x + ln(1− y).

7.
{

x′ = − sin(x + 3y),
y′ = 2x + ln(1− y).

8.
{

x′ = − sin(x + 2y),
y′ = 3x + ln(1− y).

9.
{

x′ = − sin(x + 3y),
y′ = 3x + ln(1− y).

10.
{

x′ = − sin(x− y),
y′ = −2x + ln(1− y).

11.
{

x′ = − sin(x− 2y),
y′ = −x + ln(1− y).

12.
{

x′ = − sin(x− 3y),
y′ = −x + ln(1− y).

13.
{

x′ = − sin(x− y),
y′ = −3x + ln(1− y).

14.
{

x′ = − sin(x− 3y),
y′ = −2x + ln(1− y).

15.
{

x′ = − sin(x− 2y),
y′ = −3x + ln(1− y).

16.
{

x′ = − sin(x− 3y),
y′ = −3x + ln(1− y).

17.
{

x′ = − sin(x + 4y),
y′ = x + ln(1− y).

18.
{

x′ = − sin(x + y),
y′ = 4x + ln(1− y).

19.
{

x′ = − sin(x + 2y),
y′ = 4x + ln(1− y).

20.
{

x′ = − sin(x + 4y),
y′ = 2x + ln(1− y).

IV. Довести, що тривiальний роз’язок системи асимптотично стiй-
кий. Дослiдити на стiйкiсть за першим наближенням.

1.





x′ = −2x− cos y + e−3z,
y′ = −3 sin x + ln(1− 2y)− xz2,
z′ = x2 cos z − 3y + sin(−2z).

2.





x′ = −2x− cos y + e−2z,
y′ = −2 sin x + ln(1− 2y)− xz2,
z′ = x2 cos z − 2y + sin(−2z).

3.





x′ = −2x− cos y + e−z,
y′ = − sin x + ln(1− 2y)− xz2,
z′ = x2 cos z − y + sin(−2z).

4.





x′ = −2x− cos y + ez,
y′ = sin x + ln(1− 2y)− xz2,
z′ = x2 cos z + y + sin(−2z).

5.





x′ = −3x− cos y + e−5z,
y′ = −5 sin x + ln(1− 3y)− xz2,
z′ = x2 cos z − 5y + sin(−3z).

6.





x′ = −3x− cos y + e−4z,
y′ = −4 sin x + ln(1− 3y)− xz2,
z′ = x2 cos z − 4y + sin(−3z).
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7.





x′ = −3x− cos y + e−3z,
y′ = −3 sin x + ln(1− 3y)− xz2,
z′ = x2 cos z − 3y + sin(−3z).

8.





x′ = −3x− cos y + e−2z,
y′ = −2 sin x + ln(1− 3y)− xz2,
z′ = x2 cos z − 2y + sin(−3z).

9.





x′ = −3x− cos y + e−z,
y′ = − sin x + ln(1− 3y)− xz2,
z′ = x2 cos z − y + sin(−3z).

10.





x′ = −3x− cos y + ez,
y′ = sin x + ln(1− 3y)− xz2,
z′ = x2 cos z + y + sin(−3z).

11.





x′ = −3x− cos y + e2z,
y′ = 2 sin x + ln(1− 3y)− xz2,
z′ = x2 cos z + 2y + sin(−3z).

12.





x′ = −4x− cos y + e−6z,
y′ = −6 sin x + ln(1− 4y)− xz2,
z′ = x2 cos z − 6y + sin(−4z).

13.





x′ = −4x− cos y + e−5z,
y′ = −5 sin x + ln(1− 4y)− xz2,
z′ = x2 cos z − 5y + sin(−4z).

14.





x′ = −4x− cos y + e−4z,
y′ = −4 sin x + ln(1− 4y)− xz2,
z′ = x2 cos z − 4y + sin(−4z).

15.





x′ = −4x− cos y + e−3z,
y′ = −3 sin x + ln(1− 4y)− xz2,
z′ = x2 cos z − 3y + sin(−4z).

16.





x′ = −4x− cos y + e−2z,
y′ = −2 sin x + ln(1− 4y)− xz2,
z′ = x2 cos z − 2y + sin(−4z).

17.





x′ = −4x− cos y + e−z,
y′ = − sin x + ln(1− 4y)− xz2,
z′ = x2 cos z − y + sin(−4z).

18.





x′ = −4x− cos y + ez,
y′ = sin x + ln(1− 4y)− xz2,
z′ = x2 cos z + y + sin(−4z).

19.





x′ = −4x− cos y + e2z,
y′ = 2 sin x + ln(1− 4y)− xz2,
z′ = x2 cos z + 2y + sin(−4z).

20.





x′ = −4x− cos y + e3z,
y′ = 3 sin x + ln(1− 4y)− xz2,
z′ = x2 cos z + 3y + sin(−4z).

V. Дослiдити на стiйкiсть тривiальний роз’язок системи, методом
функцiй Ляпунова.

1.
{

x′ = −x3 − y,
y′ = x− 9y3.

2.
{

x′ = −2x3 − 2y,
y′ = x− 8y3.

3.
{

x′ = −3x3 − 2y,
y′ = 2x− 8y3.

4.
{

x′ = −4x3 + 2y,
y′ = −2x− 7y3.
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5.
{

x′ = −5x3 − y,
y′ = 3x− 6y3.

6.
{

x′ = −6x3 − 3y,
y′ = x− 5y3.

7.
{

x′ = −7x3 + 3y,
y′ = −x− 4y3.

8.
{

x′ = −8x3 + 2y,
y′ = −x− 3y3.

9.
{

x′ = −9x3 − 2y,
y′ = 3x− 2y3.

10.
{

x′ = −x3 − 3y,
y′ = 3x− y3.

11.
{

x′ = −2x3 + 3y,
y′ = −3x− 9y3.

12.
{

x′ = −3x3 + y,
y′ = −1x− 8y3.

13.
{

x′ = −4x3 + 2y,
y′ = −x− 7y3.

14.
{

x′ = −5x3 − 2y,
y′ = x− 6y3.

15.
{

x′ = −6x3 + 2y,
y′ = −2x− 5y3.

16.
{

x′ = −7x3 − 2y,
y′ = 2x− 4y3.

17.
{

x′ = −8x3 + 3y,
y′ = −x− 3y3.

18.
{

x′ = −9x3 − y,
y′ = 3x− 2y3.

19.
{

x′ = −x3 − 3y,
y′ = x− 3y3.

20.
{

x′ = −2x3 + 3y,
y′ = −x− 4y3.

VI. Визначити характер всiх точок спокою системи.

1.
{

x′ = x2 − y2 + 5,
y′ = x2 + y2 − 13.

2.
{

x′ = x2 − y2 − 5,
y′ = x2 + y2 − 13.

3.
{

x′ = x2 − y2 − 21,
y′ = x2 + y2 − 29.

4.
{

x′ = x2 − y2 + 21,
y′ = x2 + y2 − 29.

5.
{

x′ = x2 − y2 − 16,
y′ = x2 + y2 − 34.

6.
{

x′ = x2 − y2 + 16,
y′ = x2 + y2 − 34.

7.
{

x′ = x2 − y2 − 3,
y′ = x2 + y2 − 5.

8.
{

x′ = x2 − y2 + 3,
y′ = x2 + y2 − 5.
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9.
{

x′ = x2 − y2 − 8,
y′ = x2 + y2 − 10.

10.
{

x′ = x2 − y2 + 8,
y′ = x2 + y2 − 10.

11.
{

x′ = x2 − y2 − 24,
y′ = x2 + y2 − 26.

12.
{

x′ = x2 − y2 + 24,
y′ = x2 + y2 − 26.

13.
{

x′ = x2 − y2 + 11,
y′ = x2 + y2 − 61.

14.
{

x′ = x2 − y2 − 35,
y′ = x2 + y2 − 37.

15.
{

x′ = x2 − y2 + 35,
y′ = x2 + y2 − 37.

16.
{

x′ = x2 − y2 − 32,
y′ = x2 + y2 − 40.

17.
{

x′ = x2 − y2 + 32,
y′ = x2 + y2 − 40.

18.
{

x′ = x2 − y2 − 27,
y′ = x2 + y2 − 45.

19.
{

x′ = x2 − y2 + 27,
y′ = x2 + y2 − 45.

20.
{

x′ = x2 − y2 − 11,
y′ = x2 + y2 − 61.

13



Додаток

РОБОЧА НАВЧАЛЬНА ПРОГРАМА
КРЕДИТНОГО МОДУЛЯ
Диференцiальнi рiвняння - 2

Системи диференцiальних рiвнянь. Застосування

I. ЗАГАЛЬНI ВIДОМОСТI
Сучасна теорiя диференцiальних рiвнянь (д.р.) мiстить велику кiль-

кiсть рiзних iдей та методiв, що дуже корисно для всiляких застосувань
i постiйно стимулює теоретичнi дослiдження в усiх вiддiлах матема-
тики. Бiльша частина шляхiв, що пов’язують абстрактнi математичнi
теорiї з природно-науковими застосуваннями, проходять через д.р. Ба-
гато роздiлiв теорiї д.р. настiльки розвинулись, що стали самостiйними
науками. Проблеми теорiї д.р. мали велике значення для виникнення
таких наук, як лiнiйна алгебра, теорiя груп Лi, функцiональний аналiз,
квантова механiка i т.д. Отже, д.р. лежать в основi природно-наукового
свiтогляду. Теорiя д.р. належить до циклу математичних наук i є од-
ним з провiдних роздiлiв сучасної математики. Поєднання теоретичних
результатiв з прикладним застосуванням дає змогу вважати її прива-
бливою не тiльки для математикiв, але i для тих, хто використовує
математичнi методи в рiзноманiтних галузях знань - механiкiв, фiзикiв,
хiмiкiв, бiологiв, економiстiв та iнших. Основна частина цiєї дисциплiни
присвячена вивченню звичайним д.р. та їх застосуванням. Щоб успiшно
оволодiти курсом д.р. необхiдно володiти поняттями: - математичного
аналiзу: теорiя границь, теорiя похiдної, iнтеграл Рiмана, теорiя чис-
лових та функцiональних рядiв, теорiя iнтеграла з параметром, теорiя
неявної функцiї, диференцiальне числения функцiї багатьох змiнних; -
вищої алгебри: теорiя лiнiйних систем та визначники, алгебра матри-
ць, комплекснi числа, многочлени та їх коренi, лiнiйнi простори, нор-
мальна форма матрицi; - аналiтичної геометрiї: перетворення системи
координат, побудова кривих, теорiя поверхонь. Самi д.р. застосовують-
ся у надзвичайно широкому спектрi наук. Диференцiальнi моделi, якi
зводяться до розв’язання д.р., виникають у механiцi та фiзицi (другий
закон Ньютона, теорiя стiйкостi), бiологiї (процеси розвитку рiзноманiт-
них популяцiй), хiмiї (процеси хiмiчних реакцiй), математичнiй фiзицi,
економiцi тощо.

II. ПРИБЛИЗНИЙ РОЗПОДIЛ НАВЧАЛЬНОГО ЧАСУ
Семест 4, Кредити 5, Годин 150, Лекцiї 36, Практика 36, СРС 78,

Семестрова атестацiя - Залiк.
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III. МЕТА I ЗАВДАННЯ КРЕДИТНОГО МОДУЛЯ
Мета цiєї дисциплiни - познайомити студентiв з основними фунда-

ментальними поняттями, результатами, навчити методам розв’язання
та застосування д.р., звернути увагу до проблем загальної теорiй д.р.,
виховати у студентiв умiння самостiйно поширювати математичнi знан-
ня та проводити аналiз прикладних задач, допомогти досягти необхiд-
ного рiвня для оволодiння матерiалами спецкурсiв, якi вивчаються на
фiзико-математичному факультетi.

IV. 2. ЛЕКЦIЇ
Роздiл 4. Системи диференцiальних рiвнянь.
Тема 4.1. Нормальна форма диференцiальних систем
Лекцiя 19. Зведення д.с. до д.р. вищих порядкiв. Зведення д.с. до

д.р. n-го порядку. Поняття частинного та загального розв’язкiв д.с. За-
дача Кошi. Векторна форма запису д.с. Теореми iснування та єдиностi
розв’язку задачi Кошi (Пеано, Пiкар). Фiзичне тлумачення д.с, траєк-
торiя руху, фазовий простiр. Приклади. [1] с. 109-115, 131 -132; [2] с 241
-250.

Тема 4.2. Лiнiйнi диференцiальнi системи.
Лекцiя 20. Структура загального розв’язку д.с. Теорема iснування та

єдиностi розв’язку задачi Кошi. Лiнiйна однорiдна д.с. Лiнiйна залеж-
нiсть та лiнiйна незалежнiсть вектор-функцiй. Визначник Вронського,
фундаментальна система розв’язкiв (ФСР) д.с. Структура загального
розв’язку лiнiйної однорiдної д.с. Побудова лiнiйної однорiдної д.с. за її
ФСР. Лiнiйна неоднорiдна д.с., структура її загального розв’язку, метод
варiацiї довiльних сталих. Приклади. [1] с 147 -148 , 196 - 201; [2] с. 250
- 261.

Лекцiя 21. Д.с. зi сталими коефiцiєнтами. Лiнiйнi однорiднi д.с. зi
сталими коефiцiєнтами. Метод Ейлера, характеристичне рiвняння, ви-
падки простих та кратних його коренiв. Комплексифiкацiя розв’язкiв.
Лiнiйнi неоднорiднi д.с. зi сталими коефiцiєнтами та спецiальною пра-
вою частиною, метод невизначених коефiцiєнтiв, нерезонансний та ре-
зонансний випадки. Приклади. [1] с 158 - 167, 192 - 196; [2], с. 261 -
274.

Лекцiя 22. Однорiднi д.с. зi сталими коефiцiєнтами в . Особливi точ-
ки векторних полiв на площинi. Фазовий портрет лiнеаризованої д.с.
Приклади. [1] с 78-85.

Лекцiя 23. Однорiднi д.с. зi сталими коефiцiєнтами в . Лiнiйнi од-
норiднi д.с. зi сталими коефiцiєнтами у тривимiрному просторi, рiзнi
випадки власних чисел матрицi коефiцiєнтiв. Приклади. [1] с. 167-177.

Лекцiя 24. Експонента матрицi. Експонента матрицi, логарифм мат-
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рицi. Теорема Флоке, матриця монодромiї, мультиплiкатори. Приклади.
[1] с 177-184.

Тема 4.3. Нелiнiйнi диференцiальнi системи.
Лекцiя 25. Метод iнтегровних комбiнацiй. Загальний та перший iн-

теграл д.с. Необхiднi та достатнi умови iснування першого iнтегралу.
Си-метрична форма запису д.с, метод iнтегровних комбiнацiй. Прикла-
ди. [1] с. 207-217; [21 с 280 - 290.

Роздiл 5. Застосування диференцiальних рiвнянь.
Тема 5.1. Диференцiальнi рiвняння з частинними похiдними.
Лекцiя 26. Лiнiйне та квазiлiнiйне д.р. Постановка задачi. Задача

Кошi, її геометричне тлумачення, загальний розв’язок. Лiнiйне одно-
рiдне д.р. першого порядку, система характеристик, задача Кошi. Ква-
зiлiнiйне д.р. першого поряд-ку, задача Кошi. Приклади. [1] с 217-229;
[2] с. 291 - 309.

Лекцiя 27. Системи д.р. Системи двох сумiсних д.р., метод Камке.
Д.р. Пффафа, геометричне тлумачення, двовимiрний та одновимiрний
многовиди, теорема Фробенiуса. Приклади. [1] с 239-246; [2] с. 312-350.

Тема 5.2. Елементи теорiї стiйкостi.
Лекцiя 28. Стiйкiсть автономної д.с.
Деякi iсторичнi вiдомостi, приклади. Збурений та незбурений ру-

хи, точка спокою. Означення стiйкостi, метод лiнеарiзацiї, д.с. першого
наближення, стiйкiсть автономної д.с. першого наближення. Критерiй
Рауса-Гурвиця. Стiйкiсть точки спокою лiнiйної однорiдної д.с. на пло-
щинi. [1] с 310-312, 314-316; [4] с. 13-26.

Лекцiя 29. Теореми Ляпунова про стiйкiсть. Другий метод Ляпуно-
ва. Знаковизначенi, знакосталi, знакозмiннi функцiї. Теореми Ляпунова
про стiйкiсть автономних д.с, функцiї Ляпунова. Теорема Лагранжа.
Приклади. [1] с 321-326; [4] с. 27-40.

Лекцiя 30. Теореми Ляпунова про нестiйкiсть. Теореми про нестiй-
кiсть автономних д.с, геометричне тлумачення теорем Ляпунова. Тео-
рема М.Г. Четаєва. Про одне д.р. з частинними похiдними. Приклади.
[1] с 326 - 328; [4] с. 47 - 54, 62 - 67.

Лекцiя 31. Теореми про стiйкiсть за першим наближенням. Побудова
функцiй Ляпунова для автономних д.с. першого наближення. Теореми
Ляпунова про стiйкiсть та нестiйкiсть за першим наближенням. Понят-
тя критичних випадкiв. Стiйкiсть лiнiйної неавтономної д.с. Приклади.
[1] с 312-313, 316-321; [4] с. 67-74.

Тема 5.3. Диференцiальнi моделi.
Лекцiя 32. Математична модель. Поняття математичної моделi, ос-

новнi вимоги. Множиннiсть та єдинiсть моделей, адекватнiсть, достатня
простота, повнота, продуктивнiсть. Типи математичних моделей. Мо-
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дель вiйни або битви. Приклади. [5] с 4-15.
Лекцiя 33. Модель руху матерiальної частинки. Моделi за другим

законом Ньютона. Рух матерiальної частинки, iнтеграл енергiї; струк-
тура лiнiй рiвня, що проходять через стацiонарнi точки повної енергiї;
лiнiї рiвня енергiї в околi стацiонарної точки, лема Морса, коливання
математичного маятника. [1] с 329-339.

Лекцiя 34. Моделi теорiї коливань. Деякi задачi теорiї коливань,
аналiз моделi двовидової популяцiї. [1] с 201-207.

Лекцiя 35. Модель коливання струни. Побудова моделi, телеграфне
д.р., розв’язання д.р. коливання струни методом Фур’є. [6] с 23 - 50, 82
- 96.

Лекцiя 36. Оглядова лекцiя.

IV. 3. ПРАКТИЧНI ЗАНЯТТЯ

Роздiл 4. Системи диференцiальних рiвнянь.
Тема 4.1. Лiнiйнi диференцiальнi системи.
Заняття 19 - 20. Однорiднi д.с. зi сталими коефiцiєнтами. Метод ви-

ключення невiдомих. Матричниа форма запису д.с. Однорiднi д.с, ха-
рактеристичне рiвняння, випадок простих та кратних коренiв. АР: [8]
4.25, 4.27, 4.29, 4.31, 4.33, 4.35, 4.43; ДР: [8] 4.26, 4.28, 4.30, 4.32, 4.34,
4.45, 4.44.

Заняття 21-22. Неоднорiднi д.с, зi сталими коефiцiєнтами i спецiаль-
ною правою частиною. Метод невизначених коефiцiєнтiв. АР: [8] 4.47,
4.49, 4.51, 5.53, 4.55, 4.59; ДР: [8] 4.48, 4.50, 4.52, 4.54.

Заняття 23. Лiнiйнi д.с. з неспецiальною правою частиною. Метод
варiацiї довiльних сталих. АР: [8] 4.48,4.49,4.51,4.52; ДР: [8] 4.47, 4.50,
4.53, 4.54.

Тема 4.2. Нелiнiйнi диференцiальнi системи.
Заняття 24. Симетрична форма д.с. Перший та загальний iнтегра-

ли. Метод iнтегровних комбiнацiй. АР: [8] 4.15,4.17,4.19,4.21,4.23; ДР: [8]
4.16,4.18,4.20,4.22.

Заняття 25. МКР - 2 за матерiалом занять 19 - 24.
Роздiл 5. Застосування диференцiальних рiнянь.
Тема 5.1. Д.р. з частинними похiдними.
Заняття 26. Д.р. першого порядку. Лiнiйне та квазiлiнiйне д.р., ме-

тод характеристик, задачi Кошi. АР: [19] 1290, 1292,1294, 1296,1299,
1301,1303; ДР: [19] 1291, 1293, 1295, 1297, 1300, 1302, 1304.

Заняття 27 - 28. Нелiнiйнi д.р. Системи двох нелiнiйних д.р. першого
порядку. Метод Лагранжа - Шарпi. Д.р. Пфаффа. АР: [19] 1308, 1310,
1312,1314; ДР: [19] 1309,1311,1313.

17



Тема 5.2. Елементи теорiї стiйкостi.
Заняття 29. Стiйкiсть лiнiйної автономної д.с. Означення стiйкостi.

Характеристичне рiвняння. Критерiй Гурвиця. АР: [8] 5.1,5.2,5.5,5,6,5.8;
ДР: [8] 5.3,5.4,5.7,5.9,5.10.

Заняття 30. Стiйкiсть за першим наближенням. Функцiї Ляпунова,
теореми Ляпунова, Четаева. АР: [8] 5.21,5.23,5.25,5.27; ДР: [8] 5.20, 5.22,
5.24, 5.26, 5.28.

Заняття 31. Метод функцiй Ляпунова. Теореми Ляпунова, характер
положення рiвноваги. АР: [8] 5.32, 5.34, 5.36, 5.39, 5.41, 5.44; ДР: [8] 5.31,
5.33, 5.34, 5.38, 5.40, 5.43.

Tема 4.2. Диференцiальнi моделi.
Заняття 32 - 34. Побудова диференцiальних моделей. Моделi Зiмана

пульсацiї серця та нервового iмпульсу. Модель конфлiктної поведiнки
тварин. Модель росту пухлини. АР: [8] 1.40, 1.44, 1.48, 1.50, 1.52, 2.111,
2.112, 4.55, 4.57, 4.58, 4.59; [10] 506, 507; [20] 1.6.5, 1.9.1,1.9.4, 1.11.5; ДР:
[8] 1.39, 1.45, 1.49, 1.51, 2.92, 2.93, 2.95, 2.96, 2.113, 4.56; [10] 508, 509; [20]
1.12, 23,1, 12.29.

Заняття 35, 36. Оглядовi заняття.

VI. НАВЧАЛЬНО-МЕТОДИЧНI МАТЕРIАЛИ
Основна лiтература.
1. Самойленко А.М., Перестюк М.О., Парасюк I.О. Диференцiальнi

рiвняння. -Київ: Либiдь, 1994. - 360 с.
2. Степанов В.В. Курс дифференциальных уравнений. - М.: ГИФМЛ,

1949. - 366 с.
3. Найфе А. Введение в методы возмущений. - М.: Мир, 1984. - 536

с.
4. Малкин И.Г. Теория устойчивости движения. - М.: Наука, 1966. -

532 с.
5. Арнольд В. И. "Жесткие"и "мягкие"математические модели. - М.:

МЦНМО, 2000. - 32 с.
6. Тихонов А.Н., Самарский А.А. Уравнения математической физи-

ки, - М.: Наука, 1977. - 736 с.
7. Матвеев Н.М. Методы интегрирования обыкновенных дифферен-

циальных уравнений. - Минск: Вышэйшая школа, 1967. - 564 с.
8. Самойленко А.М., Кривошея С.А., Перестюк М.О. Диференцiаль-

нi рiвняння у прикладах i задачах. - Київ: Вища школа, 1994. - 455 с.
9. Гудименко Ф.С., Павлюк I.А., Волкова В.О. Збiрник задача з ди-

ференцiальних рiвнянь. - Київ: Вища школа, 1972. - 156 с.
10. Филиппов А. Ф. Сборник задач по дифференциальным уравне-

ниям. - М.: Наука, 1992. - 126 с
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11. Кузнецов Л.А. Сборник задач по высшей математике (ТР). - М.:
Высшая школа, 1983. - 175 с.

Додаткова лiтература.
12. Арнольд В.И. Обыкновенные дифференциальные уравнения. -

М.: Наука, 1984. - 272 с.
13. Петровский Я. Л. Лекции по теории обыкновенных дифферен-

циальных уравнений. - М.: Наука, 1970.-279 с.
14. Понтрягин Л.С. Обыкновенные дифференциальные уравнения.

- М.: Наука, 1970. - 332 с.
15. Ляшко I.I., Боярчук О.К., Гай Я. Т., Калайда О. Ф. Диферен-

цiальнi рiвняння. - Київ: Вища школа, 1981.-504 с.
16. Ефимов А.В., Демидович Б.П. Сборник задача по математике

для ВТУЗов, т. 2. - М.: Наука, 1986.-368 с.
17. Данко Т.Е., Попов А.Г., Кожевникова Т.Я. Высшая математика

в упражнениях и задачах, часть II. - М.: Высшая школа, 1986. - 416 с.
18. Головач Г.П., Калайда О.Ф. Збiрник задач з диференцiальних та

iнтегральних рiвнянь. - Київ: Технiка, 1997.-288 с.
19. Матвеев Н.М. Сборник задач и упражнений по обыкновенным

дифференциальным уравнениям. – Минск: Вышэйшая школа, 1977. -
416 с.

20. Самойленко А.М., Борисенко С.Д., Матараццо Д., Тоскано Р.,
Ясiнський В.В. Диференцiальнi моделi. Стiйкiсть. - Київ: Вища школа,
2000. - 330 с.

Орiєнтовнi теми курсових робiт iз джерелами.
1. Теорема Флоке-Ляпунова. Звiднiсть лiнiйних диференцiальних си-

стем з перiодичними коефiцiєнтами. Еругин Н.П. Линейные системы с
периодическими и квазипериодическими коэффициентами.

2. Метод усереднення. Митропольский Ю. А. Метод усреднения в
нелинейной механике.

3. Крайовi задачi та методи їх розв’язання. Самойленко А.М., Пере-
стюк М.О. Диференцiальнi рiвняння.

4. Регулятор Вишнеградського Понтрягин Л.С. Обыкновенные диф-
ференциальные уравнения.

5. Диференцiальнi рiвняння з загаювальним аргументом. Мышкис
А. Д. Дифференциальные уравнения с запаздывающим аргументом.

6. Сингулярно збуренi диференцiальнi рiвняння. Тихонов А.Н., Ва-
сильева А.Б., Свешников А.С. Дифференциальные уравнения.

7. Проблема центро-фокуса. Матвеев Н.М. Методы интегрирования
обыкновенных дифференциальных уравнений.
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8. Перiодичнi розв’язки лiнiйних диференцiальних рiвнянь. Эльсгольц
Э.Л. Введение в теорию дифференциальных уравнений.

9. Стiйкiсть рiвнянь з вiдхильним аргументом. Эльсгольц Л.Э., Ко-
рим С.Б. Введение в теорию дифференциальных уравнений с отклоня-
ющимся аргументом.

10. Ряди Фур’є в диференцiальних рiвняннях. Михлин С.Г. Курс
математической физики.

11. Принцип С.О. Чаплигiна. Чаплыгин С.А. Новый метод прибли-
жённого интегрирования дифференциальных уравнений.

12. Iнтегрування диференцiальних рiвнянь за допомогою степеневих
рядiв. Бугров Я.С.. Никольский СМ. Высшая математика.

13. Iнтегрування лiнiйних диференцiальних рiвнянь операцiйним ме-
тодом. Мартыненко В.С. Операционное исчисление.

14. Функцiя Грiна та крайовi задачi. Самойленко А.М., Перестюк
М.О. Диференцiальнi рiвняння.

15. Перший метод Ляпунова для дослiдження стiйкостi. Федорюк
М.В. Обыкновенные дифференциальные уравнения.

16. Крайова задача Штурма-Лiувiлля. Положий Г.Н. Уравнения ма-
тематической физики.

17. Полiноми Лежандра та Чебишева. Кошляков Н.С. Основные диф-
ференциальные уравнения математической физики.

18. Найпростiша задача варiацiйного числення. Гончаренко В.Н. Ос-
новы теории равенств с частными производными.

19. Другий метод Ляпунова. Руш Н., Абетс П., Лалуа М. Прямой
метод Ляпунова в теории устойчивости.

20. Елементи аналiтичної теорiї диференцiальних рiвнянь. Голубев
В.В. Лекции по аналитической теории дифференциальных уравнений.

21. Гiпергеометричне рiвняння. Голубев В.В. Лекции по аналитиче-
ской теории дифференциальных уравнений.

22. Аналiтичнi методи розв’язання систем диференцiальних рiвнянь.
Хартман Ф. Обыкновенные дифференциальные уравнения.

23. Методи наближеного розв’язання диференцiальних рiвнянь. Бе-
зикович Я.С. Приближённые вычисления.

24. Сингулярно збуренi диференцiальнi рiвняння. Ломов С. А. Вве-
дение в общую теорию сингулярных возмущений.

25. Диференцiальнi рiвняння з перiодичними коефiцiєнтами. Федо-
рюк А.В. Обыкновенные дифференциальные уравнения.

26. Асимптотичне iнтегрування звичайних диференцiальних рiвнянь.
Вазов В. Асимптотические разложения решений обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений.

27. Стiйкi полiноми. Постников М.М. Устойчивые многочлены.
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28. Метод Адамса наближеного iнтегрування диференцiальних рiв-
нянь. Тихонов А.Н., Васильєва А.Б. Обыкновенные дифференциальные
уравнения.

29. Вiдцентровий регулятор. Понтрягин Л.С. Обыкновенные диффе-
ренциальные уравнения.

30. Чисельно-аналiтичнi методи дослiдження розв’язкiв крайових за-
дач, Ортега Дж., Пул У. Введение в численные методы решений диф-
ференциальных уравнений.

31. Нескiнченнi системи диференцiальних рiвнянь. Валеев К.Г., Жа-
утыков О.А. Бесконечные системы дифференциальных уравнений.

32. Полiноми Ермiта та Лаггера. Суэтин В.П. Классические ортого-
нальные многочлены.

33. Асимптотика розв’язкiв диференцiальних рiвнянь другого поряд-
ку. Павлюк I. А. Асимптотичнi властивостi розв’язкiв систем диферен-
цiальних рiвнянь другого порядку.

34. Дельта-функцiя та її застосування в теорiї диференцiальних рiв-
нянь. Владимиров В.С. Уравнения математической физики.

35. Одновимiрний рух частинки у потенцiальному полi. Лопатинский
Я.Б. Общий курс дифференциальных уравнений.

36. Гамiльтоновi системи. Богаевский В.Н., Повзнер А.Я. Алгебраи-
ческие методы нелинейной теории возмущений.

37. Динамiчнi системи у метричному просторi. Зубов В.И. Устойчи-
вость движения.

38. Математичнi моделi коливних систем. Бутенин Н.В., Неймарк
Ю.И., Фуфаев Н.А. Введение в теорию нелинейных колебаний.

39. Системи типу хижак - жертва. Свирижев Ю.М. Устойчивость
биологических сообществ.

40. Математична модель зростання пухлини. Эрроусмит Д., Плейс
К. Обыкновенные дифференциальные уравнения. Качественная теория
с приложениями.
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