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Анотацiя
Дослiджена робота сучасного варiанту генетичного алгоритму Парето апроксимацiї NSGA-II на прикладi тестових
задач багатокриторiальної оптимiзацiї ZDT1-ZDT4. Виявлено залежнiсть точностi результатiв вiд складностi задачi
(кiлькiсть вiльних параметрiв, кiлькiсть критерiїв).
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Вступ

Генетичнi алгоритми виникли в результатi спо-
стереження i спроб копiювання природних процесiв,
що вiдбуваються в свiтi живих органiзмiв, зокре-
ма, еволюцiї, пов’язаної з нею селекцiї (природного
вiдбору) популяцiї живих iстот. Немаловажливим
доповненням э також об’єднання роботи генетичних
алгоритмiв з теорiєю прийняття рiшень, а саме з
домiнуванням за Парето [1, 2].

У данiй роботi розглядається генетичний алго-
ритм Парето апроксимацiї NSGA-II як iнструмент
розв’язку задач багатокриторiальної оптимiзацiї [3].
Моделлю, що розглядається, є пакет широковiдомих
тестових задач ZDT1-ZDT4 [4], оскiльки проблемати-
ка розв’язку задач багатокритерiальної оптимiзацiї
зараз як нiколи актуальна.

Iнструментарiєм для практичного дослiдження бу-
ло обрано середовище Matlab, так як воно має значну
кiлькiсть вбудованих функцiй i панелей iнструментiв
для розв’язку задач генетичного програмування.

1. Постановка задачi

Набiр тестових задач ZDT - це широко розпо-
всюджений тестовий набiр, який був задуманий
для пошуку оптимального способу розв’язку дво-
об’єктивних багатопараметричних задач i отримав
свою назву вiд авторiв Цицлера, Деба та Тiле [4].

У своїй роботi автори пропонують набiр iз 6 рiзних
масштабованих проблем, якi походять вiд продума-
ної комбiнацiї функцiй, що дозволяє, будуючи кон-
струкцiю, вимiрювати вiдстань будь-якої точки до
фронту Парето, створюючи при цьому цiкавi задачi.
Вони також пропонують деякi вимiри для подання
задач. В цiй роботi ми будемо розглядати задачi
ZDT1-ZDT4.

Математичне формулювання

Оскiльки ми вирiшуємо задачу оптимiзацiї, її
розв’язок зводиться до максимiзацiї або мiнiмiза-
цiї деякої функцiї (функцiй). У випадку ZDT задач
ми повиннi мiнiмiзувати функцiї 𝑓1(𝑥) та 𝑓2(x), де
𝑓2(x) = 𝑔(x) · ℎ(𝑓1(x), 𝑔(x)), а саме знайти Парето-
оптимальну множину рiшень.

Чотири тестовi задачi вiдрiзняються способом iнi-
цiалiзацiї трьох функцiй 𝑓1(𝑥), 𝑔(𝑥) i ℎ(𝑥). У всiх
задачах Парето-оптимальний фронт формується з
𝑔(𝑥) = 1. Хоча в цих задачах 𝑓1(𝑥) використовува-
лась як функцiя одної змiнної, складнiсть задачi
може бути збiльшена за допомогою використання
функцiї 𝑓1(𝑥) з декiльками змiнними або стратегiєю
вiдображення змiнної.

Задача ZDT1

Це задача з n=30 змiнними, що має опуклу Парето-
оптимальну множину.⎧

⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝑓1(x) = 𝑥1,

𝑔(x) = 1 + 9
𝑛−1

∑︀𝑛
𝑖=2 𝑥𝑖,

ℎ(f1,g) = 1−
√︁

𝑓1
𝑔

Усi змiннi знаходяться в дiапазонi ∀𝑖, 𝑥𝑖 ∈ [0, 1] та
𝑛 = 30. Парето-оптимальна область вiдповiдає 𝑥1 ≤ 1
та 𝑥𝑖 = 0 для 𝑖 = 2, 3, . . . , 30. Це трапляється коли
𝑔(x) = 1.

Задача ZDT2

Це задача з n=30 змiнними, що має невипуклу
Парето-оптимальну множину.

⎧
⎪⎨
⎪⎩

𝑓1(x) = 𝑥1,

𝑔(x) = 1 + 9
𝑛−1

∑︀𝑛
𝑖=2 𝑥𝑖,

ℎ(f1,g) = 1− ( 𝑓1𝑔 )2
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Усi змiннi знаходяться в дiапазонi ∀𝑖, 𝑥𝑖 ∈ [0, 1] та
𝑛 = 30. Парето-оптимальна область вiдповiдає 0 ≤
𝑥1 ≤ 1 та 𝑥𝑖 = 0 для 𝑖 = 2, 3, . . . , 30. Це трапляється
коли 𝑔(x) = 1.

Задача ZDT3

Ця задача має переривчастий фронт Парето.
Однак у просторi змiнної рiшень немає розривiв.⎧

⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝑓1(x) = 𝑥1,

𝑔(x) = 1 + 9
𝑛−1

∑︀𝑛
𝑖=2 𝑥𝑖,

ℎ(f1,g) = 1−
√︁

𝑓1
𝑔 − ( 𝑓1𝑔 ) sin (10𝜋𝑓1)

Усi змiннi знаходяться в дiапазонi ∀𝑖, 𝑥𝑖 ∈ [0, 1], 𝑛 =
30. Парето-оптимальна область вiдповiдає 𝑥1 ≤ 1
та 𝑥𝑖 = 0 для 𝑖 = 2, 3, . . . , 30. Це трапляється коли
𝑔(x) = 1.

Задача ZDT4

Це задача з n=10 змiнними, що має опуклу Парето-
оптимальну множину.⎧
⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

𝑓1(x) = 𝑥1,

𝑔(x) = 1 + 10(𝑛− 1) +
∑︀𝑛

𝑖=2(𝑥
2
𝑖 − 10 cos (4𝜋𝑥𝑖))

ℎ(f1,g) = 1−
√︁

𝑓1
𝑔

Змiнна 𝑥1 лежить у дiапазонi [0,1], але всi iншi ле-
жать у [-5,5]. Iснує 219 або приблизно 8 · 1011 локаль-
них Парето-оптимальних рiшень, кожен вiдповiдає
≤ 𝑥1 ≤ 1 i 𝑥𝑖 = 0, 5𝑚, де 𝑚 - будь-яке цiле число в
дiапазонi [-10,10], де 𝑖 = 2, 3, . . . , 10. Це трапляється
коли 𝑔(𝑥) = 1.

2. Робота генетичного алгоритму
NSGA-II

Генетичний алгоритм - евристичний алгоритм по-
шуку, який використовується для розв’язку задач
оптимiзацiї та моделювання шляхом послiдовного
пiдбору, комбiнування i варiацiї шуканих параметрiв
з використанням механiзмiв, що нагадують бiоло-
гiчну еволюцiю [5]. В данiй роботi мi будемо роз-
глядати генетичний алгоритм Парето апроксимацiї
NSGA-II, основою якого є домiнування за Парето [3].

NSGA-II - це один iз найпопулярнiших алгоритмiв
багатоцiльової оптимiзацiї з трьома спецiальними ха-
рактеристиками, швидким пiдходом до сортування,
швидкою процедурою оцiнювання вiдстанi мiж рiше-
ннями та простим оператором порiвняння великої
кiлькостi особин. Iснує дуже велика кiлькiсть варi-
антiв даного алгоритму [6]. Нами запропонований
описаний нижче варiант.

Опис алгоритму NSGA-II

Крок 1: Iнiцiалiзацiя населення
Iнiцiалiзуємо популяцiї особин на основi дiапазону
задачi та заданих обмежень.

Крок 2: Сортування за критерiєм домiнування
Процес сортування на основi критерiїв домiнування
в рамках популяцiї, що була iнiцiалiзована, тобто

кожнiй особинi присвоюється певний ранг, но основi
правил сортування.

Крок 3: Вiдстань скупчення
Пiсля того, як сортування завершено, до уваги при-
ймається значення вiдстанi скупчення. Особини в
популяцiї вибираються виходячи з призначенного
рангу та вiдстанi скупчення.

Крок 4: Селекцiя
Вiдбiр особин здiйснюється за допомогою вiдбору
двiйкового турнiру з оператором порiвняння скупче-
ння.

Крок 5: Генетичнi оператори
Класичний кодований генетичний алгоритм, що ви-
користовує модельований бiнарний кросовер та полi-
номiальну мутацiю.

Крок 6: Рекомбiнацiя та вiдбiр
Популяцiя потомства та популяцiя поточного поко-
лiння поєднуються, а особини наступного поколiння
встановлюються шляхом селекцiї (крок 4). Нове поко-
лiння заповнюється кожним фронтом згодом до тих
пiр, поки чисельнiсть нової популяцiї не перевищить
чисельнiсть чинної популяцiї.

3. Результати розв’язку задач ZDT1-
ZDT4 за допомогою NSGA-II

Для отримання результатiв був використаний па-
кет прикладних програм для вирiшення задач те-
хнiчних обчислень – MATLAB. Вiн надає вбудовану
панель iнструментiв OptimToolbox, яка призначена
для розширення функцiональних можливостей паке-
та алгоритмами оптимiзацiї, зокрема, генетичними
алгоритмами.

Далi наведено результати роботи генетичного алго-
ритму NSGA-II на прикладi задач ZDT1-ZDT4. Перш
за все iнiцiалiзуємо фронт Парето в кожнiй задачi,
а далi за допомогою алгоритму NSGA-II отримує-
мо результати Парето-апроксимацiї (шуканi Парето-
оптимальнi значення). Кожна задача має одинако-
вий стартовий набiр популяцiї, число iтерацiй t=500.
На рис. 1 зображенi Парето фронт та результати
пошуку Парето-апроксимацiї для задач ZDT1-ZDT4.

Задача ZDT1

Результати на рисунку 1а показують, що алгоритм
NSGA-II забезпечує для цiєї задачi високу якiсть
Парето-апроксимацiї.

Задача ZDT2

Задача ZDT2 є досить складною з точки зору отри-
мання Парето-аппроксiмацiї, i її фронту Парето в
силу неопуклостi цього фронту. Рисунок 1б показує
високу ефективнiсть алгоритму NSGA-II i в даному
випадку.

Задача ZDT3

Задача ZDT3 має дискретний, хоча i опуклий,
фронт Парето i тому є складною для багатьох ал-
горитмiв Парето-апроксимацiї. З результатiв, зобра-
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(а) Задача ZDT1

(б) Задача ZDT2

(в) Задача ZDT3

(г) Задача ZDT4 (500 iтерацiй)

(д) Задача ZDT4 (800 iтерацiй)

Рис. 1. Парето фронт (зелений колiр) та Парето-
аппроксимацiя (червоний колiр) для задач ZDT1-
ZDT4, знайдена за допомогою алгоритму NSGA-II

жених на рисунку 1в, випливає, що алгоритм NSGA
II i в даному випадку показує досить високу якiсть
апроксимацiї.

Задача ZDT4

Рисунок 1г показує, що 500 iтерацiй алгоритму
NSGA-II дозволяють отримати апроксимацiю, в якiй
немає рiшень, якi знаходяться поблизу iстинного
фронту Парето. При збiльшеннi числа iтерацiй до
800, виходить апроксимацiя, близька до iстинного
фронту Парето (рис. 1д), хоча, як i при 𝑡 = 500, не
знайдено рiшень, якi точно лежать на фронтi.

Висновки

Аналiзуючи отриманi результати та враховуючи,
що нами будо обрано досить невелику (в поняттi ге-
нетичних алгоритмiв) кiлькiсть iтерацiй алгоритму
t=500, можна з певненiстю сказати, что запропонова-
на нами модель алгоритму NSGA-II дає оптимальнi
результати при розв’язку задач ZDT1-ZDT4, тобто
отримано досить точну (наближену до Парето фрон-
ту) Парето апроксимацiю. Певнi нюанси є лиш в
результатах, отриманих при розв’язку задачi ZDT4,
де при 𝑡 = 500 нам не вдалося отримати рiшення, що
точно лежали б на Парето фронтi. Але зважаючи на
пiдвищену складнiсть задачi i запропоновану нами
опцiю рiшення цiєї проблеми (пiдвищення кiлько-
стi iтерацiй), отриманий результат можна вважати
задовiльним.
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