
Нацiональний технiчний унiверситет України
«Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського»

Мiнiстерство освiти i науки України

Нацiональний технiчний унiверситет України
«Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського»

Мiнiстерство освiти i науки України

Квалiфiкацiйна наукова
праця на правах рукопису

ДЯЧЕНКО ОЛЕКСАНДР ВIТАЛIЙОВИЧ

УДК 517.956.4

ДИСЕРТАЦIЯ

МIШАНI ЗАДАЧI ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНИХ СИСТЕМ

В УЗАГАЛЬНЕНИХ ПРОСТОРАХ СОБОЛЄВА

113 – Прикладна математика

Математика та статистика

Подається на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї

Дисертацiя мiстить результати власних дослiджень. Використання

iдей, результатiв i текстiв iнших авторiв мають посилання на

вiдповiдне джерело О. В. Дяченко

Науковий керiвник

Лось Валерiй Миколайович

доктор фiзико-математичних наук, професор

Київ – 2023



2

АНОТАЦIЯ

Дяченко О. В. Мiшанi задачi для параболiчних систем в уза-

гальнених просторах Соболєва. — Квалiфiкацiйна наукова праця на

правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї за спецi-

альнiстю 113 – Прикладна математика. — Нацiональний технiчний унiвер-

ситет України ”Київський полiтехнiчний iнститут iменi Iгоря Сiкорського”,

Київ, 2023.

Дисертацiя присвячена дослiдженню характеру розв’язностi та регу-

лярностi розв’язкiв лiнiйних мiшаних (тобто початково-крайових) задач

для параболiчних за Петровським систем диференцiальних рiвнянь дру-

гого порядку в шкалах узагальнених гiльбертових анiзотропних просторiв

Соболєва. Цi простори дають широке узагальнення анiзотропних версiй

класичних гiльбертових просторiв Соболєва, якi зазвичай застосовуються

до параболiчних рiвнянь. Розглядаються крайовi умови Дiрiхле та загальнi

крайовi умови першого порядку.

В анiзотропних просторах Соболєва i Гельдера параболiчнi мiшанi за-

дачi дослiджено у працях М. С. Аграновича, М. I. Вiшика, В. О. Солоннi-

кова, O. О. Ладиженської, Н. М. Уральцевої, Ж.-Л. Лiонса, Е. Мадженеса,

С. Д. Ейдельмана, С. Д. Iвасишена, М. В. Житарашу, Я. А. Ройтберга та

iнших математикiв (1962 – 1998). Ними було встановлено низку фундамен-

тальних результатiв про коректну розв’язнiсть (за Адамаром) скалярних

i матричних параболiчних початково-крайових задач на вiдповiдних па-

рах вказаних просторiв як додатних, так i вiд’ємних (стосовно просторiв

Соболєва) порядкiв.
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В останнi роки В. М. Лось, В. А. Михайлець i О. О. Мурач (2013 – 2021)

розробили теорiю розв’язностi скалярних параболiчних мiшаних задач (для

одного диференцiального рiвняння) в узагальнених гiльбертових анiзотро-

пних просторах Соболєва. Регулярнiсть (iнакше кажучи, гладкiсть) прина-

лежних цим просторам розподiлiв задана парою дiйсних чисел i радiаль-

ною функцiєю, яка повiльно змiнюється на нескiнченностi та характеризує

додаткову регулярнiсть стосовно основної гладкостi, заданої числами. Зав-

дяки функцiональному параметру шкала цих просторiв тонше градуйова-

на, нiж класичнi шкали просторiв Соболєва i Гельдера. Крiм того, вона

отримується методом квадратичної iнтерполяцiї з функцiональним пара-

метром пар гiльбертових анiзотропних просторiв Соболєва, що дозволяє

використовувати класичнi результати про характер розв’язностi парабо-

лiчних мiшаних задач у соболєвських просторах. Використання узагаль-

нених просторiв Соболєва дозволило встановити новi результати про ко-

ректну розв’язнiсть скалярних параболiчних початково-крайових задач i

отримати новi тонкi й точнi умови регулярностi розв’язкiв у порiвняннi з

класичними результатами.

Вiдмiтимо, що рiзнi простори узагальненої гладкостi виявилися кори-

сними в теорiї рiвнянь з частинними похiдними L. Hormander (1983), F. Ni-

cola та L. Rodino (2010), B. Paneah (2000) та теорiї випадкових проце-

сiв N. Jacob (2001, 2002, 2005). Зокрема, монографiя В. А. Михайлеця i

О. О. Мурача (2014) представляє теорiю елiптичних крайових задач для

iзотропних аналогiв просторiв, що використовуються в дисертацiї.

Параболiчнi мiшанi задачi для систем диференцiальних рiвнянь другого

порядку мають велике прикладне значення, оскiльки служать математи-

чними моделями багатьох природничих явищ.
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Отже, дослiдження мiшаних задач для параболiчних за Петровським

систем диференцiальних рiвнянь другого порядку в шкалах узагальнених

просторiв Соболєва є актуальним i досить непростим завданням. Його тру-

днiсть пов’язана, зокрема, з тим, що умови узгодження правих частин мi-

шаної задачi для систем диференцiальних рiвнянь є iстотно складнiшими,

нiж для одного рiвняння.

Дисертацiя складається з анотацiї (двома мовами — українською та ан-

глiйською), вступу, основної частини з трьох роздiлiв, висновкiв до роботи,

списку використаних джерел i додатку.

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, сформульовано

мету, об’єкт, предмет, завдання та методи дослiдження, зазначено наукову

новизну та практичне значення отриманих результатiв, зв’язок роботи з

науковими темами й особистий внесок здобувача, вказано, де було опублi-

ковано та апробовано результати дисертацiї.

У першому роздiлi подано огляд лiтератури, присвяченої дослiдженню

параболiчних мiшаних задач у рiзних шкалах функцiональних просторiв,

описано основний метод дослiдження — квадратичну iнтерполяцiю (з фун-

кцiональними параметром) пар гiльбертових просторiв та деякi її необхiднi

властивостi й наведено вiдомостi про анiзотропнi та iзотропнi узагальненi

гiльбертовi простори Соболєва, пов’язанi з параболiчною мiшаною зада-

чею, а також їх зв’язок з класичними просторами Соболєва за допомогою

вказаної iнтерполяцiї.

У другому роздiлi проведено аналiз характеру розв’язностi неоднорi-

дних лiнiйних початково-крайових параболiчних задач у багатовимiрному

цилiндрi для систем диференцiальних рiвнянь другого порядку в узагаль-

нених гiльбертових анiзотропних просторах Соболєва. Доведено, що непе-
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рервнi оператори, породженi цими задачами, встановлюють iзоморфiзми

на придатних парах зазначених просторiв, тобто задачi є коректно розв’я-

зними на цих парах.

У третьому роздiлi отримано новi достатнi умови глобальної та локаль-

ної узагальненої або класичної регулярностi розв’язкiв дослiджуваних па-

раболiчних задач, а також знайдено новi достатнi умови, за яких узагаль-

нений розв’язок задачi є класичним. Цi умови сформульовано в термiнах

приналежностi правих частин задач узагальненим просторам Соболєва та

є точними на класi цих просторiв.

У додатку наведено список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї

та вiдомостi про апробацiю її результатiв.

Результати дисертацiї, якi визначають її наукову новизну:

1. Встановлено теорему про коректну розв’язнiсть неоднорiдних лiнiй-

них параболiчних початково-крайових задач для систем диференцi-

альних рiвнянь другого порядку на придатних парах узагальнених

гiльбертових анiзотропних просторах Соболєва, тобто доведено, що

оператори, породженi вказаними задачами, встановлюють iзоморфi-

зми на цих парах.

2. Знайдено достатнi умови глобальної (в усьому цилiндрi аж до його

межi) регулярностi розв’язкiв дослiджуваних задач в узагальнених

просторах Соболєва.

3. Знайдено достатнi умови локальної (в заданiй частинi цилiндра) ре-

гулярностi розв’язкiв зазначених задач в узагальнених просторах Со-

болєва.
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4. Отримано новi достатнi умови, за яких вказанi узагальненi частиннi

похiднi розв’язкiв цих задач є неперервними в заданiй частинi цилiн-

дра.

5. Знайдено новi достатнi умови класичностi узагальнених розв’язкiв

дослiджуваних задач.

Отриманi в дисертацiї результати можуть бути застосованi у дослiджен-

нi широкого класу практичних задач, для яких параболiчнi системи слу-

жать математичними моделями, зокрема, у вивченнi процесiв тепломасо-

обмiну, бiологiчної та хiмiчної кiнетики. Розроблена методика може бути

використана у дослiдженнi параболiчних мiшаних задач для систем дифе-

ренцiальних рiвнянь довiльних порядкiв.

Ключовi слова: параболiчне рiвняння, система диференцiальних рiв-

нянь, крайова задача, узагальнений простiр Соболєва, повiльно змiнна

функцiя, властивiсть iзоморфiзму, iнтерполяцiя з функцiональним параме-

тром, узагальнений розв’язок, однозначна розв’язнiсть, розподiл, локальна

регулярнiсть, класичний розв’язок.
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ABSTRACT

Diachenko O. V. Mixed problems for parabolic systems in

generalized Sobolev spaces. — Qualifying scientific work on the rights of

the manuscript.

The thesis presented for the academic degree Doctor of Philosophy in speci-

ality 113 – Applied Mathematics. National Technical University of Ukraine

”Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute”, Kyiv, 2023.

The thesis is devoted to the investigation of the solvability character and

the solutions regularity of linear mixed (i.e. initial-boundary-value) problems

for Petrovskii parabolic systems of second-order differential equations in scales

of generalized Hilbert anisotropic Sobolev spaces. These spaces give a broad

generalization of anisotropic versions of classical Hilbert Sobolev spaces, which

are usually applied to parabolic equations. We consider the Dirichlet boundary

conditions and general first-order boundary conditions.

In anisotropic Sobolev spaces and Hölder spaces, parabolic mixed problems

were investigated in the works by M. S. Agranovich, M. I. Vishik, V. A. Solonni-

kov, O. A. Ladyzhenskaja, N. N. Ural’tzeva, J.-L. Lions, E. Magenes, S. D. Ei-

del’man, S. D. Ivasyshen, N. V. Zhytarashu, Ya. A. Roitberg and other

mathematicians (1962 – 1998). They established a number of fundamental

results about the well-posedness (in the sense of Hadamard) of scalar and matrix

parabolic initial–boundary–value problems on appropriate pairs of the indicated

spaces of both positive and negative (concerning Sobolev spaces) orders.

In recent years, V. M. Los, V. A. Mikhailets, and O. O. Murach (2013 – 2021)

elaborated a theory of solvability of scalar parabolic mixed problems (for single

differential equation) in generalized Hilbert anisotropic Sobolev spaces. The
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regularity (otherwise saying, smoothness) of distributions belonging to these

spaces is given by a pair of real numbers and by a radial function that varies

slowly at infinity and characterizes a supplementary regularity with respect to

the main smoothness given by the numbers. Owing to the function parameter,

the scale of these spaces is calibrated more finely than the classical scales

of Sobolev spaces and Hölder spaces. Moreover, this scale is obtained by the

method of the quadratic interpolation with a function parameter of pairs of Hi-

lbert anisotropic Sobolev spaces, which allows using the classical results about

the character of solvability of parabolic mixed problems in Sobolev spaces.

The use of generalized Sobolev spaces allowed ones to establish new results on

the well-posedness of scalar parabolic initial-boundary-value problems and to

obtain new fine and exact conditions for regularity of solutions as compared

with the classical results.

Note, that various spaces of generalized smoothness have proven useful in

the theory of partial differential equations L. Hormander (1983), F. Nicola, L.

Rodino (2010), B. Paneah (2000) and the theory of random processes N. Jacob

(2001, 2002, 2005). In particular, the monograph of V. A. Mikhailets and O.

O. Murach (2014) presents the theory of elliptic boundary value problems for

isotropic analogues of spaces used in the thesis.

Parabolic mixed problems for systems of second-order differential equations

are of great practical importance because they serve as mathematical models

of many natural phenomena.

Thus, the investigation of mixed problems for Petrovskii parabolic systems

of second-order differential equations in scales of generalized Sobolev spaces is

an urgent and difficult enough task. Its difficulty is specifically due to the fact

that the compatibility conditions for the right-hand sides of the mixed problem
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for a system of differential equations are far more complicated than those for a

single equation.

The thesis consists of the abstract (in two languages, Ukrainian and Engli-

sh), introduction, the main part divided in three chapters, conclusions to the

work, list of references, and appendix.

The introduction substantiates the urgency of the research topic, formulates

the purpose, object, subject, tasks and methods of the research, indicates the

scientific novelty and practical significance of the obtained results, the connecti-

on of the work with scientific topics, and the applicant’s personal contribution,

and indicates where the thesis results were published and approbated.

The first chapter gives a survey of the literature devoted to the investigation

of parabolic mixed problems in various scales of function spaces, describes the

main research method—quadratic interpolation (with a function parameter)

of pairs of Hilbert spaces—and some of its necessary properties, and presents

information about anisotropic and isotropic generalized Hilbert Sobolev spaces

related to the parabolic mixed problem and also about their connection with

the classical Sobolev spaces via the interpolation.

The second chapter gives the analysis of the solvability character of

inhomogeneous linear initial-boundary-value parabolic problems in a many-

dimensional cylinder for systems of second-order differential equations in

generalized Hilbert anisotropic Sobolev spaces. We prove that continuous

operators induced by these problems set isomorphisms on appropriate pairs

of the mentioned spaces, i.e. that the problems are well posed on these pairs.

The third chapter gives new sufficient conditions for global and local

generalized or classical regularity of the solutions to the parabolic problems

under investigation, and also yields new sufficient conditions for the generali-
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zed solution of the problem to be classical. These conditions are formulated in

terms of the belonging of the right-hand sides of the problems to generalized

Sobolev spaces and are exact on the class of these spaces.

The appendix contains the list of the applicant’s publications on the thesis

topic and the information about the approbation of its results.

The results of the thesis that determine its scientific novelty:

1. We have established a theorem on the well-posedness of inhomogeneous

linear parabolic initial–boundary–value problems for systems of second-

order differential equations on appropriate pairs of generalized Hilbert

anisotropic Sobolev spaces; i.e., we have proved that operators induced

by the indicated problems set isomorphisms on these pairs.

2. We have found sufficient conditions for the global regularity (i.e. on the

whole cylinder up to its boundary) of solutions to the problems under

investigation in generalized Sobolev spaces.

3. We have found sufficient conditions for the local regularity (i.e. in a given

part of the cylinder) of solutions to the mentioned problems in generalized

Sobolev spaces.

4. We have obtained new sufficient conditions for indicated generalized parti-

al derivatives of solutions of these problems to be continuous in a given

part of the cylinder.

5. We have found new sufficient conditions for generalized solutions of the

problems under investigation to be classical.

The results obtained in the thesis can be used in the investigation of a broad

class of practical problems for which parabolic systems serves as mathematical
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models, specifically in the study of the heat-mass-transfer processes, biologi-

cal and chemical kinetics. The developed method can be used in the study

of parabolic mixed problems for systems of differential equations of arbitrary

orders.

Key words: Parabolic equation, system of differential equations, boundary

value problem, generalized Sobolev space, slowly varying function, isomorphism

property, interpolation with function parameter, generalized solution, unique

solvability, distribution, local regularity, classical solution.
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ВСТУП

Дисертацiя присвячена дослiдженню розв’язностi та властивостей ре-

гулярностi узагальнених розв’язкiв крайових задач для параболiчних за

Петровським систем диференцiальних рiвнянь другого порядку з крайови-

ми умовами Дiрiхле або крайовими умовами першого порядку в шкалах

гiльбертових анiзотропних узагальнених просторiв Соболєва.

Актуальнiсть теми. До недавнього часу для дослiдження параболi-

чних початково-крайових задач використовували, як правило, анiзотро-

пнi версiї класичних просторiв Гельдера або просторiв Соболєва. Це працi

М. С. Аграновича i М. I. Вiшика [1], В. О. Солоннiкова, O. О. Ладиженської

i Н. М. Уральцевої [14] В. О. Солоннiкова [23], Ж.-Л. Лiонса i Е. Мадже-

неса [49], A. Фрiдмана [24], С. Д. Iвасишена [9, 10], С. Д. Ейдельмана i

М. В. Житарашу [35], I. Я. Ройтберг i Я. А. Ройтберга [20] та iнших мате-

матикiв.

В останнi десятирiччя до параболiчних задач бiльш активно застосо-

вуються iншi класи функцiональних просторiв. Це простори зi змiшани-

ми нормами, простори Трiбеля–Лiзоркiна, ваговi простори (див., напри-

клад, [30, 33,39, 47,64]); в просторах узагальненої гладкостi побудовано те-

орiю розв’язностi скалярних параболiчних задач в працях [51–53, 56–58].

Отриманi результати викладено в монографiї [16]. Останнi простори дають

широке узагальнення анiзотропних версiй класичних гiльбертових просто-

рiв Соболєва, якi зазвичай застосовуються до параболiчних рiвнянь. Ця

гладкiсть визначається парою дiйсних чисел i радiальною функцiєю, яка

повiльно змiнюється на нескiнченностi та характеризує додаткову глад-

кiсть по вiдношенню до гладкостi, заданої числами. За рахунок параме-
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тризацiї цих просторiв функцiональним параметром, їх шкала тонше гра-

дуйована, нiж класичнi шкали просторiв Соболєва i Гельдера. Тому викори-

стання просторiв узагальненої анiзотропної гладкостi дозволило отримати

новi тонкi i точнi умови гладкостi розв’язкiв у порiвняннi з класичними

результатами у вище згаданих шкалах просторiв. Для параболiчних за Пе-

тровським систем в просторах узагальненої гладкостi вивчався лише окре-

мий випадок крайової задачi з однорiдними початковими даними Кошi,

див. [54, 55].

Вiдмiтимо, що рiзнi простори узагальненої гладкостi виявилися кори-

сними в теорiї рiвнянь з частинними похiдними [37, 38, 60, 62, 63] та теорiї

випадкових процесiв [41]. Зокрема, монографiя [60] представляє теорiю елi-

птичних крайових задач для iзотропних аналогiв просторiв, що використо-

вуються в дисертацiї.

Крайовi задачi для параболiчних диференцiальних рiвнянь другого по-

рядку мають велике прикладне значення, оскiльки є математичними моде-

лями багатьох природничих задач. Наприклад, мiшана задача для системи

двох диференцiальних рiвнянь другого порядку з двома крайовими умо-

вами, одна з яких Дiрiхле, друга – Неймана виникає, зокрема, в теорiї

тепломасообмiну [34, п.2.4]. Тому природньо виникає окремий iнтерес до

дослiдження крайових задач для диференцiальних рiвнянь та систем ди-

ференцiальних рiвнянь другого порядку (див., наприклад, [14,24,45,48,58]).

З огляду на вищесказане, задача дослiдження розв’язностi та власти-

востей регулярностi узагальнених розв’язкiв неоднорiдних крайових задач

для параболiчних за Петровським систем диференцiальних рiвнянь друго-

го порядку в шкалах просторiв узагальненої анiзотропної гладкостi є акту-

альною науковою проблемою.
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Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiю виконано на кафедрi прикладної математики Нацiонально-

го технiчного унiверситету України ”Київський полiтехнiчний iнститут iме-

нi iгоря Сiкорського” згiдно iз загальним планом роботи у рамках науково-

дослiдницької теми ”Iнформацiйно-аналiтична система для математичного

моделювання та управлiння соцiальними ризиками з застосуванням у те-

хнiцi та медицинi” (номер державної реєстрацiї 0120U102216).

Мета i завдання дослiдження.

Метою дослiдження є аналiз характеру розв’язностi та властивостей

регулярностi узагальнених розв’язкiв лiнiйних неоднорiдних крайових за-

дач для параболiчних за Петровським систем диференцiальних рiвнянь

другого порядку з крайовими умовами Дiрiхле або крайовими умовами

першого порядку в шкалах гiльбертових анiзотропних узагальнених про-

сторiв Соболєва.

Об’єктом дослiдження є крайовi задачi для лiнiйних неоднорiдних па-

раболiчних за Петровським систем диференцiальних рiвнянь другого по-

рядку та гiльбертовi анiзотропнi узагальненi простори Соболєва пов’язанi

з ними.

Предметом дослiдження є характер розв’язностi та властивостi регу-

лярностi узагальнених розв’язкiв лiнiйних неоднорiдних параболiчних кра-

йових задач для систем диференцiальних рiвнянь другого порядку в уза-

гальнених просторах Соболєва.

Завдання дослiдження:

1. Встановити теорему про коректну розв’язнiсть неоднорiдних лiнiйних

параболiчних початково-крайових задач для систем диференцiальних

рiвнянь другого порядку на придатних парах узагальнених гiльбер-
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тових анiзотропних просторах Соболєва, тобто доведено, що опера-

тори, породженi вказаними задачами, встановлюють iзоморфiзми на

цих парах.

2. Встановити достатнi умови глобальної (в усьому цилiндрi аж до його

межi) регулярностi розв’язкiв дослiджуваних задач в узагальнених

просторах Соболєва.

3. Встановити достатнi умови локальної (в заданiй частинi цилiндра)

регулярностi розв’язкiв цих задач в узагальнених просторах Соболє-

ва.

4. Знайти достатнi умови, за яких вказанi узагальненi похiднi розв’язкiв

цих задач є неперервними в заданiй частинi цилiндра.

5. Знайти достатнi умови класичностi узагальнених розв’язкiв дослi-

джуваних задач.

Методи дослiдження. У дисертацiйнiй роботi використано методи фун-

кцiонального аналiзу та теорiї диференцiальних рiвнянь в частинних похi-

дних.

Наукова новизна одержаних результатiв. Результати дисертацiї,

запропонованi до захисту, є новими i полягають у наступному:

1. Встановлено теорему про коректну розв’язнiсть неоднорiдних лiнiй-

них параболiчних початково-крайових задач для систем диференцi-

альних рiвнянь другого порядку на придатних парах узагальнених

гiльбертових анiзотропних просторах Соболєва, тобто доведено, що

оператори, породженi вказаними задачами, встановлюють iзоморфi-

зми на цих парах.
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2. Знайдено достатнi умови глобальної (в усьому цилiндрi аж до його

межi) регулярностi розв’язкiв дослiджуваних задач в узагальнених

просторах Соболєва.

3. Знайдено достатнi умови локальної (в заданiй частинi цилiндра) ре-

гулярностi розв’язкiв цих задач в узагальнених просторах Соболєва.

4. Отримано новi достатнi умови, за яких вказанi узагальненi похiднi

розв’язкiв цих задач є неперервними в заданiй частинi цилiндра.

5. Знайдено новi достатнi умови класичностi узагальнених розв’язкiв

дослiджуваних задач.

Результати дисертацiї є завершеними.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiя має те-

оретичний характер. Отриманi в дисертацiї результати можуть бути за-

стосованi у дослiдженнi широкого класу практичних задач, для яких па-

раболiчнi системи служать математичними моделями, зокрема, у вивченнi

процесiв тепломасообмiну, бiологiчної та хiмiчної кiнетики. Розроблена ме-

тодика може бути використана у дослiдженнi параболiчних мiшаних задач

для систем диференцiальних рiвнянь довiльних порядкiв.

Особистий внесок здобувача. Визначення загального плану дисер-

тацiї та постановка задач належать науковому керiвнику доктору фiзико-

математичних наук, професору В. М. Лосю. Всi науковi результати, якi

винесено на захист, отримано здобувачем самостiйно. У спiльних з науко-

вим керiвником роботах [2,5,32] В. М. Лосю належить постановка задач та

обговорення результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї

доповiдалися та обговорювалися на:
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• Мiжнароднiй науковiй конференцiї присвяченiй 100-рiччю вiд дня на-

родження професора С.Д. Ейдельмана «Сучаснi проблеми диферен-

цiальних рiвнянь та їх застосування», 16-19 вересня 2020 р., м. Чер-

нiвцi, Чернiвецький нац. ун-т;

• Мiжнароднiй науковiй конференцiї «Сучаснi проблеми механiки та

математики – 2023», 23–25 травня 2023 р., м. Львiв, Iнститут при-

кладних проблем механiки i математики iм. Я.С. Пiдстригача НАН

України;

• Мiжнароднiй науковiй конференцiї присвяченiй 55-рiччю факультету

математики та iнформатики «Математика та iнформацiйнi техноло-

гiї», 28–30 вересня 2023 р., м. Чернiвцi, Чернiвецький нац. ун-т.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у 5 наукових

працях. Двi з них [5,32] є статтями у фахових наукових виданнях, що вхо-

дять до мiжнародних наукометричних баз даних Scopus i Web of Science

Core Collection та належать згiдно SCImago Journal and Country Rank до

Q2 i Q3 вiдповiдно. Три тези [2–4] опублiковано у матерiалах мiжнародних

математичних конференцiй.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з анота-

цiй українською та англiйською мовами, вступу, трьох роздiлiв, висновкiв,

списку використаних джерел, що налiчує 64 найменування, i додатку, який

мiстить список публiкацiй здобувача за темою дисертацiї та вiдомостi про

апробацiю результатiв дисертацiї. Повний обсяг роботи складає 99 сторiнок

друкованого тексту.

Основний змiст дисертацiї. У вступi обгрунтовано актуальнiсть те-

ми дисертацiї, визначено мету i задачi дослiдження, сформульовано науко-
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ву новизну отриманих результатiв. Наведено вiдомостi про публiкацiї та

апробацiю роботи.

У першому роздiлi наведено: огляд лiтератури за темою дисертацiї;

основний метод дослiдження – квадратичну iнтерполяцiю пар гiльберто-

вих просторiв та деякi необхiднi її властивостi; вiдомостi про анiзотропнi

та iзотропнi гiльбертовi узагальненi простори Соболєва, пов’язанi з пара-

болiчною задачею та їх iнтерполяцiйний зв’язок з класичними просторами

Соболєва.

За означенням [16, п.1.2], комплексний лiнiйний простiр Hs,s/2;ϕ(Rk), де

s ∈ R, ϕ ∈M, 2 ≤ k ∈ Z, складається з усiх повiльно зростаючих розподi-

лiв w ∈ S ′(Rk) таких, що їх (повне) перетворення Фур’є w̃ є функцiєю, яка

локально iнтегровна на Rk за Лебегом i задовольняє умову

‖w‖Hs,s/2;ϕ(Rk) :=( ∫
Rk−1

∫
R

(
1 + |ξ|2 + |η|

)s
ϕ2
(
(1 + |ξ|2 + |η|)1/2

)
|w̃(ξ, η)|2 dξ dη

)1/2

<∞,

(1)

де ξ ∈ Rk−1 i η ∈ R. Цей простiр гiльбертовий i сепарабельний вiдносно

норми (1). Тут класM складається [18, п.1.3.3 ] з усiх вимiрних за Борелем

функцiй ϕ : [1,∞) → (0,∞), таких що обидвi функцiї ϕ i 1/ϕ обмеженi

на кожному компактi [1, d], де 1 < d < ∞, i ϕ повiльно змiнна функцiя

за Й. Карамата на нескiнченностi, тобто ϕ(λr)/ϕ(r) → 1 при r → ∞ для

кожного λ > 0.

Параболiчну задачу розглядаємо у цилiндрi Ω := G × (0, τ) в Rn+1, де

цiле число n ≥ 2 i дiйсне число τ > 0. Його основою є обмежена область

G ⊂ Rn з нескiнченно гладкою межею Γ := ∂G. Через S := Γ × (0, τ)

позначаємо бiчну поверхню цилiндра Ω.
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Гiльбертовий анiзотропний простiр Hs,s/2;ϕ(Ω) означається як простiр

звужень на Ω усiх розподiлiв з Hs,s/2;ϕ(Rn+1), а гiльбертовий анiзотропний

простiр Hs,s/2;ϕ(S) на S означається за простором Hs,s/2;ϕ(Rn) за допомо-

гою спецiальних локальних карт на бiчнiй поверхнi цилiндра. Анологiчно

означаються iзотропнi простори Hs;ϕ(G) i Hs;ϕ(Γ), заданi в областi G та на

многовидi Γ вiдповiдно [18, п. 2.1, 3.2]. Базовим для їх означення є простiр

Hs;ϕ(Rk) при k = n та k = n − 1 вiдповiдно. Гiльбертова норма в ньому

задається формулою [18, п.1.3.3]

‖w‖Hs;ϕ(Rk) :=

( ∫
Rk

(
1 + |ξ|2

)s
ϕ2
(
(1 + |ξ|2)1/2

)
|w̃(ξ)|2 dξ

)1/2

.

У другому роздiлi проведено аналiз характеру розв’язностi лiнiйних не-

однорiдних початково-крайових параболiчних задач для систем диферен-

цiальних рiвнянь другого порядку в гiльбертових узагальнених просторах

Соболєва. Доведено, що оператори, породженi цими задачами, встановлю-

ють iзоморфiзми мiж вiдповiдними парами згаданих просторiв.

Розглядаємо у цилiндрi Ω таку параболiчну початково-крайову задачу:

∂tuj(x, t) +
N∑
k=1

∑
|α|≤2

aαj,k(x, t)D
α
xuk(x, t) = fj(x, t)

для всiх (x, t) ∈ Ω та j ∈ {1, . . . , N};

(2)

N∑
k=1

∑
|α|≤lj

bαj,k(x, t)D
α
xuk(x, t) = gj(x, t)

для всiх (x, t) ∈ S та j ∈ {1, . . . , N};

(3)

uj(x, t)
∣∣
t=0

= hj(x) для всiх x ∈ G та j ∈ {1, . . . , N}. (4)

Тут довiльним чином вибранi натуральне число N ≥ 2 та числа l1, . . . , lN ∈

{0, 1}. Всi коефiцiєнти диференцiальних виразiв у формулах (2) та (3) є
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нескiнченно гладкими комплекснозначними функцiями, заданими на Ω i S

вiдповiдно. Використовуємо такi позначення Dα
x := Dα1

1 . . . Dαn
n , де Dk :=

i ∂/∂xk i ∂t := ∂/∂t для частинних похiдних функцiй, що залежать вiд

x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn i t ∈ R. Тут i – уявна одиниця, α = (α1, ..., αn)

мультиiндекс, i |α| := α1 + · · · + αn. У формулах (2) i (3) та їх аналогах

пiдсумовування ведеться за цiлими невiд’ємними iндексами α1, ..., αn, якi

задовольняють умову, вказану пiд знаком суми.

Припускаємо, що початково-крайова задача (2)–(4) є параболiчною за

Петровським у цилiндрi Ω.

Нехай

Aj,k(x, t,Dx, ∂t) := δj,k∂t +
∑
|α|≤2

aαj,k(x, t)D
α
x (5)

i

Bj,k(x, t,Dx) :=
∑
|α|≤lj

bαj,k(x, t)D
α
x (6)

для всiх j, k ∈ {1, . . . , N}. Тут δj,k – символ Кронекера. Скориставшись

позначеннями (5) та (6) перепишемо всi рiвностi (2) i (3) у виглядi:

N∑
k=1

Aj,k(x, t,Dx, ∂t)uk(x, t) = fj(x, t)

та
N∑
k=1

Bj,k(x, t,Dx)uk(x, t) |S= gj(x, t).

Покладемо u := (u1, . . . , uN), f := (f1, . . . , fN), g := (g1, . . . , gN) та h :=

(h1, . . . , hN). Перепишемо систему (2) та граничнi умови (3) в матричнiй

формi Au = f та Bu |S= g; тут

A := (Aj,k(x, t,Dx, ∂t))
N
j,k=1 i B :=

(
Bj,k(x, t,Dx)

)N
j,k=1
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є матричнi диференцiальнi оператори. Наступне лiнiйне вiдображення

u 7→ Λu :=
(
Au,Bu, u |t=0

)
, де u ∈

(
C∞(Ω)

)N
, (7)

пов’яжемо з задачею (2)–(4).

Для формулювання основного результату цього роздiлу означимо гiль-

бертовий простiр Qs−2,s/2−1;ϕ правих частин задачi. Покладемо

E := {2l + lj + 3/2 : j, l ∈ Z, 1 ≤ j ≤ N, l ≥ 0} ∩ (2,∞).

Нехай s ≥ 2 i ϕ ∈ M. У випадку s = 2 додатково припустимо, що ϕ

є зростаючою (в нестрогому сенсi) функцiєю. Це припущення пов’язане з

тим, що в роботi розглядаються лише такi правi частини системи (2), що є

iнтегровними з квадратом за Лебегом на Ω функцiями.

Для s /∈ E, за означенням, гiльбертовий простiр Qs−2,s/2−1;ϕ утворений

такими векторами (f, g, h) з простору

Hs−2,s/2−1;ϕ :=
(
Hs−2,s/2−1;ϕ(Ω)

)N
⊕

N⊕
j=1

Hs−lj−1/2,(s−lj−1/2)/2;ϕ(S)⊕
(
Hs−1;ϕ(G)

)N
,

що задовольняють умови узгодження правих частин параболiчної задачi

(2)–(4) (див. (2.11)). У випадку s ∈ E гiльбертовий простiр Qs−2,s/2−1;ϕ

означається за допомогою квадратичної iнтерполяцiї з числовим параме-

тром 1/2:

Qs−2,s/2−1;ϕ :=

:=
[
Qs−ε−2,(s−ε)/2−1;ϕ,Qs+ε−2,(s+ε)/2−1;ϕ

]
1/2
.

Тут ε ∈ (0, 1/2) – довiльне число. Означений у такий спосiб простiр не

залежить з точнiстю до еквiвалентностi норм вiд вибору числа ε.
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Основним результатом другого роздiлу є наступна теорема.

Теорема 2.1. Для довiльних числа s ≥ 2 i функцiонального параме-

тра ϕ ∈ M (при s = 2 додатково припускаємо, що функцiя ϕ зростає в

нестрогому сенсi) вiдображення (2.6) продовжується єдиним чином (за

неперервнiстю) до iзоморфiзму

Λ :
(
Hs,s/2;ϕ(Ω)

)N ↔ Qs−2,s/2−1;ϕ. (8)

В шкалi просторiв Соболєва ϕ ≡ 1 ця теорема доведена В. А. Солоннi-

ковим [23, теорема 5.4] для загальних параболiчних систем у припущеннi

s, s/2 ∈ Z. С. Д. Ейдельман i М. В. Житарашу узагальнили її на всi дiй-

снi s, див. їх монографiю [35, теорема 5.7]. Версiю цiєї теореми у випадку

параболiчної задачi для одного рiвняння в шкалi узагальнених просторiв

Соболєва встановлено в роботах В. М. Лося i О. О. Мурача [58, теоре-

ми 4.1 i 4.2](випадок s > 2) i [51, теореми 1 i 2] (випадок s = 2).

Третiй роздiл роботи присвячено застосуванням теореми 2.1 до дослi-

дження регулярностi, зокрема класичностi, узагальненого розв’язку пара-

болiчної задачi.

Нехай усi компоненти правих частин f , g та h задачi є довiльними розпо-

дiлами на Ω, S i G вiдповiдно. Вектор-функцiю u ∈
(
H2,1(Ω)

)N називаємо

узагальненим розв’язком задачi (2)–(4), якщо

Λu = (f, g, h), (9)

де Λ — обмежений оператор (8) для s = 2 i ϕ = 1. З рiвностi (9) випливає,

що

(f, g, h) ∈ Q0,0. (10)

З iзоморфiзму (8) випливає, що параболiчна задача (2)–(4) має єдиний

узагальнений розв’язок u ∈
(
H2,1(Ω)

)N для кожного вектора (10).



27

Теорема 3.1. Припустимо, що вектор-функцiя u ∈
(
H2,1(Ω)

)N є уза-

гальненим розв’язком параболiчної задачi (2)–(4), правi частини якої за-

довольняють умову

(f, g, h) ∈ Qs−2,s/2−1;ϕ

для деяких s ≥ 2 i ϕ ∈M (у випадку s = 2 додатково припускаємо, що ϕ

є зростаючою (в нестрогому сенсi) функцiєю). Тодi u ∈
(
Hs,s/2;ϕ(Ω)

)N .
Цей результат про достатню умову глобальної (тобто в усьому цилiндрi

Ω аж до його межi) регулярностi розв’язку є прямим наслiдком теореми 2.1.

Сформулюємо локальний аналог цiєї теореми. Для цього будуть потрi-

бнi локальнi версiї узагальнених просторiв Соболєва [57, п.4]. Нехай U —

вiдкрита множина в Rn+1 така, що Ω0 := U ∩ Ω 6= ∅ i U∩Γ = ∅. Покладемо

Ω′ := U ∩ ∂Ω, S0 := U ∩ S, S ′ := U ∩ {(x, τ) : x ∈ Γ} i G0 := U ∩G. Позна-

чимо [57, п.4] через Hs,s/2;ϕ
loc (Ω0,Ω

′) лiнiйний простiр усiх розподiлiв u на Ω

таких, що χu ∈ Hs,s/2;ϕ(Ω) для кожної функцiї χ ∈ C∞(Ω), яка задовольняє

умову suppχ ⊂ Ω0∪Ω′. Аналогiчно, позначимо [57, п.4] черезHs,s/2;ϕ
loc (S0, S

′)

лiнiйний простiр усiх розподiлiв v на S таких, що χv ∈ Hs,s/2;ϕ(S) для

будь-якої функцiї χ ∈ C∞(S), яка задовольняє умову suppχ ⊂ S0∪S ′. На-

рештi, [57, п.4] Hs;ϕ
loc (G0) позначає лiнiйний простiр усiх розподiлiв w на G

таких, що χw ∈ Hs;ϕ(G) для кожної функцiї χ ∈ C∞(G), яка задовольняє

умову suppχ ⊂ G0.

Теорема 3.2. Нехай s ≥ 2 i ϕ ∈ M (у випадку s = 2 додатково

припускаємо, що ϕ є зростаючою (в нестрогому сенсi) функцiєю). При-

пустимо, що вектор-функцiя u ∈
(
H2,1(Ω)

)N є узагальненим розв’язком

параболiчної задачi (2.1)–(2.3), правi частини якої задовольняють такi

умови:

f ∈
(
H
s−2,s/2−1;ϕ
loc (Ω0,Ω

′)
)N
, (11)
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g ∈
N⊕
j=1

H
s−lj−1/2,(s−lj−1/2)/2;ϕ
loc (S0, S

′), (12)

h ∈
(
Hs−1;ϕ

loc (G0)
)N
. (13)

Тодi u ∈
(
H
s,s/2;ϕ
loc (Ω0,Ω

′)
)N .

Якщо Ω′ = ∅, то теорема 3.2 стверджує, що регулярнiсть узагальненого

розв’язку пiдвищується в околах внутрiшнiх точок замкненого цилiндра Ω.

Якщо G0 = ∅, то ця теорема стверджує, що регулярнiсть розв’язку u(x, t)

пiдвищується при t > 0. В цих випадках вона є наслiдком [54, теорема 2].

Зазначимо, що припущення U ∩ Γ = ∅ iстотне, оскiльки без нього ви-

сновок теореми 3.2 є взагалi хибним. Для його iстинностi у цьому випадку,

треба накласти на правi частини задачi (2)–(4) на множинi U ∩ Γ деякi

додатковi умови узгодження.

Узагальненi простори Соболєва дозволяють отримати бiльш тонкi, нiж

у випадку класичних просторiв Соболєва, достатнi умови неперервностi

узагальненого розв’язку u та його узагальнених похiдних заданого порядку

на множинi Ω0 ∪ Ω′.

Теорема 3.3. Нехай задано довiльне цiле число p ≥ 0. Припустимо,

що вектор-функцiя u ∈
(
H2,1(Ω)

)N є узагальненим розв’язком параболi-

чної задачi (2)–(4), правi частини якої задовольняють умови (11)–(13)

для s := p + 1 + n/2 i деякого функцiонального параметра ϕ ∈ M, що

задовольняє умову
∞∫

1

dr

r ϕ2(r)
<∞, (14)

причому у випадку s = 2 додатково припускаємо, що фун-

кцiя ϕ зростає (в нестрогому сенсi). Тодi розв’язок u(x, t) =

(u1(x, t), . . . , uN(x, t)) i кожна його узагальнена частинна похiдна
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Dα
x∂

β
t u(x, t) = (Dα

x∂
β
t u1(x, t), . . . , D

α
x∂

β
t uN(x, t)), де |α|+ 2β ≤ p, неперервнi

на множинi Ω0 ∪ Ω′.

Зауваження 3.1 Умова (14) в теоремi є точною. А саме, нехай s =

p+ 1 +n/2, ϕ ∈M i припускаємо, що для кожної функцiї u ∈
(
H2,1(Ω)

)N
правильним є твердження: якщо u є розв’язком задачi (2)–(4), правi ча-

стини якої задовольняють (11)–(13), то цей розв’язок u задовольняє ви-

сновок теореми 3.3. Тодi параметр ϕ задовольняє умову (14).

Зауваження 3.2 Узагальненi простори Соболєва дають можливiсть

отримати в теоремi 3.3 мiнiмальнi числовi показники регулярностi в

умовах (11)–(13). Якщо переформулювати теорему 3.3 на випадок класи-

чних просторiв Соболєва (ϕ = 1), то (14) не виконується i доведеться

замiнити в умовах (11)–(13) показник s = p + 1 + n/2 на деяке число

s > p+ 1 + n/2. Такi умови є бiльш сильними.

Теорема 3.3 дозволяє отримати новi й тонкi достатнi умови класичностi

узагальненого розв’язку задачi (2)–(4). Сформулюємо означення класично-

го розв’язку цiєї задачi.

Нехай l0 := max{l1, . . . , lN}. Покладемо

Sε := {x ∈ Ω : dist(x, S) < ε}, Gε := {x ∈ Ω : dist(x,G) < ε},

де число ε > 0.

Узагальнений розв’язок u ∈
(
H2,1(Ω)

)N задачi (2)–(4) називаємо кла-

сичним, якщо узагальненi частиннi похiднi вектор-функцiї u = u(x, t) за-

довольняють такi три умови:

(a) Dα
x∂

β
t u неперервна на Ω, якщо 0 ≤ |α|+ 2β ≤ 2;

(b) Dα
xu неперервна на Sε∪S для деякого числа ε > 0, якщо 0 ≤ |α| ≤ l0;
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(c) u неперервна на Gε ∪G для деякого числа ε > 0.

Якщо розв’язок u = u(x, t) задачi (2)–(4) класичний, то її лiвi частини

є неперервними функцiями на вiдповiдних множинах.

Теорема 3.4. Припустимо, що вектор-функцiя u ∈
(
H2,1(Ω)

)N є уза-

гальненим розв’язком параболiчної задачi (2)–(4), правi частини якої за-

довольняють такi умови:

f ∈
(
H

1+n/2, 1/2+n/4;ϕ
loc (Ω,∅)

)N∩
∩
(
H
l0−1+n/2, l0/2−1/2+n/4;ϕ
loc (Sε, S)

)N∩
∩
(
H
−1+n/2,−1/2+n/4;ϕ
loc (Gε, G)

)N
,

(15)

g ∈
N⊕
j=1

H
l0+n/2−lj+1/2, l0/2+n/4−lj/2+1/4;ϕ
loc (S,∅), (16)

h ∈
(
H
n/2;ϕ
loc (G)

)N
, (17)

з деяким функцiональним параметром ϕ ∈ M, який задовольняє умови

теореми 3.3. Тодi розв’язок u класичний.

В означеннi класичного розв’язку задачi сформульовано мiнiмальнi

умови на вектор-функцiю u, за яких вона в термiнах класичних похiдних

i слiдiв задовольняє рiвняння (2), крайовi умови (3) i початковi умови (4).

Часто однiєю з вимог в означеннi класичного розв’язку задачi є його непе-

рервнiсть на лiнiї Γ з’єднання бiчної поверхнi i основи цилiндра (див., на-

приклад, [19, с.42]). Ця умова буде виконана, якщо вимагати неперервнiсть

розв’язку у замкненому цилiндрi Ω. В такому випадку будемо вживати

термiн "сильно класичний розв’язок".

Розглянемо окремий змiстовний випадок параболiчної задачi. А саме,

мiшану задачу для системи двох диференцiальних рiвнянь другого порядку
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з двома крайовими умовами, одна з яких Дiрiхле, друга – Неймана. Такi

задачi виникають, зокрема, в теорiї тепломасообмiну [34, п.2.4].

У цилiндрi Ω задано таку систему диференцiальних рiвнянь:

∂tu1(x, t) =a11∆u1(x, t) + a12∆u2(x, t) + f1(x, t),

∂tu2(x, t) =a21∆u1(x, t) + a22∆u2(x, t) + f2(x, t),

для всiх (x, t) ∈ Ω.

(18)

Тут всi коефiцiєнти aij є сталi дiйснi числа, а характеристичнi числа λ1 i

λ2 матрицi (aij) такi, що λ2 > λ1 > 0.

На бiчнiй поверхнi цилiндра задано двi крайовi умови:

b11Dnu1(x, t) + b12Dnu2(x, t) = g1(x, t),

b21u1(x, t) + b22u2(x, t) = g2(x, t),

для всiх (x, t) ∈ S.

(19)

Тут всi коефiцiєнти bij є сталi дiйснi числа такi, що для задачi (18)–(19)

виконується умова (ii) означення параболiчної задачi (див. пункт 2.1). Ця

умова виконується, зокрема, якщо b11b22 = 0 або b21b12 = 0, але не одноча-

сно (див., наприклад, [34, п. 2.4]).

На основi цилiндра задано початковi данi Кошi:

u1(x, t)
∣∣
t=0

= h1(x),

u2(x, t)
∣∣
t=0

= h2(x),

для всiх x ∈ G.

(20)

Задача (18)–(20) є параболiчною (див., наприклад, [34, п. 2.4]).

Сформулюємо теорему про сильну класичнiсть узагальненого розв’яз-

ку цiєї задачi. Вiдмiтимо, що умови класичностi узагальненого розв’язку

подано в теоремi 3.5, яка є конкретизацiєю теореми 3.4 для цiєї задачi.
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Теорема 3.6. Припустимо, що вектор-функцiя u ∈
(
H2,1(Ω)

)2 є уза-

гальненим розв’язком параболiчної задачi (18)–(20), правi частини якої

задовольняють такi умови:

(f1, f2) ∈
(
H

1+n/2, 1/2+n/4;ϕ
loc (Ω,∅)

)2 ∩
(
H
n/2, n/4;ϕ
loc (Sε, S)

)2
, (21)

g1 ∈ Hn/2+1/2, n/4+1/4;ϕ
loc (S,∅),

g2 ∈ Hn/2+3/2, n/4+3/4;ϕ
loc (S,∅),

(22)

(f1, f2, g1, g2, h1, h2) ∈ Q−1+n/2,−1/2+n/4;ϕ (23)

з деяким функцiональним параметром ϕ ∈M, що задовольняє iнтеграль-

ну умову (14). У випадку n = 2 додатково припускаємо, що функцiя ϕ

зростає (в нестрогому сенсi). Тодi розв’язок u = (u1, u2) сильно класи-

чний.

Вiдмiтимо, щоб вказати, яким просторам належать правi части-

ни задачi згiдно умови (23), треба скористатись означенням простору

Q−1+n/2,−1/2+n/4;ϕ. Вiн має доволi складну будову завдяки умовам узгодже-

ння (2.11), накладеним на компоненти його елементiв. Кiлькiсть та скла-

днiсть цих умов зростає зi зростанням n.

Зауваження 3.4 У випадках n = 2 або n = 3 умова (23) в теоремi 3.6

еквiвалентна такiй

(f1, f2) ∈
(
H−1+n/2,−1/2+n/4;ϕ(Ω)

)2
,

g1 ∈ Hn/2−1/2, n/4−1/4;ϕ(S),

g2 ∈ Hn/2+1/2, n/4+1/4;ϕ(S),

(h1, h2) ∈
(
Hn/2;ϕ(G)

)2
.

(24)

Взагалi, простiр Q−1+n/2,−1/2+n/4;ϕ для n = 2 або n = 3 складається з

вектор-функцiй, що задовольняють одночасно (24) i

g2 �Γ = (b21h1 + b22h2)�Γ. (25)
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Але для вектор-функцiй (f1, f2, g1, g2, h1, h2) з формулювання теореми 3.6

виконання (25) випливає з умови теореми u ∈
(
H2,1(Ω)

)2. Дiйсно, тодi

(f1, f2, g1, g2, h1, h2) ∈ Q0,0. За означенням простору Q0,0, його елементи

задовольняють (25). При n ≥ 4 простiр Q−1+n/2,−1/2+n/4;ϕ складається з ве-

кторiв, якi задовольняють включення (24) та бiльш складнi нiж (25) умови

узгодження (2.11).

Зазначимо, що для теореми 3.6 правильна версiя зауваження 3.2.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ТА ДОПОМIЖНI РЕЗУЛЬТАТИ

У цьому роздiлi зробимо огляд лiтератури присвяченої дослiдженню

параболiчних задач в рiзних шкалах функцiональних просторiв, опишемо

основний метод дослiдження – квадратичну iнтерполяцiю пар гiльбертових

просторiв та деякi необхiднi її властивостi i наведемо вiдомостi про анiзо-

тропнi та iзотропнi гiльбертовi узагальненi простори Соболєва, пов’язанi з

параболiчною задачею, а також їх iнтерполяцiйний зв’язок з класичними

просторами Соболєва.

1.1. Огляд лiтератури

У 60–80-х роках ХХ ст. створено теорiю розв’язностi лiнiйних крайових

задач для параболiчних рiвнянь в анiзотропних версiях класичних просто-

рiв Гельдера та просторiв Соболєва у працях М. С. Аграновича, М. I. Вiши-

ка [1], С. Д. Ейдельмана [25], В. О. Солоннiкова [23], O. О. Ладиженської,

В. О. Солоннiкова i Н. М. Уральцевої [14], A. Фрiдмана [24], Ж.-Л. Лiонса

i Е. Мадженеса [49], С. Д. Iвасишена [10], М. В. Житарашу [35] та iнших

математикiв. Центральний результат цiєї теорiї стверджує, що цi задачi ко-

ректно поставленi в сенсi Адамара на вiдповiдних парах функцiональних

просторiв. Тобто обмеженi оператори, породженi параболiчними задачами,

встановлюють iзоморфiзми на цих парах просторiв. Вiдмiтимо, що пер-

шi теореми про iзморфiзми для параболiчних задач отримано у анiзотро-

пних просторах Соболєва та Гельдера, що параметризуються додатними

числами. Це працi М. С. Аграновича, М. I. Вiшика [1], С. Д. Ейдельма-

на [25], В. О. Солоннiкова [23], O. О. Ладиженської, В. О. Солоннiкова i
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Н. М. Уральцевої [14]. Для анiзотропних просторiв Соболєва з вiд’ємними

показниками регулярностi такi теореми отримано в працi Ж.-Л. Лiонса i

Е. Мадженеса [49], а для негативних просторiв Гельдера у статтi С. Д. Iва-

сишена [9]. У працях М. В. Житарашу [6–8] параболiчнi задачi дослiджено

у модифiкованих по Я. А. Ройтбергу анiзотропних просторах Соболєва до-

вiльного дiйсного порядку.

Останнiм часом iншi класи функцiональних просторiв застосовуються

бiльше i бiльш активно до параболiчних задач; а саме простори зi змiшани-

ми нормами, простори Трiбеля–Лiзоркiна, ваговi простори, простори уза-

гальненої гладкостi. Це працi М. В. Крилова [44, 45], П. Вайдемайера [64],

R. Denk, M. Hieber i J. Prüss [29, 30], R. Denk i M. Kaip [31], H. Dong i

D. Kim [33], M. Hieber i J. Prüss [36], F. Hummel [39], F. Hummel i N. Li-

ndemulder [40], K.-H. Kim [42], M. Kohne, J. Prüss i M. Wilke [43], J. LeCrone,

J. Prüss i M. Wilke [46], N. Lindemulder [47], N. Lindemulder i M. Veraar [48].

В роботах В. М. Лося, В. А. Михайлеця i О. О. Мурача [51–53,56–58] дослi-

джуються параболiчнi початково-крайовi задачi у функцiональних просто-

рах узагальненої анiзотропної гладкостi. Ця гладкiсть визначається парою

дiйсних чисел i радiальною функцiєю, яка повiльно змiнюється на нескiн-

ченностi та характеризує додаткову гладкiсть по вiдношенню до гладкостi,

заданої числами. Такi простори дають широке узагальнення анiзотропних

версiй класичних гiльбертових просторiв Соболєва, якi зазвичай застосо-

вуються до параболiчних рiвнянь. У цих роботах розроблено вiдповiдну

теорiю розв’язностi та максимальної регулярностi для скалярних парабо-

лiчних задач (для одного диференцiального рiвняння), її пiдсумовано в

монографiї [16]. Для параболiчних за Петровським систем окремий випа-

док крайової задачi з однорiдними даниими Кошi вивчався в [54, 55]. Вiд-
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мiтимо, що рiзнi простори узагальненої гладкостi виявилися корисними в

теорiї рiвнянь з частинними похiдними [37, 38, 60, 62, 63] та теорiї випадко-

вих процесiв [41]. Зокрема, монографiя [60] представляє теорiю елiптичних

крайових задач для iзотропних аналогiв просторiв, що використовуються

в дисертацiї (див. також [26, 27] для елiптичних задач у ширших класах

узагальнених просторiв Соболєва [61]).

При дослiдженнi параболiчних задач важливими є питання регулярно-

стi, зокрема, класичностi їх узагальнених розв’язкiв. Пiд класичним розу-

мiють неперервно диференцiйовний розв’язок, який задовольняє задачу в

термiнах класичних похiдних. Вiдповiдь на цi питання дають, як правило,

шляхом формулювання умов приналежностi правих частин задачi певним

функцiональним просторам. Чим тонше градуйована вибрана шкала фун-

кцiональних просторiв, тим точнiший результат буде отримано. Вивчення

цих питань до певного часу було переважно у функцiональних анiзотро-

пних просторах Соболєва та Гельдера [11, 12, 17, 23], [24, розд. X, § 7] якi

параметризуються числами. Використання просторiв узагальненої анiзо-

тропної гладкостi дозволяє отримати новi тонкi i точнi умови гладкостi

розв’язкiв у порiвняннi з класичними результатами у зазначених вище ро-

ботах. В просторах узагальненої гладкостi у скалярному випадку версiї

теорем про регулярнiсть i класичнiсть узагальнених розв’язкiв встановле-

но в [52,53,57], а для елiптичних крайових задач – в [26,27,59,60]. Окремий

випадок параболiчних крайових задач для систем з однорiдними початко-

вими даними Кошi розглянуто в [54,55].
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1.2. Узагальненi простори Соболєва

В цьому пунктi наведемо означення необхiдних функцiональних просто-

рiв. При викладi матерiалу будемо слiдувати роботам [58, п. 3] та [57, п. 4]

(див. також [56, п. 3]).

Як зазначалось ранiше, проводимо дослiдження параболiчних крайових

задач в шкалах узагальнених просторiв Соболєва. Вони параметризуються

двома числами s i s/2, де s ∈ R, i функцiєю ϕ ∈ M. КласM [18, п.1.3.3]

визначається як такий, що складається з усiх вимiрних за Борелем функцiй

ϕ : [1,∞)→ (0,∞), таких що

(∗) обидвi функцiї ϕ i 1/ϕ обмеженi на кожному компактi [1, d], де 1 <

d <∞;

(∗∗) ϕ повiльно змiнна функцiя за Й. Карамата на нескiнченностi, тобто

lim
r→∞

ϕ(λr)

ϕ(r)
= 1 для кожного λ > 0. (1.1)

Теорiя повiльно змiнних функцiй викладена в [28]. Наведемо важливий i

стандартний приклад функцiй, якi задовольняють (1.1), поклавши

ϕ(r) := (log r)θ1 (log log r)θ2 . . . ( log . . . log︸ ︷︷ ︸
k times

r )θk для r � 1, (1.2)

тут довiльно вибранi параметри k ∈ N та θ1, θ2, . . . , θk ∈ R. Функцiї (1.2)

утворюють логарифмiчну мультишкалу, яка має ряд застосувань у теорiї

функцiональних просторiв. Деякi iншi приклади повiльно змiнних функцiй

є, наприклад, в [28, п. 1.3.3] та [60, п. 1.2.1].

За означенням [16, п.1.2], комплексний лiнiйний простiр Hs,s/2;ϕ(Rk),

де 2 ≤ k ∈ Z, складається з усiх повiльно зростаючих розподiлiв w ∈



38

S ′(Rk) таких, що їх (повне) перетворення Фур’є w̃ є функцiєю, яка локально

iнтегровна на Rk за Лебегом i задовольняє умову

‖w‖Hs,s/2;ϕ(Rk) :=

( ∫
Rk−1

∫
R

r2s(ξ, η)ϕ2(r(ξ, η)) | w̃(ξ, η) |2 dξ dη
)1/2

<∞,

(1.3)

де

r(ξ, η) :=
(
1+ |ξ |2 + |η |

)1/2 для всiх ξ ∈ Rk−1 та η ∈ R.

Цей простiр гiльбертовий i сепарабельний вiдносно норми (1.3). Як звичай-

но, S ′(Rk) є лiнiйним топологiчним простором усiх повiльно зростаючих

розподiлiв на Rk.

Вiн є окремим випадком просторiв Bp,µ, введених Л. Хермандером [37,

п. 2.2]; а саме, Hs,s/2;ϕ(Rk) = Bp,µ за умови, що p = 2 i

µ(ξ, η) ≡
(
1 + |ξ|2 + |η|

)s/2
ϕ
(
(1 + |ξ|2 + |η|)1/2

)
.

Простiр Hs,s/2;ϕ(Rk) дає широке узагальнення поняття просторiв Соболєва

(в рамках гiльбертових просторiв). Якщо ϕ(·) ≡ 1, простiр Hs,s/2;ϕ(Rk) стає

анiзотропним простором Соболєва Hs,s/2(Rk). В загальному випадку маємо

щiльнi неперервнi вкладення [16, п.1.2]:

Hs1,s1/2(Rk) ↪→ Hs,s/2;ϕ(Rk) ↪→ Hs0,s0/2(Rk) для будь-яких s0 < s < s1.

(1.4)

Опишемо цилiндр, в якому будемо розглядати параболiчну задачу. Не-

хай довiльнi цiле число n ≥ 2, дiйсне число τ > 0 i обмежена область

G ⊂ Rn з нескiнченно гладкою межею Γ := ∂G. Через Ω := G × (0, τ) по-

значимо вiдкритий цилiндр в Rn+1, S := Γ× (0, τ) — його бiчна поверхня.

Базуючись на просторi Hs,s/2;ϕ(Rk), розглянемо гiльбертовi функцiо-

нальнi простори, пов’язанi з параболiчною задачею (2.1)–(2.3), що дослi-
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джується в роботi. Нехай V — вiдкрита непорожня множина в Rk. (Зокре-

ма, нам потрiбен випадок, де V = Ω, де k = n+ 1.) Покладемо

Hs,s/2;ϕ(V ) :=
{
w �V : w ∈ Hs,s/2;ϕ(Rk)

}
. (1.5)

Лiнiйний простiр (1.5) надiлений нормою

‖u‖Hs,s/2;ϕ(V ) := inf
{
‖w‖Hs,s/2;ϕ(Rk) : w ∈ Hs,s/2;ϕ(Rk), u = w �V

}
, (1.6)

де u ∈ Hs,s/2;ϕ(V ). Цей простiр є гiльбертовим i сепарабельним вiдносно

цiєї норми. Множина C∞(Ω) є щiльною в просторi Hs,s/2;ϕ(Ω).

Ще буде потрiбний простiр Hs,s/2;ϕ(S) на бiчнiй поверхнi S цилiндра Ω,

див. [50, п. 1]. Для отримання результатiв достатньо обмежитись випадком

s > 0. Коротко кажучи, цей простiр складається з усiх функцiй v ∈ L2(S),

якi породжують функцiї з простору Hs,s/2;ϕ(Π) на Π := Rn−1 × (0, τ) за

допомогою деяких локальних координат на S. Нагадаємо детальне означе-

ння.

Виберемо на Γ довiльно скiнченний атлас класу C∞. Нехай цей атлас

складається з деяких локальних карт θj : Rn−1 ↔ Γj, з j = 1, . . . , λ. Тут

Γ1, . . . ,Γλ — вiдкритi непорожнi пiдмножини Γ, такi що Γ := Γ1 ∪ · · · ∪ Γλ.

Також довiльно вибираємо функцiї χj ∈ C∞(Γ), з j = 1, . . . , λ, так що

suppχj ⊂ Γj i χ1 + · · ·+ χλ = 1 на Γ. Таким чином, цi функцiї утворюють

розбиття одиницi на Γ.

За означенням [50, п. 1], комплексний лiнiйний простiр Hs,s/2;ϕ(S)

складається з усiх функцiй v ∈ L2(S) таких, що функцiя vj(y, t) :=

χj(θj(y))v(θj(y), t) змiнних y ∈ Rn−1 i t > 0 належить Hs,s/2;ϕ(Π) для ко-

жного j ∈ {1, . . . , λ}. (Як звичайно, L2(S) позначає простiр усiх квадра-

тично iнтегрованих функцiй на поверхнi S.) Простiр Hs,s/2;ϕ(S) надiлений
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нормою

‖v‖Hs,s/2;ϕ(S) :=
(
‖v1‖2

Hs,s/2;ϕ(Π) + · · ·+ ‖vλ‖2
Hs,s/2;ϕ(Π)

)1/2
.

Цей простiр є гiльбертовим i сепарабельним вiдносно цiєї норми i не зале-

жить з точнiстю до еквiвалентностi норм вiд зазначеного вибору атласу та

розбиття одиницi на Γ [50, теорема 1].

Також потрiбнi iзотропнi узагальненi простори Соболєва Hs;ϕ(Rk),

Hs;ϕ(G) i Hs;ϕ(Γ), якi дослiджено В. А. Михайлецем i О. О. Мурачем

[18, 59, 60]. Нехай s ∈ R i ϕ ∈ M. За означенням [18, п.1.3.3], комплексний

лiнiйний простiр Hs;ϕ(Rk), де 1 ≤ k ∈ Z, складається з усiх повiльно зро-

стаючих розподiлiв w на Rk, (повне) перетворення Фур’є w̃ яких є локально

iнтегровним за Лебегом на Rk i задовольняє умову

‖w‖Hs;ϕ(Rk) :=

( ∫
Rk

〈ξ〉2s ϕ2(〈ξ〉) | w̃(ξ) |2 dξ
)1/2

<∞. (1.7)

Тут, як звичайно, 〈ξ〉 := (1+ |ξ |2)1/2 є згладженим модулем вектора ξ ∈ Rk.

Цей простiр є гiльбертовим i сепарабельним вiдносно норми (1.7). Заува-

жимо, що Hs;ϕ(Rk) є простором B2,µ(Rk), що вiдповiдає функцiональному

параметру µ(ξ) := 〈ξ〉sϕ(〈ξ〉) з ξ ∈ Rk. Простiр Hs;ϕ(Rk) є iзотропним,

оскiльки функцiя µ(ξ) залежить лише вiд | ξ |. Якщо ϕ(·) ≡ 1, простiр

Hs;ϕ(Rk) стає iзотропним простором Соболєва Hs(Rk).

Базуючись на просторi Hs;ϕ(Rk), розглянемо деякi гiльбертовi функцiо-

нальнi простори на G i Γ. Нехай V — вiдкрита непорожня множина в Rk.

(Зокрема, потрiбен випадок, де V = G i k = n.) Покладемо [18, п.3.2.1]

Hs;ϕ(V ) :=
{
w �V : w ∈ Hs;ϕ(Rk)

}
. (1.8)

Норма в лiнiйному просторi (1.8) визначається формулою

‖h‖Hs;ϕ(V ) := inf
{
‖w‖Hs;ϕ(Rk) : w ∈ Hs;ϕ(Rk), h = w �V

}
, (1.9)
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з h ∈ Hs;ϕ(V ). Цей простiр є гiльбертовим i сепарабельним вiдносно цiєї

норми.

Лiнiйний простiр Hs;ϕ(Γ) означається в такий спосiб. Вiн [18, п.2.1.1]

складається з усiх розподiлiв ω на Γ таких, що кожен розподiл ωj(y) :=

χj(θj(y))ω(θj(y)) з y ∈ Rn−1 належить Hs;ϕ(Rn−1), де j ∈ {1, . . . , λ}. Про-

стiр Hs;ϕ(Γ) надiлено нормою

‖ω‖Hs;ϕ(Γ) :=
(
‖ω1‖2

Hs;ϕ(Rn−1) + · · ·+ ‖ωλ‖2
Hs;ϕ(Rn−1)

)1/2
.

Цей простiр є гiльбертовим, сепарабельним i не залежить (з точнiстю до

еквiвалентностi норм) вiд вибору локальних карт i розбиття одиницi на Γ,

див. [18, теорема 2.1].

Якщо ϕ ≡ 1, простори Hs,s/2;ϕ(·) i Hs;ϕ(·) стають просторами Соболєва

Hs,s/2(·) i Hs(·) вiдповiдно. Завдяки (1.4) маємо вкладання

Hs1,s1/2(·) ↪→ Hs,s/2;ϕ(·) ↪→ Hs0,s0/2(·) при s0 < s < s1. (1.10)

Крiм того,

Hs1(·) ↪→ Hs;ϕ(·) ↪→ Hs0(·) при s0 < s < s1, (1.11)

як зазначено в [60, теореми 2.3(iii) i 3.3(iii)]. Усi цi вкладання неперервнi та

щiльнi.

В загальному, якщо ϕ(·) ≡ 1, тодi не пишемо iндекс ϕ у позначеннях

вiдповiдних просторiв.
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1.3. Квадратична iнтерполяцiя

Основним методом дослiдження в роботi є квадратична iнтерполяцiя

з функцiональним параметром лiнiйних операторiв в парах гiльбертових

просторiв. Що стосується цiєї iнтерполяцiї, використаємо означення, по-

значення та властивостi, наведенi в [60, п. 1.1].

А саме, [60, п. 1.1]: нехай X := [X0, X1] — упорядкована пара сепара-

бельних комплексних гiльбертових просторiв, така що X1 — щiльний лi-

нiйний многовид у X0 i що вкладення X1 ⊆ X0 є неперервним. Таку пару

називають регулярною. Для такої пари iснує додатно визначений самоспря-

жений оператор J , що дiє в гiльбертовому просторi X0 з областю визначе-

ння X1 так, що ‖Jv‖X0
= ‖v‖X1

для всiх v ∈ X1. Нехай B – множина усiх

вимiрних за Борелем функцiй ψ : (0,∞) → (0,∞) таких, що ψ обмежена

на кожному компактi [a, b], з 0 < a < b <∞, i що 1/ψ обмежена на кожнiй

пiвосi [a,∞), з a > 0. Для функцiї ψ ∈ B позначимо через ψ(J) оператор

(взагалi, необмежений) в X0 як болелевську функцiю ψ вiд J . Область ви-

значення цього оператора позначимо через [X0, X1]ψ або Xψ. Отриманий

простiр Xψ є гiльбертовим i сепарабельним вiдносно скалярного добутку

(v1, v2)Xψ
:= (ψ(J)v1, ψ(J)v2)X0

.

Функцiя ψ ∈ B називається iнтерполяцiйним параметром [60, п. 1.1],

якщо наступна умова виконується для всiх регулярних пар X = [X0, X1] i

Y = [Y0, Y1] гiльбертових просторiв i для будь-якого лiнiйного вiдображе-

ння T , заданого на X0: якщо звуження T на Xj є обмеженим оператором

T : Xj → Yj для кожного j ∈ {0, 1}, тодi звуження T на Xψ — є обмеженим

оператором T : Xψ → Yψ.



43

Якщо функцiя ψ є iнтерполяцiйним параметром, то кажуть, що гiльбер-

товий простiр Xψ отримано квадратичною iнтерполяцiєю з функцiональ-

ним параметром ψ пари X = [X0, X1], а обмежений оператор T : Xψ → Yψ

отримано iнтерполяцiєю операторiв T : Xj → Yj з j ∈ {0, 1}.

Вiдмiтимо окремо, що у випадку, коли iнтерполяцiйний параметр є сте-

пеневою функцiєю ψ(r) ≡ rθ з 0 < θ < 1, маємо класичну iнтерполяцiю

Ж.-Л. Лiонса i С. Г. Крейна (див. [13, розд.4, п. 1.10] i [15, розд. 1, пп.

2 i 5]). Тодi показник θ називають числовим параметром iнтерполяцiї, а

iнтерполяцiйний простiр позначають [X0, X1]θ. Зокрема, в роботi будемо

використовувати випадок θ = 1/2.

Далi наведемо двi необхiднi властивостi квадратичної iнтерполяцiї.

Твердження 1.1. [18, 60, теорема 1.6] Нехай X = [X0, X1] є регуляр-

ною парою гiльбертових просторiв, а Y0 є пiдпростором простору X0. Тодi

Y1 := X1 ∩ Y0 є пiдпростором простору X1. Припустимо, що iснує лiнiй-

не вiдображення P : X0 → X0, яке для кожного j ∈ {0, 1} є проєктором

простору Xj на його пiдпростiр Yj. Тодi пари [Y0, Y1] i [X0/Y0, X1/Y1] регу-

лярнi та для довiльного iнтерполяцiйного параметра ψ ∈ B виконуються

рiвностi

[Y0, Y1]ψ = Xψ ∩ Y0, (1.12)

[X0/Y0, X1/Y1]ψ = Xψ/(Xψ ∩ Y0) (1.13)

з еквiвалентнiстю норм. Тут Xψ ∩ Y0 є пiдпростором простору Xψ.

Твердження 1.2. [18,60, теорема 1.5] Нехай ψ ∈ B є довiльним iнтер-

поляцiйним параметром. Нехай [X
(j)
0 , X

(j)
1 ], де j = 1, . . . , q, є скiнченним
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набором регулярних пар гiльбертових просторiв. Тодi[ q⊕
j=1

X
(j)
0 ,

q⊕
j=1

X
(j)
1

]
ψ

=

q⊕
j=1

[
X

(j)
0 , X

(j)
1

]
ψ

з рiвнiстю норм.

Наступнi два твердження демонструють iнтерполяцiйний зв’язок мiж

класичними просторами Соболєва та узагальненими просторами Соболєва,

що записанi у вкладеннях (1.10) i (1.11).

Твердження 1.3. [18,60, теореми 1.14(i), 2.2 та 3.2] Нехай s0, s, s1 ∈ R

задовольняють умову s0 < s < s1 i нехай ϕ ∈M. Покладемо

ψ(r) :=


r(s−s0)/(s1−s0) ϕ(r1/(s1−s0)) якщо r ≥ 1,

ϕ(1) якщо 0 < r < 1.

(1.14)

Тодi функцiя ψ ∈ B буде iнтерполяцiйним параметром i маємо рiвнiсть

просторiв

Hs−λ;ϕ(W ) =
[
Hs0−λ(W ), Hs1−λ(W )

]
ψ

(1.15)

з точнiстю до еквiвалентностi норм для кожного дiйсного λ ∈ R за умо-

ви, що W = G або W = Γ.

Твердження 1.4. [50, теорема 2 та лема 2] Нехай s0, s, s1 ∈ R задоволь-

няють умову 0 ≤ s0 < s < s1 i нехай ϕ ∈M. Означимо iнтерполяцiйний

параметр ψ ∈ B за формулою (1.14). Тодi маємо рiвнiсть просторiв

Hs−λ,(s−λ)/2;ϕ(W ) =
[
Hs0−λ,(s0−λ)/2(W ), Hs1−λ,(s1−λ)/2(W )

]
ψ

(1.16)

з точнiстю до еквiвалентностi норм для кожного дiйсного λ ≤ s0 за

умови, що W = Ω або W = S.
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Зветаємо увагу, що iндекси числових показникiв регулярностi просторiв

подано як s − λ тощо для зручностi застосування тверджень 1.3 i 1.4 до

просторiв, якi фiгурують у доведеннях тверджень в наступних роздiлах.

Наступне твердження необхiдне для доведення теореми 2.1, у випадку,

коли s належить множинi (2.15).

Твердження 1.5. [57, лема 6.3] Нехай s, ε ∈ R, s > ε > 0 i ϕ ∈ M.

Тодi правильна рiвнiсть просторiв

Hs,s/2;ϕ(Ω) =

=
[
Hs−ε,(s−ε)/2;ϕ(Ω), Hs+ε,(s+ε)/2;ϕ(Ω)

]
1/2

(1.17)

з еквiвалентнiстю норм.



46

Висновки до роздiлу 1

У цьому роздiлi зроблено огляд лiтератури за тематикою роботи, опи-

сано основний метод дослiдження та наведено вiдомостi про узагальненi

простори Соболєва, в яких вивчається параболiчна задача. Iз наведених

вiдомостей робимо наступнi висновки:

1. Останнiм часом параболiчнi задачi активно вивчаються в шкалах

функцiональних просторiв узагальненої гладкостi.

2. Ефективним методом дослiдження параболiчних задач в узагальне-

них просторах Соболєва є квадратична iнтерполяцiя.

3. Недослiдженим є питання розв’язностi неоднорiдних крайових задач

для параболiчних за Петровським систем в узагальнених просторах

Соболєва.

4. Актуально вивчити питання регулярностi та класичностi узагальне-

них розв’язкiв згаданих вище задач.
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РОЗДIЛ 2

РОЗВ’ЯЗНIСТЬ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНОЇ

СИСТЕМИ

У цьому роздiлi дослiдимо коректну розв’язнiсть параболiчної за Пе-

тровським крайової задачi для системи диференцiальних рiвнянь другого

порядку в шкалi узагальнених просторiв Соболєва. Основний результат –

теорема про iзоморфiзми для цiєї задачi.

2.1. Постановка задачi

Нехай довiльно заданi цiле число n ≥ 2, дiйсне число τ > 0 i обмежена

область G ⊂ Rn з нескiнченно гладкою межею Γ := ∂G. Позначимо Ω :=

G×(0, τ) — вiдкритий цилiндр в Rn+1, S := Γ×(0, τ) — його бiчна поверхня.

Тодi Ω := G× [0, τ ] i S := Γ× [0, τ ] є замикання Ω i S вiдповiдно. Будемо

ототожнювати G з нижньою основою G× {0} цилiндра Ω.

Розглянемо таку параболiчну початково-крайову задачу у цилiндрi Ω:

∂tuj(x, t) +
N∑
k=1

∑
|α|≤2

aαj,k(x, t)D
α
xuk(x, t) = fj(x, t)

для всiх (x, t) ∈ Ω та j ∈ {1, . . . , N};

(2.1)

N∑
k=1

∑
|α|≤lj

bαj,k(x, t)D
α
xuk(x, t) = gj(x, t)

для всiх (x, t) ∈ S та j ∈ {1, . . . , N};

(2.2)

uj(x, t)
∣∣
t=0

= hj(x) для всiх x ∈ G та j ∈ {1, . . . , N}. (2.3)

Тут довiльним чином вибранi натуральне число N ≥ 2 та числа l1, . . . , lN ∈

{0, 1}. Всi коефiцiєнти диференцiальних виразiв у формулах (2.1) та (2.2)
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є нескiнченно гладкими комплекснозначними функцiями, заданими на Ω i

S вiдповiдно; тобто усi

aαj,k ∈ C∞(Ω) :=
{
w � Ω: w ∈ C∞(Rn+1)

}
i

bαj,k ∈ C∞(S) :=
{
v � S : v ∈ C∞(Γ× R)

}
.

Використовуємо такi позначення Dα
x := Dα1

1 . . . Dαn
n , де Dk := i ∂/∂xk

i ∂t := ∂/∂t для частинних похiдних функцiй, що залежать вiд x =

(x1, . . . , xn) ∈ Rn i t ∈ R. Тут i – уявна одиниця, α = (α1, ..., αn) муль-

тиiндекс, i |α| := α1 + · · · + αn. У формулах (2.1) i (2.2) та їх аналогах

пiдсумовування ведеться за цiлими невiд’ємними iндексами α1, ..., αn, якi

задовольняють умову, вказану пiд знаком суми.

Припускаємо, що початково-крайова задача (2.1)–(2.3) є параболiчною

за Петровським у цилiндрi Ω. Нагадаємо вiдповiдне означення [23, розд. 1,

§ 1].

Нехай

Aj,k(x, t,Dx, ∂t) := δj,k∂t +
∑
|α|≤2

aαj,k(x, t)D
α
x (2.4)

i

Bj,k(x, t,Dx) :=
∑
|α|≤lj

bαj,k(x, t)D
α
x (2.5)

для всiх j, k ∈ {1, . . . , N}. Тут δj,k – символ Кронекера. Скориставшись

позначеннями (2.4) та (2.5) перепишемо всi рiвностi (2.1) i (2.2) у виглядi:

N∑
k=1

Aj,k(x, t,Dx, ∂t)uk(x, t) = fj(x, t)

та
N∑
k=1

Bj,k(x, t,Dx)uk(x, t) |S= gj(x, t).
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Означимо головнi символи лiнiйних диференцiальних операторiв (2.4) та

(2.5) за формулами

A
(0)
j,k(x, t, ξ, p) := δj,kp+

∑
|α|=2

aαj,k(x, t) ξ
α

та

B
(0)
j,k (x, t, ξ) :=

∑
|α|=lj

bαj,k(x, t) ξ
α.

Цi символи являють собою однорiднi многочлени за сукупнiстю аргумен-

тiв ξ := (ξ1, . . . , ξn) ∈ Cn та p ∈ C (тут, як звичайно, ξα := ξα1
1 . . . ξαnn ).

Розглянемо матрицi

A(0)(x, t, ξ, p) :=
(
A

(0)
j,k(x, t, ξ, p)

)N
j,k=1

та

B(0)(x, t, ξ) :=
(
B

(0)
j,k (x, t, ξ)

)N
j,k=1

.

Задача (2.1)–(2.3) називається параболiчною за Петровським в Ω якщо вона

задовольняє наступнi двi умови (i) та (ii):

(i) Для довiльних точок x ∈ G та t ∈ [0, τ ] i кожного вектора ξ ∈ Rn всi

коренi p(x, t, ξ) полiнома detA(0)(x, t, ξ, p) змiнної p ∈ C задовольня-

ють нерiвнiсть Re p(x, t, ξ) ≤ −δ | ξ |2b з деяким числом δ > 0, що не

залежить вiд x, t та ξ.

Для формулювання умови (ii) зафiксуємо число δ1 ∈ (0, δ), де δ взя-

те з умови (i), та виберемо довiльним чином точку x ∈ Γ, дiйсне число

t ∈ [0, τ ], вектор ξ ∈ Rn дотичний до Γ в точцi x, та число p ∈ C такi, що

Re p ≥ −δ1|ξ |2b i | ξ | + | p |6= 0. Через ν(x) позначимо одиничний вектор

внутрiшньої нормалi до Γ в точцi x. З умови (i) та нерiвностi n ≥ 2 ви-

пливає, що полiном detA(0)(x, t, ξ + ζν(x), p) змiнної ζ ∈ C має m коренiв
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ζ+
j (x, t, ξ, p), j = 1, . . . ,m, з додатньою уявною частиною та m коренiв з

вiд’ємною уявною частиною, враховуючи кратнiсть цих коренiв.

Тепер можемо сформулювати другу умову

(ii) Для деякого додатнього числа δ1 < δ та для кожного зазначеного

вище вибору величин x, t, ξ та p, рядки матрицi

B(0)(x, t, ξ + ζν(x), p) · Ã(0)(x, t, ξ + ζν(x), p)

будуть лiнiйно незалежними за модулем полiнома
∏m

j=1(ζ −

ζ+
j (x, t, ξ, p)). Тут Ã(0) транспоновна матриця до матрицi, утвореної

алгебраїчними доповненнями елементiв матрицi A(0).

Будемо дослiджувати параболiчну задачу (2.1)–(2.3) у вiдповiдних па-

рах узагальнених просторiв Соболєва, означених в першому роздiлi. Всi

функцiї (та розподiли) вважаємо комплекснозначними.

2.2. Простiр правих частин. Умови узгодження

Для формулювання теореми про коректну розв’язнiсть параболiчної за-

дачi (2.1)–(2.3), а саме, теореми про iзоморфiзми, нам потрiбно означити

простiр правих частин задачi. Вiн буде складатись з вектор-функцiй, що

належать узагальненим просторам Соболєва та задовольняють певнi умови

узгодження.

Покладемо u := (u1, . . . , uN), f := (f1, . . . , fN), g := (g1, . . . , gN) та h :=

(h1, . . . , hN). Перепишемо систему (2.1) та граничнi умови (2.2) в матричнiй

формi Au = f та Bu |S= g; тут

A := (Aj,k(x, t,Dx, ∂t))
N
j,k=1 i B :=

(
Bj,k(x, t,Dx)

)N
j,k=1
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є матричнi диференцiальнi оператори. Наступне лiнiйне вiдображення

u 7→ Λu :=
(
Au,Bu, u |t=0

)
, де u ∈

(
C∞(Ω)

)N
, (2.6)

пов’яжемо з задачею (2.1)–(2.3).

Як вiдомо з теорiї параболiчних задач, для iснування достатньо гладко-

го розв’язку задачi (2.1)–(2.3), її правi частини мають задовольняти при-

роднi умови узгодження, див., наприклад, [23, п. 14]. Цi умови полягають в

тому [23, п. 14], що частиннi похiднi ∂rt uj(x, t) | t=0, якi ми можемо визначти-

ти з параболiчної системи (2.1) та початкових умов (2.3), мають задоволь-

няти граничним умовам (2.2) та деяким спiввiдношенням, що отримуються

шляхом диференцiювання граничних умов за змiнною t. Зпишемо цi умови.

Для цього розглянемо задачу (2.1)–(2.3) у вiдповiдних парах соболєвських

просторiв.

Нехай дiйсне s ≥ 2. Вiдображення (2.6) продовжується єдиним чином

(за неперервнiстю) до лiнiйного обмеженого оператора

Λ :
(
Hs,s/2(Ω)

)N
→
(
Hs−2,s/2−1(Ω)

)N ⊕ N⊕
j=1

Hs−lj−1/2,(s−lj−1/2)/2(S)⊕
(
Hs−1(G)

)N
.
(2.7)

Це зразу слiдує з [21, глава I, лема 4 та глава II, теореми 3 та 7].

Вибравши довiльну вектор-функцiю u(x, t) з простору (Hs,s/2(Ω))N

означимо правi частини

f ∈
(
Hs−2,s/2−1(Ω)

)N
,

g ∈
N⊕
j=1

Hs−lj−1/2,(s−lj−1/2)/2(S), та h ∈
(
Hs−1(G)

)N (2.8)

задачi за формулою (f, g, h) := Λu з допомогою обмеженого оператора

(2.7).
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Умови узгодження правих частин fj, gj, and hj задачi природньо вини-

кають наступним чином. Згiдно з [21, глава II, теорема 7], слiди ∂ rt uj(·, 0) ∈

Hs−2r−1(G) (для всiх j ∈ {1, . . . , N}) коректно означенi за замиканням для

всiх r ∈ Z таких, що 0 ≤ r < s/2− 1/2 (i лише таких r). Цi слiди виража-

ються з рiвнянь (2.1) та початкових умов (2.3) в термiнах функцiй fj та hj

за рекурентною формулою:

uj(x, 0) = hj(x) для всiх j ∈ {1, . . . , N},

(∂ rt uj)(x, 0) = −
N∑
k=1

∑
|α|≤2

r−1∑
q=0

(
r − 1

q

)
(∂ r−1−q
t aαj,k)(x, 0)Dα

x(∂qt uk)(x, 0)+

+ ∂ r−1
t fj(x, 0)

для всiх j ∈ {1, . . . , N} i

для кожного r ∈ Z такого, що 1 ≤ r < s/2− 1/2.

(2.9)

Цi рiвностi справджуються для майже всiх x ∈ G.

Крiм того, згiдно з [21, глава II, теорема 7], для кожного j ∈ {1, . . . , N}

слiди ∂ rt gj(·, 0) ∈ Hs−lj−3/2−2r(Γ) коректно означенi за замиканням для всiх

r ∈ Z таких, що 0 ≤ r < (s− lj − 3/2)/2 (i тiльки для цих r). Виразимо цi

слiди через функцiї uj(x, t) та їх частиннi похiднi за часом за формулою

(∂rt gj)(x, 0) = ∂rt

( N∑
k=1

∑
|α|≤lj

bαj,k(x, t)D
α
xuk(x, t)

)
| t=0

=
N∑
k=1

∑
|α|≤lj

r∑
q=0

(
r

q

)
(∂r−qt bαj,k)(x, 0)Dα

x(∂qt uk)(x, 0)

(2.10)

для майже всiх x ∈ Γ. Тут всi функцїї (∂ qt uk)(x, 0) змiнної x ∈ G виража-

ються через функцiї fj(x, t) та hj(x) за рекурентною формулою (2.9).
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Пiдставивши (2.9) у праву частину формули (2.10), отримаємо потрiбнi

умови узгодження

∂rt gj �Γ = Bj,r(v1,0, . . . , vN,0, . . . , v1,r, . . . , vN,r)�Γ

для кожного j ∈ {1, . . . , N} та r ∈ Z

таких, що 0 ≤ r < (s− lj − 3/2)/2.

(2.11)

Тут, функцiї v1,0, v2,0, . . . визначенi майже всюди на G за формулами

vj,0(x) = hj(x),

vj,r(x) = −
N∑
k=1

∑
|α|≤2

r−1∑
q=0

(
r − 1

q

)
(∂ r−1−q
t aαj,k)(x, 0)Dα

xvk,q(x)+

+ ∂ r−1
t fj(x, 0) якщо r ≥ 1,

(2.12)

та
Bj,r(v1,0, . . . , vN,0, . . . , v1,r, . . . , vN,r)(x)

=
N∑
k=1

∑
|α|≤lj

r∑
q=0

(
r

q

)
(∂r−qt bαj,k)(x, 0)Dα

xvk,q(x)
(2.13)

для майже всiх x ∈ G. Вiдмiтимо, що

vj,r ∈ Hs−2r−1(G) для кожного r ∈ Z ∩ [0, s/2− 1/2)

згiдно з (2.8). Права частина рiвностi у (2.11) є коректно означеною,

оскiльки функцiя Bj,r(v1,0, . . . , vN,0, . . . , v1,r, . . . , vN,r) належить простору

Hs−lj−2r−1(G) i тому слiд

Bj,r(v1,0, . . . , vN,0, . . . , v1,r, . . . , vN,r)�Γ ∈ Hs−lj−2r−3/2(Γ) (2.14)

означений за замиканням завжди, якщо s− lj − 2r − 3/2 > 0.

Кiлькiсть умов узгодження (2.11) є змiнною величиною i являє собою

функцiю аргумента s ≥ 2. Ця функцiя є розривною при тих i тiльки тих
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значеннях s, коли (s− lj − 3/2)/2 ∈ Z. Таким чином, множина всiх точок

розриву має вигляд

E := {2l + lj + 3/2 : j, l ∈ Z, 1 ≤ j ≤ N, l ≥ 0} ∩ (2,∞). (2.15)

Вiдмiтимо, якщо s ≤ 5/2 i для деякого j число lj = 1, то вiдсутнi умови

узгодження, якi включають gj.

Основний результат цього роздiлу для параболiчної задачi (2.1)–(2.3)

полягає в тому, що лiнiйне вiдображення (2.6) продовжується єдиним чи-

ном до iзоморфiзму мiж вiдповiдними парами узагальнених просторiв Со-

болєва, мова про якi йшла в першому роздiлi. Вкажемо цi пари. Виберемо

довiльне дiйсне число s ≥ 2 i функцiональний параметр ϕ ∈ M. У випад-

ку s = 2 додатково припустимо, що ϕ є зростаючою (в нестрогому сенсi)

функцiєю. Це припущення пов’язане з тим, що в роботi розглядаються ли-

ше такi правi частини системи (2.1), що є iнтегровними з квадратом за

Лебегом на Ω функцiями. Вiзьмемо простiр (Hs,s/2;ϕ(Ω))N в якостi обла-

стi визначення цього iзоморфiзму. А його область значень вкладається в

гiльбертiв простiр

Hs−2,s/2−1;ϕ :=
(
Hs−2,s/2−1;ϕ(Ω)

)N
⊕

N⊕
j=1

Hs−lj−1/2,(s−lj−1/2)/2;ϕ(S)⊕
(
Hs−1;ϕ(G)

)N
i позначається Qs−2,s/2−1;ϕ. [Якщо ϕ ≡ 1, тодi Hs−2,s/2−1;ϕ є простором, в

який дiє оператор (2.7).] Означимо простiрQs−2,s/2−1;ϕ окремо для випадкiв

s /∈ E та s ∈ E.

Почнемо з випадку s /∈ E. За означенням, лiнiйний простiр Qs−2,s/2−1;ϕ

складається з усiх векторiв

F :=
(
f1, . . . , fN , g1, . . . , gN , h1, . . . , hN

)
∈ Hs−2,s/2−1;ϕ



55

якi задовольняють умови узгодження (2.11). Цi умови коректно поставленi

для будь-якого зазначеного вище вектора F оскiльки вони є коректними

завжди, коли F ∈ Hs−ε−2,s/2−ε/2−1 та 0 < ε� 1 i тому, що

Hs−2,s/2−1;ϕ ↪→ Hs−ε−2,s/2−ε/2−1. (2.16)

Це неперервне вкладення випливає безпосередньо з (1.10) та (1.11). Для

випадку s = 2 у мiркуваннях цього абзацу покладаємо ε = 0; тодi вкладе-

ння (2.16) є правильним з огляду на припущення зростання (в нестрогому

сенсi) функцiї ϕ (див. [51, пункт 3]). Надiлимо лiнiйний простiр Qs−2,s/2−1;ϕ

нормою з гiльбертового простору Hs−2,s/2−1;ϕ. Простiр Qs−2,s/2−1;ϕ– повний,

тобто вiн гiльбертовий. Дiйсно,

Qs−2,s/2−1;ϕ = Hs−2,s/2−1;ϕ ∩Qs−ε−2,s/2−ε/2−1

якщо 0 < ε � 1. Тут простiр Qs−ε−2,s/2−ε/2−1 є повним завдяки тому,

що диференцiальнi оператори та оператори слiду, що фiгурують в умовах

узгодження, є обмеженими у вiдповiдних парах соболєвських просторiв.

Тому простiр

Hs−2,s/2−1;ϕ ∩Qs−ε−2,s/2−ε/2−1

повний вiдносно суми норм у компонентах перетину, ця сума еквiвален-

тна нормi в Hs−2,s/2−1;ϕ. Останнє твердження випливає з вкладання (2.16).

Отже, простiр Qs−2,s/2−1;ϕ є повним (вiдносно зазначеної вище норми).

Якщо s ∈ E, тодi означаємо гiльбертiв простiр Qs−2,s/2−1;ϕ з допомогою

квадратичної iнтерполяцiї мiж його, введеними вище, аналогами. А саме,

покладемо

Qs−2,s/2−1;ϕ :=
[
Qs−ε−2,s/2−ε/2−1;ϕ,Qs+ε−2,s/2+ε/2−1;ϕ

]
1/2
. (2.17)
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Тут довiльно вибране число ε ∈ (0, 1/2), а права частина рiвностi є резуль-

татом квадратичної iнтерполяцiї з параметром 1/2 записаної пари гiльбер-

тових прострiв. Гiльбертiв простiр Qs−2,s/2−1;ϕ, означений формулою (2.17)

не залежить вiд вибору числа ε з точнiстю до еквiвалентностi норм i є не-

перервно вкладеним в Hs−2,s/2−1;ϕ. Це буде обгрунтовано у зауваженнi 2.1

в кiнцi пункту 2.4.

2.3. Коректна розв’язнiсть задачi

В цьому пунктi сформулюємо основний результат даного роздiлу.

Теорема 2.1. Для довiльних числа s ≥ 2 i функцiонального параме-

тра ϕ ∈ M (при s = 2 додатково припускаємо, що функцiя ϕ зростає в

нестрогому сенсi) вiдображення (2.6) продовжується єдиним чином (за

неперервнiстю) до iзоморфiзму

Λ :
(
Hs,s/2;ϕ(Ω)

)N ↔ Qs−2,s/2−1;ϕ. (2.18)

Ця теорема є вiдомою у випадку просторiв Соболєва ϕ ≡ 1. А саме,

вона була доведена в цьому випадку В. А. Солоннiковим [23, теорема 5.4]

для загальних параболiчних систем у припущеннi s, s/2 ∈ Z. Це припу-

щення може бути зняте, як показали С. Д. Ейдельман i М. В. Житарашу

в своїй монографiї [35, теорема 5.7]. В шкалi узагальнених просторiв Со-

болєва в роботах В. М. Лося i О. О. Мурача доведенi версiї цiєї теореми

для скалярної параболiчної задачi [58, теореми 4.1 i 4.2](випадок s > 2)

i [51, теореми 1 i 2] (випадок s = 2).

Теорема 2.1 про iзоморфiзми має багато застосувань. З її допомогою

можна дослiджувати властивостi глобальної та локальної регулярностi уза-
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гальнених розв’язкiв параболiчної задачi. Ця теорема також дозволяє отри-

мати новi достатнi умови неперервностi узагальнених розв’язкiв, зокрема

знайти умови, за яких розв’язки є класичними. Цi застосування буде роз-

глянуто в наступному роздiлi. Вiдмiтимо, що подiбнi результати у випадку

одного рiвняння отримано в [52–57].

Слiд зауважити, що необхiднiсть означення простору Qs−2,s/2−1;ϕ окре-

мо у випадку s ∈ E викликана наступним: якщо визначити цей простiр

для s ∈ E у спосiб, який використовується у випадку s /∈ E, то iзоморфiзм

(2.18) не буде правильним принаймнi для ϕ ≡ 1. Це випливає з результату

Солонникова [22, п. 6] (див. також [49, зауваження 6.4]).

2.4. Доведення теореми 2.1

Виведемо теорему 2.1 з її вiдомого аналога у випадку просторiв Собо-

лєва [35, теорема 5.7] за допомогою квадратичної iнтерполяцiї з функцiо-

нальним параметром. Означення та необхiднi властивостi такої iнтерполя-

цiї було наведено в першому роздiлi роботи.

Спочатку розглядаємо випадок s > 2.

Як випливає з означення простору Qs−2,s/2−1;ϕ, нам потрiбна вiдповiдна

iнтерполяцiйна формула для цього простору у випадку, коли s /∈ E, де

множина E означена формулою (2.15). Нехай {Jl : 1 ≤ l ∈ Z} позначає

сукупнiсть усiх зв’язних компонент множини (2,∞)\E. Кожна компонента

Jl є певним скiнченним пiдiнтервалом променя (2,∞).

Лема 2.1. Нехай 1 ≤ l ∈ Z. Припустимо, що дiйснi числа s0, s, s1 ∈ Jl

задовольняють нерiвностi s0 < s < s1 i що ϕ ∈M. Означимо iнтерполя-
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цiйний параметр ψ рiвнiстю (1.14). Тодi правильна рiвнiсть

Qs−2,s/2−1;ϕ =
[
Qs0−2,s0/2−1,Qs1−2,s1/2−1

]
ψ

(2.19)

з еквiвалентнiстю норм.

Доведення. Спочатку доведемо аналог формули (2.19) для простору

Hs−2,s/2−1;ϕ. Згiдно з твердженнями 1.2, 1.3 та 1.4, отримаємо[
Hs0−2,s0/2−1,Hs1−2,s1/2−1

]
ψ

=
([
Hs0−2,s0/2−1(Ω), Hs1−2,s1/2−1(Ω)

]
ψ

)N
⊕

N⊕
j=1

[
Hs0−lj−1/2, (s0−lj−1/2)/2(S), Hs1−lj−1/2, (s1−lj−1/2)/2(S)

]
ψ

⊕
([
Hs0−1(G), Hs1−1(G)

]
ψ

)N
=
(
Hs−2,s/2−1;ϕ(Ω)

)N ⊕ N⊕
j=1

Hs−lj−1/2,(s−lj−1/2)/2;ϕ(S)⊕
(
Hs−1;ϕ(G)

)N
= Hs−2,s/2−1;ϕ.

Отже, [
Hs0−2,s0/2−1,Hs1−2,s1/2−1

]
ψ

= Hs−2,s/2−1;ϕ (2.20)

з еквiвалентнiстю норм.

Розглянемо множину{
k ∈ Z : 0 ≤ k <

1

2

(
s− lj −

3

2

)}
(2.21)

для кожного j ∈ {1, . . . , N}. Ця множина пов’язана з умовами узгодження

(2.11) i не залежить вiд s кожного разу, коли число s належить довiльно

вибраному iнтервалу Jl. Нехай ql,j позначає кiлькiсть усiх елементiв (2.21).

Вибравши 1 ≤ l ∈ Z, побудуємо лiнiйне вiдображення Pl на⋃
σ∈Jl

Hσ−2,σ/2−1 (2.22)
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таке, що звуження Pl на простiр Hσ−2,σ/2−1 є проєктором цього простору

на його пiдпростiр Qσ−2,σ/2−1 для кожного σ ∈ Jl. Для довiльного вектора

F :=
(
f1, . . . , fN , g1, . . . , gN , h1, . . . , hN

)
∈
⋃
σ∈Jl

Hσ−2,σ/2−1,

покладемо  g∗j := gj якщо ql,j = 0,

g∗j := gj + Tl,j(wj,0, . . . , wj,ql,j−1) якщо ql,j ≥ 1
(2.23)

для кожного j ∈ {1, . . . , N}. Тут

wj,0 := Bj,0(v1,0, . . . , vN,0)�Γ− gj �Γ,

. . .

wj,ql,j−1 := Bj,ql,j−1(v1,0, . . . , vN,0, . . . , v1,ql,j−1, . . . , vN,ql,j−1)�Γ

− ∂ql,j−1
t gj �Γ,

де функцiї v1,0, . . . , vN,ql,j−1 та диференцiальнi оператори Bj,0, . . . ,Bj,ql,j−1

визначенi формулами (2.12) i (2.13) вiдповiдно, а Tl,j означає лiнiйне вiд-

ображення T з [58, лема 6.1] для випадку r = ql,j.

Це вiдображення дiє неперервно

T :
r−1⊕
k=0

Hλ−2k−1;ϕ(Γ)→ Hλ,λ/2;ϕ(S)

i є правим оберненим до оператора даних Кошi

R : η 7→
(
η �Γ, ∂tη �Γ, . . . , ∂r−1

t η �Γ
)
, з η ∈

⋃
λ>2r−1

Hλ,λ/2;ϕ(S).

Вiдображення T є спiльним для всiх λ > 2r − 1 i будується за допомогою

локальних координат на Γ i S на основi лiнiйного оператора [58, доведення

леми 6.1]

T0 : ω 7→ F−1
ξ 7→x

[
β
(
〈ξ〉2t

) r−1∑
k=0

1

k!
ω̂k(ξ)× tk

]
(x, t),



60

з ω := (ω0, . . . , ωr−1) ∈
(
S ′(Rn−1)

)r
. Тут T0ω означає розподiл на евклi-

довому просторi Rn точок (x, t), де x = (x1, . . . , xn−1) ∈ Rn−1 i t ∈ R;

функцiя β ∈ C∞0 (R) вибрана таким чином, що β = 1 в деякому околi

нуля. Як звичайно, вираз F−1
ξ 7→x позначає обернене перетворення Фур’є вiд-

носно ξ = (ξ1, . . . , ξn−1) ∈ Rn−1. Змiнна ξ є дуальною до змiнної x вiдносно

прямого перетворення Фур’є ŵ(ξ) = (Fw)(ξ) функцiї w(x). Зауважимо,

що наведена вище формула для T0 подiбна до тiєї, що використовується

в [37, доведення теореми 2.5.7].

Лiнiйне вiдображення

Pl :
(
f1, . . . , fN , g1, . . . , gN , h1, . . . , hN

)
7→
(
f1, . . . , fN , g

∗
1, . . . , g

∗
N , h1, . . . , hN

)
,

задане на (2.22) є необхiдним. Дiйсно, його звуження на простiрHσ−2,σ/2−1 є

обмеженим оператором на цьому просторi для кожного σ ∈ Jl, що випливає

з (2.12)–(2.14) та [58, лема 6.1]. Тут скористались обмеженiстю операторiв

T у випадку, коли r = ql,j, λ = σ−lj−1/2 i ϕ(·) ≡ 1, при цьому виконується

умова λ > 2r − 1, оскiльки

ql,j <
1

2

(
σ − lj −

3

2

)
+ 1 якщо σ ∈ Jl.

Крiм того, це випливає з означення Pl i простору Qσ−2,σ/2−1 що

PlF = (f1, . . . , fN , g
∗
1, . . . , g

∗
N , h1, . . . , hN) ∈ Qσ−2,σ/2−1

для кожного F ∈ Hσ−2,σ/2−1. Дiйсно,

∂rt g
∗
j �Γ =∂rt gj �Γ + ∂rtTl,j(wj,0, . . . , wj,ql,j−1)�Γ

=∂rt gj �Γ + wj,r

=∂rt gj �Γ + Bj,r(v1,0, . . . , vN,0, . . . , v1,r, . . . , vN,r)�Γ− ∂rt gj �Γ
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=Bj,r(v1,0, . . . , vN,0, . . . , v1,r, . . . , vN,r)�Γ

для всiх j i r, зазначених у (2.11). Таким чином, вектор PlF задовольняє

умови узгодження, тобто PlF ∈ Qσ−2,σ/2−1. Крiм того, включення F ∈

Qσ−2,σ/2−1 означає, що PlF = F . А саме, якщо F ∈ Qσ−2,σ/2−1, то має мiсце

(2.11), це означає, що всi wj,r = 0, тобто g∗1 = g1, ..., g∗N = gN .

Згiдно з твердженням 1.1 пара[
Qs0−2,s0/2−1,Qs1−2,s1/2−1

]
є регулярною (тобто другий простiр неперервно i щiльно вкладено в пер-

ший), i [
Qs0−2,s0/2−1,Qs1−2,s1/2−1

]
ψ

=
[
Hs0−2,s0/2−1,Hs1−2,s1/2−1

]
ψ
∩Qs0−2,s0/2−1

(2.24)

з еквiвалентнiстю норм.

З формул (2.24) i (2.20) випливає, що[
Qs0−2,s0/2−1,Qs1−2,s1/2−1

]
ψ

= Hs−2,s/2−1;ϕ ∩Qs0−2,s0/2−1 = Qs−2,s/2−1;ϕ.

Остання рiвнiсть виконується, оскiльки s, s0 ∈ Jl; тобто всi елементи пiд-

просторуQs−2,s/2−1;ϕ задовольняють тi ж умови узгодження, що й елементи

Qs0−2,s0/2−1.

Доведення. теореми 2.1. Нехай s > 2 i ϕ ∈ M. Спочатку розглянемо

випадок, коли s /∈ E. Тодi s ∈ Jl для деякого цiлого l ≥ 1. Виберемо числа

s0, s1 ∈ Jl такi, що s0 < s < s1 i sj + 1/2 /∈ Z i sj/2 + 1/2 /∈ Z для кожного

j ∈ {0, 1}. Вiдповiдно до результату М. В. Житарашу та С. Д. Ейдель-

мана [35, теорема 5.7], вiдображення (2.6) продовжується однозначно (за
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неперервнiстю) до iзоморфiзму

Λ :
(
Hsj ,sj/2(Ω)

)N ↔ Qsj−2,sj/2−1 для кожного j ∈ {0, 1}. (2.25)

Означимо iнтерполяцiйний параметр ψ формулою (1.14). З тверджень

1.2, 1.4 (для випадкуW = Ω) та леми 2.1 випливає, що звуження оператора

(2.25) з j = 0 на простiр

[(
Hs0,s0/2(Ω)

)N
,
(
Hs1,s1/2(Ω)

)N]
ψ

=
(
Hs,s/2;ϕ(Ω)

)N
встановлює iзоморфiзм

Λ :
(
Hs,s/2;ϕ(Ω)

)N ↔ [
Qs0−2,s0/2−1,Qs1−2,s1/2−1

]
ψ

= Qs−2,s/2−1;ϕ. (2.26)

Оскiльки множина (C∞(Ω))N є щiльною в (Hs,s/2;ϕ(Ω))N , то оператор (2.26)

є продовженням за неперервнiстю вiдображення (2.6). Отже, теорему 2.1

доведено у випадку s /∈ E.

Тепер розглянемо випадок s ∈ E. Виберемо довiльне ε ∈ (0, 1/2).

Оскiльки s± ε /∈ E i s− ε > 2, маємо iзоморфiзми

Λ :
(
Hs±ε,(s±ε)/2;ϕ(Ω)

)N ↔ Qs±ε−2,(s±ε)/2−1;ϕ, (2.27)

як щойно було доведено. Вони означають, що вiдображення (2.6) однозна-

чно продовжується (за неперервнiстю) до iзоморфiзму

Λ :
[(
Hs−ε,(s−ε)/2;ϕ(Ω)

)N
,
(
Hs+ε,(s+ε)/2;ϕ(Ω)

)N]
1/2

↔
[
Qs−ε−2,(s−ε)/2−1;ϕ,Qs+ε−2,(s+ε)/2−1;ϕ

]
1/2

= Qs−2,s/2−1;ϕ.
(2.28)

Остання рiвнiсть є означенням простору Qs−2,s/2−1;ϕ. Завдяки тверджен-

ням 1.5 i 1.2 маємо

[(
Hs−ε,(s−ε)/2;ϕ(Ω)

)N
,
(
Hs+ε,(s+ε)/2;ϕ(Ω)

)N]
1/2

=
(
Hs,s/2;ϕ(Ω)

)N
. (2.29)
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Залишається застосувати (2.29) до (2.28). Теорему доведено для випадку

s > 2.

Випадок s = 2 доводиться так само, як i теорема 2.1 (разом з лемою 2.1)

у випадку s > 2, за умови, що використовуємо iнтерполяцiйнi формули

з [51, роздiл 6] замiсть їх аналогiв, використаних у наведеному доведеннi.

Зауваження 2.1. Нехай s ∈ E. Простiр Qs−2,s/2−1;ϕ, визначений фор-

мулою (2.17), не залежить вiд ε ∈ (0, 1/2) з точнiстю до еквiвалентностi

норм. Дiйсно, згiдно з теоремою 2.1, маємо iзоморфiзм

Λ :
(
Hs,s/2;ϕ(Ω)

)N ↔ [
Qs−ε−2,(s−ε)/2−1;ϕ,Qs+ε−2,(s+ε)/2−1;ϕ

]
1/2

коли 0 < ε < 1/2. Звiдси прямо випливає згадана незалежнiсть. Крiм того,

простiр Qs−2,s/2−1;ϕ неперервно вкладається в Hs−2,s/2−1;ϕ. Дiйсно, вибира-

ючи ε ∈ (0, 1/2), маємо неперервнi вкладення

Qs∓ε−2,(s∓ε)/2−1;ϕ ↪→ Hs∓ε−2,(s∓ε)/2−1;ϕ (2.30)

з огляду на s ∓ ε ∈ (2,∞) \ E i означення простору, що записаний злiва.

Завдяки iнтерполяцiйнiй формулi (2.29) та її аналогам для просторiв на S

i G отримуємо

Hs−2,s/2−1;ϕ =
[
Hs−ε−2,(s−ε)/2−1;ϕ,Hs+ε−2,(s+ε)/2−1;ϕ

]
1/2
, (2.31)

див. також [57, лема 6.4]. З (2.30) випливає, що оператор вкладання дiє

неперервно з (2.17) в (2.31), як i було зазначено.
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Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi дисертацiї дослiджено коректну розв’язнiсть крайової

задачi для параболiчної за Петровським системи диференцiальних рiвнянь

другого порядку в шкалi узагальнених просторiв Соболєва. Одержана тео-

рема про iзоморфiзми має широке коло застосувань, зокрема, дає можли-

вiсть дослiджувати регулярнiсть узагальнених розв’язкiв, їх неперервнiсть

на певних множинах та класичнiсть. Для отримання результату було ви-

користано теореми про iзоморфiзми для параболiчних задач в шкалi кла-

сичних просторiв Соболєва. Основним методом дослiдження є квадрати-

чна iнтерполяцiя з функцiональним параметром. Одержано такi основнi

результати:

1. Показано, що узагальнений простiр Соболєва Qs−2,s/2−1;ϕ правих ча-

стин параболiчної задачi є результатом квадратичної iнтерполяцiї з

пiдходящим функцiональним параметром пари вiдповiдних просторiв

Соболєва (лема 2.1).

2. Встановлено теорему про iзоморфiзми в узагальнених просторах Со-

болєва, породженi неоднорiдною початково-крайовою параболiчною

задачею для системи диференцiальних рiвнянь другого порядку (те-

орема 2.1).

Результати цього роздiлу опублiковано у статтi [32] та висвiтлено у тезах

конференцiї [2].
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РОЗДIЛ 3

РЕГУЛЯРНIСТЬ РОЗВ’ЯЗКIВ МIШАНИХ ЗАДАЧ ДЛЯ

ПАРАБОЛIЧНИХ СИСТЕМ

В цьому роздiлi отримаємо новi достатнi умови глобальної та локальної

регулярностi узагальненого розв’язку параболiчної задачi (2.1)–(2.3) в уза-

гальнених просторах Соболєва, а також новi достатнi умови класичностi

цього розв’язку.

3.1. Глобальна i локальна регулярнiсть узагальнених

розв’язкiв

Почнемо з означення згаданого вище узагальненого розв’язку.

Нехай усi компоненти правих частин f , g та h задачi є довiльними розпо-

дiлами на Ω, S i G вiдповiдно. Вектор-функцiю u ∈
(
H2,1(Ω)

)N називаємо

узагальненим розв’язком задачi (2.1)–(2.3), якщо

Λu = (f, g, h), (3.1)

де Λ — обмежений оператор (2.18) для s = 2 i ϕ = 1. З рiвностi (3.1)

випливає, що

(f, g, h) ∈ Q0,0. (3.2)

З iзоморфiзму (2.18) випливає (див. також [35, теорема 5.7]), що параболi-

чна задача (2.1)–(2.3) має єдиний узагальнений розв’язок u ∈
(
H2,1(Ω)

)N
для кожного вектора (3.2).

Теорема 3.1. Припустимо, що вектор-функцiя u ∈
(
H2,1(Ω)

)N є уза-

гальненим розв’язком параболiчної задачi (2.1)–(2.3), правi частини якої
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задовольняють умову

(f, g, h) ∈ Qs−2,s/2−1;ϕ

для деяких s ≥ 2 i ϕ ∈M (у випадку s = 2 додатково припускаємо, що ϕ

є зростаючою (в нестрогому сенсi) функцiєю). Тодi u ∈
(
Hs,s/2;ϕ(Ω)

)N .
Цей результат про достатню умову глобальної (тобто в усьому цилiндрi

Ω аж до його межi) регулярностi розв’язку є прямим наслiдком теореми 2.1.

Тепер сформулюємо локальну версiю цiєї теореми. Для цього будуть

потрiбнi локальнi версiї узагальнених просторiв Соболєва, якi використо-

вували у попередньому роздiлi. Нагадаємо їх означення, скориставшись,

наприклад, [57, п. 4] або [16, п. 3.4]. Нехай U — вiдкрита множина в

Rn+1 така, що Ω0 := U ∩ Ω 6= ∅ i U ∩ Γ = ∅. Покладемо Ω′ := U ∩ ∂Ω,

S0 := U ∩ S, S ′ := U ∩ {(x, τ) : x ∈ Γ} i G0 := U ∩ G. Позначимо [57, п.

4] через Hs,s/2;ϕ
loc (Ω0,Ω

′) лiнiйний простiр усiх розподiлiв u на Ω таких, що

χu ∈ Hs,s/2;ϕ(Ω) для кожної функцiї χ ∈ C∞(Ω), яка задовольняє умо-

ву suppχ ⊂ Ω0 ∪ Ω′. Аналогiчно, позначимо [57, п. 4] через Hs,s/2;ϕ
loc (S0, S

′)

лiнiйний простiр усiх розподiлiв v на S таких, що χv ∈ Hs,s/2;ϕ(S) для будь-

якої функцiї χ ∈ C∞(S), яка задовольняє умову suppχ ⊂ S0∪S ′. Нарештi,

Hs;ϕ
loc (G0) [57, п. 4] позначає лiнiйний простiр усiх розподiлiв w на G таких,

що χw ∈ Hs;ϕ(G) для кожної функцiї χ ∈ C∞(G), яка задовольняє умову

suppχ ⊂ G0.

Теорема 3.2. Нехай s ≥ 2 i ϕ ∈ M (у випадку s = 2 додатково

припускаємо, що ϕ є зростаючою (в нестрогому сенсi) функцiєю). При-

пустимо, що вектор-функцiя u ∈
(
H2,1(Ω)

)N є узагальненим розв’язком

параболiчної задачi (2.1)–(2.3), правi частини якої задовольняють такi
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умови:

f ∈
(
H
s−2,s/2−1;ϕ
loc (Ω0,Ω

′)
)N
, (3.3)

g ∈
N⊕
j=1

H
s−lj−1/2,(s−lj−1/2)/2;ϕ
loc (S0, S

′), (3.4)

h ∈
(
Hs−1;ϕ

loc (G0)
)N
. (3.5)

Тодi u ∈
(
H
s,s/2;ϕ
loc (Ω0,Ω

′)
)N .

Якщо Ω′ = ∅, то теорема 3.2 стверджує, що регулярнiсть узагальненого

розв’язку пiдвищується в околах внутрiшнiх точок замкненого цилiндра Ω.

Якщо G0 = ∅, то ця теорема стверджує, що регулярнiсть розв’язку u(x, t)

пiдвищується при t > 0. В цих випадках вона є наслiдком [54, теорема 2].

Зазначимо, що припущення U ∩ Γ = ∅ iстотне, оскiльки без нього ви-

сновок теореми 3.2 є взагалi хибним. Для його iстинностi у цьому випадку,

треба накласти на правi частини задачi (2.1)–(2.3) на множинi U ∩ Γ деякi

додатковi умови узгодження.

3.2. Умови неперервностi та класичностi узагальне-

них розв’язкiв

Узагальненi простори Соболєва дозволяють отримати бiльш тонкi, нiж

у випадку класичних просторiв Соболєва, достатнi умови неперервностi

узагальненого розв’язку u та його узагальнених похiдних заданого порядку

на множинi Ω0 ∪ Ω′.

Подiбно до [57, с.3617] (див. також [16, зауваження 2.1]) узагальнену

функцiю v ∈ D′(Ω) називаємо неперервною на множинi Ω0∪Ω′, якщо iснує
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неперервна функцiя v0 на Ω0 ∪ Ω′ така, що

v(ω) =

∫
Ω0

v0(x, t)ω(x, t) dxdt (3.6)

для довiльної функцiї ω ∈ C∞(Ω), носiй якої задовольняє умову suppω ⊂

Ω0. Тут v(ω) — значення функцiонала v на функцiї ω.

Теорема 3.3. Нехай задано довiльне цiле число p ≥ 0. Припустимо,

що вектор-функцiя u ∈
(
H2,1(Ω)

)N є узагальненим розв’язком параболi-

чної задачi (2.1)–(2.3), правi частини якої задовольняють умови (3.3)–

(3.5) для s := p + 1 + n/2 i деякого функцiонального параметра ϕ ∈ M,

що задовольняє умову
∞∫

1

dr

r ϕ2(r)
<∞, (3.7)

причому у випадку s = 2 додатково припускаємо, що фун-

кцiя ϕ зростає (в нестрогому сенсi). Тодi розв’язок u(x, t) =

(u1(x, t), . . . , uN(x, t)) i кожна його узагальнена частинна похiдна

Dα
x∂

β
t u(x, t) = (Dα

x∂
β
t u1(x, t), . . . , D

α
x∂

β
t uN(x, t)), де |α|+ 2β ≤ p, неперервнi

на множинi Ω0 ∪ Ω′.

Для цiєї теореми правильнi версiї зауважень 1 i 2 з [54](див. також [16,

зауваження 2.2 i 2.3]). Сформулюємо їх.

Зауваження 3.1. Умова (3.7) в теоремi є точною. А саме, нехай s =

p+ 1 + n/2, ϕ ∈M i припускаємо, що для кожної функцiї u ∈
(
H2,1(Ω)

)N
правильним є твердження: якщо u є розв’язком задачi (2.1)–(2.3), правi

частини якої задовольняють (3.3)–(3.5), то цей розв’язок u задовольняє

висновок теореми 3.3. Тодi параметр ϕ задовольняє умову (3.7).
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Зауваження 3.2. Узагальненi простори Соболєва дають можливiсть

отримати в теоремi 3.3 мiнiмальнi числовi показники регулярностi в умо-

вах (3.3)–(3.5). Якщо переформулювати теорему 3.3 на випадок класичних

просторiв Соболєва (ϕ = 1), то (3.7) не виконується i доведеться замiнити

в умовах (3.3)–(3.5) показник s = p+1+n/2 на деяке число s > p+1+n/2.

Такi умови є бiльш сильними з огляду на лiвi вкладання у (1.10) та (1.11).

Теорема 3.3 дозволяє отримати новi й тонкi достатнi умови класичностi

узагальненого розв’язку задачi (2.1)–(2.3). Сформулюємо означення кла-

сичного розв’язку цiєї задачi.

Нехай l0 := max{l1, . . . , lN}. Покладемо

Sε := {x ∈ Ω : dist(x, S) < ε}, Gε := {x ∈ Ω : dist(x,G) < ε},

де число ε > 0.

Узагальнений розв’язок u ∈
(
H2,1(Ω)

)N задачi (2.1)–(2.3) називаємо

класичним, якщо узагальненi частиннi похiднi вектор-функцiї u = u(x, t)

задовольняють такi три умови:

(a) Dα
x∂

β
t u неперервна на Ω, якщо 0 ≤ |α|+ 2β ≤ 2;

(b) Dα
xu неперервна на Sε∪S для деякого числа ε > 0, якщо 0 ≤ |α| ≤ l0;

(c) u неперервна на Gε ∪G для деякого числа ε > 0.

Якщо розв’язок u = u(x, t) задачi (2.1)–(2.3) класичний, то її лiвi ча-

стини є неперервними функцiями на вiдповiдних множинах.

Теорема 3.4. Припустимо, що вектор-функцiя u ∈
(
H2,1(Ω)

)N є уза-

гальненим розв’язком параболiчної задачi (2.1)–(2.3), правi частини якої
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задовольняють такi умови:

f ∈
(
H

1+n/2, 1/2+n/4;ϕ
loc (Ω,∅)

)N∩
∩
(
H
l0−1+n/2, l0/2−1/2+n/4;ϕ
loc (Sε, S)

)N∩
∩
(
H
−1+n/2,−1/2+n/4;ϕ
loc (Gε, G)

)N
,

(3.8)

g ∈
N⊕
j=1

H
l0+n/2−lj+1/2, l0/2+n/4−lj/2+1/4;ϕ
loc (S,∅), (3.9)

h ∈
(
H
n/2;ϕ
loc (G)

)N
, (3.10)

з деяким функцiональним параметром ϕ ∈ M, який задовольняє умови

теореми 3.3. Тодi розв’язок u класичний.

3.3. Доведення теорем 3.2, 3.3 i 3.4

У скалярному випадку N = 1 теореми 3.2, 3.3 i 3.4 встановлено в [57,

розд. 6] (див. також монографiю [16, розд. 3.4, 3.5]). Узагальнюємо розро-

бленi там методи доведення на випадок систем.

Доведення. теореми 3.2. Першим кроком доведемо, що з умов (3.3)–(3.5)

випливає iстиннiсть iмплiкацiї

u ∈
(
H
s−λ,(s−λ)/2;ϕ
loc (Ω0,Ω

′)
)N

=⇒

=⇒ u ∈
(
H
s−λ+1,(s−λ+1)/2;ϕ
loc (Ω0,Ω

′)
)N (3.11)

для всiх цiлих λ ≥ 1, що задовольняють умову s− λ+ 1 > 2.

Нехай χ ∈ C∞(Ω) є довiльною функцiєю такою, що suppχ ⊂ Ω0 ∪ Ω′.

Для χ iснує функцiя η ∈ C∞(Ω) така, що supp η ⊂ Ω0 ∪ Ω′ i η = 1 в

околi suppχ. Переставивши диференцiальнi оператори A i B з оператором
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множення на функцiю χ, отримаємо

Λ(χu) = Λ(χηu) = χΛ(ηu) + Λ′(ηu) =

= χΛu+ Λ′(ηu) = χ(f, g, h) + Λ′(ηu).
(3.12)

Тут Λ′ := (A′, B′, 0) – оператор, елементи A′ i B′ якого мають вигляд

A′ :=

(∑
|α|≤1

aαj,k,1(x, t)D
α
x

)N
j,k=1

i B′ :=
(
bj,k,1(x, t)

)N
j,k=1

,

де aαj,k,1 ∈ C∞(Ω) i bj,k,1 ∈ C∞(S). Iншими словами, A′ i B′ — деякi матричнi

диференцiальнi оператори, порядки кожної компоненти яких принаймнi на

одиницю меншi, нiж порядки вiдповiдних компонент операторiв A i B.

Для кожного σ ≥ 1 оператор Λ′ неперервно дiє на парi просторiв

Λ′ :
(
Hσ,σ/2;ϕ(Ω)

)N → Hσ−1, σ/2−1/2;ϕ. (3.13)

У випадку ϕ(·) ≡ 1 цей факт вiдомий. Вiн випливає з властивостей опера-

торiв диференцiювання та операторiв слiду у просторах Соболєва. Звiдси

неперервнiсть оператора (3.13) у загальному випадку отримуємо методом

квадратичної iнтерполяцiї. Для σ > 1 i довiльного ϕ ∈ M це випливає

з тверджень 1.2, 1.3 та 1.4. Для σ = 1 i зростаючої функцiї ϕ ∈ M —

з [51, леми 2 i 3], [61, теорема 4.1] та твердження 1.2.

З умов (3.3)–(3.5) теореми випливає, що

χ (f, g, h) ∈ Hs−2,s/2−1;ϕ. (3.14)

Врахувавши неперервнiсть оператора Λ′ на парi просторiв (3.13), де σ :=

s− λ, маємо

u ∈
(
H
s−λ,(s−λ)/2;ϕ
loc (Ω0,Ω

′)
)N

=⇒

=⇒ Λ′(ηu) ∈ Hs−λ−1,(s−λ−1)/2;ϕ.
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З цiєї iмплiкацiї, включення (3.14) та формули (3.12) випливає, що

u ∈
(
H
s−λ,(s−λ)/2;ϕ
loc (Ω0,Ω

′)
)N

=⇒

=⇒ Λ(χu) ∈ Hs−λ−1,(s−λ−1)/2;ϕ.
(3.15)

Далi покажемо, що з умов U ∩ Γ = ∅ i Λ(χu) ∈ Hσ−2,σ/2−1;ϕ випливає

включення

Λ(χu) ∈ Qσ−2,σ/2−1;ϕ (3.16)

для будь-якого σ ≥ 2. Цей факт дасть можливiсть довести (3.11), скори-

ставшись теоремою 3.1.

Оскiльки U ∩ Γ = ∅, то dist(suppχ,Γ) > 0. Це означає, що Λ(χu) = 0

в деякому околi множини Γ. Тому вектор-функцiя Λ(χu) задовольняє умо-

ви узгодження (2.11) правих частин параболiчної задачi (2.1)–(2.3). Отже,

згiдно з означенням простору Qσ−2,σ/2−1;ϕ у випадку σ /∈ E виконується

включення Λ(χu) ∈ Qσ−2,σ/2−1;ϕ.

Розглянемо випадок σ ∈ E. Нехай χ1 ∈ C∞(Ω) така, що χ1 = 0 в околi

множини Γ i χ1 = 1 в околi suppχ. З попереднiх мiркувань випливає, що

вiдображення Mχ1
: F 7→ χ1F є обмеженим оператором на просторах

Mχ1
: Hσ±ε−2,(σ±ε)/2−1;ϕ →

→ Qσ±ε−2,(σ±ε)/2−1;ϕ,
(3.17)

якщо 0 < ε < 1/2, оскiльки σ ± ε /∈ E. Iнтерполюючи з числовим параме-

тром 1/2 оператори (3.17) маємо обмежений оператор

Mχ1
:
[
Hσ−ε−2,(σ−ε)/2−1;ϕ,Hσ+ε−2,(σ+ε)/2−1;ϕ

]
1/2
→

→
[
Qσ−ε−2,(σ−ε)/2−1;ϕ,Qσ+ε−2m,(σ+ε)/2−1;ϕ

]
1/2
.

Згiдно з iнтерполяцiйною формулою (2.31) для просторiв Hσ±ε−2,(σ±ε)/2−1;ϕ

та означенням простору Qσ−2,σ/2−1;ϕ (див. формулу (2.17) ) цей оператор
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дiє на парi просторiв

Mχ1
: Hσ−2,σ/2−1;ϕ → Qσ−2,σ/2−1;ϕ. (3.18)

Оскiльки χ1 така, що χ1 = 1 в околi suppχ, то χ1Λ(χu) = Λ(χu). Нагадає-

мо, що Λ(χu) ∈ Hσ−2,σ/2−1;ϕ. Тодi на пiдставi (3.18) виконується включення

Λ(χu) = χ1Λ(χu) ∈ Qσ−2,σ/2−1;ϕ.

Випадок σ ∈ E розглянуто.

З формул (3.15) i (3.16), де σ = s−λ+ 1, випливає за теоремою 3.1, що

u ∈
(
H
s−λ,(s−λ)/2;ϕ
loc (Ω0,Ω

′)
)N

=⇒

=⇒ Λ(χu) ∈ Hs−λ−1,(s−λ−1)/2;ϕ =⇒

=⇒ Λ(χu) ∈ Qs−λ−1,(s−λ−1)/2;ϕ =⇒

=⇒ χu ∈
(
Hs−λ+1,(s−λ+1)/2;ϕ(Ω)

)N
.

Оскiльки χ ∈ C∞(Ω) є довiльною функцiєю, пiдпорядкованою умо-

вi suppχ ⊂ Ω0 ∪ Ω′, то останнє включення означає, що u ∈(
H
s−λ+1,(s−λ+1)/2;ϕ
loc (Ω0,Ω

′)
)N . Оскiльки за умовою теореми χu ∈

(
H2,1(Ω)

)N
й, крiм того, s− λ + 1 > 2, то можна застосувати теорему 3.1. Iмплiкацiю

(3.11) доведено.

За її допомогою доведемо потрiбне включення u ∈
(
H
s,s/2;ϕ
loc (Ω0,Ω

′)
)N .

Нагадаємо, що s ≥ 2. Нехай спочатку s /∈ Z. Тодi iснує цiле число λ0 таке,

що

s− λ0 < 2 < s− λ0 + 1.

За умовою теореми u ∈
(
H2,1(Ω)

)N . Використавши (3.11) послiдовно для

значень λ := λ0, λ := λ0 − 1,..., λ := 1, робимо висновок, що

u ∈
(
H2,1(Ω)

)N ⊂ (Hs−λ0,(s−λ0)/2;ϕ
loc (Ω0,Ω

′)
)N

=⇒
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=⇒ u ∈
(
H
s−λ0+1,(s−λ0+1)/2;ϕ
loc (Ω0,Ω

′)
)N

=⇒ . . .

. . . =⇒ u ∈
(
H
s,s/2;ϕ
loc (Ω0,Ω

′)
)N
.

Отже, потрiбне включення доведено у розглянутому випадку.

Перейдемо до випадку коли s ∈ Z i s > 2. Використаємо щойно отри-

маний результат. Нехай 0 < ε� 1. Тодi s− ε /∈ Z i s− ε > 2. Згiдно з цим

результатом

u ∈
(
H
s−ε,(s−ε)/2;ϕ
loc (Ω0,Ω

′)
)N
.

Застосувавши iмплiкацiю (3.11), де λ = 1, робимо висновок, що

u ∈
(
H
s−ε,(s−ε)/2;ϕ
loc (Ω0,Ω

′)
)N ⊂ (Hs−1,(s−1)/2;ϕ

loc (Ω0,Ω
′)
)N

=⇒

=⇒ u ∈
(
H
s,s/2;ϕ
loc (Ω0,Ω

′)
)N
.

Випадок s = 2 розглянемо окремо, оскiльки в ньому є таке додаткове

припущення: функцiя ϕ ∈M зростає. З умов (3.3)–(3.5) теореми випливає

включення

χ (f, g, h) ∈ H0,0;ϕ. (3.19)

для довiльної функцiї χ ∈ C∞(Ω), яка задовольняє умову suppχ ⊂ Ω0∪Ω′.

З неперервностi оператора (3.13), де σ = 1, випливає iмплiкацiя

u ∈
(
H

1,1/2;ϕ
loc (Ω0,Ω

′)
)N

=⇒ Λ′(ηu) ∈ H0,0;ϕ,

де функцiя η така, як i ранiше у доведеннi. На пiдставi умови u ∈(
H2,1(Ω)

)N , формули (3.12), включення (3.19) та цiєї iмплiкацiї робимо ви-

сновок, що
u ∈

(
H2,1(Ω)

)N ⊂ (H1,1/2;ϕ
loc (Ω0,Ω

′)
)N

=⇒

=⇒ Λ(χu) ∈ H0,0;ϕ.
(3.20)
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З формул (3.20) i (3.16), де σ = 2, та теореми 3.1 випливає, що

u ∈
(
H2,1(Ω)

)N
=⇒ Λ(χu) ∈ H0,0;ϕ =⇒

=⇒ Λ(χu) ∈ Q0,0;ϕ =⇒ χu ∈
(
H2,1;ϕ(Ω)

)N
.

Доведення. теореми 3.3. Нагадаємо, що n ≥ 2, тому p + 1 + n/2 ≥ 2.

Згiдно з теоремою 3.2 виконується включення u ∈
(
H
s,s/2;ϕ
loc (Ω0,Ω

′)
)N , де

s = p + 1 + n/2 i ϕ задовольняє (3.7). У працi [57, доведення теоре-

ми 4.3] (див. також [16, доведення теореми 2.6]) встановлено такий резуль-

тат: якщо узагальнена функцiя v належить простору H
s,s/2;ϕ
loc (Ω0,Ω

′), де

s = p + 1 + n/2, а ϕ задовольняє (3.7), то вона разом з усiма її узагальне-

ними частинними похiдними Dα
x∂

β
t v(x, t), де |α| + 2β ≤ p, є неперервною

на множинi Ω0 ∪ Ω′0. Звiдси i випливає висновок теореми 3.3.

Доведення. теореми 3.4. Треба показати, що u задовольняє умови (a)–(c)

означення класичного розв’язку. З умови (3.8), а саме, iз включення

f ∈
(
H

1+n/2, 1/2+n/4;ϕ
loc (Ω,∅)

)N
випливає на пiдставi теореми 3.3 у випадку, коли Ω0 = Ω, Ω′ = S0 = S ′ =

G0 = ∅ i p = 2, що u задовольняє умову (a).

Включення

f ∈
(
H
l0−1+n/2, l0/2−1/2+n/4;ϕ
loc (Sε, S)

)N
i умова (3.9) тягнуть за собою виконання умови (b) для u з огляду на

теорему 3.3 у випадку, коли Ω0 = Sε, Ω′ = S0 = S, S ′ = G0 = ∅ i p = l0.

Нарештi, u задовольняє умову (c) на пiдставi включення

f ∈
(
H
−1+n/2,−1/2+n/4;ϕ
loc (Gε, G)

)N



76

i умови (3.10) згiдно з теоремою 3.3 у випадку, коли Ω0 = Gε, Ω′ = G0 = G,

S0 = S ′ = ∅ i p = 0.

3.4. Класичнiсть розв’язкiв параболiчної задачi те-

пломасообмiну

Крайовi задачi для параболiчних систем диференцiальних рiвнянь дру-

гого порядку є математичними моделями багатьох прикладних задач. Роз-

глянемо в цьому пунктi окремий змiстовний випадок параболiчної задачi.

А саме, мiшану задачу для системи двох диференцiальних рiвнянь дру-

гого порядку з двома крайовими умовами, одна з яких Дiрiхле, друга –

Неймана. Такi задачi виникають, зокрема, в теорiї тепломасообмiну [34,

п.2.4]. В теоремi 3.4 сформульовано достатнi умови класичностi узагаль-

нених розв’язкiв широкого класу параболiчних задач, до якого належить

i згадана задача. При цьому в означеннi класичного розв’язку не вимага-

лась його неперервнiсть на лiнiї з’єднання основи i бiчної поверхнi цилiн-

дра. Часто зазначену умову неперервностi вважають частиною означення

класичного розв’язку задачi (див., наприклад, [19, с.42]). В цьому випадку

класичний розв’язок називатимемо сильно класичним. Встановимо в цьо-

му пунктi новi достатнi умови, за яких узагальнений розв’язок задачi буде

сильно класичним, а також конкретизуємо умови iснування класичного

розв’язку цiєї задачi на основi теореми 3.4.



77

Розглянемо у цилiндрi Ω таку систему диференцiальних рiвнянь:

∂tu1(x, t) =a11∆u1(x, t) + a12∆u2(x, t) + f1(x, t),

∂tu2(x, t) =a21∆u1(x, t) + a22∆u2(x, t) + f2(x, t),

для всiх (x, t) ∈ Ω.

(3.21)

Тут всi коефiцiєнти aij є сталi дiйснi числа, а характеристичнi числа λ1

i λ2 матрицi (aij) такi, що λ2 > λ1 > 0. Така система задовольняє умову

(i) означення параболiчної задачi (див. пункт 2.1), або, iншими словами,

система є параболiчною за Петровським (див., наприклад, [34, п. 2.4]).

На бiчнiй поверхнi цилiндра задано двi крайовi умови:

b11Dnu1(x, t) + b12Dnu2(x, t) = g1(x, t),

b21u1(x, t) + b22u2(x, t) = g2(x, t),

для всiх (x, t) ∈ S.

(3.22)

Тут всi коефiцiєнти bij є сталi дiйснi числа такi, що для задачi (3.21)–(3.22)

виконується умова (ii) означення параболiчної задачi (див. пункт 2.1). Ця

умова виконується, зокрема, якщо b11b22 = 0 або b21b12 = 0, але не одноча-

сно (див., наприклад, [34, п. 2.4]).

На основi цилiндра задано початковi данi Кошi:

u1(x, t)
∣∣
t=0

= h1(x),

u2(x, t)
∣∣
t=0

= h2(x),

для всiх x ∈ G.

(3.23)

Згiдно зi зробленими припущеннями щодо коефiцiєнтiв у лiвих частинах

виразiв (3.21) i (3.22), початково-крайова задача (3.21)–(3.23) буде парабо-

лiчною за Петровським у цилiндрi Ω (див. означення в пунктi 2.1).

Параболiчнiсть за Петровським задачi (3.21)–(3.23) означає її коректну

розв’язнiсть у вiдповiдних шкалах узагальнених просторiв Соболєва, що



78

випливає з теореми 2.1. Це, зокрема, означає, що для будь-якого векто-

ра (f1, f2, g1, g2, h1, h2) правих частин задачi з соболєвського простору Q0,0

задача має єдиний розв’язок (u1, u2) ∈
(
H2,1(Ω)

)2.

В нашому випадку простiр Q0,0 складається з вектор-функцiй

(f1, f2, g1, g2, h1, h2), якi належать простору

(
H0,0(Ω)

)2 ⊕H1/2,1/4(S)⊕H3/2,3/4(S)⊕
(
H1(G)

)2

i задовольняють природню умову узгодження на лiнiї Γ з’єднання бiчної

поверхнi i основи цилiндра:

g2 �Γ = (b21h1 + b22h2)�Γ. (3.24)

Отже, для будь-якого вектора (f1, f2, g1, g2, h1, h2) правих частин задачi

(3.21)–(3.23), що задовольняє такi умови

f1, f2 ∈ H0,0(Ω),

g1 ∈ H1/2,1/4(S), g2 ∈ H3/2,3/4(S),

h1, h2 ∈ H1(G),

g2 �Γ = (b21h1 + b22h2)�Γ,

задача має єдиний розв’язок u = (u1, u2) ∈
(
H2,1(Ω)

)2. Цей розв’язок на-

зиваємо узагальненим розв’язком нашої задачi.

З практичної точки зору є важливим питання, за яких умов на правi

частини задачi її узагальнений розв’язок буде в певному розумiннi класи-

чним. Оскiльки пiд класичним розумiють такий неперервно диференцiйов-

ний певну кiлькiсть разiв розв’язок u = (u1, u2), що лiвi частини системи,

крайових та початкових умов обчислюються в сенсi класичного диферен-

цiювання та слiдiв неперервних функцiй u1 та u2. Як згадували на початку
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цього пункту, часто однiєю з умов в означеннi класичного розв’язку задачi

є умова його неперервностi на лiнiї Γ з’єднання бiчної поверхнi i основи

цилiндра. Ця умова буде виконана, якщо розв’язок є неперервним у за-

мкненому цилiндрi Ω. В такому випадку будемо вживати термiн "сильно

класичний розв’язок".

Сфорулюємо точне означення. Нехай

Sε := {x ∈ Ω : dist(x, S) < ε}, Gε := {x ∈ Ω : dist(x,G) < ε},

де число ε > 0.

Узагальнений розв’язок u = (u1, u2) ∈
(
H2,1(Ω)

)2 задачi (3.21)–(3.23)

назвемо сильно класичним, якщо вiн та його узагальненi похiднi задоволь-

няють такi умови:

(a1) Dα
xu1, Dα

xu2 при 0 ≤ |α| ≤ 2 та ∂tu1 i ∂tu2 неперервнi на Ω;

(b1) Dα
xu1 i Dα

xu2 неперервнi на Sε ∪ S для деякого числа ε > 0, якщо

0 ≤ |α| ≤ 1;

(c1) u1 i u2 неперервнi на Ω.

Нагадаємо, узагальнений розв’язок u = (u1, u2) ∈
(
H2,1(Ω)

)2 задачi

(3.21)–(3.23) називається класичним, (див. пункт 3.2) якщо вiн та його уза-

гальненi похiднi задовольняють умови (a1), (b1) та

(c2) u1 i u2 неперервнi на Gε ∪G для деякого числа ε > 0.

В означеннi класичного розв’язку задачi формулюються мiнiмальнi

умови на вектор-функцiю u, за яких вона в термiнах класичних похiдних

i слiдiв задовольняє рiвняння (3.21), крайовi умови (3.22) i початковi умо-

ви (3.23). Для цього умова (c1) неперервностi вектор-функцiї u в усьому
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цилiндрi замiняється на умову (c2) неперервностi лише в деякому малому

околi основи G.

Якщо вектор-функцiя u = u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t)) є класичним

розв’язком задачi (3.21)–(3.23), то лiвi частини рiвняння, крайових та по-

чаткових умов є неперервними функцiями на вiдповiдних множинах. Зро-

зумiло, що сильно класичний розв’язок є класичним, але не навпаки.

Умови, за яких узагальнений розв’язок загальної параболiчної крайової

задачi для системи диференцiальних рiвнянь є класичним сформульованi

в теоремi 3.4. Наступна теорема є конкретизацiєю зазначеної теореми для

розглядуваної задачi.

Теорема 3.5. Припустимо, що вектор-функцiя u ∈
(
H2,1(Ω)

)2 є уза-

гальненим розв’язком параболiчної задачi (3.21)–(3.23), правi частини

якої задовольняють такi умови:

(f1, f2) ∈
(
H

1+n/2, 1/2+n/4;ϕ
loc (Ω,∅)

)2∩

∩
(
H
n/2, n/4;ϕ
loc (Sε, S)

)2∩

∩
(
H
−1+n/2,−1/2+n/4;ϕ
loc (Gε, G)

)2
,

g1 ∈ Hn/2+1/2, n/4+1/4;ϕ
loc (S,∅), g2 ∈ Hn/2+3/2, n/4+3/4;ϕ

loc (S,∅),

(h1, h2) ∈
(
H
n/2;ϕ
loc (G)

)2

(3.25)

з деяким функцiональним параметром ϕ ∈M, що задовольняє iнтеграль-

ну умову
∞∫

1

dr

r ϕ2(r)
<∞. (3.26)

У випадку n = 2 додатково припускаємо, що функцiя ϕ зростає (в не-

строгому сенсi). Тодi розв’язок u = (u1, u2) класичний.
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Теорема 3.5 є окремим випадком теореми 3.4 при N = 2, l0 = l1 = 1 i

l2 = 0.

Нагадаємо, припущення зростання ϕ при n = 2 необхiдне з огля-

ду на те, що результат про розв’язнiсть задачi (3.21)–(3.23) в узагаль-

нених просторах Соболєва (теорема 2.1) отримано за умови, що її пра-

вi частини належать просторам, якi вкладаються у вiдповiднi простори

L2(·). А, наприклад, простiр H0,0;ϕ(Ω) для спадної ϕ буде вже ширший нiж

H0,0(Ω) = L2(Ω).

Вiдмiтимо для тiльки наведеної теореми версiю зауваження 3.2.

Зауваження 3.3. Використання узагальнених просторiв Соболєва дає

бiльш тонкий результат нiж у випадку просторiв Соболєва. А саме, щоб ви-

сновок теореми 3.5 залишився правильним при ϕ = 1 (тут (3.26) не викону-

ється), треба в (3.25) збiльшити числовi показники регулярностi просторiв

на деяке число δ > 0. Iншими словами цi умови замiнити на такi:

(f1, f2) ∈
(
H

1+n/2+δ, 1/2+n/4+δ/2
loc (Ω,∅)

)2∩

∩
(
H
n/2+δ, n/4+δ/2
loc (Sε, S)

)2∩

∩
(
H
−1+n/2+δ,−1/2+n/4+δ/2
loc (Gε, G)

)2
,

g1 ∈ Hn/2+1/2+δ, n/4+1/4+δ/2
loc (S,∅), g2 ∈ Hn/2+3/2+δ, n/4+3/4+δ/2

loc (S,∅),

(h1, h2) ∈
(
H
n/2+δ
loc (G)

)2
.

Як показують лiвi вкладання в (1.10) та (1.11), останнi умови є бiльш силь-

ними нiж (3.25).

Сформулюємо тепер основний результат цього пункту – умови, за яких

розв’язок u = u(x, t) задачi (3.21)–(3.23) буде сильно класичним.
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Теорема 3.6. Припустимо, що вектор-функцiя u ∈
(
H2,1(Ω)

)2 є уза-

гальненим розв’язком параболiчної задачi (3.21)–(3.23), правi частини

якої задовольняють такi умови:

(f1, f2) ∈
(
H

1+n/2, 1/2+n/4;ϕ
loc (Ω,∅)

)2 ∩
(
H
n/2, n/4;ϕ
loc (Sε, S)

)2
, (3.27)

g1 ∈ Hn/2+1/2, n/4+1/4;ϕ
loc (S,∅),

g2 ∈ Hn/2+3/2, n/4+3/4;ϕ
loc (S,∅),

(3.28)

(f1, f2, g1, g2, h1, h2) ∈ Q−1+n/2,−1/2+n/4;ϕ (3.29)

з деяким функцiональним параметром ϕ ∈M, що задовольняє iнтеграль-

ну умову (3.26). У випадку n = 2 додатково припускаємо, що функцiя ϕ

зростає (в нестрогому сенсi). Тодi розв’язок u = (u1, u2) сильно класи-

чний.

Вiдмiтимо, щоб вказати, яким просторам належать правi частини

задачi згiдно умови (3.29), треба скористатись означенням простору

Q−1+n/2,−1/2+n/4;ϕ. Вiн має доволi складну будову завдяки умовам узгодже-

ння (2.11), накладеним на компоненти його елементiв. Кiлькiсть та скла-

днiсть цих умов зростає зi зростанням n.

Зауваження 3.4. У випадках n = 2 або n = 3 умова (3.29) в теоремi 3.6

еквiвалентна такiй

(f1, f2) ∈
(
H−1+n/2,−1/2+n/4;ϕ(Ω)

)2
,

g1 ∈ Hn/2−1/2, n/4−1/4;ϕ(S),

g2 ∈ Hn/2+1/2, n/4+1/4;ϕ(S),

(h1, h2) ∈
(
Hn/2;ϕ(G)

)2
.

(3.30)

Взагалi, простiр Q−1+n/2,−1/2+n/4;ϕ для n = 2 або n = 3 складається

з вектор-функцiй, що задовольняють одночасно (3.30) i (3.24). Але для
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вектор-функцiй (f1, f2, g1, g2, h1, h2) з формулювання теореми 3.6 вико-

нання (3.24) випливає з умови теореми u ∈
(
H2,1(Ω)

)2. Дiйсно, тодi

(f1, f2, g1, g2, h1, h2) ∈ Q0,0. За означенням простору Q0,0, його елементи

задовольняють (3.24). При n ≥ 4 простiр Q−1+n/2,−1/2+n/4;ϕ складається з

векторiв, якi задовольняють включення (3.30) та бiльш складнi нiж (3.24)

умови узгодження (2.11).

Зазначимо, що для теореми 3.6 правильна версiя зауваження 3.3.

Доведення. теореми 3.6. Покажемо, що функцiї u1 i u2 задовольняють

умови (a1)–(c1) означення сильно класичного розв’язку. Для умов (а1) i

(b1) використаємо теорему 3.3.

Почнемо з (а1). Покладемо N = 2, Ω0 = Ω, Ω′ = S0 = S ′ = G0 = ∅ i

p = 2. Далi скористаємось включенням

(f1, f2) ∈
(
H

1+n/2, 1/2+n/4;ϕ
loc (Ω,∅)

)2

з умови (3.27). Тодi з теореми 3.3 випливає, що вектор-функцiя u(x, t) =

(u1(x, t), u2(x, t)) i кожна її узагальнена частинна похiдна Dα
x∂

β
t u(x, t) =

(Dα
x∂

β
t u1(x, t), D

α
x∂

β
t u2(x, t)), де |α| + 2β ≤ 2, неперервнi на множинi Ω0 ∪

Ω′ = Ω. При β = 0 маємо неперервнiсть Dα
xu1 i Dα

xu2 для |α| ≤ 2, при

|α| = 0 – неперервнiсть ∂tu1 i ∂tu2 вiдповiдно. Таким чином, виконується

умова (а1).

Перейдемо до умови (b1). Покладемо N = 2, Ω0 = Sε, Ω′ = S0 = S,

S ′ = G0 = ∅ i p = 1. Використаємо включення

(f1, f2) ∈
(
H
n/2, n/4;ϕ
loc (Sε, S)

)2

з (3.27) та включення (3.28):

g1 ∈ Hn/2+1/2, n/4+1/4;ϕ
loc (S,∅), g2 ∈ Hn/2+3/2, n/4+3/4;ϕ

loc (S,∅).
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В цьому випадку з теореми 3.3 випливає, що вектор-функцiя u(x, t) =

(u1(x, t), u2(x, t)) i кожна її узагальнена частинна похiдна Dα
x∂

β
t u(x, t) =

(Dα
x∂

β
t u1(x, t), D

α
x∂

β
t u2(x, t)), де |α| + 2β ≤ 1, неперервнi на множинi

Ω0 ∪Ω′ = Sε ∪ S. При β = 0 маємо неперервнiсть Dα
xu1 i Dα

xu2 для |α| ≤ 1.

Отже, виконується умова (b1).

Нарештi, розглянемо умову (c1). Скориставшись включенням (3.29)

(f1, f2, g1, g2, h1, h2) ∈ Q−1+n/2,−1/2+n/4;ϕ

та теоремою 3.1 з s = 1 + n/2 робимо висновок, що

(u1(x, t), u2(x, t)) ∈ (H1+n/2,1/2+n/4;ϕ(Ω))2.

Розглянемо простiр H1+n/2,1/2+n/4;ϕ(Rn+1) з функцiональним параметром

ϕ, який задовольняє iнтегральну умову (3.26). З [16, Теорема 1.13(i)] при

p = 0 i b = 1 випливає, що всi елементи цього простору є неперевними на

Rn+1 функцiями. За означенням, простiр H1+n/2,1/2+n/4;ϕ(Ω) складається зi

звужень на Ω розподiлiв з простору H1+n/2,1/2+n/4;ϕ(Rn+1). Тому для u1 i

u2 iснують такi w1 i w2 з простору H1+n/2,1/2+n/4;ϕ(Rn+1), що u1 = w1 �Ω i

u2 = w2 �Ω. Це означає, що u1 i u2 є неперервними функцiями на Ω, тобто

виконується умова (c1).
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Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi дослiджено властивостi регулярностi узагальнених

розв’язкiв параболiчної крайової задачi для системи диференцiальних рiв-

нянь другого порядку у гiльбертових анiзотропних узагальнених просторах

Соболєва. Отримано новi достатнi умови класичностi узагальнених розв’яз-

кiв. Результати конкретизовано та доповнено на випадок задач для системи

двох диференцiальних рiвнянь, якi виникають, зокрема, в теорiї теплома-

сообмiну. Одержано такi основнi результати:

1. Встановлено теореми про глобальну i локальну регулярнiсть узагаль-

нених розв’язкiв неоднорiдної початково-крайової параболiчної зада-

чi для системи диференцiальних рiвнянь другого порядку в узагаль-

нених просторах Соболєва (теореми 2.1 i 3.1).

2. Отримано новi достатнi умови неперервностi похiдних узагальненого

розв’язку задачi в заданiй областi, зокрема умови, за яких узагаль-

нений розв’язок є класичним (теореми 3.2 i 3.3). Їх сформульовано в

термiнах узагальнених просторiв Соболєва.

3. Умови класичностi узагальненого розв’язку конкретизовано на випа-

док задач для системи двох диференцiальних рiвнянь (теорема 3.4).

Для цих задач отримано умову сильної класичностi узагальненого

розв’язку (теорема 3.5).

Результати цього роздiлу опублiковано у статтi [5] та висвiтлено у тезах

конференцiй [3, 4].



86

ВИСНОВКИ ДО ДИСЕРТАЦIЇ

У дисертацiї дослiджено характер розв’язностi та властивостi регуляр-

ностi узагальнених розв’язкiв крайових задач для параболiчних за Петров-

ським систем диференцiальних рiвнянь другого порядку з крайовими умо-

вами Дiрiхле або крайовими умовами першого порядку в шкалах гiльбер-

тових анiзотропних узагальнених просторiв Соболєва. Регулярнiсть нале-

жних цим просторам розподiлiв характеризується функцiональним пара-

метром, на вiдмiну вiд класичних просторiв Гельдера i Соболєва, у яких ця

характеристика виражається дiйсними числами. Тому використання уза-

гальнених просторiв Соболєва дає можливiсть описати властивостi глад-

костi, зокрема неперервностi, належних ним функцiй бiльш точно нiж це

можна зробити в термiнах згаданих класичних шкал функцiональних про-

сторiв.

У дисертацiї отримано такi основнi результати.

1. Встановлено теорему про коректну розв’язнiсть лiнiйних неоднорi-

дних початково-крайових параболiчних задач для систем диференцi-

альних рiвнянь другого порядку в узагальнених просторах Соболєва.

Тобто показано, що оператори, породженi цими задачами, встанов-

люють iзоморфiзми мiж вiдповiдними парами згаданих просторiв.

2. Встановлено теорему про глобальну (в усьому цилiндрi аж до його

межi) регулярнiсть узагальнених розв’язкiв цих задач в узагальнених

просторах Соболєва.
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3. Встановлено теорему про локальну (в заданiй областi) регулярнiсть

узагальнених розв’язкiв цих задач в узагальнених просторах Соболє-

ва.

4. Отримано новi достатнi умови неперервностi похiдних цiлого порядку

p ≥ 0 узагальненого розв’язку задачi в заданiй областi. В цих умо-

вах визначено мiнiмально необхiдний числовий показник регулярно-

стi s = p+1 +n/2 узагальненого простору Соболєва. Цей результат є

бiльш точним порiвняно з використанням просторiв Соболєва, оскiль-

ки для останнiх має бути s > p+ 1 + n/2.

5. Знайдено новi достатнi умови класичностi узагальнених розв’язкiв

розглядуваних в роботi задач.
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37. L. Hörmander Linear Partial Differential Operators. Grundlehren Math.

Wiss., Band 116, Springer, Berlin, 1963.
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