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Нехай 𝐵 — дiйсний або комплексний банахiв простiр, ‖ · ‖ — норма в
𝐵, 𝐿(𝐵) — простiр всiх лiнiйних обмежених операторiв, що дiють з 𝐵 в
𝐵, 𝑂 – нульовий оператор, 𝐼 — одиничний оператор в 𝐿(𝐵).

Розглянемо стохастичне рiзницеве рiвняння

𝑋𝑛 = 𝐴1𝑋𝑛−1 +𝐴2𝑋𝑛−2 + 𝑌𝑛, 𝑛 > 1, (1)

з початковими умовами 𝑋0 та 𝑋−1, якi є деякими випадковими величи-
нами з 𝐵, та послiдовнiстю {𝑌𝑛 : 𝑛 > 1} ⊂ 𝐵, елементи якої також є
випадковими величинами.

Використаємо умови, за яких для довiльної обмеженої за нормою послi-
довностi {𝑌𝑛 : 𝑛 > 1} ⊂ 𝐵 та довiльних початкових умов {𝑋0, 𝑋−1} ⊂ 𝐵
розв’язок {𝑋𝑛 : 𝑛 > 1} ⊂ 𝐵 рiвняння (1) буде обмеженим за нормою. Не-
обхiдною та достатньою умовою такої обмеженостi розв’язку є умова [1]

∀𝑧 ∈ C, |𝑧| 6 1, ∃(𝑧2𝐼 −𝐴1𝑧 −𝐴2)−1 ∈ 𝐿(𝐵). (2)

Ця ж умова виявляється корисною i для оцiнки розв’язкiв у недетер-
мiнованому випадку.

Теорема 1. Нехай виконуються наступнi умови:
1) послiдовнiсть {𝑐𝑛 : 𝑛 > 1} ⊂ R+ незростаюча i збiгається до

нуля;
2) послiдовнiсть {𝑌𝑛 : 𝑛 > 1} ⊂ 𝐵 обмежена за нормою майже

напевно;

3) sup
𝑛
𝑐𝑛

⃦⃦
⃦
𝑛∑︀
𝑘=1

𝑌𝑘

⃦⃦
⃦ <∞ майже напевно;

4) справджується умова (2).
Тодi

lim
𝑛→∞

𝑐𝑛

⃦⃦
⃦⃦
⃦
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑋𝑖 − (𝐼 −𝐴1 −𝐴2)−1
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑌𝑖

⃦⃦
⃦⃦
⃦ = 0

майже напевно.

Застосуваннями теореми 1 є рiзноманiтнi граничнi теореми для сум
випадкових величин, що утворюють розв’язок рiзницевого рiвняння (1).
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Теорема 2. Нехай 𝐵 — дiйсний сепарабельний гiльбертiв простiр. Якщо
{𝑌𝑛 : 𝑛 > 1} ⊂ 𝐵 — послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених
випадкових величин з E𝑌𝑛 = 0, E‖𝑌𝑛‖2 < ∞; 𝑇 — оператор коварiацiї
та виконується умова (2), то

lim sup
𝑛→∞

⃦⃦
⃦⃦ 𝑛∑︀
𝑖=1

𝑋𝑖

⃦⃦
⃦⃦

√
𝑛 ln ln𝑛

=
√︁

2‖(𝐼 −𝐴1 −𝐴2)−1𝑇 (𝐼 −𝐴*
1 −𝐴*

2)−1‖

майже напевно.

Зауваження 1. В роботi [2] були отриманi твердження аналогiчнi до те-
орем 1 та 2 у випадку 𝐴2 = 𝑂.

Теорема 3. Нехай {𝑌𝑛 : 𝑛 > 1} — нескiнченна послiдовнiсть незале-
жних однаково розподiлених випадкових величин з 𝐵, визначених на
одному ймовiрнiсному просторi (Ω,F,P). Нехай E𝑌𝑖 = 𝜇 для всiх 𝑖 ∈ N,
та виконуються умови теореми 1.

Тодi для {𝑋𝑛 : 𝑛 > 1} ⊂ 𝐵 — розв’язку стохастичного рiзницевого
рiвняння (1) справджується, що

lim
𝑛→∞

1

𝑛

𝑛∑︁

𝑖=1

𝑋𝑖 = (𝐼 −𝐴1 −𝐴2)−1𝜇

майже напевно.

Зауваження 2. Теорема 2 дає узагальнення закону повторного логари-
фма для розв’язку абстрактного стохастичного рiзницевого рiвняння (1).
Теорема 3 узагальнює посилений закон великих чисел для того ж рiвня-
ння. Також можливi аналогiчнi узагальнення для iнших граничних тео-
рем [3].
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