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УДК 532.3:534.1 

О.Ю. Швець, В.О. Сіренко 

СТІЙКІСТЬ ПОЛОЖЕНЬ РІВНОВАГИ НЕ-
ІДЕАЛЬНОЇ ДИНАМІЧНОЇ СИСТЕМИ БАК З 
РІДИНОЮ—ЕЛЕКТРОДВИГУН 

Вступ 

Багато сучасних машин, механізмів і тех-
нічних пристроїв як конструктивні елементи 
використовують циліндричні баки, частково за-
повнені рідиною. Тому дослідження коливань 
вільної поверхні рідини в циліндричних баках 
викликає великий науковий  інтерес [1, 2].  

Починаючи з 70-х років минулого сторіч-
чя, для вивчення таких коливань вільної по-
верхні було запропоновано так звані маловимір-
ні математичні моделі [3—7]. Для опису коли-
вань вільної поверхні рідини такі моделі дають 
можливість застосовувати системи звичайних 
диференціальних рівнянь замість рівнянь у час-
тинних похідних, які виникають при розгляді 
задачі в найбільш загальній постановці. За до-
помогою маловимірних моделей вдається отри-
мати достатньо адекватний опис коливань рі-
дини в баках. Але це стосується тільки випад-
ків, коли потужність джерела збудження коли-
вань рідини істотно перевищує потужність, яка 
споживається коливальним навантаженням (ба-
ком з рідиною). Такі випадки називаються іде-
альними за Кононенком [8]. У переважній біль-
шості практично важливих випадків потужність 
джерела збудження порівнювана з потужністю, 
яку споживає коливальне навантаження. У та-
ких випадках, які називаються неідеальними за 
Кононенком [8], обов’язково необхідно врахо-
вувати взаємодію між джерелом збудження та 
коливальним навантаженням. Це призводить 
до суттєвого уточнення відповідних математич-
них моделей. Нехтування в неідеальних випад-
ках взаємодією між джерелом збудження та ко-
ливальним навантаженням призводить до гру-
бих помилок в опису  динаміки досліджуваних 
систем [9].    

Вперше математичну модель було побудо-
вано для одного спрощеного неідеального ви-
падку коливань рідини в циліндричному баку в 
праці [10]. В подальшому цю модель поширено 
на більш загальні випадки [9, 11—13]. 

Постановка задачі 

Метою даної статті є виведення та аналіз 
умов стійкості положень рівноваги для одного 
типу неідеальної динамічної системи бак з рі-
диною—електродвигун. Такі питання майже не 
досліджувались у наведених вище працях [9, 
11—13].   

Математична модель системи бак з рідиною—
електродвигун 

Розглянемо випадок вертикального збуд-
ження електродвигуном обмеженої потужності 
платформи циліндричного бака, який частково 
заповнений рідиною. Схематично таку механіч-
ну систему наведено на  рис. 1. Вал електро-
двигуна через кривошипно-шатунний механізм 
з’єднаний з платформою, на якій закріплено 
жорсткий циліндричний бак радіуса R , част-
ково заповнений рідиною. Коли кривошип a  
повертається на кут Ψ , платформа отримує 
переміщення вигляду ( ) cos ( )v t a t= Ψ . Для опи-

су коливань вільної поверхні рідини введемо 
циліндричну систему координат Oxrθ  з почат-
ком на осі бака, на незбуреній поверхні ріди-
ни. Рівняння рельєфу вільної поверхні рідини 
запишемо у вигляді ( , , )x r t= η θ . Припустимо, 

що рідина є нев’язкою і нестисливою з щіль-
ністю ρ  і заповнює циліндричний бак з пере-

різом S  до глибини .x d= −  

Рис. 1. Схема системи 
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Шукаємо функцію рельєфу поверхні ріди-
ни у вигляді розкладу по власних модах: 

 ( , , )r tη θ =   

 
,

[ ( ) ( ) cos ( ) ( ) s in ].c s
i j i j i j i j

i j

q t k r i q t k r i= θ + θ∑   (1) 

Зберігаючи всі позначення, введені в [9], 
кінетичну енергію сукупної системи запишемо 
у вигляді 
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Тут I  — момент інерції вала двигуна; 0m  — 

маса бака з рідиною; i jmna  — нелінійні функції 

від , ,( ), ( )c s c s
i j mnq t q t  [6, 7, 9, 13]. 

У свою чергу, потенціальна енергія пере-
міщень вільної поверхні рідини становить [5, 9 ]  
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де g — прискорення вільного падіння. 

Тому лагранжіан системи набуває вигляду 
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В результаті для ( )tΨ  одержуємо таке рів-

няння Лагранжа: 
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Останні два доданки в правій частині рівняння 
(5) — рушійний момент і момент внутрішніх 
сил опору електродвигуна.  

Нехай швидкість обертання вала ( )tΨ&  в 

усталених сталих режимах двигуна близька до 

12ω , де 1ω  — власна частота основного тону 

коливань вільної поверхні, що відповідає мо-
дам 11 11( ) ( ) coscq t k r θ  і 11 11( ) ( ) s insq t k r θ . 

Введемо в розгляд малий додатний пара-
метр 

 1
a
g

ε = ω .  (6) 

Припустимо також, що 

 2
1 12Ψ − ω = ε ω β& .  (7) 

Коливання вільної поверхні рідини апрок-
симуємо коливаннями по основних і вторинних 
модах, амплітуди яких визначаємо у вигляді [9, 
13] 
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Тут τ  — повільний час; 21
4

τ = ε Ψ ; ν =  
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Визначивши безрозмірні амплітуди , ( ),c s
i jA τ  

, ( )c s
i jB τ , , ( )c s

i jC τ  вторинних мод за методом Майл-

са [6, 9] через амплітуди 1( )p τ , 1( )q τ , 2( )p τ , 2( )q τ  

і застосувавши процедуру усереднення лагран-
жіана за швидким часом ( )tΨ , що явно вхо-

дить до амплітуд домінантних мод, отримаємо 
таку систему рівнянь [9, 13]: 
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Третє рівняння системи (9) отримано з рів-
няння для швидкості обертання вала Ψ&  (5)             
після застосування процедури усереднення і 
використання співвідношень (7), (8) [9, 12, 13]. 
Крім того, в системі рівнянь (9) введено такі 

позначення: 
1

δ
α = −

ω
 — коефіцієнт додаткових 

сил демпфування 2 ,c s
i jqε δ &  коливань рідини; 

0 1,N N  — сталі лінійної статичної характерис-

тики електродвигуна: 3 0 1 1
1

1 ( 2 )N N N= + ω
ω

; 

2

1 2 2 2
0 1(1,8412) (2 )

S R

I m a

ρ ν
μ =

+ ω
; A  і B  — констан-

ти, величини яких залежать від діаметра бака і 
глибини заповнення його рідиною [9, 13].  

Система рівнянь (9) використовується як 
основна математична модель при дослідженні 
динаміки коливань бака з рідиною, що збуджу-
ється електродвигуном обмеженої потужності. 
Зауважимо, що конкретний тип електродвигуна 
не є істотним у рамках математичної моделі (9) 
[8]. Суттєвим тут є концептуальне припущення, 
що потужність електродвигуна порівнянна з по-
тужністю, яка споживається коливальним нава-
нтаженням (баком з рідиною). Зазначимо та-
кож, що математичну модель для ідеального 
збудження можна отримати із системи (9). У 
випадку ідеального збудження третє рівняння 
системи (9) треба відкинути, а в тих рівняннях, 
які залишаться, покласти const.β =  

Виведення достатніх умов асимптотичної 
стійкості положень рівноваги  

Система рівнянь (9) є нелінійною систе-
мою диференціальних рівнянь. Вона залежить 
від шести параметрів 1 3 1( , , , , , )A B N Nα μ , які ви-

значають вигляд її усталених розв’язків. Одним 
із важливих типів усталених розв’язків є поло-
ження рівноваги. Для визначення положень            
рівноваги потрібно знайти розв’язки такої сис-
теми рівнянь: 
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(10)

 

У загальному випадку система алгебраїч-
них рівнянь (10) може мати нескінченну кіль-
кість розв’язків, кожному з яких відповідає по-
ложення рівноваги системи (9). Зрозуміло, що 
параметри електродвигуна 1 3,N N  та мультипа-

раметр 1μ  (який характеризує взаємозв’язок 

між електродвигуном та баком з рідиною) ма-
ють визначальне значення як на існування та 
кількість положень рівноваги системи (9), так  
і на конкретні величини фазових координат 
можливих положень рівноваги.   

Нехай 10 10 0 20 20, , , ,p q p qβ  — один із мож-

ливих розв’язків системи рівнянь (10). Складе-
мо систему рівнянь у варіаціях, що відповідає 
системі (9). Вона матиме такий вигляд: 
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Складаючи характеристичне рівняння сис-
теми у варіаціях (11) та застосовуючи критерій 
Гурвіца, отримаємо такі достатні умови асимп-
тотичної стійкості положень рівноваги системи 
(9):  
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У формулах (12)—(16) прийнято такі по-
значення: 
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Зауважимо, що умова стійкості (16) збіга-
ється з умовою дисипативності системи (9) і, 
як встановлено в [9, 13], завжди виконується 
для систем, існування яких можливе з фізичної 
точки зору.  

Навіть поверхневий аналіз отриманих 
умов стійкості показує їх залежність від пара-
метрів електродвигуна і мультипараметра 1μ , 

який характеризує взаємодію між двигуном та 
баком з рідиною. Це означає, що застосування 
ідеальної моделі, в якій нехтується взаємозв’я-
зок між коливальною підсистемою та джерелом 
збудження, може призвести до грубих помилок 
при визначенні стійкості того чи іншого поло-
ження рівноваги. Так, теоретично очікувані стій-
кі положення рівноваги в реальному експери-
менті можуть виявитися нестійкими, і навпаки.     

Практичне знаходження положень рівноваги 
та аналіз умов їх стійкості 

Отримані умови асимптотичної стійкості 
положень рівноваги (12)—(16) є надзвичайно 
громіздкими, що робить практично неможли-
вим аналітичне вивчення впливу різних пара-
метрів системи (9) на стійкість положень рів-
новаги. Відзначимо, що в загальному випадку 
неможливе і аналітичне знаходження самих по-
ложень рівноваги, оскільки вони є розв’язками 
нелінійної системи алгебраїчних рівнянь п’ято-
го порядку. Тому для подолання цих труднощів 
за допомогою оболонки Borland Delphi 7 [14] 
було створено комп’ютерний програмний па-
кет для чисельного дослідження системи (9). У 
зазначеному програмному пакеті проведено реа-
лізацію чисельного методу найшвидшого спус-
ку [15] для знаходження розв’язків нелінійної 
системи алгебраїчних рівнянь.  

Пакет працює за таким алгоритмом:  
1) параметрам системи 1 3 1( , , , , , )A B N Nα μ  

надаються конкретні чисельні значення;  
2) задаються початкові умови для фазових 

змінних 1 1 2 2, , , ,p q p qβ ; 

3) за допомогою пакета знаходяться поло-
ження рівноваги (в околі початкових умов) та 
проводиться перевірка виконання кожної з 
умов стійкості (12)—(16); 

4) значення координат положень рівнова-
ги та висновок стосовно їх стійкості виводяться 
на монітор комп’ютера; 

5) забезпечується збереження отриманих 
результатів і на електронних носіях інформації. 

Створений програмний пакет дає можли-
вість простежити за впливом всіх параметрів 
системи на існування та стійкість її положень 
рівноваги. За його допомогою можна побудува-
ти різноманітні області стійкості та нестійкості 
положень рівноваги. Знання таких областей, 
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крім важливої інформації про стійкість положень 
рівноваги, дає змогу істотно спростити процеду-
ру знаходження в просторі параметрів системи 
(9) областей існування детермінованого хаосу. 

Як приклад розглянемо вплив параметрів 
системи (9) на стійкість одного типу її поло-
жень рівноваги. Очевидно, що система рівнянь 
(10) завжди має розв’язок вигляду  

 3
1 1 2 2

1

0,
N

p q p q
N

= = = = β = − .  (18) 

Розв’язку (18) відповідає важливий для за-
стосувань тип положення рівноваги системи 
(9), який характеризується нульовими ампліту-
дами коливань вільної поверхні рідини за до-
мінантними модами. Таке положення рівнова-
ги завжди існує, оскільки випадок 1 0N =  не-

можливий з фізичної точки зору [9, 13]. 
Припустимо, як і в [9, 13], що 1,12,A =  

1,531B = − , 1 4,5μ = . На рис. 2, а наведено по-
будовані за допомогою створеного програмного  

пакета області стійкості поло-
ження рівноваги типу (18) за-
лежно  від  змін параметрів 1N , 

3N ( 0,8)α = − , на рис. 2, б — за-        

лежно від змін параметрів α , 

3N  ( 1 1N = − ). Білим кольором 

на цих рисунках позначено об-
ласті стійкості, а чорним — не-
стійкості. Рисунки наочно ілюс-
трують вплив зміни вибраних 
параметрів як джерела збуджен-
ня, так і коливальної системи на 
стійкість положень рівноваги з 
нульовими амплітудами коли-
вань за домінантними модами. 

Висновки 

Проведені в статті дослідження свідчать 
про хибність застосування ідеальних математич-
них моделей при вивченні регулярних режимів 
коливань рідини в циліндричних баках. Тільки 
застосування неідеальних моделей дає можли-
вість зробити правильний висновок про стій-
кість положень рівноваги динамічної системи 
бак з рідиною—електродвигун. Створений на 
основі отриманих у статті достатніх умов асим-
птотичної стійкості комп’ютерний пакет дає 
можливість знаходити положення рівноваги за-
значеної вище системи та досліджувати стій-
кість цих положень рівноваги.  

У подальших наших дослідженнях надзви-
чайно важливої для застосувань системи бак з 
рідиною—електродвигун передбачається широ-
ке застосування отриманих умов стійкості для 
пошуку областей детермінованого хаосу в прос-
торі параметрів системи.   

 

А.Ю. Швец, В.А. Сиренко 

УСТОЙЧИВОСТЬ ПОЛОЖЕНИЙ РАВНОВЕСИЯ 
НЕИДЕАЛЬНОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ 
БАК С ЖИДКОСТЬЮ–ЭЛЕКТРОДВИГАТЕЛЬ 

Получены достаточные условия асимптотической 
устойчивости положений равновесия неидеаль-
ной динамической системы бак с жидкостью–
электродвигатель. Разработан компьютерный па-
кет для практического нахождения положений 
равновесия и исследования их устойчивости. По-
казана ошибочность применения идеальных ма-
тематических моделей для исследования поло-
жений равновесия.    

A.Yu. Shvets, V.A. Sirenko 

STABILITY OF EQUILIBRIUM POSITIONS OF 
NONIDEAL DYNAMIC SYSTEM TANK WITH LIQ-
UID–ELECTRIC MOTOR 

We obtain the sufficient conditions of asymptotic 
stability of equilibrium positions of nonideal dynami-
cal system tank with liquid-electric motor. We also 
develop the computer package for a practical find-
ing of equilibrium positions and research of their 
stability and show the foulness of application of 
ideal mathematical models for research of equilib-
rium positions is shown. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

а б 

Рис. 2. Області стійкості положення рівноваги типу (18) 
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