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Анотацiя
Для системи взаємодiючих точкових вихорiв на площинi, що функцiонує в дискретному часi, доведено iснування
стацiонарного режиму, при якому вихори рухаються по колу зi сталою кутовою швидкiстю. При наявностi
випадкових збурень, розв’язано задачу оцiнки параметрiв системи та дослiджено вплив параметрiв керування на
поведiнку центра завихреностi та моменту завихреностi системи. Встановлено орбiти обертання в стацiонарному
режимi за спостереженими даними за допомогою поєднання алгоритмiв машиного навчання DBSCAN та Random
Forest.
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Вступ

Дослiдження динамiки точкових вихорiв, розпоча-
те Г.Гельмгольцем ще у 19 ст., та продовжене Томсо-
ном, Хавелоком та багатьма iншими [1], залишається
актуальним i сьогоднi. Рiвняння руху взаємодiючих
вихорiв виникають в гiдродинамiцi, аеродинамiцi,
електродинамiцi, метеорологiї. В данiй роботi роз-
глянуто систему взаємодiючих точкових вихорiв на
площинi, що функцiонує в дискретному часi. Вивче-
но стацiонарний режим функцiонування такої систе-
ми . При наявностi випадкових збурень розв’язано
задачу оцiнки параметрiв системи.

1. Поведiнка системи двох взаємодiю-
чих вихорiв

Розглянемо систему двох взаємодiючих вихорiв на
площинi, рух яких задається системою рiвнянь
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𝛽 > 0 та 𝛾 ∈ (0, 1) параметри керування вихора-
ми. Поведiнку вихорiв змодельовано за допомогою
програмного забезпечення Python та вiдповiдних бi-
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блiотек. Необхiдний код знаходиться на репозиторiї
GitHub [2].

На рис. 1а, 1б, 1в зображено траєкторiї вихорiв
при однакових початкових умовах та рiзних параме-
трах керування. Використання параметра керуван-
ня 𝛾 (притягуючої сили в початку координат) та 𝛽
(управлiння циркуляцiєю) забезпечує обертання ви-
хорiв по колу з центром в початку координат, радiус
якого залежить вiд значень параметрiв керування.

1.1. Характеристики системи двох то-
чкових вихорiв

Позначимо через 𝑟𝑛 вiдстань мiж вихорами в мо-
мент часу 𝑛:

𝑟𝑛 = ||𝑧𝑛1 − 𝑧𝑛2 || =
√︁
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Через 𝐿𝑛 = ||𝑧𝑛1 ||2 + ||𝑧𝑛2 ||2 - момент завихреностi
в момент часу 𝑛. Доведено iснування границь для
характеристик:
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Встановлено, що в стацiонарному режимi функцiону-
вання вихори обертаються по колу радiуса 𝑅 =

√︁
𝐿
2

з центром в початку координат зi сталою кутовою
швидкiстю 𝜙, для якої:

cos𝜙 = 𝛾 (5)
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(а) З параметрами 𝛽=0.9, 𝛾=0.95

(б) З параметрами 𝛽=0.3, 𝛾=0.95

(в) З параметрами 𝛽=0.9, 𝛾=0.1

Рис. 1. Еволюцiя двох вихорiв з 𝑧01 = (46, 43)
𝑧02 = (39, 16)

(а) Вiдстань мiж вихорами 𝑟𝑛

(б) Момент завихреностi 𝐿𝑛

Рис. 2. Характеристики еволюцiї двох вихорiв

На графiках 2а, 2б зображено поведiнку характе-
ристик вихорiв з ростом 𝑛 при рiзних значеннях
параметрiв керування 𝛽 та 𝛾.

1.2. Поведiнка системи двох взаємодi-
ючих вихорiв за наявностi шуму

Розглянемо систему при наявностi шуму:
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{𝜉𝑛}𝑛≥1 - послiдовнiсть незалежних випадкових ве-
личин з нормальним розподiлом:

∀𝑛 𝜉𝑛 ∼ 𝑁{(0, 0);𝜎2𝐼},

де I - одинична матриця, 𝐼 =
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)︂
.

Зауважимо, що оскiльки шум є однаковим для
обох вихорiв, то на величину 𝑟2𝑛 = ||𝑧𝑛1 − 𝑧𝑛2 ||2 – вiд-
стань мiж вихорами – шум не впливає. Доведено,
що
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Також, доведено, що статистика 𝜎2 є незмiщеною змi-
стовною оцiнкою для 𝜎2, де 𝑄𝑘 - центр завихреностi
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Рис. 3. Еволюцiя двох вихорiв з параметрами 𝛽=0.3,
𝛾=0.95 за наявностi шуму

в момент часу 𝑘.
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2
Також запропоновано алгоритм, оцiнювання невiдо-
мої дисперсiї та параметрiв керування за спостере-
женими даними.

На рис. 3 зображено траєкторiї вихорiв при наяв-
ностi випадкових збурень.

1.3. Задача оптимального керування
еволюцiєю вихорiв

Нехай система з двох взаємодiючих вихорiв за
наявностi шуму з вiдомою дисперсiєю 𝜎2 керується
парою (𝛽0, 𝛾0) так, що вiдстань мiж ними 𝑅0. Хочемо
знайти таку пару керування (𝛽, 𝛾), щоб вiдстань мiж
вихорами стала 𝑅. Пару (𝛽, 𝛾) шукаємо як розв’язок
наступної задачi оптимiзацiї:⎧
⎨
⎩
(𝛾 − 𝛾0)2 + (𝛽 − 𝛽0)2 + (𝑟2𝑇 −𝑅2)2 + 𝜎2

1−𝛾2 → min

𝑅2 = 2𝛽√
1−𝛾2

,

(9)
де 𝜎2 оцiнка дисперсiї побудованої за попереднiми
спостереженнями. 𝑇 - часовий промiжок, в якому
розглядається еволюцiя системи.

Використовуючи python та алгоритм Sequential
Least Squares Programming (SLSQP)[4] вдалося зна-
йти оптимальну пару (𝛽, 𝛾) [2].

2. Поведiнка системи 𝑁 взаємодiючих
вихорiв

Розглянемо систему з 𝑁 взаємодiючих частинок –
вихорiв, еволюцiя яких описується в дискретному

Рис. 4. Еволюцiя з 20 вихорiв з параметрами 𝛽=0.3,
𝛾=0.95

Рис. 5. Еволюцiя з 20 вихорiв з параметрами 𝛽=0.3,
𝛾=0.95 за наявностi шуму

часi рiвнянням:
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На рис. 4 зображено траєкторiї вихорiв.
На рис. 5 зображено траєкторiї вихорiв за наявно-

стi шуму, коли еволюцiя системи описується рiвнян-
ням:

𝑧𝑛+1
𝑖 = 𝛾𝑧𝑛𝑖 + 𝛽

𝑁∑︁

𝑗=1, 𝑖̸=𝑗

𝑈
𝑧𝑛𝑖 − 𝑧𝑛𝑗
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+ 𝜉𝑛 (11)

де {𝜉𝑛}𝑛≥1 - послiдовнiсть незалежних випадкових
величин з нормальним розподiлом в 𝑅𝑁 .

Кiлькiсть орбiт обертання в стацiонарному режимi
залежить вiд кiлькостi вихорiв у початковий момент
часу, їх взаємному розташуванню та параметрiв ке-
рування [3].
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(а) Еволюцiя з 35 вихорiв з параметрами 𝛽=0.4, 𝛾=0.9 (б) Результат кластеризацiї за орбiтами обертання

Рис. 6. Кластеризацiя вихорiв

3. Класифiкацiя вихорiв за орбiтами
обертання

На рис. 5 видно, що кiлькiсть орбiт обертання в
стацiонарному режимi може бути рiзна. Була побудо-
вана модель, яка по спостереженiй еволюцiї вихорiв
здатна вiднести вихор до вiдповiдної орбiти обертан-
ня. Для навчання моделi був використаний алгоритм
класифiкацiї Random Forest рис. [5]. Для отримання
навчальної вибiрки для моделi класифiкацiї був вико-
ристаний алгоритм кластеризацiї DBSCAN [6], який
по наявнiй еволюцiї вихорiв (рис. 6а) видiлив рiвнi
обертання (рис. 6б). Якiсть класифiкатора (рис. 7)
досить висока (оскiльки кластер -1 є шумом, та є не
важливим).

Рис. 7. Оцiнка якостi класифiкатора Random Forest

Робоча програма наявна на репозиторiї GitHub [2].

Висновки
В цiй роботi розглянуто системи вихорiв, якi ево-

люцiонують в дискретному часi. Встановлено вплив
параметрiв керування на момент завихреностi та ку-
тову швидкiсть обертання системи двох вихорiв у
стацiонарному режимi функцiонування. Розв’язано
задачу оцiнки невiдомих параметрiв керування за
наявностi випадкових збурень. Запропоновано алго-
ритм машинного навчання, який за даними спосте-

режень для багатоточкової системи вихорiв здатен
видiлити стацiонарнi орбiти обертання та знайти для
кожного вихора його орбiту. Наступним кроком мо-
же стати розв’язання задачi знаходження орбiт обер-
тання багатоточкової системи вихорiв за заданою
початковою конфiгурацiю та параметрами керуван-
ня.
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