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Анотацiя
В процесах гравiтацiйного мiкролiнзування спостерiгають пiдсилення яскравостi вiддаленого астрономiчного

джерела випромiнювання завдяки добре вiдомому ефекту гравiтацiйної рефракцiї. У данiй роботi проведено
моделювання спостережень кривих блиску в подiях мiкролiнзування на зорях Галактики. Оцiнено обмеження на
параметр, що характеризує гiпотетичнi вiдхилення вiд стандартної моделi, в залежностi вiд похибок фотометричних
спостережень в таких подiях.
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Вступ
В астрономiчних спостереженнях яскравiсть да-

лекого джерела може суттєво збiльшуватися, коли
поблизу променя зору проходить компактний об’єкт
(зоря) нашої Галактики. Теорiя ефекту базується на
добре вiдомiй формулi Ейнштейна для гравiтацiйної
рефракцiї (див. напр. [1]). Характерний час такого
явища, яке має назву гравiтацiйного мiкролiнзува-
ння, для галактичних об’єктiв складає вiд тижнiв
до мiсяцiв. Подiї галактичного мiкролiнзування спо-
стерiгають з кiнця минулого столiття [2]; сучасна
технiка дозволяє реєструвати бiльше тисячi таких
подiй на рiк [3]. У коло можливих застосувань ефе-
кту входять, зокрема, пошуки темної матерiї [4], а
також перевiрки формули Ейнштейна для гравiта-
цiйного вiдхилення свiтла за кривими блиску мiкро-
лiнзованих джерел [5], [6]. Вiдзначимо, що перевiрки
цiєї формули, як i взагалi перевiрки загальної теорiї
вiдносностi (ЗТВ), вiдiграють важливу роль в гра-
вiтацiйнiй фiзицi i проводяться регулярно з появою
нових спостережних можливостей [7]. У данiй роботi
проаналiзовано можливостi подiбної перевiрки в рам-
ках конкретної феноменологiчної моделi лiнзового
вiдображення, запропонованої в [5]. Актуальнiсть
питання у першу чергу пов’язана з перспективами
пiдвищення точностi та накопиченням спостережно-
го матерiалу, зокрема, групою OGLE [2], [3].

1. Базовi спiввiдношення i постановка
задачi

Ми використовуємо модель лiнзового вiдображе-
ння, запропоновану у [5], яка призначена для пере-
вiрки ейнштейнiвської формули гравiтацiйної рефра-
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кцiї. Вона спирається на степеневу залежнiсть для
кута гравiтацiйного вiдхилення променя свiтла про-
порцiйно 𝑎−(1+𝜀), де 𝑎 – вiдстань вiд променя до
маси, що його вiдхиляє. Гiпотетичне порушення ЗТВ
описується параметром 𝜀, який бажано обмежувати
якомога сильнiше. У ЗТВ 𝜀 = 0. Основна задача, що
розглядається у данiй роботi, полягає в тому, щоб
оцiнити похибку визначення 𝜀 у залежностi вiд точно-
стi фотометричних даних при спостереженнi кривих
блиску в подiях галактичного мiкролiнзування.

З формули для кута гравiтацiйного вiдхилення
свiтла випливає формула лiнзового вiдображення
[5]:

y = r

{︂
1−

(︂
𝑅0

𝑟

)︂𝑎}︂
(1)

Дана формула пов’язує кутове положення джере-
ла випромiнювання y (площина джерела) iз кутовим
положенням його зображення r, яке i спостерiгається;
𝑟 = |r|, 𝑅0 – характерний параметр, що має бути
близьким до кутового радiусу кiльця Ейнштейна у
стандартнiй теорiї [8]. Проте, за допомогою пере-
масштабування кутових одиниць, можна покласти
𝑅0 = 1.

Для будь-якого 𝑦 = |y| > 0 маємо два розв’язки
рiвняння (1), якi вiдповiдають двом зображенням:
r1,2 = (y/𝑦)𝑟1,2, де 𝑟1(𝑦) та 𝑟2(𝑦) – коренi рiвняння
𝑦−𝑟|1−(𝑅0/𝑟)

𝑎| = 0 на (0, 𝑅0) та (𝑅0,∞) вiдповiдно.
Розв’язки цього рiвняння у нашiй роботi знаходяться
чисельно, методом дихотомiї.

Коефiцiєнт пiдсилення для окремого зображення
з положенням r: 𝐾(𝑟, 𝜀) = |𝐷(𝑟)|−1, де 𝐷(𝑟) – де-
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термiнант матрицi 𝜕y/𝜕r [8]. Для вiдображення (1)
можна отримати вираз [4], [5]:

𝐷(𝑟) =

[︂
1−

(︂
𝑅0

𝑟

)︂𝑎]︂ [︂
1 + (𝑎− 1)

(︂
𝑅0

𝑟

)︂𝑎]︂
(2)

Сумарний коефiцiєнт для двох зображень (𝑦 ̸=
0, 𝑎 = 2 + 𝜀):

𝐾𝑡𝑜𝑡(𝑦, 𝜀) = 𝐾(𝑟1(𝑦), 𝜀) +𝐾(𝑟2(𝑦), 𝜀) (3)

Для астрономiчних об’єктiв з достатньою точнi-
стю можна прийняти, що вiдносний рух є лiнiйним,
звiдки:

𝑦(𝑡) =
√︀

𝑝2 + 𝑉 2(𝑡− 𝑇 )2, (4)

𝑝 – прицiльна вiдстань (за кутом) у системi, де
𝑉 – швидкiсть, 𝑇4 – момент максимального збли-
ження джерела та мiкролiнзи у проекцiї на небесну
(одиничну) сферу. Це дає таку залежнiсть зоряної
величини вiд часу:

𝑚(𝑡, 𝜀, 𝑝, 𝑉, 𝑇, 𝐶) = −2.5 log {𝐾𝑡𝑜𝑡(𝑦, 𝜀)}+ 𝐶, (5)

де 𝐶 – константа, пов’язана iз яскравiстю джерела
за вiдсутностi лiнзування, вона визначається разом
iз iншими параметрами пiд час фiтування кривої
блиску.

2. Генерацiя ансамблю кривих блиску
Для оцiнки точностi визначення 𝜀 треба мати на

увазi наступне. У типових подiях сильного галакти-
чного мiкролiнзування, якi в перспективi слiд вiд-
бирати для тестування, прицiльний параметр 𝑝 має
бути порядку 𝑅0. Кiлькiсть точок на кривiй блиску
визначається часом типової подiї порядку декiлькох
мiсяцiв. Ми задаємо вихiдну точнiсть фотометри-
чних спостережень iз дисперсiєю 𝜎, маючи на увазi,
що спостереження проводяться раз на добу. Реально
число добових спостережень можу бути бiльше, тодi
це можна врахувати при визначеннi ефективного
значення 𝜎.

Задача полягає в тому, щоб з’ясувати, на якому
рiвнi достовiрностi експеримент може пiдтвердити
значення 𝜀 = 0, тобто, з якою точнiстю буде визна-
чено 𝜀 за наявностi похибки спостережень.

Для генерацiї даних було обрано початковi пара-
метри, близькi до реальної подiї мiкролiнзування
OGLE-2018-BLG-0009: 𝑝0 = 0.454;𝑉0 = 0.044;𝑇0 =
749;𝐶0 = 0, 𝜀 = 0. Розглядаємо iдеальну криву бли-
ску

𝑀(𝑡) = 𝑚(𝑡, 0, 𝑝0, 𝑉0, 𝑇0, 0), (6)

до якої додаємо випадкову похибку у точках 𝑡𝑖 iз дис-
персiєю 𝜎 = 0.01 (рiвноточнi вимiрювання). Точки
𝑡𝑖 були розподiленi приблизно еквiдистантно, але з
невеликою дисперсiєю: 300 точок вiд 0 до 1000. В
околi мiнiмуму 𝑇0 = 749 перiод сильного мiкролiн-
зування включає приблизно 130 точок. Зашумлена
крива блиску має вигляд: 𝑚𝑖 = 𝑀(𝑡𝑖) + 𝑔𝑖, де 𝑔𝑖

Рис. 1. Лiнiї рiвня для 𝜎(𝑚) = 0.01

Рис. 2. Лiнiї рiвня для 𝜎(𝑚) = 0.04

– гаусiвська випадкова величина iз дисперсiєю 𝜎 (у
кожнiй точцi кривої 𝑔𝑖 – незалежнi). В чисельних
експериментах кiлькiсть реалiзацiй випадкової кри-
вої блиску, якi розглядалася як «експериментальнi
данi», 𝑁 = 30000. Набiр пiдгоночних параметрiв
(𝜀, 𝑝, 𝑉, 𝑇, 𝐶) визначається iз допомогою вбудованої
функцiї curvefit ( бiблiотека scipy.optimize, мова про-
грамування Python). В результатi було отримано
𝑁 точок у просторi параметрiв. Найбiльш цiкавими
є проекцiї розподiлу параметрiв на площину (𝜀, 𝑝)
та (𝜀, 𝑉 ). Для кожної проекцiї побудовано функцiї
розподiлу густини точок, якi мають досить скла-
дну будову. Ця процедура була проведена для двох
рiвнiв точностi вхiдних даних 𝜎(𝑚) = 0.01, 0.04. Вiд-
повiдно, на Рис. 1, 2 показано згладженi лiнiї рiвня
для густини точок у площинi (𝜀, 𝑝), якi вiдповiдають
iмовiрностям 0.997, 0.954, 0.683 потрапляння точки
всередину контуру. Природно, що центр цих елiпсiв
лежить поруч iз 𝜀 = 0. Залежностi маргiнальної
дисперсiї 𝜎(𝜀) вiд 𝜎(𝑚) показанi на Рис. 3.
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Рис. 3. Похибки визначення параметра 𝜀 в залежно-
стi вiд точностi вхiдних даних.

Висновки
Результати моделювання щодо точностi визначе-

ння параметра виглядають досить обнадiйливо з
огляду на сучасну точнiсть фотометричних спосте-
режень, навiть якщо порiвнювати отриманий резуль-
тат з досить високою сучасною точнiстю тестування
ефектiв ЗТВ, зокрема, в Сонячнiй системi [7]. Зро-
зумiло, що слiд мати на увазi, що реальнi спостере-
ження можуть не проводитися регулярно, зокрема,
у зв’язку з погодними умовами, а точнiсть цих спо-
стережень може залежати вiд низки факторiв, якi
важко врахувати. З iншого боку, наявнiсть великої
кiлькостi спостережень подiй мiкролiнзування, яка

щороку збiльшується, дозволить на порядок пiдви-
щити точнiсть шляхом статистичного усереднення.
Окрiм цього, слiд вiдзначити, що цiннiсть метода гра-
вiтацiйного лiнзування в планi перевiрок формули
Ейнштейна полягає в тому, що цей метод викори-
стовує новий експериментальний матерiал, який є
цiлком незалежним вiд iнших тестiв ЗТВ.
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