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Обробка сигналiв вiдiграє важливу роль у сучаснiй технiцi, зокрема
в телекомунiкацiях, електронiцi та обчислювальнiй технiцi. Одним iз ва-
жливих аспектiв обробки сигналiв є фiльтрацiя, яка дозволяє виокреми-
ти потрiбнi компоненти та позбутися небажаних шумiв. Одним iз методiв
аналiзу та проєктування фiльтрiв є використання многочленiв Якобi для
апроксимацiї їхнiх амплiтудно-частотних характеристик (АЧХ).

Як вiдомо, сигнал — це фiзичний процес, що несе iнформацiю. Сигнали
подiляються на детермiнованi та стохастичнi (випадковi). Також сигнали
можуть бути неперервними або дискретними, залежно вiд способу подачi
даних [2].

Фiльтрацiя сигналiв — це процес вiдокремлення корисної частини си-
гналу вiд небажаних компонентiв. Фiльтри класифiкують залежно вiд
дiапазону частот, якi пропускає фiльтр: фiльтри низьких частот (пропу-
скають сигнали з низькими частотами та пригнiчують високi); фiльтри
високих частот (пропускають високi частоти та пригнiчують низькi); сму-
говi фiльтри (пропускають сигнали у певному частотному дiапазонi); ре-
жекторнi фiльтри (усувають певний дiапазон частот). Фiльтри низьких
частот особливо важливi, оскiльки вони дозволяють видiляти корисну
низькочастотну компоненту сигналу та усувати високочастотнi шуми [2].

Многочлени Якобi є узагальненням ортогональних многочленiв, таких
як многочлени Лежандра, багаторазовi многочлени Чебишева першого
та другого родiв. Завдяки цьому вони є унiверсальним iнструментом для
апроксимацiї характеристик фiльтрiв та можуть бути скоригованi вiдпо-
вiдно до заданих параметрiв.

Многочлени Якобi [1] 𝑛 степеня, якi позначаються 𝑃
(𝛼,𝛽)
𝑛 (𝑥), є орто-

гональними на iнтервалi [−1, 1] вiдносно вагової функцiї Якобi 𝑤(𝛼,𝛽) =
(1− 𝑥)𝛼(1 + 𝑥)𝛽 , коли 𝛼, 𝛽 > −1.

А саме,
∫︁ 1

−1

𝑃 (𝛼,𝛽)
𝑚 (𝑥)𝑃 (𝛼,𝛽)

𝑛 (𝑥)𝑤(𝛼,𝛽)(𝑥)𝑑𝑥 = ℎ(𝛼,𝛽)𝑚 𝛿𝑛,𝑚,

де

ℎ(𝛼,𝛽)𝑚 =
2𝛼+𝛽+1

2𝑛+ 𝛼+ 𝛽 + 1

Γ(𝑛+ 𝛼+ 1)Γ(𝑛+ 𝛽 + 1)

Γ(𝑛+ 1)Γ(𝑛+ 𝛼+ 𝛽 + 1)
,
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𝛿𝑛,𝑚 — дельта-символ Кронекера, а Γ(·) — добре вiдома гамма-функцiя.
Саме ця властивiсть ортогональностi дозволяє використовувати їх у

спектральному аналiзi та фiльтрацiї сигналiв. Для цих многочленiв є вiд-
ношення симетрiї [3]:

𝑃 (𝛽,𝛼)
𝑛 (𝑥) = (−1)𝑛𝑃 (𝛼,𝛽)

𝑛 (−𝑥).

Для отримання апроксимуючої функцiї необхiдно використовувати мо-
дифiкованi многочлени Якобi:

𝐽 (𝛼,𝛽)
𝑛 (𝑥) = 𝑃 (𝛼,𝛽)

𝑛 (𝑥) + 𝑃 (𝛽,𝛼)
𝑛 (𝑥),

нормованих на деяку величину 𝐶(𝛼,𝛽)
𝑛 :

𝜓𝑛(Ω) =
𝐽
(𝛼,𝛽)
𝑛 (Ω)

𝐶
(𝛼,𝛽)
𝑛

, (1)

яка визначається як значення модифiкованого многочлена Якобi при 𝑥 =
1 i рiвна

𝐶(𝛼,𝛽)
𝑛 = 𝐽 (𝛼,𝛽)

𝑛 (1) =
1

Γ(𝑛+ 1)

[︂
Γ(𝑛+ 𝛼+ 1)

Γ(𝛼+ 1)
+

Γ(𝑛+ 𝛽 + 1)

Γ(𝛽 + 1)

]︂
.

Для нормованого фiльтра низьких частот функцiя квадрата АЧХ має
вигляд

|𝐻𝑛(𝑥)|2 =
1

1 + 𝜖2𝜓2
𝑛(𝑥)

,

де 𝑥 — частотна змiнна, 𝜓𝑛(𝑥) — характеристичний многочлен 𝑛 степе-
ня, визначений рiвнiстю (1), а 𝜖 є параметром, який вiдповiдає за нерiв-
номiрнiсть в смузi пропускання. Функцiя |𝐻𝑛(𝑥)| приймає максимальне
значення, рiвне 1, у нулях функцiї 𝜓𝑛(𝑥) i монотонно спадає за межами
iнтервалу 𝑥 ∈ [−1, 1].

Многочлени Якобi є потужним математичним iнструментом у фiль-
трацiї сигналiв. Вони дозволяють створювати фiльтри з покращеними
характеристиками, якi можна адаптувати до конкретних вимог за допо-
могою параметрiв 𝛼 i 𝛽. Використання цих многочленiв є перспективним
напрямком у створенi високоточних цифрових i аналогових фiльтрiв.
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