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Комп’ютерний практикум по курсу ”Обчислювальна математика ” призначений для набуття студентами практичних навичок вирішення задач теорії наближених обчислень для подальшого їх застосування у спеціальних дисциплінах, в яких застосовуються дискретні моделі обчислювального експерименту, за допомогою цих методів розв’язувати рівняння та системи, інтерполювати та апроксимувати табличні залежності та функції, інтегрувати та диференціювати функції, розв’язувати диференціальні рівняння. Особливу увагу при цьому приділено питанням визначення та мінімізації похибки обчислень.

        В результаті виконання комп’ютерного практикуму студенти повинні вміти визначати особливості математичних розрахунків, що реалізуються на ЕВМ; обирати чисельні методи - лінійної алгебри, нелінійних рівнянь і систем, методів чисельного інтегрування і диференціювання, методів наближення і розвязку диференціальних і інтегральних рівнянь, визначати помилки і характеристики стійкості обчислювальних алгоритмів, вміти розробляти програми, що реалізують чисельні методи.
Комп’ютерний практикум має віртуальний характер і виконується на персональних ЕОМ в програмному середовищі Mathcad. 

 Описання кожного віртуального практикуму приведено в даних методичних вказівках. Спеціальні типові завдання чергового практикуму виконуються всією навчальною групою в аудиторії, потім кожний студент виконує самостійне завдання згідно номеру варіанта, що відповідає номеру студента в списку групи. В процесі підготовки до комп’ютерного практикуму слід вивчити теоретичний матеріал і вміти дати відповідь на контрольні запитання, наведені в завданні.

ВИМОГИ ДО ОФОРМЛЕННЯ РЕЗУЛЬТАТІВ
Кожен студент оформляє протокол, який подається викладачеві при обговоренні результатів практикуму. На титульному листі слід навести номер та назву комп’ютерного практикуму, номер групи та прізвище того, хто виконував даний практикум, номер варіанту. Зміст протоколу повинен відповідати вимогам конкретного практикуму. Студенти, які подадуть протокол, який не відповідатиме вимогам комп’ютерного практикуму (будуть відсутні необхідні розрахунки, програми або графічний матеріал) до захисту не допускатимуться.

Форма протоколу:

Постановка задач. 

Коротка теорія (метод розв’язку). Геометрична інтерпретація.

Чисельний розрахунок за даними вихідної задачі з оцінкою похибки результату. 
Протокол роботи програми.

Аналіз отриманого результату.
Комп’ютерний практикум 1

Тема: Теорія похибок та машинна арифметика.

Мета: Дослідити вплив похибок на отриманий результат при проведенні певних розрахунків. 
Теоретичні відомості

Нехай 
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 – точне значення,  – наближене значення величини. Абсолютною похибкою наближеного значення 
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. Так як значення 
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 як правило невідомо, частіше оцінюють похибки виду: 
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 називають верхніми границями абсолютної і відносної похибок. 

Значущу цифру числа 
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a

 називають вірною, якщо абсолютна похибка числа не перевищує одної другої одиниці розряду, що відповідає цій цифрі.

Введемо функцію 
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. Тоді абсолютну похибкою можна визначити за допомогою функції 
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Робоче завдання
1. Дано ряд. Знайти суму ряду аналітично. Обчислити значення часткових сум ряду 
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 та знайти величину похибки при значеннях 
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2.  Для заданої матриці  знайти обернену матрицю (якщо це можливо). Потім в елемент 
[image: image18.wmf]11

a

 внести 10% похибку і знову знайти обернену матрицю. Пояснити отриманий результат.

3. Дано квадратне рівняння. Припускається, що коефіцієнт 
[image: image19.wmf]c

 отриманий в результаті заокруглення. Провести теоретичну оцінку похибок коренів в залежності від похибки коефіцієнта. Обчислити корені рівняння при декількох різних значеннях коефіцієнта в межах заданої точності. Порівняти отримані результати.
Таблиця 1.1 – Завдання 1
	N
	Ряд
	N
	Ряд

	1
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n? +10n+ 16
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Таблиця 1.2 – Завдання 2
	Варіант
	А
	В

	1
	1 

0.47 

-0.11 

0.55 

0.42 

1 

0.35 

0.17 

-0.25 

0.67 

1 

0.36 

0.54 

-0.32 

-0.74 

1 


	.1.33 

1.29 

2.11 

0.10



	2
	0.63 

1 

0.11 

0.34 

0.17 

1.18 

-0.45 

0.11 

0.31 

-0.15 

1.17 

-2.35 

0.58 

0.21 

-3.45 

-1.18 


	2.08 

0.17 

1.28 

0.05 



	3
	0.77 

0.04 

-0.21 

0.18 

-0.45 

1.23 

-0.06 

0 

-0.26 

-0.34 

1.11 

0 

-0.05 

0.26 

-0.34 

1.12 


	1.24 

-0.88 

0.62 

-1.17 



	4
	0.79 

-0.12 

0.34 

0.16 

-0.34 

1.18 

-0.17 

0.18 

-0.16 

-0.34 

0.85 

0.31 

-0.12 

0.26 

0.08 

0.75 


	-0.64 

1.42 

-0.42 

0.83 



	5
	-0.68 

-0.18 

0.02 

0.21 

0.16 

-0.88 

-0.14 

0.27 

0.37 

0.27 

-1.02 

-0.24 

0.12 

0.21 

-0.18 

-0.75 


	-1.83 

0.65 

-2.23 

1.13 




Таблиця 1.3 – Завдання 3
	[image: image30.png]f(x)=ax*+bx+c





	N
	a
	b
	c
	N
	a
	b
	c

	1
	1.2
	10
	123.5
	6
	5.5
	68
	116

	2
	2.3
	23
	213
	7
	9.2
	56
	291

	3
	3
	31
	356.9
	8
	8.3
	45
	613

	4
	6
	61
	436
	9
	7.9
	38
	825

	5
	8.1
	52
	891
	10
	8.1
	25
	946


Приклади розв’язання заданих задач
Розв’язок завдання №1
Теоретичний розв’язок :
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Розв’язок даної задачі засобами MathCAD.
Запишемо функцію для знаходження кількості вірних значущих цифр:
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Абсолютна похибка

Знаходимо суму ряду при N=10: 
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Знаходимо суму ряду при N=102:
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Знаходимо суму ряду при N=103:
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Знаходимо суму ряду при N=104:
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Таблиця 1.4 – Результати обчислення програми

	N
	Значення частинної суми ряду
	Значення абсолютної похибки
	Кількість вірних значущих цифр

	10
	17.600000
	6.400000
	0

	102
	23.085714
	0.914286
	1

	103
	23.904478
	0.095522
	2

	104
	23.990405
	0.009595
	3

	105
	23.999040
	0.000960
	4


Розв’язок завдання №2
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A

:=


[image: image60.wmf]detA

0

=


 Оскільки визначник матриці А дорівнює нулю, то така матриця оберненої не має.
Внесемо в елемент a11 матриці похибку(матриця В).
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Як бачимо, визначник матриці В відмінний від нуля, отже для цієї матриці можна знайти обернену. 
Розв’язок завдання №3
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Задаємо значення коефіцієнтів
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Функції для знаходження                                   Теоретично знайдені
коренів квадратного рівняння:                           частинні похідні по с:
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Частинні похідні по с обчислені за допомогою MathCAD
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Почергово будемо вносити в коефіцієнт с похибку
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Вносимо похибку с=0,01
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Практичне обчислення похибок             Теоретичне обчислення похибок
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Контрольні завдання і питання 
1. Виконати округлення наближених чисел і записати результат з урахуванням вірних цифр:

a = - 0.5689176,    [image: image85.png]


 a = 0.005
b = 1.386222         [image: image86.png]


 b = 0.02
2. Висота і радіус основи циліндра виміряні з точністю до 0.5%. Яка відносна похибка при обчисленні об'єму циліндра?
3. Вказати правила оцінки абсолютних і відносних похибок функцій: a x і xa.
4. Сформулюйте правила округлення наближених чисел: по доповненню і усіканням.
5. Сформулюйте визначення вірної цифри числа. Наведіть приклади.
6. Доведіть твердження про оцінку абсолютної похибки суми і різниці двох чисел.
7. На підставі формули обчислення похибки функції багатьох змінних сформулюйте правило обчислення абсолютної і відносної похибок функції однієї змінної.
8. На підставі формули обчислення похибки функції багатьох змінних виведіть формулу для оцінки абсолютної похибки неявної функції. 
Комп’ютерний практикум 2
Тема: Розв’язок систем лінійних алгебраїчних рівнянь прямими методами. 

Мета: Дослідити залежність похибок коренів системи рівнянь від похибок, що вносяться в різні елементи матриці (в праву частину або коефіцієнти при невідомих). Знайти число обумовленості матриці.

Теоретичні відомості
        Метод розв’язку задачі називають прямим, якщо він дозволяє отримати розв’язок після виконання кінцевого числа елементарних операцій. До прямих методів відносяться метод Гаусса та його модифікації,

      Метод Гауса. Розглянемо метод Гауса (схему єдиного поділу) розв’язку системи рівнянь. Прямий хід складається з m-1 кроків виключень. 
1 Крок. виключимо невідоме [image: image87.png]


 з рівнянь з номерами i = 2,3,..m. Припустимо, що [image: image88.png]ay =0



. Будемо називати його провідним елементом 1-го кроку.

Знайдемо величини [image: image89.png]


, i=2,3,...m , що звуться множниками 1-го кроку. Виключимо послідовно з другого, третього, ... m-го рівнянь системи перше рівняння, помножене відповідно на [image: image90.png]Haps Haye H



. В результаті 1-го кроку отримаємо еквівалентну систему рівнянь:

[image: image91.png]Xy + gy Ayt ot Xy = B
. . Oy pd
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      Аналогічно проводяться інші кроки. Опишемо черговий k-ий крок. Припустимо, що ведучий елемент [image: image92.png]ay # 0



. Обчислимо множники к-го кроку:[image: image93.png]1)
{&-1)

=
Ha



, i=k+1,...m і віднімемо послідовно з (k+1)-го, ...m -го рівнянь системи k - рівняння, помножене відповідно на [image: image94.png]Hiarger Hiszor - Huk



. Після (m-1)-го кроку виключення отримаємо систему рівнянь

[image: image95.png]X+ gy Ayt Xy = by
Dy 4 a: Oy =
o +afx, +afr +. .+ alx, =8,
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,

матриця якої є верхньою трикутною. На цьому обчислення прямого ходу закінчуються.

       Зворотний хід. З останнього рівняння системи визначається [image: image96.png]


. Підставляючи знайдене значення [image: image97.png]


 в передостаннє рівняння, отримуємо [image: image98.png]


. Далі послідовно знаходимо невідомі [image: image99.png]Ty ge g Ry



.

LU розкладання матриці. Уявімо матрицю A у вигляді добутку нижньої трикутної матриці L і верхньої трикутної U.

 Введемо в розгляд матриці

[image: image100.png]Hn
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і [image: image101.png]
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      Можна показати, що A = LU. Це і є розкладання матриці на множники.

     У методі Гаусса для обчислення масштабуючих множників потрібно ділити на провідні елементи кожного кроку. Якщо елемент дорівнює нулю (тривіальна стратегія) або близький до нуля, то можливий неконтрольований ріст похибки.

      Тому часто застосовують модифікації методу Гаусса, що мають покращені обчислювальні властивості.

      Схема часткового вибору. На k-му кроці прямого ходу в якості ведучого елемента вибирають максимальний по модулю коефіцієнт [image: image103.png]ok



 при невідомій [image: image104.png]


 в рівняннях з номерами i = k 1, ... , m. Потім рівняння,  відповідне обраному коефіцієнту з номером [image: image105.png]


, міняють місцями з к-им рівнянням системи для того, щоб головний елемент зайняв місце коефіцієнта [image: image106.png]1)
-1
aly



. Після цієї перестановки виняток проводять як в схемі єдиного ділення. У цьому випадку всі масштабуючі множники по модулю менше одиниці і схема володіє обчислювальною стійкістю.
Норми векторів і матриць.  Позначимо через [image: image107.wmf](
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– точний розв’язок системи, а через [image: image108.wmf](
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– наближений розв’язок системи.
Нормою вектора [image: image109.wmf]x

r

 називається число [image: image110.wmf]x

, що задовольняє трьом аксіомам:

1) [image: image111.wmf]0
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³

, причому [image: image112.wmf]0
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 тоді і тільки тоді, коли [image: image113.wmf]0
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2) [image: image114.wmf]xx
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 для довільного вектора [image: image115.wmf]x

r

 та довільного числа [image: image116.wmf]a

;
3) [image: image117.wmf]xyxy
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 для довільних векторів [image: image118.wmf]x
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 та [image: image119.wmf]y
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.
Приведемо приклад норм, що найчастіше використовуються:
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Відносна похибка вектора вводиться за допомогою формули: [image: image121.wmf](
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Нормою матриці А називається величина [image: image122.wmf]0
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. Введена норма має наступні властивості, аналогічні властивостям норми вектора:

1) [image: image123.wmf]0
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, причому [image: image124.wmf]0
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 тоді і тільки тоді, коли [image: image125.wmf]0
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2) [image: image126.wmf]AA
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 для довільної матриці [image: image127.wmf]A

 та довільного числа [image: image128.wmf]a

;
3) [image: image129.wmf]ABAB
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 для довільних матриць [image: image130.wmf]A

 та [image: image131.wmf]B

.
4) [image: image132.wmf]ABAB
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Кожній із векторних норм відповідає своя підлегла норма матриці:

[image: image133.wmf](
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В оцінках замість норми [image: image134.bmp] використовується евклідова норма матриці [image: image135.png]



Відносна похибка матриці вводиться аналогічно до похибки вектора за допомогою формули: [image: image136.wmf](
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Оцінювати теоретично похибку розв’язку системи [image: image137.bmp] за похибками вхідних даних можна за формулою

[image: image138.png]


, 

де x* - розв’язок системи A*x*=b*
Число обумовленості квадратної матриці A визначається, як 

cond(A) = ||A||·||A-1||

Число обумовленості має наступне значення: якщо машинна точність, з якою здійснюються всі операції з дійсними числами, дорівнює ε, то після розв’язку системи лінійних рівнянь Ax = b, результат буде отримано з відносною похибкою порядку ε·k(A). Хоча число обумовленості матриці залежить від вибору норми, якщо матриця добре обумовлена, то її число обумовленості буде малим при будь-якому виборі норми а якщо вона погано обумовлена, то її число обумовленості буде великим при будь-якому виборі норми.

Якщо cond(A)=1-10, матриця вважається добре обумовленою, а коли cond(A) >>102-103  - погано обумовленою. 
Робоче завдання
2.1. Дано систему рівнянь АХ=В порядку n (табл. 2.1).  Розв’язати цю систему за допомогою (для кожного члена бригади різна стратегія):

- метод Гауса з тривіальною стратегією вибору головного елементу;

- метод Гауса зі стратегією окремого вибору головного елементу;

- метод Гауса зі стратегією з визначенням масштабу окремого вибору головного елементу (урівноважуюча стратегія).

Дослідити залежність похибки розв’язку х від похибок коефіцієнтів матриці А. 

для чого знайти практичне та теоретичне значення відносної похибки розв’язків, відносну похибку матриці, на основі обчисленої похибки побудувати гістограму.  

2.2. Розвя’зати систему рівнянь АХ=В використовуючи LU - розклади матриці  А.  

Перетворити вектор В за формулами прямого ходу методу Гауса. За допомогою зворотної підстановки знайти розв’язок системи х.
Дослідити залежність похибки розв’язку х від похибки правої частини системи В.
Для дослідження похибки розв’язку від коефіцієнтів в пп1 і 2 треба: 

        2.3. Обчислити число обумовленості матриці

        2.4. Прийняти розв’язок х за точний , обчислити [image: image140.png]d=(dy...dy)"



 

 [image: image142.png]


  i=1…n відносних похибок хі систем АХі=В   і  А1Хі=В    для п.п.1 та  АХі=Ві  i=1…n  для п.п.2, де компоненти векторів Ві  обчислюються за формулою [image: image144.png]


  [image: image146.png]



м - величина похибки

2.5. На основі обчисленого вектора d побудувати гістограми. По гістограмах визначити компоненти  матриці A і компоненти [image: image148.png]


   вектора В,  які створюють  найбільший вплив на похибку розв’язку. 

2.6. Оцінити теоретично похибку розв’язку   хm за формулою,  порівняти теоретичну і    практичну похибку, пояснити результати.
Приклад розв’язку завдання 2.1.
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Знаходимо розв'язки систем
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Знаходимо практичне значення відносної похибки
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Знайдемо теоретичне значення відносної похибки
[image: image159.wmf]d
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Висновки: Як можна бачити з гістограми та розрахунків практичне та теоретичне значення похибки складають 1,096% та 169,354% відповідно. Обґрунтування щодо значення похибок мають аналогічний характер по відношенню до завдання №2.1.

 Також потрібно було дослідити залежність похибки коренів від похибки внесеної в коефіцієнти при невідомих. Як можна помітити з розрахунків, внесення похибки розміром 0,055% в коефіцієнти при невідомих призводить до практичної похибки величина якої складає 1,096% в коренях. Тобто практична похибка зростає в 20 раз.

Приклад розв’язку завдання 2.2.
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0.54

0.53

0.52

0.51

0.5

0.49

0.47

0.53

0.51

0.49

0.46

0.43

0.4

0.37

0.52

0.49

0.44

0.4

0.36

0.32

0.28

0.51

0.46

0.4

0.34

0.29

0.25

0.21

0.5

0.43

0.36

0.29

0.24

0.2

0.16

0.49

0.4

0.32

0.25

0.2

0.16

0.13

0.47

0.37

0.28

0.21

0.16

0.13

0.1

æ

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

ö

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

:=


[image: image166.wmf]b

4

4

4

4

4

4

4

æ

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

ö

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

:=


[image: image167.wmf]b1

4.1

4.001

4.52

4.3

3.8

3.99

3.46

æ

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

ö

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

:=


Знаходимо розв'язки систем
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Знаходимо практичне значення відносної похибки
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Знайдемо теоретичне значення відносної похибки
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Висновки: Як можна побачити з гістограми практичне значення похибки при обчисленні коренів системи складає 6,197%, проте, якщо подивитись на теоретичні розрахунки, то можна побачити, що значення похибки складає  412,963%. Виходячи з формули [image: image183.wmf](
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, за якою обчислюється теоретичне значення похибки, можна побачити, що похибка не може перевищувати значення 412,963%. Тепер порівняємо значення похибки отриманої практично та теоретично, як бачимо практична похибка не перевищує теоретичну, що і потрібно було довести. Як бачимо теоретичне значення похибки є дуже великим, це є наслідком того, що число обумовленості матриці є значно більшим за одиницю, тобто [image: image184.wmf](
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. Число обумовленості стверджує про те, що матрицю слід вважати погано обумовленою у випадку [image: image185.wmf](
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. Отже виходячи з формули [image: image186.wmf](
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для такої системи існують розв’язки, що мають досить високу чутливість до похибок, що вносяться в рівняння.

Також потрібно було дослідити залежність похибки коренів від похибки внесеної в праву частину. Як можна помітити з розрахунків, внесення похибки розміром 0,135% в праву частину системи призводить до практичної похибки величина якої складає 6,197% в коренях. Тобто практична похибка зростає в 46 раз.
Таблиця 2.1.

	Варіант
	А
	В

	1
	1 

0.47 

-0.11 

0.55 

0.42 

1 

0.35 

0.17 

-0.25 

0.67 

1 

0.36 

0.54 

-0.32 

-0.74 

1 


	.1.33 

1.29 

2.11 

0.10



	2
	0.63 

1 

0.11 

0.34 

0.17 

1.18 

-0.45 

0.11 

0.31 

-0.15 

1.17 

-2.35 

0.58 

0.21 

-3.45 

-1.18 


	2.08 

0.17 

1.28 

0.05 



	3
	0.77 

0.04 

-0.21 

0.18 

-0.45 

1.23 

-0.06 

0 

-0.26 

-0.34 

1.11 

0 

-0.05 

0.26 

-0.34 

1.12 


	1.24 

-0.88 

0.62 

-1.17 



	4
	0.79 

-0.12 

0.34 

0.16 

-0.34 

1.18 

-0.17 

0.18 

-0.16 

-0.34 

0.85 

0.31 

-0.12 

0.26 

0.08 

0.75 


	-0.64 

1.42 

-0.42 

0.83 



	5
	-0.68 

-0.18 

0.02 

0.21 

0.16 

-0.88 

-0.14 

0.27 

0.37 

0.27 

-1.02 

-0.24 

0.12 

0.21 

-0.18 

-0.75 


	-1.83 

0.65 

-2.23 

1.13 




	6
	-0.58 

-0.32 

0.03 

0 

0.11 

-1.26 

-0.36 

0 

0.12 

0.08 

-1.14 

-0.24 

0.15 

-0.35 

-0.18 

0 


	-0.44 

-1.42 

0.83 

1.42 
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-0.19 

0.12 

0.28 

-0.14 

-1 


	1.71 

-0.62 

0.89 

-0.94 



	8
	-0.87 

0.27 

-0.22 

-0.18 

-0.21 

-1 

-0.45 

0.18 

0.12 

0.13 

-0.33 

0.18 

0.33 

-0.41 
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-1 


	-1.21 

0.33 

0.48 

1.21 



	9
	-0.81 
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0.38 
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-0.22 
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0.11 

0.33 

0.51 

-0.07 

-0.81 
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-1 


	0.81 

0.64 

1.71 

1.21 



	10
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0.22 
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0.31 
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-1 

-0.12 

0.22 

0.11 

0.23 
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-0.51 

0.17 

-0.21 

0.31 

-1 
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1.5 

1.2 

0.17 




Контрольні питання
1. Сформулюйте визначення норми вектора і запишіть формули її знаходження. 

2. Надайте визначення норми матриці. Які ви знаєте властивості норми матриці? 

3. Надайте визначення відносного числа обумовленості матриці. Що таке погано обумовлена система рівнянь? 

4. Сформулюйте алгоритм метода Гауса і  запишіть формули для перетворення елементів матриці на  к-му кроці прямого хЗДР метода.

5. Що таке  LU - розкладення матриці?
Комп’ютерний практикум 3  
Тема: Розв’язок систем лінійних алгебраїчних рівнянь ітераційними методами.
Мета: Оволодіти навичками розв’язку СЛАР ітераційними методами. Порівняти збіжність різних методів
Теоретичні відомості
     Метод розв’язку задачі називають ітераційним, якщо в результаті отримують нескінченну послідовність наближень до розв’язку. Якщо ця послідовність збігається до розв’язку, то кажуть, що ітераційний процес збігається.
      Розглянемо систему Ax = b.

      Для застосування ітераційних методів система повинна бути приведена до еквівалентного вигляду x = Bx + d. Потім вибирається початкове наближення до розв'язку системи рівнянь [image: image187.png]= (x
X = (3,205,

)




і знаходиться послідовність наближень до кореня. Для збіжності ітераційного процесу достатньо, щоб була виконана умова [image: image188.png]


. . Критерій закінчення ітерацій залежить від застосовуваного ітераційного методу. 
 Метод Якобі.

 Найпростіший спосіб приведення системи до виду зручному для ітерації полягає в наступному: з першого рівняння системи виразимо невідоме x1, з другого рівняння системи - x2, і т. д. В результаті отримаємо систему рівнянь з матрицею B, в якій на головній діагоналі стоять нульові елементи, а інші елементи обчислюються за формулами:
[image: image189.png]


,    i, j = 1, 2, ... n.

Компоненти вектора d обчислюються за формулами:
[image: image190.png]


,   i = 1, 2, ... n.

Розрахункова формула методу простої ітерації має вигляд
[image: image191.png]


,

або в покоординатній формі запису виглядає так:
[image: image192.png]P = b P b 4 b x4,



,  i = 1, 2, ... m.

Критерій закінчення ітерацій у методі Якобі має вигляд:

[image: image193.png](D _ 5O

<4



,   де   [image: image194.png]


.

Якщо [image: image195.png]|B]|<1/2



, то можна застосовувати більш простий критерій

[image: image196.png](D _ 5O

<z



  закінчення ітерацій

Метод Зейделя.

      Метод можна розглядати як модифікацію методу Якобі. Основна ідея полягає в тому, що при обчисленні чергового (n + 1)-го наближення до невідомого xi при i> 1 використовують вже знайдені (n 1)-е наближення до невідомих x1, x2, ..., xi - 1, замість n-го наближення, як у методі Якобі. Розрахункова формула методу в покоординатній формі запису виглядає так:
[image: image197.png]) = bt 4 b by 0T by By’ +



,

i = 1, 2, ... m .. 
     Умови збіжності і критерій закінчення ітерацій можна взяти такими ж як у методі Якобі.

 Метод простої ітерації.

 Якщо A - симетрична і позитивно визначена матриця, то систему рівнянь часто призводять до еквівалентного вигляду:
x = x - [image: image198.png]


(Ax - b),  [image: image199.png]


 - ітераційний параметр.

     Розрахункова формула методу простої ітерації в цьому випадку має вигляд:
x (n+1) = x n -  [image: image200.png]


(Ax n - b).

Тут B = E -  [image: image201.png]


A  і параметр  [image: image202.png]


 > 0 вибирають так, щоб по можливості мінімізувати величину  [image: image203.png]


. 

      Нехай [image: image204.png]


 і [image: image205.png]


- мінімальне і максимальне власні значення матриці A. Оптимальним є вибір параметра [image: image206.png]r =2/ Agin + A |



. У цьому випадку[image: image207.png]


 приймає мінімальне значення, що дорівнює  [image: image208.png](Amax — Amin ) [ Amax + Amin )




Робоче завдання
3.1. Дана система рівнянь Ax=b. Знайти розв’язок системи за допомогою метода Гауса. Виконати 10 ітерацій за методом Зейделя. Вважаючи розв’язання, отримане за допомогою метода Гаусса точним, знайти величину абсолютної похибки ітераційоного розв’язку.
            ПОРЯДОК  РОЗВ’ЯЗАННЯ  ЗАДАЧІ:

1. Задати матрицю системи A і вектор правої частини b. Знайти розв’язання системи Ax=b с за допомогою метода Гаусса. 

2. Привести систему Ax=b до вигляду x=Bx+c, зручному для ітерацій. Перевірити виконання достатньої умови збіжності ітераційних методів  [image: image209.wmf]||||1

B

¥

<

.

3. Виконати  10  ітерацій за методом Зейделя; взяти будь-яке початкове приближення. Вважаючи розв’язання,  отримане в п. 1 точним, знайти величину абсолютної похибки ітераційного розв’язання (використати норму [image: image210.wmf]||||

¥

×

). 

4. Взяти інше початкове приближення. Пояснити отримані результати.

3.2. Для системи рівнянь Ax=b із задачі 1 знайти розв’язання за методом Зейделя з  точністю (=[image: image211.wmf]6

10

-

, взяв будь-яке початкове приближення. Передбачити підрахунок кількості ітерацій, потрібних для досягнення точності (. 

3.3. Для системи рівнянь Ax=b із задачі 1 виконати 10 ітерацій  за методом простої ітерації. Оцінити абсолютну помилку отриманого розв’язку теоретично. Знайти реальну величину абсолютної помилки, прийнявши за точний розв’язок - розв’язок, отримане за допомогою метода Гауса. 
3.4. Дана система рівнянь x=Bx+c, где B=B(t), [image: image212.wmf]1,0.8,...,0.8,1

t

=--

 - параметр. Побудувати график (або гистограмму) залежності норми [image: image213.wmf]||||

B

¥

 від параметра t. За графіком визначити, при яких вказаних вище значеннях t виконано достатня умова збіжності ітераційних методів. Знайти розв’язок системи x=Bx+c з точністю [image: image214.wmf]5

10

-

=

e

 для наибільшого значення параметра t, при якому виконується умова збіжності.   
Таблиця 3.1 – Завдання 1, 2, 3
Варіанти 3.1.N – 3.1.15+N, N=1,2…15 мають одну і ту же матрицю А і відрізняються векторами правих частин.

	N     N
	А
	B      В
	N    N
	B       B

	3.1.1
	79.2          0      35        19.8     24

39.6         85       0        19.8     25

19.8        -15     45         0         10

49.5         18     20        89.1       0

9.9         15     20      -49.5      95
	86

55

77

5

-64
	3.1.16
	-468.1

122.3

-257.2

-223.6

35.9

	3.1.2
	29.7         2         0         19.8       2

9.9      -21         0         -9.9        1

-9.9       11       29          6.6        1

9.9      7.5         2       -19.8        0

-49.5        -1       23          9.9      84
	26.2

-41.1

97.4

99.8

27.1
	3.1.17
	29.2

99.9

-174.7

75.05

-185.9

	3.1.3
	89.1       29         0       59.4         0

39.6     -84          0      -39.6        4

-29.7        31       86        19.8        3

49.5        39          8        -99           0

-59.4           0        24       13.2      98
	260.2

-313.2

293.3

-212.4

230.8
	3.1.18
	200.5

-64.4

-95.1

-40.7

12.6

	3.1.4
	39.6      0        17.5     9.9    12

79.2    120       0       39.6     0

19.8     -21       46       0        5

49.5      19       19     89.1     0

9.9       25       10    -39.6    85
	38.5

38.8

93.7

43

-49.7
	3.1.19
	-34.35

-530

102.1

-286.5

101.3

	3.1.5
	99         28        0     69.3        0

49.5     -94        3   -29.7      10

39.6      24     -96   -29.7        0

29.7      24      23    79.2         0

69.3        0      21    -3.3      -98
	40.2

91.5

93.4

84.7

-1.5
	3.1.20
	-58.7

-156.9

-405.5

239.6

-306.5

	3.1.6
	7.92         3.36      -2.24        1.98

-13.86       18.20       0             3.96

-2.97         0.20       4.80        0

5.94         0         -10.60      16.83
	-1.956

62.8

-4.16

48.31
	3.1.21
	14.556

-100.54

-1.27

-71.31

	3.1.7


	4.95           1.12        2.9       0.66

8.91          19.9        -4.0       6.93

-2.97             2.2        -5.8       0

5.94             1.3       10.5      17.82
	-3.41

50.33

19.49

-45.88
	3.1.22
	-31.024

-37.81

28.58

9.32

	3.1.8


	  118.8         -14             -5         -89.1

  -59.4        194              5         128.7

  148.5         12         -310         148.5

  0             18.5            90       -108.9
	-92.5

-340.1

-898

184.1
	3.1.23
	451.5

-1158.3

5700

-2060.7

	3.1.9


	118.8        -14           -5          -89.1

-14.85      -20           -5             0

297           16         320             0

0             6          -30         -36.3
	444.5

-41.05

-635

209.3
	3.1.24
	943

-80.7

2602.8

1.1

	3.1.10
	   49.5       12.52         16.12        19.80

0         27.1          1.64          23.76

12.87     11.52           40           -14.85

0          4.32           0.12          6.27
	-92.98

25.46

-26.76

-1.15
	3.1.25
	-51.176

101.46

-178.846

14.084

	3.1.11


	3.96    -1.5      0       -0.99    -1.4      0

3.96    18.3     1.6     6.93      4.3   1.5

0        4.6     -13     4.29     -1.4   2.3 3.96     0.4       0       5.94      1.5    0
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Таблиця 3.2 – Завдання 3.4 
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Приклади розв’язання заданих задач
Фрагмент  розв’язку задачі  3.1.0
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- решение системы Ax=b, полученное с 

помощью встроенной функции lsolve

 

Преобразование системы Ax=b к виду x=Bx+c, удобному для итераций
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Перевірка достатньої умови збіжності метода Зейделя
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Достатня умова виконана.
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входные параметры:

B и c - матрица B и вектор правой части c

           системы x=Bx+c;

n -       порядок матрицы B;

k-       число итераций;

x0 -     вектор начального приближения.

 

Функция zeid возвращает двумерный

массив размерности kxn; i-ая строка 

которого это i-ое приближение.
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Результат роботи функції zeid – 10 перших приближень
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Абсолютная погрешность:
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Контрольні питання і задачі
1. Метод простої ітерації (Якобі) для розв’язку систем лінійних алгебраїчних рівнянь.Збіжність, оцінки похибки, критерій закінчення ітерацій. 

2. Метод Зейделя для розв’язок систем лінійних алгебраичних рівнянь. Збіжність, оцінки похибки, критерій, закінчення ітерацій. Геометрична илюстрація. 

3. Привести систему к виду, зручному для ітераций по методу простої ітерації і визначити  число ітерацій, необхідних для досяггнення точності[image: image251.png]


:
a) [image: image252.png]105 +%,+% =12
25 +100, +x3 =13
25 + 25, +10x; =14



b) [image: image253.png]0.9 +1.1x; + 0.4, =09
0.5% - 0.35; +0.4x; = -1.5
A1x +5.80, - 1.7, =9.2




4. Дана система рівнянь[image: image254.png]5%+ 2%+ Xy =14

X- 45

25 - 201, - x;



. Привести систему рівнянь до вигляду, зручному для ітерацій по метод Зейделя. Перевірити умову збіжності. 
5. Розв’язується система ріванянь  [image: image255.png]{Zx, +x.
X +2x,




по методу Зейделя з початковим приближенням [image: image256.png]


. Яка відносна похибка розв’язок після двох кроків метода Зейделя? 

6. Канонічна форма запису розрахункових формул ітераційних методів. Запис методів Якобі, Зейделя, релаксації в канонічному вигляді. 

7. Обґрунтування збіжності методів Якобі, релаксації, Зейделя, простої ітерації для систем з додатно визначеними матрицями. 

8. Переконатись в тому, що якщо A – нижня трикутна матриця, з ненульовими діагональними елементами, то метод Зейделя збігається за одну ітерацію. 

9. Показати, що достатня умова збіжності  [image: image257.png]| Bl<1



(при [image: image258.png]1 2=l |l



и [image: image259.png]1 Z1=Il Bl



) метода простої ітерації (Якобі) еквівалентно умові діагональної переваги матриці [image: image260.png]


. 
Комп’ютерний практикум 4
Тема: Знаходження коренів рівнянь за допомогою ітераційних методів.

Мета: Визначити границі застосування різних методів розв’язку алгебраїчних рівнянь, порівняти їх ефективність і збіжність. 
Теоретичні відомості  
Нехай розглядається рівняння [image: image261.png]


. Коренем рівняння називається значення [image: image262.png]


,  при якому [image: image263.png]Ff®=0



 .  Корінь [image: image264.png]


 називається простим,  якщо [image: image265.png]Ffixm=0



 ,  в іншому випадку корінь називається кратним. Ціле число m називається кратністю кореня [image: image266.png]


,  якщо  [image: image267.png]=0



 для k = 1,2,3 -, m-1 і [image: image268.png]f(m) o
(x)=0



.

Постановка завдання обчислення наближеного значення кореня з точністю [image: image269.png]


: знайти таке значення [image: image270.png]


, що [image: image271.png]be-x|<s



.
Розв’язок завдання розбивається на два етапи: на першому етапі здійснюють локалізацію коренів, на другому етапі роблять ітераційне уточнення коренів. На етапі локалізації коренів знаходять досить вузькі відрізки (або відрізок, якщо корінь єдиний), які містять один і тільки один корінь рівняння [image: image272.png]


. На другому етапі обчислюють наближене значення кореня з заданою точністю. Часто замість відрізка локалізації достатньо вказати початкове наближення до кореня.
Для уточнення кореня рівняння існує чотири основні методи:

1. Метод половинного поділу
Нехай маємо проміжок 
[image: image273.wmf];
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, у якому розташоване шукане значення кореня 
[image: image274.wmf]0
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, тобто 
[image: image275.wmf]0

axb

<<

. Як початкове наближення кореня 
[image: image276.wmf]0

x

 приймаємо середину цього відрізка, тобто 
[image: image277.wmf]0
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. Далі досліджуємо значення функцій 
[image: image278.wmf]()
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 на кінцях відрізків 
[image: image279.wmf][

]

0

;

ax

 і 
[image: image280.wmf]0

;

xb

éù

ëû

 тобто в точках 
[image: image281.wmf]0

, , 

axb

. Той з них, на кінцях якого 
[image: image282.wmf]()
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 приймає значення різних знаків, містить шуканій корінь; тому його приймаємо як новий проміжок 
[image: image283.wmf];
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, на якому знак 
[image: image284.wmf]()
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 не міняється, відкидаємо. Як першу ітерацію кореня приймаємо середину нового відрізка і т.д. Таким чином, після кожної ітерації відрізок, на якому розташований корінь, зменшується вдвічі, тобто після n ітерацій він скорочується в 
[image: image285.wmf]n
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 раз. Процес закінчується якщо 
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[image: image287.png]



Рисунок 4.1 – Геометрична інтерпретація розв’язку рівнянь методом половинного поділу

2. Метод хорд
Розглянемо функцію 
[image: image288.wmf]()

yfx
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на проміжку 
[image: image289.wmf];
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, проведемо хорду через кінці проміжку, її рівняння матиме вигляд 
[image: image290.wmf]()
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За точку 
[image: image291.wmf]1
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 візьмемо абсцису точки перетину цієї хорди з віссю Ох і т.д., тоді отримаємо послідовність наближення для кореня:
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[image: image294.png]



Рисунок 4.2 – Геометрична інтерпретація розв’язку рівнянь методом хорд

3. Метод дотичних (метод Ньютона)
      Теорема про збіжність методу Ньютона. Нехай [image: image295.png]


- простий корінь рівняння [image: image296.png]


, в деякій околиці якого функція двічі безперервно диференційована. Тоді знайдеться така мала [image: image297.png]


- околиця кореня [image: image298.png]


, що при довільному виборі початкового наближення [image: image299.png]0y



 з цієї околиці ітераційна послідовність методу Ньютона не виходить за межі околиці і справедлива оцінка 
[image: image300.png]e Hel E‘Z




, где [image: image301.png]


, [image: image302.png]


.

 

Нехай маємо функцію 
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 проведемо дотичну до графіку функції в точці х=х0, рівняння якої матиме вигляд 
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Рисунок 4.3 – Геометрична інтерпретація розв’язку рівнянь методом дотичних

Звідки отримаємо 
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, процес закінчується якщо 
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       В деяких випадках швидше призводить до результату (вимагає меншого числа послідовних наближень) модифікований метод, що відрізняється відметода хорд тим,  що кожна нова хорда проводиться не через точки B0 і Bn (або A0 і An), а через точку Bn [xn, f (xn)] і точку Bn-1 [xn-1, f (xn-1)], що відповідають попередньому наближенню (рис. 2.4).

      Такий метод, як видно, виявляється близьким до методу дотичних, якщо дотична, проведена в точці Bn, замінюється хордою, що проходить через цю точку і попередню Bn-1.
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Рисунок 4.4. – Модифікований метод Ньютона

       Відповідні формули методу виходять з формул  методу дотичних за умови заміни значення похідної f '(xn) її наближеним значенням
[image: image312.png]IR

Xy =Xy

7'(x
PesyIbTaT BHXOHTS TaKM:

Xy = Xny

T() =7 () M= 10200

Ty =2, — (%)




      Умова закінчення обчислень для досягнення заданої точності 
| xn+1 - xn | ≤ɛ.

       Правило вибору початкового наближення зберігається тим же, що і в методі дотичних. А саме, в якості початкової точки вибирається той з кінців інтервалу [a, b], в якому f (x) f "(x)> 0.

       Для проведення хорди тепер необхідно задати ще одне значення x1, розташоване всередині інтервалу [a, b] так, щоб 

f (x0) f (x1)> 0.
4. Метод ітерацій (послідовних наближень)
      Теорема про збіжність методу простої ітерації. Нехай в деякій [image: image313.png]


- околиці кореня [image: image314.png]


 функція [image: image315.png]


 диференційована і задовольняє нерівності [image: image316.png]lp'e)<g



, де [image: image317.png]0<g <1



- постійна. Тоді незалежно від вибору початкового наближення із зазначеної [image: image318.png]


-  околиці ітераційна послідовність не виходить з цієї околиці, метод збігається зі швидкістю геометричної послідовності і справедлива оцінка похибки: 
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Для використання цього методу вихідний нелінійний вираз записується у вигляді 
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Рисунок  4.5 – Геометрична інтерпретація розв’язку рівнянь методом послідовних наближень
      Ключовий момент у застосуванні методу простої ітерації полягає в еквівалентному перетворенні рівняння. Спосіб, при якому виконується умова збіжності методу простої ітерації, полягає в наступному: вихідне рівняння приводиться до вигляду [image: image328.png]x=x-af(x)



.  Припустимо додатково, що похідна  [image: image329.png]


знакопостоянна і  [image: image330.png]m< f(x)$M



 на відрізку  [a,b]. Тоді при виборі ітераційного параметра  [image: image331.png]o= U
1)



 метод збігається і значення
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Робоче завдання
1. Дано два рівняння f(x) і g(x) (Таб. 4.1) Знайти з точністю е=10-10 всі корені рівнянь, що містяться на відрізку [а: в]  для розв’язання рівнянь використати метод вказаний у таблиці . 

2. Знайти з точністю е=10-6  корені рівняння f(x) двома методами (Таб.2.2). 

a) Методом половинного поділу.

b) Методом хорд.

Порівняти кількість ітерацій методів а) і б)
3.  Знайти з точністю е=10-8 всі корені рівняння двома методами. f(x)=x5+a4x4+a3x3+a2x2+a1x1+a0   (Таб.2.3)
a) Методом простих ітерацій.

b) Методом Ньютона.

Порівняти отримані результати. 

4. Знайти з точністю е=10-5 і е=10-12  всі корені рівняння f(x), що містяться на відрізку [а: в] використовуючи метод Ньютона і модифікацію метода Ньютона для випадку кратних коренів при значеннях  м=1,2,3,4,5,6.
(Таб.4.2).
Таблиця 4.1 –  Завдання 1
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Таблиця 4.2 – Завдання 2
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Таблиця 4.3 – Завдання 3
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Таблиця 4.4 – Завдання 4
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Приклади розв’язання заданих задач
Завдання 1

F(x)=ln2(x)- ln(x)-2
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Рисунок 4.5 – графічна ілюстрація розміщення коренів рівняння , виконана за допомогою програми Advanced Grapher.
Метод дотичних

#include <iostream.h>

#include <stdio.h>

#include <math.h>

float a, b, EPS=10E-7;

float x1, DELTA, x2;

int   n=0;

 int  main() {

      cout<<  "\n\n*********************************************************************\n\n";

      cout<<  "    Metod dotuchnuh  (2.1.8)     ";

      cout<<  "\n\n*********************************************************************\n\n";

      cout<<  "    Vvedit megi a : "; cin>>a;

      cout<<  "                b : "; cin>>b;     

      x1=(a+b)/2;

  do   {  n=n+1;

      x2=x1-(log(x1)*log(x1)-log(x1)-2)/(2*log(x1)/x1-1/x1);

      DELTA=fabs(x2-x1);

  if (DELTA>EPS)

      x1=x2;   }

while(DELTA>EPS);

      printf (" Korin'=%40.37f\n",x2);

      printf (" Chuslo iteratsiu=%i",n); 

      cout<<  "\n\n*********************************************************************\n\n";

      printf (" Tochnist E = %40.37f\n",EPS);

      getchar();

return 0;
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Метод поділу
include <stdio.h>

#include <math.h>

 float a, b, x, u,  DELTA, EPS=10E-7 ;

 int   n=0;

 int   main(){

       cout<<  "\n\n*********************************************************************\n\n";

       cout<<  "    Metod podilu  (2.1.8)     ";

       cout<<  "\n\n*********************************************************************\n\n";

       cout<<  "    Vvedit megi a : "; cin>>a;

       cout<<  "                b : "; cin>>b;

    do {       x=(a+b)/2;

       u=log(x)*log(x)-log(x)-2;

   if  ((log(a)*log(a)-log(a)-2)*u<0)

       b=x;  else a=x;       n=n+1;

       DELTA=fabs(b-a);   }

 while(DELTA>EPS);

       printf (" Korin = %40.37f\n",x);

       printf (" Chuslo iteratsiu = %i",n);

       cout<<  "\n\n*********************************************************************\n\n";

       printf (" Tochnist E = %40.37f\n",EPS);

       getchar();

return 0;
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Метод послідовних наближень
F(x)=x5+a4x4+a3x3+a2x2+a1x1+a0   

a4=-30.0072   a3=105.6798    a2=-122.0716   a1=60.24546   a0=-13.0072
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#include <stdio.h>

#include <math.h>

   float EPS=10E-7, x1, x, DELTA;

   float c0=-13.0072,c1=60.24546,c2=-122.0716,c3=105.6798,c4=-30.19201;

   int   n=0;

int    main(){

   cout<<  "    Metod podilu  (2.1.8)     ";

      cout<<  "    Vvedit megi a : "; cin>>x;

do{  x1=-(pow(x,5)+c4*pow(x,4)+c3*pow(x,3)+c2*pow(x,2)+c0)/c1;

   n=n+1;   DELTA=fabs(x1-x);   x=x1;

}while(DELTA>EPS);

   printf("Korin'= %f\n",x1);

   printf("Chuslo iteratsiu= %i\n",n);

   getchar();

return 0;
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Контрольні питання
1. Постановка задачі розв’язку нелінійних рівнянь. Основні етапи розв’язку задачі.

2. Метод простої  ітерації розв’язку нелінійного рівняння: опис методу, умови та швидкість збіжності, критерій закінчення, геометрична ілюстрація, приведення до виду, зручному для ітерацій.

3. Метод Ньютона розв’язку нелінійного рівняння: опис методу, теорема про збіжності, критерій закінчення, геометрична ілюстрація. 

4. Недоліки методу Ньютона. Модификації методу Ньютона. Модификація методу Ньютона для пошуку кратних коренів.

5. Інтервал невизначеності кореня.

6. Визначити кількість коренів рівняння і для кожного кореня знайти відрізки локалізації:
 a) 
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7. Знайти дійсний корінь рівняння 
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 методом бісекції з точністю 
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8. Виписати ітераційну формулу і вказати початкове наближення для розв’язку рівняння  
[image: image411.wmf]0

1

1

1

=

-

-

+

x

x

.

9. Розв’язується рівняння  
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. Визничити, який із ітераційних процесів збігається до кореня 
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10. Побудувати ітераційний процес Ньютона для обчислення числа 
[image: image417.wmf]p

a

, a>0, де p – натуральне число.

 Комп’ютерний практикум 5
Тема: Розв’язок систем нелінійних рівнянь.

Мета: Визначити границі застосування різних методів розв’язку систем нелінійних рівнянь, порівняти їх ефективність і збіжність.
Теоретичні відомості
     Формально завдання пошуку розвязку системи рівнянь 

[image: image418.wmf]
може бути записана точно так само, як і завдання пошуку кореня одного рівняння  
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, де 
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. Поблизу точки х кожна з функцій 
[image: image421.wmf]i
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 може бути розкладена в ряд Тейлора 
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або у векторній формі 
[image: image423.wmf]()()
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, де J – матриця Якобі з элементами 
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Обмежуючись тільки першими двома членами розкладу і вважаючи, що 
[image: image425.wmf]()0
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, отримуємо рівняння 
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. Таким чином, ми отримуємо схему для уточнення розвязку системи рівнянь, аналогічну методу Ньютона для випадку одного рівняння
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     Оскільки обчислювати матрицю Якобі на кожному кроці досить складно, то зазвичай її елементи обчислюють наближено або використовують одні й ті ж значення на декількох кроках. Нульове наближення 
[image: image428.wmf](
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 у випадку двох змінних можна знайти графічно: побудувати на площині криві 
[image: image429.wmf](
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 і 
[image: image430.wmf](
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 і знайти точки їх перетину. Для трьох і більше змінних задовільних способів підбору нульових наближень немає. 
      Один з різновидів методу Ньютона - метод Левенберга-Маркардта - використовує Mathcad. 
Метод послідовних наближень (ітерацій) для системи двох нелінійних рівнянь
                        Метод простої ітерації можна застосовувати до систем, що заздалегідь приведені до вигляду :

                 [image: image431.emf]             (5.1)
або у векторній формі 

                           [image: image432.emf]                        (5.2)
Припустимо, що [image: image433.emf] початкове наближення. Наступні наближення в метолі простої ітерації знаходяться за формулами:

                [image: image434.emf]           (5.3)         
або у векторній формі: 

                [image: image435.emf]       (5.4)
Якщо послідовність векторів [image: image436.emf] збігається до вектора  [image: image437.emf]  а функції [image: image438.emf]- безперервні, то вектор [image: image439.emf]є розв’язком системи.

      Рівняння (5.2) має єдиний розвязок   [image: image440.emf] , до нього збігається послідовність (5.4) і похибка методу оцінюється нерівністю
[image: image441.emf]
Збіжність методу вважається гарною, якщо [image: image442.emf].

      Якщо функція [image: image443.emf] має безперервні частинні похідні [image: image444.emf], то достатня умова збіжності метода ітерації має вигляд:

[image: image445.emf]
Робоче завдання

5.1. Знайти з точністю [image: image446.wmf]6
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всі корені системи нелинійних рівнянь                                         [image: image447.wmf]112
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за допомогою методу Ньютона для системи нелінійних рівнянь. Знайти корені за допомогою вбудованого блока розв’язок рівнянь Given Find пакета MATHCAD.

Порядок розв’язання задачі:

1. Використовуючи пакет MATHCAD, локалізувати корені системи рівнянь графично.
2. Скласти програму-функцію, що обчислює корені системи двох нелінійних рівнянь методом Ньютона з точністю (. Передбачити підрахунок кількості ітерацій. Для розв’язання відповідної системи лінійних алгебраїчних рівнянь використати вбудовану функцію lsolve пакету MATHCAD.

3. За допомогою складенної програми, обчислити всі корені заданої системи з точністю (.

4. Використовуючи вбудований блок Given Find пакету MATHCAD, знайти всі корені системи з точністю (. Порівняти з результатами, отриманими в п. 3.

ВКАЗІВКА. В п. 1 привеcти рівняння системи до виду [image: image448.wmf]21
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 (або [image: image449.wmf]12
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), i=1, 2, можна за допомогою пункта меню Symbolic пакету MATHCAD наступним чином:

 1) набрати рівняння (знак рівняння набирається за допомогою комбінації клавіш [CTRL] и [=]);

 2) виділити змінну, відносно якої потрібно розв’язати рівняння, клацнути на неї мишкою;

 3) обрати пункт в меню Symbolic | Solve for Variable.
5.2. Локалізувати корені системи рівнянь

                                               [image: image450.wmf]112
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при трьох значеннях параметра (. Уточнити їх з точністю [image: image451.wmf]5
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, використовуючи спрощений метод Ньютона для розв’язку системи нелинійних рівнянь. 

5.3. Знайти з точністю [image: image452.wmf]6
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 корень системи нелинійних рівнянь                        [image: image453.wmf]112
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Використати метод простої ітерації для системи нелінійних рівнянь. Перевірити виконання достатньої умови збіжності методу (використати норму [image: image454.wmf]||||

¥

×

).

Таблиця 5.1 – Схема варіантів 
	N
	Виконувані  задачі
	N
	Виконувані задачі
	N
	Виконувані задачі

	1
	5.1.1,   5.2.1
	11
	5.1.11,  5.2.6
	21
	5.1.21,   5.2.11

	2
	5.1.2,   5.2.2
	12
	5.1.12,  5.2.7
	22
	5.1.22,   5.2.12

	3
	5.1.3,   5.2.3
	13
	5.1.13,  5.2.8
	23
	5.1.23,   5.2.13

	4
	5.1.4,   5.2.4
	14
	5.1.14,  5.2.9
	24
	5.1.24,   5.2.14

	5
	5.1.5,   5.2.5
	15
	5.1.15,  5.2.10
	25
	5.1.25,   5.2.15

	6
	5.1.6,   5.3.1
	16
	5.1.16,  5.3.6
	26
	5.1.26,   5.3.11

	7
	5.1.7,   5.3.2
	17
	5.1.17,  5.3.7
	27
	5.1.27,   5.3.12

	8
	5.1.8,   5.3.3
	18
	5.1.18,  5.3.8
	28
	5.1.28,   5.3.14

	9
	5.1.9,   5.3.4
	19
	5.1.19,  5.3.9
	29
	5.1.29,   5.3.15

	10
	5.1.10, 5.3.5
	20
	5.1.20,  5.3.10
	30
	5.1.30,   5.3.16


Таблиця 5.2 – Завдання 1

	N
	Система

рівнянь
	N
	Система

рівнянь

	5.1.1
	[image: image455.wmf]122
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	5.1.16
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	5.1.2
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	5.1.17
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	5.1.3
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	5.1.18
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	5.1.4
	[image: image461.wmf]12
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	5.1.19
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	5.1.5
	[image: image464.wmf]12
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	5.1.20
	[image: image465.wmf]121
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	5.1.6
	[image: image466.wmf]12
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	5.1.21
	[image: image467.wmf]2
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tan()0
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	5.1.7
	[image: image468.wmf]12
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sin(1)0.10
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	5.1.22
	[image: image469.wmf]121
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	5.1.8
	[image: image470.wmf]122
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cos()20
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	5.1.23
	[image: image471.wmf]2
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tan(0.2)0
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	5.1.9
	[image: image472.wmf]12
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cos(0.5)20
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	5.1.24
	[image: image473.wmf]121
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	5.1.10
	[image: image474.wmf]122
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	5.1.25
	[image: image475.wmf]12
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	5.1.11
	[image: image476.wmf]21
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sin(1)1.20

220

xx

xx

+--=

+-=


	5.1.26
	[image: image477.wmf]21
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cos(2)0
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	5.1.12
	[image: image478.wmf]21
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cos(1)0.50

cos30
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	5.1.27
	[image: image479.wmf]12
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sin(1)1.50

sin(1)10
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xx
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	5.1.13
	[image: image480.wmf]2
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22

12

tan(0.4)0

0.6210
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xx

+-=

+-=


	5.1.28
	[image: image481.wmf]21

21

sin(1)10

2cos0.50

xx

xx

+--=

+-=



	5.1.14
	[image: image482.wmf]121

22

12

sin()1.610

10

xxx

xx

+--=

+-=


	5.1.29
	[image: image483.wmf]21

21

cos(1)0.80

cos20

xx

xx

-+-=
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	5.1.15
	[image: image484.wmf]2
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tan(0.1)0
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	5.1.30
	[image: image485.wmf]12
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Таблиця 5.3 – Завдання 2
	N
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	5.2.1
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	5.2.2
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	2,       0.25,  -0.25

	5.2.3
	
[image: image492.wmf]21
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	[image: image493.wmf]2
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	0.5,   -1,       3

	5.2.4
	
[image: image494.wmf]3

12

0.5

xx

-+

a


	[image: image495.wmf]12
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	0,        1,      -0.5

	5.2.5
	[image: image496.wmf]2
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	[image: image497.wmf]12
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	0.2 ,    3,       2.5

	5.2.6
	[image: image498.wmf]2
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	-2,       0,        1

	5.2.7
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	2,       0.25,  -0.25

	5.2.8
	[image: image502.wmf]2

12

3

xx

--

a


	
[image: image503.wmf]21

sin()0.2

xx

--

a


	0.5,   -1,       3

	5.2.9
	[image: image504.wmf]12
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	0,        1,      -0.5

	5.2.10
	[image: image506.wmf]12
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	5.2.11
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	5.2.12
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	2,       0.25,  -0.25

	5.2.13
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	0.5,   -1,       3

	5.2.14
	[image: image514.wmf]12

cos(2)

xx

--

a
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	0,        1,      -0.5

	5.2.15
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Таблиця 5.4 – Завдання 2

	N
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	5.3.1
	
[image: image520.wmf]12
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	5.3.2
	
[image: image522.wmf]121
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	5.3.3
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	5.3.4
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	5.3.5
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	5.3.6
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	5.3.7
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	5.3.8
	
[image: image534.wmf]21
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	5.3.9
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	5.3.10
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	5.3.11
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	5.3.12
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	5.3.13
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	5.3.14
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	5.3.15
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Приклади розв’язання заданих задач

Розв’язок завдання №1

Рівняння системи: 
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Локалізація коренів:

Перше рівняння, вирішене відносно x2: 
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 Друге рівняння, вирішене відносно x2: 
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Перший корінь:

Початкове приближення: 
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Точність для блока Given Find: 

TOL:= 
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Решення системи f(x1,x2)=0 за допомогою  вбудованого блока MATHCAD:

Given
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Отримане приблизне розв’язок: 
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Контрольні питання

1. Постановка задачі розв’язок нелінійних рівнянь. Основні етапи розв’язання задачі. 

2. Метод простої ітерації: опис методу, умова і швидкість збіжності, критерій закінчення, зведення до вигляду, зручному для ітерацій. 

3. Метод Ньютона: опис метод, теорема про збіжність, критерій закінчення. 

4. Недоліки методу Ньютона. Модифікації методу Ньютона. 

5. Метод диференціювання по параметру. 

6. Застосування методів розв’язання систем нелінійних рівнянь для задачі мінімізації функцій. 

7. Вирішити методом Ньютона з точністю [image: image566.png]


системи рівнянь: 

a) [image: image567.png]—yi-1=0
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, [image: image568.png]



b) [image: image569.png]£y’ +01=0
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, [image: image570.png]



8. Розв’язати методом простої ітерації наступні системи: 
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9. Для функції [image: image576.png]FOx)=xt+xd - xt -2



 знайти точки мінімума, зводжуючи задачу до розв’язку системи рівнянь. 

Комп’ютерний практикум 6
Тема: Наближення функцій (Інтерполяція).

       Мета: Вивчення основних визначень та положень теорії інтерполяції функції. Визначення особливостей інтерполяції функцій многочленами Лагранжа та Ньютона, сплайн-інтерполяції.  Порівняння якості приближення функцій різними методами за умови різного розподілу і кількості вузлів інтерполяції. 

ЗАГАЛЬНІ ПОЛОЖЕННЯ
Інтерполяційний многочлен Лагранжа в загальному випадку має вигляд: 
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 – коефіцієнт полінома Лагранжа. При цьому його залишковий член матиме наступний вигляд: 
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Інтерполяційний многочлен Ньютона в загальному випадку виглядає наступним чином: 
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Формула розподілу Чебишевських вузлів на проміжку 
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Кусково-лінійна інтерполяція являє собою так звану інтерполяцію лінійними сплайнами. В загальному вигляді формула для даного методу 

матиме наступний вигляд: 
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Функція 
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, які задовольняють наступним умовам:
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Таблиця 6.1 - Обмеження  в граничних точках для кубічного сплайна

        Опис стратегії                   Рівняння відносно m0 і mN
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РОБОЧЕ ЗАВДАННЯ

1. Дана функція
[image: image600.wmf]()

fx

 (Табл. 6.1) Приблизити 
[image: image601.wmf]()

fx

 на проміжку [a;b] інтерполяційними многочленами Лагранжа та многочленами Ньютона. На одному рисунку побудувати графіки приближуючих многочленів та функції 
[image: image602.wmf]()

fx

. Для многочлена 3 степені порівняти якість приближення при різному виборі  вузлів інтерполяції
2. Дана кусково-гладка функція
[image: image603.wmf]()

fx

  на проміжку[a;b]. Порівняти якість приближення функції кусково-лінійною інтерполяцією та інтерполяційним многочленом Лагранжа
3. Дана функція. Приблизити 
[image: image604.wmf]()

fx

 на проміжку  методом Ньютона при рівномірному та Чебишевському розподілі вузлів інтерполяції. Порівняти якість приближення.
4. Дана функція. Приблизити 
[image: image605.wmf]()

fx

 на проміжку  методом Ньютона та кубічним сплайном (для кожного члена бригади з різними граничними умовами). На одному рисунку побудувати графіки приближуючої функції та функції 
[image: image606.wmf]()

fx

. Порівняти якість приближення при різній кількості вузлів інтерполяції.
Таблиця 6.2 - Завдання1
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Таблиця 6.3 - Завдання2  
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Таблиця 6.4. Завдання 3 
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 Таблиця 6.5. Завдання 4 
Приклади розв’язання заданих задач
Завдання 1
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Приближення за допомогою многочленів Лагранжа:

Для побудови многочлена Лагранжа 1-го степеня необхідно дві точки, використаємо крайні точки проміжку.
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Отже, маємо 
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Для побудови многочлена Лагранжа 2-го степеня необхідно три точки, використаємо крайні точки проміжку та середину проміжку.
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Маємо: 
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Для побудови многочлена Лагранжа 3-го степеня необхідно чотири точки, використаємо крайні точки проміжку та дві проміжних.


[image: image704.wmf](

)

(

)

2.83lnsin2.830.006225

3.16lnsin3.160.021546

y

y

=»-

=»-


Отримаємо: 
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Приближення за допомогою многочленів Ньютона:
Побудова многочлена 1-го степеня:

	x
	y
	
[image: image708.wmf]1

a



	2.5
	-5.348464*10-5
	

	3.5
	-0.045702
	-0.045648


Звідки: 
[image: image709.wmf](
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	x
	y
	
[image: image710.wmf]1

a


	
[image: image711.wmf]2

a



	2.5
	-5.348464*10-5
	
	

	3
	-0.013058
	-0.02601
	

	3.5
	-0.045702
	-0.065287
	-0,039277


Отримуємо: 
[image: image712.wmf](
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	x
	y
	
[image: image713.wmf]1

a


	
[image: image714.wmf]2

a


	
[image: image715.wmf]3

a



	2.5
	-5.348464*10-5
	
	
	

	2.83
	-0.006225
	-0.018702
	
	

	3.16
	-0.021546
	-0.046428
	-0.04201
	

	3.5
	-0.045702
	-0.073198
	-0.040561
	0.001448


Отже: 
[image: image716.wmf](
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Розв’язок завдання №1 за допомогою пакета MATLAB:
x=[2.5:1e-6:3.5];
x1=[2.5:1:3.5];
x2=[2.5:0.5:3.5];
x3=[2.5:(3.5-2.5)/3:3.5];
x31=[2.5 2.7 3.3 3.5];
y=log(sin(sqrt(x)));
y1=log(sin(sqrt(x1)));
y2=log(sin(sqrt(x2)));
y3=log(sin(sqrt(x3)));
y31=log(sin(sqrt(x31)));
p1=polyfit(x1, y1, 1);
p1 = -0.046176  0.122212

p2=polyfit(x2, y2, 2);
p2 = -0.039277  0.190016  -0.22961
p3=polyfit(x3, y3, 3);
p3 = 0.00525  -0.086575  0.330738  -0.367836

p31=polyfit(x31, y31, 3);
p31 = 0.005276  -0.086911  0.332056  -0.369432

f1=polyval(p1,x1);
f2=polyval(p2,x2);
f3=polyval(p3,x3);
f31=polyval(p31,x31);
figure (1)
plot(x,y, x1,f1, x2,f2, x3,f3)
figure (2)

plot(x,y,x3,f3,x31,f31)

legend('y(x)','сталий крок','змінний крок')
[image: image718.png]B Figures - Figure 1
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Завдання 2

[image: image719.wmf](
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 на проміжку 
[image: image720.wmf]0;4
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Розбиваємо даний проміжок на 10 відрізків, після чого отримаємо наступну формулу для кусково-лінійної інтерполяції:
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Poзв’язок завдання №2 за допомогою пакета MATLAB:
x1=[0:1e-3:4];

y1=abs(x1-3).*(x1.^2+1);

x=[0:0.4:4];

y=abs(x-3).*(x.^2+1);

y= 3 3.016 3.608 4.392 4.984 5 4.056 1.768 2.248 8.376 17

xi=[x(1):1e-3:x(length(x))];

yline=interp1(x,y,xi);

p=polyfit(x,y,10);

f=polyval(p,x1);

figure (1)

plot(x1,y1,'r',xi,yline,x1,f)

legend('вихідний графік','кусково-лінійний','поліном Лагранжа')

D1=abs(y1-yline);

D2=abs(y1-f);

figure (2)

plot(x1,D1, x1,D2)

legend('"лінійна"похибка','похибка за "Лагранжем"')
[image: image722.png]B Figures - Figure 1 BEX]
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Контрольні питання

1. Постановка задач наближення функцій.

2. Метод найменших квадратів. Висновок нормальної системи методу найменших квадратів.

3. Обумовленість нормальної системи.

4. Вибір оптимального ступеня апроксимуючого многочлена.

5. Поліноміальна інтерполяція. Многочлен у формі Лагранжа.

6. Многочлен у формі Ньютона.

7. Похибка інтерполяції.

8. Глобальна інтерполяція. Кусочно-поліноміальна інтерполяція. Вибір вузлів інтерполяції.

9. Мінімізація оцінки похибки інтерполяції..

10. Інтерполяція сплайнами. Визначення сплайна. Лінійний сплайн.

11. Побудова кубічного сплайна.

12. Види граничних умов при побудові сплайнів.

13. Побудова параболічного сплайна.

14. Вивести нормальну систему методу найменших квадратів для визначення коефіцієнтів [image: image724.png]ab,c



 функції:
 a) [image: image725.png]sin x+bx+e




;  b) [image: image726.png]S =asin x+bxt+ 5
x



.

15. Використовуючи метод найменших квадратів, апроксимувати на відрізку [image: image727.png][10,12]



 функцію [image: image728.png]Jx)=lhx



многочленом першому ступеня. Обчислити величину середньоквадратичного відхилення.

16. Побудувати інтерполяційний многочлен у формі Лагранжа й у формі Ньютона для функції [image: image729.png]


, заданою таблицею значень.

	a)
	x
	-1
	0
	1
	b)
	x
	1
	2
	4

	 
	y
	3
	2
	5
	 
	y
	3
	4
	6


17. Обчислити [image: image730.png]Ins2



, знаючи значення [image: image731.png]In 5( 1.609)



 і [image: image732.png]In 6(=1.792)



.

18. Побудувати кусочно-лінійну інтерполяцію функції [image: image733.png]JFx) = x|



 по вузлах –1, 0, 1.

19. Функція [image: image734.png]


наближається на відрізку [image: image735.png]Wl=r



 інтерполяційним многочленом за значеннями в точках [image: image736.png]caly
ey



. Оцінити похибку інтерполяції на цьому відрізку.

20. З яким постійним кроком h потрібно встановити таблицю функції [image: image737.png]


 на відрізку [image: image738.png]Kis



, щоб похибка лінійної інтерполяції не перевершувала [image: image739.png]107



?

Комп’ютерний практикум 7
Тема: Наближення функцій (апроксимація).

Мета: Використовуючи метод найменших квадратів (МНК), знайти функцію, що задається таблицею значень.
Теоретичні відомості

Нехай функція 
[image: image740.wmf](

)

yfx

=

 задана таблицею значень. Потрібно знайти многочлен степеня 
[image: image741.wmf]m

, для якого середньоквадратичне відхилення 
[image: image742.wmf](
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[image: image743.wmf](
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 визначається своїми коефіцієнтами, то фактично потрібно підібрати набір коефіцієнтів 
[image: image744.wmf]01
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, що мінімізують функцію 
[image: image745.wmf](
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        Використовуючи необхідну умову екстремуму 
[image: image746.wmf]0
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 отримаємо так звану нормальну систему МНК: 
[image: image747.wmf]000
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. Отримана система є системою рівнянь відносно невідомих 
[image: image748.wmf]01

,,...,

m

aaa

. Можна довести, що визначник системи відмінний від нуля, тобто існує розв’язок і він єдиний. Проте при високих степенях 
[image: image749.wmf]m

 система погано обумовлена. Тому МНК застосовують лише для знаходження многочленів степінь яких менший 5.

РОБОЧЕ ЗАВДАННЯ
Завдання 7.1. Функція 
[image: image750.wmf]()

yfx
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 задана табличною (Табл. 7.1). Використовуючи метод найменших квадратів (МНК), знайти многочлен 
[image: image751.wmf](
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 найкращого середньоквадратичного приближення оптимального степеня 
[image: image752.wmf]*
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. За оптимальне значення 
[image: image753.wmf]*

m

 прийняти той степінь многочлена, починаючи з якого величина 
[image: image754.wmf](
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 стабілізується та почне зростати.
Завдання 7.2. В (табл. 7.2) наведено результати спостереження за переміщенням 
[image: image755.wmf]x

 матеріальної точки вздовж осі 
[image: image756.wmf]Ox

 в момент часу 
[image: image757.wmf]1;6
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. Відомо, що рух є рівномірним та змінюється по закону 
[image: image758.wmf](
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xtvtb
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. Використовуючи МНК знайти швидкість 
[image: image759.wmf]v

 та спрогнозувати положення точки в момент часу 
[image: image760.wmf]12

t

=

. На одному графіку побудувати графік руху точки та точковий графік даних спостережень.

Завдання 7.3. Залежність між величинами 
[image: image761.wmf]x

 та 
[image: image762.wmf]y

 описується функцією 
[image: image763.wmf]2
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, де 
[image: image764.wmf]a

 та 
[image: image765.wmf]b

 – невідомі параметри. Знайти ці параметри шляхом приведення вихідної задачі до лінійної задачі МНК. (Табл. 7.3).

Завдання 7.4.  В (табл. 7.4) наведено результати спостережень за рухом матеріальної точки в площині 
[image: image766.wmf](
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. Відомо, що рух здійснюється по кривій, що описується многочленом 
[image: image767.wmf]3
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. Використовуючи МНК знайти коефіцієнти 
[image: image768.wmf]k

 та 
[image: image769.wmf]b

. Знайти значення 
[image: image770.wmf]X

 координати 
[image: image771.wmf]x

, що відповідає значенню 
[image: image772.wmf]5

Y

=

 координати 
[image: image773.wmf]y

.

Завдання 7.5. Відомо, що 
[image: image774.wmf](
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, де коефіцієнти 
[image: image775.wmf]a

 та 
[image: image776.wmf]b

 потрібно знайти. Використовуючи МНК знайти 
[image: image777.wmf]a

 та 
[image: image778.wmf]b

.Значення 
[image: image779.wmf]10,1,äëÿ 0,1,...,20.
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(Табл.7.5)

Таблиця 7.1- Завдання 7.1 
	x               y
7.1.1
	x                y
7.1.2
	x                 y
7.1.3
	x                 y
7.1.4
	x                  y
7.1.5

	-1
	-2.25
	0
	4.568
	-1
	3.614
	-0.5
	0.72
	-2.1
	14.1982

	-0.7
	-0.77
	0.375
	3.365
	-0.74
	1.199
	-0.25
	1.271
	-1.8
	11.4452

	-0.43
	0.21
	0.563
	2.810
	-0.48
	-0.125
	0
	1.2
	-1.5
	9.1586

	-0.14
	0.44
	0.75
	2.624
	-0.21
	-0.5838
	0.25
	0.7363
	-1.2
	7.2426

	-0.14
	0.64
	1.125
	0.674
	0.05
	-0.538
	0.5
	0.24
	-0.9
	6.3640

	0.43
	0.03
	1.313
	0.557
	0.31
	-0.2855
	0.75
	-0.175
	-0.6
	4.8182

	0.71
	-0.22
	1.5
	0.384
	0.58
	0.1111
	1
	-0.36
	-0.3
	6.1088

	1
	-0.84
	1.690
	-0.566
	0.84
	0.4529
	1.25
	-0.328
	0
	3.9536

	1.29
	-1.2
	1.875
	-1.44
	1.1
	0.6711
	1.5
	0
	0.3
	4.6872

	1.57
	-1.03
	2.063
	-1.696
	1.36
	0.6625
	1.75
	0.3538
	0.6
	4.7601

	1.86
	-0.37
	2.25
	-1.91
	1.63
	0.4501
	2
	0.72
	0.9
	5.8511

	2.14
	0.61
	2.438
	-2.819
	1.89
	0.157
	2.25
	0.6969
	1.2
	7.1010

	2.43
	2.67
	2.625
	-3.625
	2.15
	-0.1876
	2.5
	0
	1.5
	9.1792

	2.71
	5.04
	2.813
	-3.941
	2.41
	-0.542
	2.75
	-1.792
	1.8
	11.421

	3
	8.90
	3
	-4.367
	2.95
	-0.1983
	3
	-5.16
	2.1
	14.097

	7.1.6
	7.1.7
	7.1.8
	7.1.9
	7.1.10

	0
	-0.9
	-0.70
	-4.152
	0
	1.019
	2.5
	6.109
	-3.6
	-2.397

	0.2
	-0.6482
	-0.41
	1.244
	0.3
	1.4889
	2.75
	2.615
	-3.08
	-0.401

	0.4
	-0.2436
	-0.12
	3.182
	0.6
	2.2079
	3
	-0.157
	-2.56
	-0.577

	0.6
	-0.1
	0.17
	2.689
	0.9
	3.0548
	3.25
	-2.010
	-2.04
	-1.268

	0.8
	0.0231
	0.46
	0.950
	1.2
	3.8648
	3.5
	-2.697
	-1.52
	-0.933

	1
	0.0260
	0.75
	-2.743
	1.5
	4.2161
	3.75
	-3.615
	-1
	-0.359

	1.2
	0.0967
	1.04
	-5.839
	1.8
	5.1180
	4
	-3.478
	-0.48
	1.107

	1.4
	-0.2203
	1.33
	-7.253
	2.1
	5.7661
	4.25
	-2.250
	0.04
	1.300

	1.6
	-0.3230
	1.62
	-6.100
	2.4
	6.6720
	4.5
	0.193
	0.56
	1.703

	1.8
	-0.6472
	1.91
	-2.144
	2.7
	7.1960
	4.75
	2.086
	1.08
	-0.299

	2
	-0.7630
	2.20
	6.103
	3
	7.8551
	5
	5.882
	1.6
	-1.417

	7.1.11
	7.1.12
	7.1.13
	7.1.14
	7.1.15

	0
	2.25
	-1
	0.192
	-0.7
	1.04
	-3
	0.262
	-0.7
	3.822

	0.17
	1.106
	-0.75
	-0.054
	-0.5
	1.08
	-2.55
	-1.032
	-0.375
	-1.498

	0.33
	0.3951
	-0.5
	-0.209
	-0.3
	0.68
	-2.1
	-1.747
	-0.05
	-2.419

	0.5
	-0.0334
	-0.25
	-0.429
	-0.1
	0.38
	-1.65
	-1.981
	0.275
	-1.292

	0.67
	-0.20
	0
	-0.413
	0.1
	0.07
	-1.2
	-0.564
	0.6
	0.828

	0.83
	-0.1137
	0.25
	-0.491
	0.3
	-0.03
	-0.75
	0.774
	0.925
	1.963

	1
	0.0294
	0.5
	-0.357
	0.5
	-0.38
	-0.3
	2.400
	1.25
	2.401

	1.17
	0.1008
	0.75
	-0.434
	0.7
	-0.22
	0.15
	2.131
	1.575
	1.877

	1.33
	0.3
	1
	-0.140
	0.9
	-0.36
	0.6
	2.2
	1.9
	2.200

	1.5
	-0.0021
	1.25
	-0.130
	1.1
	-0.33
	1.05
	-0.393
	2.25
	-1.378

	1.67
	-0.3682
	1.5
	0.142
	1.3
	-0.28
	1.5
	-1.815
	2.55
	-2.395

	1.83
	-1.119
	1.75
	0.288
	1.5
	-0.17
	1.95
	-0.788
	2.875
	-1.460

	2
	-2.226
	2
	0.876
	1.7
	0.27
	2.4
	8.030
	3.2
	3.604

	7.1.16
	7.1.17
	7.1.18
	7.1.19
	7.1.20

	-3.2
	-0.173
	-0.7
	4.166
	2
	1.108
	6
	7.079
	-0.7
	-12.917

	-2.66
	-0.574
	-0.31
	-2.278
	2.4
	1.832
	6.4
	-1.509
	-0.41
	3.619

	-2.12
	-1.811
	0.08
	-3.172
	2.8
	2.413
	6.8
	-7.654
	-0.2
	9.586

	-1.58
	-1.849
	0.47
	-0.506
	3.2
	3.656
	7.2
	-12.211
	0.17
	7.949

	-1.04
	0.123
	0.86
	2.748
	3.6
	5.126
	7.6
	-13.941
	0.46
	1.543

	-0.5
	1.462
	1.25
	2.665
	4
	5.552
	8
	-15.117
	0.75
	-8.057

	0.04
	2.399
	1.64
	1.353
	4.4
	6.024
	8.4
	-13.720
	1.04
	-16.150

	0.58
	1.300
	2.03
	-0.294
	4.8
	7.202
	8.8
	-10.702
	1.33
	-20.562

	1.12
	1.703
	2.42
	-1.613
	5.2
	8.590
	9.2
	-4.696
	1.62
	-17.720

	1.66
	-2.045
	2.81
	-2.223
	5.6
	8.953
	9.6
	3.501
	1.91
	-6.200

	2.2
	2.817
	3.2
	4.04
	6
	10.046
	10
	10.572
	2.2
	18.115

	7.1.21
	7.1.22
	7.1.23
	7.1.24
	7.1.25

	0
	-2.815
	-2
	-4.596
	-0.5
	0.061
	5.5
	1.542
	-1
	-5.265

	0.25
	-2.18
	-1.67
	-4.216
	-0.42
	4.185
	5.75
	0.652
	-0.708
	-1.994

	0.5
	-0.225
	-1.33
	-3.162
	-0.33
	7.271
	6
	-0.008
	-0.417
	0.224

	0.75
	1.722
	-1
	-2.459
	-0.25
	9.683
	6.25
	-0.620
	-0.125
	1.146

	1
	3.492
	-0.67
	-1.558
	-0.17
	11.319
	6.5
	-0.751
	0.167
	1.552

	1.25
	3.31
	-0.33
	-0.876
	-0.08
	11.469
	6.75
	-1.183
	0.458
	-0.148

	1.5
	2.945
	0
	-0.168
	0
	11.324
	7
	-1.229
	0.75
	-1.233

	1.75
	1.449
	0.33
	0.44
	0.08
	10.495
	7.25
	-1.139
	1.042
	-2.297

	2
	0.334
	0.67
	1.715
	0.17
	9.659
	7.5
	-0.770
	1.333
	-2.4

	2.25
	-1.906
	1
	2.106
	0.25
	7.345
	7.75
	-0.586
	1.625
	-2.317

	2.5
	-3.430
	1.33
	2.845
	0.33
	5.132
	8
	-0.066
	2.917
	-1.223

	2.75
	-2.983
	1.67
	3.83
	0.42
	2.619
	8.25
	0.633
	2.208
	2.257

	3
	0.087
	2
	4.634
	0.5
	0.069
	8.5
	1.542
	2.5
	7.806

	7.1.26
	7.1.27
	7.1.28
	7.1.29
	7.1.30

	-1
	-5.317
	-0.4
	0.918
	-1.3
	-1.762
	0
	5.241
	-0.8
	3.503

	-0.56
	-0.581
	-0.05
	1.258
	-0.85
	0.955
	0.288
	4.892
	-0.475
	-0.55

	-0.13
	1.137
	0.3
	0.685
	-0.4
	3.614
	0.575
	3.521
	-0.15
	-1.681

	0.313
	0.478
	0.65
	-1.314
	0.05
	4.707
	0.863
	1.121
	0.175
	-1.263

	0.75
	-0.790
	1
	-1.709
	0.5
	3.721
	1.15
	-1.357
	0.5
	0.421

	1.188
	-2.502
	1.35
	-3.446
	0.95
	0.402
	1.438
	-3.5
	0.825
	1.301

	1.625
	-2.482
	1.7
	-2.473
	1.4
	-3.101
	1.725
	-3.528
	1.15
	2.551

	2.063
	0.554
	2.05
	0.084
	1.85
	-2.489
	2.013
	0.257
	1.475
	2.937

	2.5
	7.904
	2.4
	6.031
	2.3
	9.868
	2.3
	10.515
	1.8
	2.097


Таблиця 7.2 Завдання 7.2

	7.2.1


	t
	1
	1.4
	1.8
	2.6
	3
	3.4
	3.8
	4.2
	4.6
	5

	
	x
	10.60
	18.01
	25.85
	44
	50.64
	60.2
	68.27
	77.77
	84.50
	93.4

	7.2.2


	t
	1
	1.625
	2.25
	2.88
	3.5
	4.13
	4.75
	5.375
	6
	

	
	x
	14.86
	27.15
	41.19
	54
	69.03
	81.6
	96.11
	109.4
	124.03
	

	7.2.3
	t
	0
	0.5
	1
	1.5
	2
	2.5
	3
	3.5
	4
	

	
	x
	3.732
	9.378
	15.53
	22
	29.52
	35.2
	42.35
	48.61
	55.51
	

	7.2.4
	t
	0
	0.6
	1.2
	1.8
	2.4
	3
	4.2
	4.8
	5.4
	6

	
	x
	6.449
	19.97
	33.91
	48.2
	64.15
	76.9
	106.2
	122.2
	135.6
	149

	7.2.5
	t
	2
	3.2
	4.4
	5
	5.6
	6.8
	7.4
	8
	
	

	
	x
	18.50
	35.73
	54.65
	62.4
	71.74
	90.5
	98.10
	107.6
	
	

	7.2.6
	t
	5
	5.5
	6
	6.5
	7
	7.5
	8
	8.5
	9
	

	
	x
	13.85
	14.30
	15.84
	16.9
	18.89
	19.7
	21.03
	22.08
	23.95
	


Таблиця 7.3 Завдання 7.3

	N

f(x,a,b)

x                 y
	N

f(x,a,b)

x               y
	N

f(x,a,b)

x                  y
	N

f(x,a,b)

x              y
	N

f(x,a,b)

x            y

	7.3.1
	7.3.2
	7.3.3
	7.3.4
	7.3.5
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	-2.5
	0.876
	0.1
	5.53
	0.1
	0.479
	-2.0
	1.649
	-1.5
	0.0829

	-2
	0.29523
	0.3
	2.7967
	0.2
	0.7562
	-1.6
	1.942
	-1.2
	0.2192

	-1.5
	0.75958
	0.5
	2.25
	0.3
	0.9184
	-1.2
	2.142
	-0.9
	0.5794

	-1
	1.49184
	0.7
	2.0157
	0.4
	1.0335
	-0.8
	2.274
	-0.6
	1.5315

	-0.5
	2.23671
	0.9
	1.8856
	0.5
	1.1227
	-0.4
	2.35
	-0.3
	4.0481

	0
	2.56000
	1.1
	1.8027
	0.6
	1.1957
	0
	2.375
	0
	10.7

	0.5
	2.23671
	1.3
	1.7454
	0.7
	1.2573
	0.4
	2.35
	0.3
	4.0481

	1
	1.49184
	1.5
	1.7033
	0.8
	1.3107
	0.8
	2.274
	0.6
	1.5315

	1.5
	0.75958
	1.7
	1.6712
	0.9
	1.3579
	1.2
	2.142
	0.9
	0.5794

	2
	0.29523
	1.9
	1.6458
	1.0
	1.4
	1.6
	1.942
	1.2
	0.2192

	2.5
	0.0876
	2.1
	1.6252
	1.1
	1.4381
	2.0
	1.649
	1.5
	0.0829

	7.3.6
	7.3.7
	7.3.8
	7.3.9
	7.3.10
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	-2
	8.16617
	-4
	-6.47
	1
	4.0199
	0.5
	1.7499
	-1.0
	0.756        

	-1.6
	5.92986
	-3.2
	-3.2086
	1.7
	3.9404
	0.75
	2.5732
	-0.8
	1.0033

	-1.2
	4.30596
	-2.4
	-2.3433
	2.4
	3.8574
	1
	3.2817
	-0.6
	1.2215

	-0.8
	3.12677
	-1.6
	-2.2767
	3.1
	3.7706
	1.25
	3.8197
	-0.4
	1.4

	-0.4
	2.27050
	-0.8
	-1.4114
	3.8
	3.6793
	1.5
	4.1396
	-0.2
	1.5289

	0
	1.64872
	0
	1.85
	4.5
	3.5827
	1.75
	4.2065
	0
	1.6

	0.4
	2.27050
	0.8
	9.105
	5.2
	3.4799
	2.0
	3.5208
	0.2
	1.6073

	0.8
	3.12677
	1.6
	21.951
	5.9
	3.3693
	2.25
	2.7829
	0.4
	1.5474

	1.2
	4.30596
	2.4
	41.986
	6.6
	3.249
	2.5
	1.8224
	0.6
	1.4196

	1.6
	5.92986
	3.2
	70.806
	7.3
	3.1158
	2.75
	0.6915
	0.8
	1.2262

	2
	8.16617
	4
	110.01
	8
	2.9644
	3
	0.6915
	1.0
	0.9725


Таблиця 7.4 Завдання 7.4

	7.4.1


	m=2
	x
	2.3
	2.6
	2.8
	3
	3.3
	3.6
	3.8
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	y
	16
	19
	22
	26
	28
	33
	37
	
	
	

	7.4.2


	m=2
	x
	1.5
	2.1
	2.7
	3.3
	3.9
	4.5
	5.1
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=8
	y
	11.1
	10.3
	9.08
	7.64
	5.92
	3.90
	1.60
	
	
	

	7.4.3
	m=2
	x
	2.5
	2.8
	3.1
	3.4
	3.7
	4
	4.3
	4.6
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=6
	y
	21
	18.5
	15.6
	12.5
	9.10
	5.40
	1.42
	2.14
	
	

	7.4.4
	m=3
	x
	0.5
	0.75
	1
	1.25
	1.5
	1.75
	2
	2.25
	2.5
	

	
	[image: image793.wmf]y

=5
	y
	3.69
	3.90
	4.3
	4.97
	5.96
	7.35
	9.2
	11.57
	14.54
	

	7.4.5
	m=3
	x
	1
	1.4
	1.8
	2.2
	2.6
	3
	3.4
	3.8
	4.2
	4.6
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	2.1
	2.45
	3.07
	4.03
	5.42
	7.3
	9.76
	12.87
	16.72
	21.4

	7.4.6
	m=3
	x
	1.7
	1.9
	2.1
	2.3
	2.5
	2.7
	2.9
	3.1
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	50.6
	48.1
	45.0
	41.2
	36.7
	31.4
	25.3
	18.3
	
	


Таблиця 7.5 Завдання 7.5

	7.5.1
	7.5.2
	7.5.3
	7.5.4
	7.5.5
	7.5.6
	7.5.7
	7.5.8

	a=4

b=2
	a=3

b=1
	a=3

b=2
	a=3

b=4
	a=4

b=0
	a=2

b=3
	a=1

b=4
	a=2

b=1
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	-0.3156
	-1.0044
	-1.3111
	0.1931
	0.8984
	2.002
	3.053
	-2.32

	-1.193
	-0.4724
	-2.8426
	1.242
	1.0916
	1.7937
	0.945
	-0.9861

	-0.6763
	-0.2432
	-2.4981
	1.7388
	1.0262
	0.39
	-2.45
	0.0841

	0.6968
	-0.4119
	-0.2912
	1.7317
	0.802
	-0.9052
	-2.4651
	0.583

	1.2
	-0.6785
	2.3164
	1.2585
	0.7105
	-1.0023
	0.4665
	0.4912

	0.2828
	-0.5996
	3.5128
	0.1876
	0.9056
	0.0001
	3.052
	0.002

	-0.7221
	-0.0449
	2.3528
	-1.1307
	1.0958
	1.0025
	0.9463
	-0.4925

	-0.4711
	    0.7788
	-0.2767
	-2.0600
	1.0365
	0.9054
	-2.4652
	-0.593

	0.5024
	1.4016
	-2.5041
	-2.0782
	0.7972
	-0.37
	-2.467
	-0.0841

	0.7083
	1.4446
	-2.8408
	-1.1179
	0.6868
	-1.7940
	0.940
	0.9852

	-0.3085
	1.0099
	-1.3088
	0.2087
	0.9066
	-2.003
	3.053
	2.315

	-1.204
	0.4743
	0.7309
	1.2317
	1.0858
	-0.5597
	0.9417
	3.3891

	-0.6968
	0.2475
	1.6866
	1.7312
	1.0128
	1.6174
	-2.4703
	3.8051

	0.67
	0.4091
	1.0946
	1.7316
	0.7833
	2.9025
	-2.4712
	3.2961

	1.2049
	0.6512
	-0.2552
	1.2483
	0.7028
	2.2468
	0.938
	1.9129

	0.3095
	0.6007
	-0.8962
	0.1898
	0.9035
	0.001
	3.042
	-0.003

	-0.7008
	0.0361
	-0.2370
	-1.1263
	1.0815
	-2.2365
	0.933
	-1.913

	-0.5057
	-0.7662
	1.0992
	-2.0577
	1.0366
	-2.902
	-2.472
	-3.2963

	0.491
	-1.3814
	1.6841
	-2.0713
	0.7552
	1.6172
	-2.471
	-3.8051

	0.7244
	-1.4429
	0.7336
	-1.1084
	0.7185
	0.5593
	0.942
	-3.3892

	-0.3
	-1.0072
	-1.2845
	0.2066
	0.9218
	2.0004
	3.052
	-2.285


Контрольні питання 
1. Побудувати наближення таблично заданої функції за методом найменших квадратів многочленами 0-го, 1-ого і 2-го ступенів.
	x
	-2
	-1
	0
	1
	2

	y
	9.9
	5.1
	1.9
	1.1
	1.9


Побудувати графіки функції і знайдених многочленів.

 2. Функция y = a / xb задана таблицею своїх значень. 

	х
	0.1
	0.2
	0.5

	y
	10.22
	5.14
	2.76


Знайти параметри a і b за методом найменших квадратів Вказівка​​. Попередньо звести задачу до лінійної, зробивши заміну: t = 1 / x. Тоді функція y наближається многочленом 1-го ступеня at b.

 3. Вивесті нормальну систему рівнянь для визначення параметрів a, b, c функції g (x) = asin(x)bcos(x)c, що здійснює середньоквадратичну апроксимацію таблично заданої функції y (x).

 4. Сформуліруйте постановку задачі наближення функції за методом найменших квадратів.

 5. Що таке середньоквадратичне відхилення.

 6.  Як визначити ступінь приближаючого многочлена.

 7.  Із якої умови виводиться нормальна система рівнянь методу найменших квадратів.
Комп’ютерний практикум 8
Тема: Чисельне інтегрування.
Мета: Оволодіти навичками чисельного інтегрування, використовуючи квадратурні формули. Порівняти похибки різних квадратурних формул
Теоретичні відомості
         Нехай функція 
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)

yfx
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 визначена і інтегровна на відрізку 
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]

;

ab

. Необхідно знайти значення визначеного інтеграла 
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, коли першообразна 
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 невідома або її важко знайти, або 
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 задана своїми значеннями 
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    Загальний підхід в чисельному інтегруванні полягає в наступному: Для функції 
[image: image813.wmf](

)
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 будується апроксимуюча функція 
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, так щоб 
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 на відрізку 
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;

ab

, при цьому клас апроксимуючої функції 
[image: image817.wmf](

)

Fx

 може залежати від властивостей функції 
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, від необхідної точності обчислення інтеграла, від числа арифметичних дій, від часу роботи алгоритму і т.д.; 

Функція 
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 вибирається так, щоб інтеграл 
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 легко рахувався;

a) Функція 
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 вибирається так, щоб 
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, де 
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 - задана точність обчислення інтеграла.
Для застосування методів чисельного інтегрування ділять відрізок 
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 і розглядають суму інтегралів 
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Будь – яка прос​​та формула, що ап​прок​си​мує окремий  ін​теграл

, на​зы​​вaеться квад​ра​тур​ною. Составна квад​ра​​тур​ная формула - це фор​му​​​ла, яка дає приближеня  ін​​​те​​гра​ла 

 у вигляді суми приближень ін​те​​гра​ла​ми 

 по дан​​ій квад​ра​тур​ній формулі.
Виходячи з цих міркувань і припущень зазвичай використовують такі формули чисельного інтегрування. 

Формула лівих прямокутників. У цьому випадку 
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 замінюється функцією 
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1. Формула правих прямокутників. В цьому випадку 
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 замінюється функцією 
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2. Формула середніх прямокутників. В цьому випадку 
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 замінюється функцією 
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3. Формула трапецій. В цьому випадку 
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 замінюється функцією 
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4. Формулы Ньютона-Котеса. Якщо 
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 на відрізку 
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 замінити інтерполюючим поліномом Лагранжа 
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Якщо 
[image: image864.wmf]1
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 отримаємо з цих співвідношень формулу трапеції.
5. Формула Сімпсона. Виходить з формул Ньютона-Котеса при парному числі разбиттів 
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 та розгляді інтерполяції функції 
[image: image867.wmf](
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 на трьох точках, тобто 
[image: image868.wmf](

)

fx

 приближается квадратичним трьохчленом виду 
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6.     Гауссоии квадратури - дуже потужний засіб інтегрування, що дозволяє будувати формули на основі  N точок, точні для поліномів ступені 2N-1. 
     Гауссова квадратура визначається для заданих меж інтегрування [a, b], вагової функції W(x) і числа вузлів N. Для кожного такого набору параметрів існує свій набір вузлів  xi  и вагів wi , що визначає квадратурну формулу:: 

[image: image872.png]



      Ця квадратурная формула точна для поліномів ступеня 2N-1 і нижче. Висока точність гауссова квадратур досягається за рахунок спеціального вибору не тільки вагових коефіцієнтів  wi , але ж і вузлів  xi . 
      Гаусоиы квадратури эфективні тілько для гладких підінтегральних функцій f(x). Тоббто добуток W(x)f(x) може бути негладкою функцією, но f(x) має бути гдадкою, інакше квадратурная формула втратить частину своєї високої точності, інакше квадратурна формула втратить частину своєї высокої точності. 
Квадратурна формула Гауса   
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Таблиця 8.1 – Таблиця вузлів і ваги квадратурної формули Гаусса

	Вузли і

вага
	          Число
         вузлів 1
	Число вузлів
2
	Число вузлів

3
	Число вузлів

4
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	0
	-0.577350269189626
	-0.77459666929954
	-0.861136311594052

	
[image: image877.wmf]0

A


	2
	1.000000000000000
	0.55555555555556
	0.347854845137454
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	0.577350269189626
	0.00000000000000
	-0.339981043584856
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	1.000000000000000
	0.88888888888888
	0.652145154862546
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7. Похибка в обчисленні визначених інтегралів за наближеними формулами  залежить ввід кроку разбиття інтервалу інтегрування h і від гладкості  ін​те​груємої функ​ції f (x), тому в загальному випадку заздалегідь вирахувати похибку інтегрування неможливо. На практиці для оцін​ки похибки ​користуються   зручним правилом Рун​ге. 

В загальному випадку, коли інтегрується функція деякою квадратурною формулою порядку m,  то​гді похибка оцінюється по формулі:




     де у виразі в правій частині стоять тільки відомі величини - значення ин​тег​ра​лів, розраховані для кроків  hi і hi / 2 . 

Робоче завдання

1. Обчислити значення інтегралу 
[image: image884.wmf]1.44

1

()d

n

IPxx

=

ò

, де 
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, за допомогою квадратурних формул трапецій і Сімпсона для елементарного відрізка інтегрування. Оцінити величину похибки. Застосовуючи ті ж квадратурні формули для складеного відрізка інтегрування, обчислити інтеграл з точністю 0.0001. Попередньо оцінити крок інтегрування, при якому досягається задана точність.
ПОРЯДОК РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧІ:

1. Обчислити значення інтеграла I аналітично.
2. Задати многочлен 
[image: image886.wmf]()

n

Px

. Обчислити значення інтеграла 
[image: image887.wmf]I

 по формулах трапецій і Сімпсона, вважаючи відрізок 
[image: image888.wmf]]
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 елементарним відрізком інтегрування.

3. Знайти абсолютні похибки результатів.

4. Використовуючи вираз для остаточних членів інтегрування, оцінити кроки інтегрування, при яких величина похибки кожної квадратурної формули буде менше 0.0001.

5. Обчислити значення інтеграла по складеній квадратурній формулі з найденним кроком 
6. Знайти абсолютні похибки результатів.
2. Обчислити інтеграли 
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, k=0,1,...,5 аналітично й використовуючи квадратурну формулу, зазначену в індивідуальному варіанті, із кроком h = (b-a)/2. Для многочленів якого ступеня використовувана квадратурна формула точна й чому? Оцінити похибку інтегрування за правилом Рунге.
3. Обчислити значення інтеграла 
[image: image891.wmf]()d
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 аналітично і, використовуючи формулу центральних прямокутників, з кроками 
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. При вказаних значеннях 
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 знайти абсолютну похибку і оцінки теоретичної абсолютної похибки. На одному кресленні побудувати графіки знайденних похибок.

4. Побудувати графік функції 
[image: image897.wmf]()(,)d
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. Для обчислення інтегралу з точністю 10-8 використовувати квадратурну формулу, вказанную в індивидуальному варіанті, і правило Рунге оцінки похибки.

5. Обчислити значення інтегралу 
[image: image899.wmf]I

 із задачі 8.1, використовуючи квадратурну формулу Гаусса з одним, двома, трьома, чотирма вузлами. Визначити абсолютну похибку результату. Побудувати гістограму залежності похибки від числа вузлів. Впевнитися, що квадратурні формули Гаусса з N+1 (N=0,1,2,3) вузлом точні для многочленів  1, t,…,tm, где m=2N+1.
Таблиця 8.2 – Схема варіантів до компютерного практикуму 8
	№
	Виконувані  задачі
	№
	Виконувані  задачі
	№
	Виконувані  задачі

	1
	8.1.1,   8.2.1,  
 8.5.1,  8.6.1,   8.9.1
	11
	8.1.11,  8.3.4,    
8.7.4,   8.6.11,  8.9.11
	21
	8.1.21,  8.4.7,  
  8.8.7, 8.6.21,  8.9.21

	2
	8.1.2,   8.3.1,   
8.8.1,  8.6.2,   8.9.2
	12
	8.1.12,  8.4.4 ,  
 8.8.4, 8.6.12,  8.9.12
	22
	8.1.22,  8.2.8,  8.5.8, 
8.6.22,  8.9.22

	3
	8.1.3,   8.4,1,  
 8.7.1,  8.6.3,   8.9.3
	13
	8.1.13,  8.2.5,    
8.5.5, 8.6.13,  8.9.13
	23
	8.1.23,  8.3.8,    
8.7.8, 8.6.23,  8.9.23

	4
	8.1.4,   8.2.2,  
 8.8.2, 8.6.4,  8.9.4
	14
	8.1.14,  8.3.5,   
 8.8.5, 8.6.14,  8.9.14
	24
	8.1.24,  8.4.8,   
 8.8.9., 8.6.24,  8.9.24

	5
	8.1.5,   8.3.2,  
 8.5.2, 8.6.5,   8.9.5
	15
	8.1.15,  8.4.5,   
 8.7.5, 8.6.15,  8.9.15
	25
	8.1.25,  8.2.9,  
  8.5.9, 8.6.25,  8.9.25

	6
	8.1.6,   8.4.2,   
8.6.2, 8.6.6,   8.9.6
	16
	8.1.16,  8.2.6,    
8.8.6, 8.6.16,  8.9.16
	26
	8.1.26,  8.3.9,   
 8.7.9, 8.6.26,  8.9.26

	7
	8.1.7,   8.2.3 , 
 8.7.2, 8.6.7,   8.9.7
	17
	8.1.17,  8.3.6,  
  8.5.6, 8.6.17,  8.9.17
	27
	8.1.27,  8.4.9,   
 8.7.10, 8.6.27,  8.9.27

	8
	8.1.8,   8.3.3,   
8.8.3, 8.6.8,   8.9.8
	18
	8.1.18,  8.4.6,    
8.5.7, 8.6.18,  8.9.18
	28
	8.1.28,  8.2.10,  
8.8.10,   8.6.28,    8.9.28

	9
	8.1.9,   8.4.3, 
  8.5.3, 8.6.9,   8.9.9
	19
	8.1.19,  8.2.7,   
 8.7.6, 8.6.19,  8.9.19
	29
	8.1.29,  8.3.10,  
8.5.10,   8.6.29,  8.9.29

	10
	8.1.10, 8.2.4,  
 8.7.3,  8.6.10, 8.9.10
	20
	8.1.20,  8.3.7 ,   
 8.7.7 , 8.6.20,  8.9.20
	30
	8.1.30,  8.4.10,  
8.5.4,   8.6.30,   8.9.30


Таблиця 8.3 – Завдання 1

	№
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	8.1.1
	0.6
	1.3
	0
	1.2
	1.9
	8.1.16
	5.4
	2.1
	0.3
	2.1
	1.6
	1.6

	8.1.2
	1
	0.9
	0.8
	0.7
	0.5
	8.1.17
	0
	-2.9
	-0.9
	0.4
	1.9
	2.3

	8.1.3
	0.4
	0.3
	0.2
	0.1
	2
	8.1.18
	5.2
	5.3
	2.5
	0.1
	0
	2.3

	8.1.4
	0.1
	-0.1
	1
	1
	1
	8.1.19
	4.6
	-0.4
	1.6
	0
	2.4
	-4.1

	8.1.5
	1.5
	    0
	-2.1
	-1.1
	  3.1
	8.1.20
	3.5
	-0.2
	-2.3
	-3.1
	  3.1
	   5.2

	8.1.6
	2.5
	-2.1
	0
	0.4
	0.5
	8.1.21
	2.2
	-4.1
	0.3
	-3.4
	3.5
	6.5

	8.1.7
	6.8
	1.7
	-4.1
	0.1
	-6.1
	8.1.22
	0.8
	6.5
	-4.4
	6.1
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Таблиця 8.4  – Завдання 2
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Таблиця 8.5 – Завдання 3
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	f(x)
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	f(x)
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Таблиця 8.6  – Завдання 4
	№
	f(x,t)
	a
	b
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	x2
	Квадратурна
формула
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Таблиця 8.7  – Завдання 5
	№
	f(t)
	a
	x1
	x2
	№
	f(t)
	a
	x1
	x2
	Квадратурна формула
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Таблиця 8.8  – Завдання 7
	№
	Кривая 1
	Кривая 2
	Квадратурная

формула
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Таблиця 8.9  – Завдання 8
	№
	f(x,y)
	a
	b
	c
	d
	Квадратурная формула
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Таблиця 8.10  – Завдання 9
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	k(x,t)
	f(x)
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     Фрагмент РОЗВ’ЯЗКУ задачі 8.1.0
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 Складова формула левіх прямокутніків 
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Вичислення по складовою формулою левіх прямокутніків з Знайдені кроком h:
Контрольні питання
1. Найпростіші квадратурні формули (формули правих, лівих, центральних прямокутників, формула Трапецій, формула Сімпсона), геометрична ілюстрація, оцінки похибки. Точність квадратурних формул. 

2. Квадратурні формули інтерполяційного типу: вивід формул, оцінки похибки. 

3. Квадратурні формули Гаусса: вивід формул, точність формул. 

4. Правило Рунге практичної оцінки похибки. Адаптивні процедури чисельного інтегрування. 

5. Обчислити наближенно з кроком h=1 інтеграл [image: image1056.png]3
dx
£2+x




по формулі:
a) правих прямокутників,
b) лівих прямокутників,
c) центральних прямокутників,
d) Трапецій,
e) Сімпсона.
Оцінити похибку на основі теоретичної оцінки похибки. 

6. Впевнитись в тому, що формула центральних прямокутників точна для многочленів [image: image1057.png]


, а формула Сімпсона – для многочленів [image: image1058.png]16,8,



. 

7. Оцінити теоретичне значення кроку інтегрування h для наближенного обчислення інтегралу [image: image1059.png]Y dx

[



по формулі Трапецій з точностю [image: image1060.png]=107



. 

8. Оцінити теоретично значення кроку інтегрировання h для наближенного обчислення інтегралу [image: image1061.png]1

Jsm( ydx



по формулі Сімпсона з точностю [image: image1062.png]=107



. 

9. Отримати квадратурні формули центральних прямокутників і Трапецій із загальної формули інтерполяційного типу. 

10. Впевнитися в тому, що квадратурна формула Гаусса з одним вузлом точна для многочленів [image: image1063.png]16,8,



. 

11. Обчислити наближено інтеграл [image: image1064.png]1



по формулам Трапецій і Сімпсона з точністю [image: image1065.png]


, використовуючи правило Рунге практичної оцінки похибки. 

12. Знайти оцінку похибки Обчислення інтегралу [image: image1066.png]


по составній формулі
[image: image1067.png]S=(f(0)+2/0.1)+27(0.2)+..+2/(0.9) + f(1))/20




13. Оцінити мінимальне число разиттів відрізка інтегрирування N для наближеного обчислення інтегралу [image: image1068.png]1

Jsm( ydx



по составній формулі Трапецій, яке забезпечує точність [image: image1069.png]=107



. 

14. Побудувати квадратурні формули Чебишева на відрізку [-1,1] для обчислення [image: image1070.png]1
Jreoar
g



для n=2,3,4. 

Комп’ютерний практикум  9
Тема: Чисельний розв’язок задачі Коші.

Мета роботи: Оволодіти необхідними навичками для розв’язання задачі Коші різними методами. Оцінити похибки розв’язків однокрокових і багатокрокових методів.
Теоретичні відомості

Правило Рунге практичної оцінки похибки (правило подвійного перерахування):
[image: image1071.wmf]/2
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, i=1, … , N,  p – порядок методу, а обчислення ведуться у вузлах сітки [image: image1073.wmf]i
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Уточнений розв'язок обчислюється по формулі:[image: image1074.wmf]/2
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Постановка задачи. Знайти приблизні значення розвязку [image: image1075.wmf]()

yyx

=

 звичайного диференціального рівняння (ЗДР) 
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Розрахункові формули методів розв'язку задачі Коші для ЗДР 1 порядку:
	Метод розкладання по формулі Тейлора 2 порядку:
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	Модифікований метод Ейлера 2 порядку:
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	Метод Рунге-Кутти 3 порядку I:
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	Метод Рунге-Кутти 3 порядку II:
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	Метод Рунге-Кутти 3 порядку III:
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Метод Рунге-Кутта четвертого порядка
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[image: image1096.wmf](
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	Экстраполяційний метод Адамса 2 порядку:

[image: image1098.wmf]111
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	Экстраполяційний метод Адамса 3 порядку:
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	Экстраполяційний метод Адамса 4 порядку:
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Зведення ЗДР 3 порядку  до системи ЗДР 1 порядку (для задачі 4):
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[image: image1103.wmf]1
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Умова стійкості явного методу Ейлера для системи ЗДР 1 порядку з постійними коефіцієнтами [image: image1107.wmf]()(),
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,  где [image: image1110.wmf]i
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, i=1, …, n, – власні числа матриці M порядку n.
Робоче завдання
1. Знайти  наближений розв'язок  завдання Коші для звичайного диференціального  рівняння (ЗДР) 1 порядку 

                                              [image: image1111.wmf]'()(,()),
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і  оцінити похибку розв'язку завдання.
ПОРЯДОК   РОЗВ'ЯЗКУ  ЗАВДАННЯ:

1. Задати вихідні дані: функцію f правої частини, початкове значення [image: image1114.wmf]0

y

. 

2. Використовуючи функцію eyler, знайти наближений розв'язок завдання Коші  із кроком h=0.1 по явному метод Ейлера. 

3. Використовуючи вбудовану функцію rkfіxed пакета MATHCAD,  знайти наближений розв'язок завдання Коші  із кроком h=0.1 по методу Рунге- Кутти 4 порядку точності.

4. Знайти розв'язок завдання Коші аналітично.

5. Побудувати таблиці значень наближених і точного розв'язків. На одному кресленні побудувати  графіки наближених і точного розв'язків.

6. Оцінити похибку наближених розв'язків двома способами:
a) по формулі [image: image1115.wmf]0

max|()|

ii

iN

yty

££

=-

e

; тут[image: image1116.wmf]()
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- значення точного й наближеного розв'язків у вузлах сітки [image: image1118.wmf]i

t

, i=1,..N;

b) за правилом Рунге (за правилом подвійного перерахування) . З'ясувати, при якому значенні кроку h=h*  розв'язок, отримане по методу Ейлера, буде мати таку ж похибку (див. п. 6а), як розв'язок, отримане за допомогою метод Рунге- Кутти із кроком h=0.1.

ВКАЗІВКА. У п. 6 рекомендується провести серію обчислень розв'язку по методу Ейлера, дроблячи крок h навпіл. 

2.  Завдання Коші для ЗДР  2 порядку [image: image1119.wmf]()
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                            [image: image1121.wmf]0
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описує  рух вантажу маси  m, підвішеного до кінця пружини. Тут  x(t) - зсув вантажу від положення рівноваги,  H - константа, що характеризує силу опору середовища, k -коефіцієнт пружності пружини,  f(t) - зовнішня сила. Початкові умови: [image: image1122.wmf]0

x

 – зсув  вантажу в початковий момент  часу t=0,  - швидкість вантажу в  початковий момент часу.  Промоделювати рух вантажу  на тимчасовому відрізку [0,T ]  при заданих в індивідуальному  варіанті трьох наборах  (І, ІІ, ІІІ) значень  параметрів завдання. Для кожного набору  по знайденій таблиці (або графіку) розв'язку завдання визначити максимальне й мінімальне значення 

функції x(t) і моменти часу, у які ці значення досягаються.  Запропонувати свій варіант завдання параметрів, при яких характер коливань  вантажу суттєво відрізняється від розглянутого раніше.
         ПОРЯДОК   РОЗВ'ЯЗКУ  ЗАВДАННЯ:
1. Замінити вихідне завдання еквівалентним  завданням  Коші для системи ЗДР 1 порядку:
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2. Для кожного варіанту вибору параметрів розв'язати завдання (2) за допомогою методу Рунге- Кутти 4 порядку точності із кроком h=0.1.

3. Для кожного варіанту вибору параметрів побудувати графік знайденого розв'язку. Зрівняти характер руху вантажу й дати інтерпретацію отриманого руху.

4. Для кожного варіанту вибору параметрів визначити необхідні в завданні характеристики.

ВКАЗІВКА. У п. 2 використовувати вбудовану функцію rkfіxed пакета MATHCAD
3. Розв'язати приблизно завдання Коші для ЗДР 1 порядку виду (1), використовуючи метод Рунге- Кутти 4 порядку точності й метод, зазначений у варіанті, із кроками й. Для кожного методу оцінити похибку за правилом Рунге й обчислити уточнений розв'язок. Побудувати на одному кресленні графіки наближених розв'язків (із кроком h / 2) і графіки уточнених розв'язків.

ВКАЗІВКА. Для знаходження початкових значень, необхідних для початку обчислень багатокрокових методів, використовувати вбудовану функцію rkfіxed пакета MATHCAD.
4. Розв'язати приблизно завдання Коші для ЗДР  3 порядку
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на відрізку [A, B], використовуючи метод Рунге- Кутти 4 із кроками h=0.1 і h=0.05 для систем ЗДР 1 порядку. Оцінити похибку за правилом Рунге. Побудувати графік розв'язку, знайденого із кроком h=0.05. 

5. Дане жорстке завдання Коші виду (1). Знайти  розв'язок завдання з

заданою точністю (=
[image: image1128.wmf]3
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ПОРЯДОК РОЗВ'ЯЗКУ ЗАВДАННЯ:

1. Використовуючи функцію eyler, знайти наближений розв’язок задачі Коші явним методом Ейлера з кроком h=0.15. 

2. Знайти розв’язок задачі методом Рунге-Кутті 4 порядку точності за допомогою вбудованої функції  rkfixed пакета MATHCAD з кроком h=0.15.

3. Побудувати графікі наближених та точного розв'язків завдання.

4. Зменшуючи крок, знайти розв'язок завдання із заданою точністю кожним з методів. Зрівняти значення кроків інтегрування, при яких досягається  точність.

5. Пояснити отримані результати.
6. Дано два завдання Коші для систем ЗДР 1 порядку з постійними коефіцієнтами на відрізку [0, 1]
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де A и B – задані матриці, [image: image1133.wmf]00

,

YZ

 - задані вектори. З'ясувати, яка із завдань є твердою.

        ПОРЯДОК   РОЗВ'ЯЗКУ  ЗАВДАННЯ:

1. Скласти програму-функцію знаходження розв'язку системи ЗДР 1 порядку з постійними коефіцієнтами по явному метод Ейлера. Використовуючи складену програму, розв'язати обидві завдання із кроком h=0.01. Визначити, для якої із завдань явний метод нестійкий при даному кроці h.

2. Використовуючи вбудовану функцію eіgenvals(M) (M - матриця) пакета MATHCAD  для знаходження власних чисел матриць A і B, знайти коефіцієнти твердості обох систем. Яка із завдань є твердою?

3. Для твердого завдання теоретично оцінити крок h*, при якому явний метод Ейлера буде стійкий (див. ДОДАТОК 7.C). 

4. Скласти програму-функцію знаходження розв'язку системи ЗДР 1 порядку з постійними коефіцієнтами по неявному метод Ейлера. Використовуючи складену програму, знайти розв'язок твердого завдання із кроком h=0.01. Побудувати графіки компонентів отриманого розв'язку.

5. Для твердого завдання експериментально підібрати крок h, при якому графіки компонентів розв'язку, отриманого по явному метод Ейлера, візуально збігаються із графіками компонентів розв'язку, отриманого по неявному метод із кроком h=0.01. Зрівняти знайдене значення кроку 

з кроком h. Пояснити відмінність поведінки явного й неявного методів Ейлера при розв'язку твердого завдання.

ВКАЗІВКА. У п. 4 для розв'язку системи лінійних рівнянь зручно використовувати вбудовану функцію lsolve пакета MATHCAD.
7. Розв'язати приблизно завдання Коші для ЗДР  1 порядку виду (1) за допомогою методу, зазначеного в індивідуальному варіанті, з точністю. При знаходженні розв'язку використовувати алгоритм автоматичного вибору кроку. 

ВКАЗІВКА. У результаті роботи програми повинен створюватися файл, що містить вектор значень наближеного розв'язку, а також значення кроку h, при якому досягається задана точність. Програма по запиту повинна видавати на екран  таблицю значень знайденого розв'язку у фіксованої 21 крапці відрізка або графік знайденого розв'язку.
Таблиця 9.1 – Схема варіантів до лабораторної роботи
	N 
	Виконувані  задачі
	N   
	Виконувані  задачі
	N  
	Виконувані  задачі

	1
	9.1.1,    9.2.1,  9.5.1
	11
	9.1.11,  9.2.4,  9.6.4
	21
	9.1.21,  9.2.8,    9.6.2

	2
	9.1.2,    9.3.1,  9.6.1
	12
	9.1.12,  9.2.5,  9.7.4
	22
	9.1.22,  9.3.8,    9.7.2

	3
	9.1.3,    9.4.1,  9.7.1
	13
	9.1.13,  9.3.5,  9.5.5
	23
	7.1.23,  9.4.8,    9.5.3

	4
	9.1.4,    9.2.2,  9.6.2
	14
	9.1.14,  9.4.5,  9.6.5
	24
	9.1.24,  9.2.9,    9.6.3

	5
	9.1.5,    9.3.2,  9.5.2
	15
	9.1.15,  9.2.6,  9.6.6
	25
	9.1.25,  9.3.9     9.7.3

	6
	9.1.6,    9.4.2,  9.7.2
	16
	9.1.16,  9.3.6,  9.7.6
	26
	9.1.26,  9.4.9,    9.6.4

	7
	9.1.7,    9.2.3,  9.5.3
	17
	9.1.17,  9.4.6,  9.5.1
	27
	9.1.27,  9.2.10,  9.5.4

	8
	9.1.8,    9.4.3,  9.6.3
	18
	9.1.18,  9.2.7,  9.6.1
	28
	9.1.28,  9.4.4,    9.7.4

	9
	9.1.9,    9.3.3,  9.7.3
	19
	9.1.19,  9.3.7,  9.7.1
	29
	9.1.29,  9.3.10,  9.5.5

	10
	9.1.10,  9.3.4,  9.5.4
	20
	9.1.20,  9.4.7,  9.5.2
	30
	9.1.30,  9.4.10,  9.6.5
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Таблиця 9.4 – Завдання 3                                                                                           

	N
	f(t,y)
	t0
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	y0
	Метод
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Таблиця 9.6 – Завдання 5                                                                                           
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Таблиця 9.7 – Завдання 6                                                                                           

	N
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	[image: image1220.wmf]0
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Таблиця 9.8 – Завдання 7                                                                                           

	N
	f(t,y)
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	y0
	Метод
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Приклади розв’язання заданих задач

Фрагмент розв’язку задачі 9.1.0

Задача Коші: y’(t)=2ty,  t0=0, T=1, y(0)=1.
Вихідні дані:

Права частина: 
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Початкове значення:
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Кінці відрізка:
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Функція, що реалізує явний метод Ейлера; повертає вектор розв'язку:
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Вхідні параметри:

f - функція правої частини;

y0 - початкове значення;

t0 - початкова крапка відрізка;

h - крок сітки;

N - число вузлів сітки.
Обчислення розв'язку по методу Ейлера:


[image: image1235.wmf]yE
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Обчислення розв'язку по методу Рунге- Кутти 4 порядку точності:
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вхідні параметри:

y - вектор початкових значень;

t0- початкова крапка відрізка;

T - кінцева крапка відрізка;

N - число вузлів сітки;

f - функція правої частини. Функція rkfіxed повертає матрицю, перший стовпець якої містить вузли сітки, а другий - наближений розв'язок у цих вузлах.

Точний розв'язок: 
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Точний розв'язок у вузлах сітки:
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Графіки наближених і точного розв'язків
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Обчислення похибки за правилом Рунге:

Обчислення наближених розв'язків із кроком h/2:
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Обчислення похибок:
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Значение погрешностей:
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Фрагмент розв’язку задачі 9.2.0

Вихідні дані:
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Крок сітки:
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Число вузлів сітки:
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Формирование вектора правой части системы ОДУ  и вектора начальных условий для 

применения встроенной функции 

rkfixed

:


Формування вектора правої частини системи ЗДР і вектора початкових умов для застосування вбудованої функції rkfіxed:
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Графік розв'язку

[image: image1251.wmf]i

0

N

..

Z

i

1

,

Z

i

0

,

0

2

4

10

0

10

Z

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

10

8.776

5.406

0.714

4.151

8

9.892

9.363

6.545

2.127

2.811

0

4.792

8.41

9.971

9.093

5.991

1.424

3.49

7.549

9.762

9.586

=


Правило Рунге практичної оцінки похибки (правило подвійного перерахування):
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, i=1, … , N,  p – порядок методу, а обчислення ведуться у вузлах сітки [image: image1254.wmf]i
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Розрахункові формули методів РОЗВ’ЯЗКУ задачі Коші для ЗДР 1 порядку:
	    Метод розкладання по формулі Тейлора 2
    Порядку:[image: image1256.wmf]1
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	    Модифікований метод Ейлера 2 порядку:
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	   Метод Рунге-Кутти 3 порядку I:
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	   Метод Рунге-Кутти 3 порядку II:
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	   Метод Рунге-Кутти 3 порядку III:
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	Экстраполяційний метод Адамса 2 порядку:
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	Экстраполяційний метод Адамса 3 порядку:
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	Экстраполяційний метод Адамса 4 порядку:


[image: image1273.wmf][

11122

55(,)59(,)37(,)

24

iiiiiiii

h

yyftyftyfty

+----

=+-+-


                             
[image: image1274.wmf]]

33

9(,)

ii

fty

--

-




Сведение ЗДР 3 порядку  к системе ЗДР 1 порядку (для задачі 4):
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Умова стійкості явного методу Ейлера для системи ЗДР 1 порядку з постійними коефіцієнтами  [image: image1280.wmf]()(),
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, i=1, …, n, – власні числа матриці M порядку n.
Контрольні питання

1.
Постановка задачі Коші. Дискретне завдання Коші: основні поняття й визначення (сітка, сеточние функції, численний метод, апроксимація, збіжність). 

2.
Методи рядів Тейлора розв'язку задачі Коші. 

3.
Численні методи розв'язку задачі Коші : вивод формули методу Ейлера, його геометрична інтерпретація, стійкість, оцінка похибки, вплив обчислювальної похибки. 

4.
Модифікації методу Ейлера другого порядку точності: вивід розрахуваних формул, геометрична інтерпретація методів. Оцінка похибки. 

5.
Методи Рунге- Кутті. Вивід формул. Оцінка похибки. 

6.
Явние одношаговие методи. Локальна й глобальна похибки. Оцінка похибки за правилом Рунге. Організація программи з автоматичним вибором кроку. 

7.
Розв'язок задачі Коші для систем дифференциальних рівнянь. Завдання Коші для рівняння m- го порядку. 

8.
Апроксимація, стійкість і збіжність численних методів розв'язку задачі Коші. 

9.
Неявний метод Ейлера. 

10.
Многошаговие методи. Вивод формул явного методу Адамса- Башфорта. Многошаговие методи. Вивод формул неявного метода Адамса-Моултона.
11.
Тверді задачі й методи їх розв'язку. 

12. Застосовуючи метод Ейлера , знайти розв'язок задачі Коші [image: image1284.png]


, у три послідовних точках:[image: image1285.png]5 =02x=04x=06



. 

13. Для задачі Коші [image: image1286.png]bl
¥(0)=15

y-x



один крок довжини 0.1 за методом Ейлера-Коші і оцінити похибку знайденого значення за правилом Рунге. 

14. Методом Рунге- Кутти 2 порядку точності знайти розв'язок системи дифференциальних рівнянь [image: image1287.png]y=z+1
Z=y-x
$(0) =1, z(0)=1



 у дві послідовних точках [image: image1288.png]n=01



, [image: image1289.png]


. 

15. Оцінити похибку апроксимації похідній різністним відношенням [image: image1290.png]


. 

16. Звести рівняння 2 порядку до системи рівнянь 1 порядку й скласти розрахункові формули методу прогнозу й корекції для розв'язку отриманої системи рівнянь. [image: image1291.png]oy



[image: image1292.png]


, [image: image1293.png]y=3



. 

17. З'ясувати, чи апроксимують методи
a)[image: image1294.png]



b)[image: image1295.png]



перше рівняння задачі Коші 
[image: image1296.png]y'= 7@,
Yltg) = y0.



(*) 

19. Вивести формулу методу рядів Тейлора другого порядку точності для розв'язання задачі Коші .

20. Вивести формули методу Рунге- Кутті першого порядку точності для розв'язання задачі Коші. 

21. Для неявного методу Ейлера для розв'язання задачі Коші записати розрахункові формули методу Ньютона. 

Список Літератури

1. Заварыкин В.М. , Житомирский В.Г., Лапчик М.П. Численные методы. – М.: Просвещение, 1991.-176с.
2. Бахвалов Н.С., Жидков Н.П., Кобельков Г.М. Численные методы. - М.: Наука, 1987.-600с.

3. Васильков Ю.В., Василькова Н.Н. Компьютерные технологи вичислений в математическом моделировании. – М.: Финансы и статистика, 1999. – 255с.

4. Воробьева Г.Н., Данилова А.Н. Практикум по вычислительной математике. – М.:Высш. шк.., 1990. – 308с.

5. Гловацкая А.П. Методы и алгоритмы вычислительной математики. – М.: Радио и свіязь, 1999. – 406с.

6. Копченова Н.В., Марон И.А. Вычислительная математика в примерах и задачах. – М.: Наука, 1972. – 368с.

7.  Калиткин И.Н. Численне методы. – М.: Наука, 1978. – 500с.

8.  Шуп Т.Е. Решение инженерных задач на ЭВМ. – М.: Мир, 1990. – 235с.

9. Мэтьюз Джон Д., Финк Куртин Д. Численные методы. Использование Matlab: Пер. с англ. – 3-е изд. – М.: Издат. Дом «Вильямс», 2001. – 720с.

� EMBED Mathcad ���





� EMBED Mathcad ���





� EMBED Mathcad ���








8

[image: image1303.wmf]P1

x

c

,

(

)

x

P

x

c

,

(

)

d

d

:=

x

a

a

0.1

+

,

b

..

:=

1

1.2

1.4

15

20

25

P1

x

c

,

(

)

x

M1

P1

b

c

,

(

)

:=

M1

23.5792

=

[image: image1304.wmf]Êîëè÷åñòâî îòðåçêîâ èíòåãðèðîâàíèÿ:

n

ceil

b

a

-

h

æ

ç

è

ö

÷

ø

:=

n

2.2825

10

4

´

=

Ñêîððåêòèðîâàííûé øàã èíòåãðèðîâàíèÿ:

h

b

a

-

(

)

n

:=

h

1.92771084

10

5

-

´

=

Ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå èíòåãðàëà:

S

h

0

n

1

-

i

P

a

i

h

×

+

c

,

(

)

å

=

×

:=

S

5.89170385

=

Àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü:

r

S

I

-

:=

r

8.8151628

10

5

-

´

=

[image: image1305.wmf]Îïðåäåëåíèå øàãà

h

2

0.0001

×

b

a

-

(

)

M1

×

:=

h

1.927739

10

5

-

´

=

_1399880671.unknown

_1399880849.unknown

_1399880917.unknown

_1430770260.unknown

_1430770276.unknown

_1430770284.unknown

_1430770293.unknown

_1430770297.unknown

_1430770301.unknown

_1430770305.unknown

_1430779285.unknown

_1430779286.unknown

_1430779287.unknown

_1430779279.unknown

_1430770303.unknown

_1430770304.unknown

_1430770302.unknown

_1430770299.unknown

_1430770300.unknown

_1430770298.unknown

_1430770295.unknown

_1430770296.unknown

_1430770294.unknown

_1430770288.unknown

_1430770291.unknown

_1430770292.unknown

_1430770290.unknown

_1430770286.unknown

_1430770287.unknown

_1430770285.unknown

_1430770280.unknown

_1430770282.unknown

_1430770283.unknown

_1430770281.unknown

_1430770278.unknown

_1430770279.unknown

_1430770277.unknown

_1430770268.unknown

_1430770272.unknown

_1430770274.unknown

_1430770275.unknown

_1430770273.unknown

_1430770270.unknown

_1430770271.unknown

_1430770269.unknown

_1430770264.unknown

_1430770266.unknown

_1430770267.unknown

_1430770265.unknown

_1430770262.unknown

_1430770263.unknown

_1430770261.unknown

_1399880950.bin

_1430770244.unknown

_1430770252.unknown

_1430770256.unknown

_1430770258.unknown

_1430770259.unknown

_1430770257.unknown

_1430770254.unknown

_1430770255.unknown

_1430770253.unknown

_1430770248.unknown

_1430770250.unknown

_1430770251.unknown

_1430770249.unknown

_1430770246.unknown

_1430770247.unknown

_1430770245.unknown

_1430684316.unknown

_1430770240.unknown

_1430770242.unknown

_1430770243.unknown

_1430770241.unknown

_1430770238.unknown

_1430770239.unknown

_1430770237.unknown

_1399880958.bin

_1399880966.bin

_1399880970.unknown

_1430684314.unknown

_1430684315.unknown

_1399880972.unknown

_1399880973.unknown

_1399880971.unknown

_1399880968.unknown

_1399880969.unknown

_1399880967.unknown

_1399880962.bin

_1399880964.bin

_1399880965.bin

_1399880963.bin

_1399880960.bin

_1399880961.bin

_1399880959.bin

_1399880954.bin

_1399880956.bin

_1399880957.bin

_1399880955.bin

_1399880952.bin

_1399880953.bin

_1399880951.bin

_1399880934.unknown

_1399880942.unknown

_1399880946.bin

_1399880948.bin

_1399880949.bin

_1399880947.bin

_1399880944.bin

_1399880945.bin

_1399880943.unknown

_1399880938.unknown

_1399880940.unknown

_1399880941.unknown

_1399880939.unknown

_1399880936.unknown

_1399880937.unknown

_1399880935.unknown

_1399880925.unknown

_1399880929.unknown

_1399880932.unknown

_1399880933.unknown

_1399880931.unknown

_1399880927.unknown

_1399880928.unknown

_1399880926.unknown

_1399880921.unknown

_1399880923.unknown

_1399880924.unknown

_1399880922.unknown

_1399880919.unknown

_1399880920.unknown

_1399880918.unknown

_1399880882.unknown

_1399880898.unknown

_1399880906.unknown

_1399880911.unknown

_1399880915.unknown

_1399880916.unknown

_1399880913.unknown

_1399880914.bin

_1399880912.bin

_1399880908.unknown

_1399880910.unknown

_1399880909.bin

_1399880907.unknown

_1399880902.unknown

_1399880904.unknown

_1399880905.unknown

_1399880903.unknown

_1399880900.unknown

_1399880901.unknown

_1399880899.unknown

_1399880890.unknown

_1399880894.unknown

_1399880896.unknown

_1399880897.unknown

_1399880895.unknown

_1399880892.unknown

_1399880893.unknown

_1399880891.unknown

_1399880886.unknown

_1399880888.unknown

_1399880889.unknown

_1399880887.unknown

_1399880884.unknown

_1399880885.unknown

_1399880883.unknown

_1399880865.unknown

_1399880874.unknown

_1399880878.unknown

_1399880880.unknown

_1399880881.unknown

_1399880879.unknown

_1399880876.unknown

_1399880877.unknown

_1399880875.unknown

_1399880869.unknown

_1399880872.unknown

_1399880873.unknown

_1399880871.unknown

_1399880867.unknown

_1399880868.unknown

_1399880866.unknown

_1399880857.unknown

_1399880861.unknown

_1399880863.unknown

_1399880864.unknown

_1399880862.unknown

_1399880859.unknown

_1399880860.unknown

_1399880858.unknown

_1399880853.unknown

_1399880855.unknown

_1399880856.unknown

_1399880854.unknown

_1399880851.unknown

_1399880852.unknown

_1399880850.unknown

_1399880784.unknown

_1399880817.unknown

_1399880833.unknown

_1399880841.unknown

_1399880845.unknown

_1399880847.unknown

_1399880848.unknown

_1399880846.unknown

_1399880843.unknown

_1399880844.unknown

_1399880842.unknown

_1399880837.unknown

_1399880839.unknown

_1399880840.unknown

_1399880838.unknown

_1399880835.unknown

_1399880836.unknown

_1399880834.unknown

_1399880825.unknown

_1399880829.unknown

_1399880831.unknown

_1399880832.unknown

_1399880830.unknown

_1399880827.unknown

_1399880828.unknown

_1399880826.unknown

_1399880821.unknown

_1399880823.unknown

_1399880824.unknown

_1399880822.unknown

_1399880819.unknown

_1399880820.unknown

_1399880818.unknown

_1399880800.unknown

_1399880809.unknown

_1399880813.unknown

_1399880815.unknown

_1399880816.unknown

_1399880814.unknown

_1399880811.unknown

_1399880812.unknown

_1399880810.unknown

_1399880804.unknown

_1399880807.unknown

_1399880808.unknown

_1399880805.unknown

_1399880802.unknown

_1399880803.unknown

_1399880801.unknown

_1399880792.unknown

_1399880796.unknown

_1399880798.unknown

_1399880799.unknown

_1399880797.unknown

_1399880794.unknown

_1399880795.unknown

_1399880793.unknown

_1399880788.unknown

_1399880790.unknown

_1399880791.unknown

_1399880789.unknown

_1399880786.unknown

_1399880787.unknown

_1399880785.unknown

_1399880750.unknown

_1399880768.unknown

_1399880776.unknown

_1399880780.unknown

_1399880782.unknown

_1399880783.unknown

_1399880781.unknown

_1399880778.unknown

_1399880779.unknown

_1399880777.unknown

_1399880772.unknown

_1399880774.unknown

_1399880775.unknown

_1399880773.unknown

_1399880770.unknown

_1399880771.unknown

_1399880769.unknown

_1399880760.unknown

_1399880764.unknown

_1399880766.unknown

_1399880767.unknown

_1399880765.unknown

_1399880762.unknown

_1399880763.unknown

_1399880761.unknown

_1399880756.unknown

_1399880758.unknown

_1399880759.unknown

_1399880757.unknown

_1399880754.unknown

_1399880755.unknown

_1399880753.unknown

_1399880733.unknown

_1399880742.unknown

_1399880746.unknown

_1399880748.unknown

_1399880749.unknown

_1399880747.unknown

_1399880744.unknown

_1399880745.unknown

_1399880743.unknown

_1399880737.unknown

_1399880739.unknown

_1399880740.unknown

_1399880738.unknown

_1399880735.unknown

_1399880736.unknown

_1399880734.unknown

_1399880725.unknown

_1399880729.unknown

_1399880731.unknown

_1399880732.unknown

_1399880730.unknown

_1399880727.unknown

_1399880728.unknown

_1399880726.unknown

_1399880675.unknown

_1399880677.unknown

_1399880724.unknown

_1399880676.unknown

_1399880673.unknown

_1399880674.unknown

_1399880672.unknown

_1399880587.unknown

_1399880620.unknown

_1399880655.unknown

_1399880663.unknown

_1399880667.unknown

_1399880669.unknown

_1399880670.unknown

_1399880668.unknown

_1399880665.unknown

_1399880666.unknown

_1399880664.unknown

_1399880659.unknown

_1399880661.unknown

_1399880662.unknown

_1399880660.unknown

_1399880657.unknown

_1399880658.unknown

_1399880656.unknown

_1399880628.unknown

_1399880632.unknown

_1399880634.unknown

_1399880654.unknown

_1399880633.unknown

_1399880630.unknown

_1399880631.unknown

_1399880629.unknown

_1399880624.bin

_1399880626.unknown

_1399880627.unknown

_1399880625.unknown

_1399880622.unknown

_1399880623.unknown

_1399880621.unknown

_1399880603.unknown

_1399880611.unknown

_1399880615.unknown

_1399880617.unknown

_1399880619.unknown

_1399880616.unknown

_1399880613.unknown

_1399880614.unknown

_1399880612.unknown

_1399880607.unknown

_1399880609.unknown

_1399880610.unknown

_1399880608.unknown

_1399880605.unknown

_1399880606.unknown

_1399880604.unknown

_1399880595.unknown

_1399880599.unknown

_1399880601.unknown

_1399880602.unknown

_1399880600.unknown

_1399880597.unknown

_1399880598.unknown

_1399880596.unknown

_1399880591.unknown

_1399880593.unknown

_1399880594.unknown

_1399880592.unknown

_1399880589.unknown

_1399880590.unknown

_1399880588.unknown

_1399880540.unknown

_1399880556.unknown

_1399880579.bin

_1399880583.unknown

_1399880585.unknown

_1399880586.unknown

_1399880584.unknown

_1399880581.bin

_1399880582.bin

_1399880580.bin

_1399880575.bin

_1399880577.bin

_1399880578.bin

_1399880576.bin

_1399880559.unknown

_1399880574.bin

_1399880558.unknown

_1399880548.unknown

_1399880552.unknown

_1399880554.unknown

_1399880555.unknown

_1399880553.unknown

_1399880550.unknown

_1399880551.unknown

_1399880549.unknown

_1399880544.unknown

_1399880546.unknown

_1399880547.unknown

_1399880545.unknown

_1399880542.unknown

_1399880543.unknown

_1399880541.unknown

_1303479436.unknown

_1399880469.unknown

_1399880532.unknown

_1399880536.unknown

_1399880538.unknown

_1399880539.unknown

_1399880537.unknown

_1399880534.unknown

_1399880535.unknown

_1399880533.unknown

_1399880477.unknown

_1399880481.unknown

_1399880487.unknown

_1399880489.unknown

_1399880490.unknown

_1399880494.unknown

_1399880488.unknown

_1399880486.unknown

_1399880479.unknown

_1399880480.unknown

_1399880478.unknown

_1399880473.unknown

_1399880475.unknown

_1399880476.unknown

_1399880474.unknown

_1399880471.unknown

_1399880472.unknown

_1399880470.unknown

_1399880461.unknown

_1399880465.unknown

_1399880467.unknown

_1399880468.unknown

_1399880466.unknown

_1399880463.unknown

_1399880464.unknown

_1399880462.unknown

_1399880457.unknown

_1399880459.unknown

_1399880460.unknown

_1399880458.unknown

_1303479441.unknown

_1399880454.unknown

_1399880456.unknown

_1303479445.unknown

_1399880453.unknown

_1303479446.unknown

_1303479444.unknown

_1303479439.unknown

_1303479440.unknown

_1303479438.unknown

_1289500679.unknown

_1303479391.unknown

_1303479432.unknown

_1303479434.unknown

_1303479435.unknown

_1303479433.unknown

_1303479395.unknown

_1303479397.unknown

_1303479399.unknown

_1303479400.unknown

_1303479398.unknown

_1303479396.unknown

_1303479393.unknown

_1303479394.unknown

_1303479392.unknown

_1303479387.unknown

_1303479389.unknown

_1303479390.unknown

_1303479388.unknown

_1303479385.unknown

_1303479386.unknown

_1289500984.unknown

_1303479384.unknown

_1289500729.unknown

_1288979773.unknown

_1289065811.unknown

_1289499722.unknown

_1289499993.unknown

_1289500101.unknown

_1289126759.unknown

_1289499600.unknown

_1289499658.unknown

_1289126778.unknown

_1289126786.unknown

_1289126722.unknown

_1289126747.unknown

_1289065831.unknown

_1288980366.unknown

_1288980885.unknown

_1288981092.unknown

_1288981841.unknown

_1288988126.unknown

_1288988865.unknown

_1288981725.unknown

_1288980985.unknown

_1288981091.unknown

_1288980744.unknown

_1288980519.unknown

_1288980530.unknown

_1288980015.unknown

_1288980062.unknown

_1030816167.unknown

_1288461535.unknown

_1288979253.unknown

_1288979533.unknown

_1288979713.unknown

_1288461714.unknown

_1030816170.unknown

_1288461423.unknown

_1030816169.unknown

_1030816163.unknown

_1030816165.unknown

_1030816166.unknown

_1030816164.unknown

_1030816158.unknown

_1030816161.unknown

_1030816162.unknown

_1030816159.unknown

_943636719.unknown

_1030816157.unknown

_943636717.unknown

_943636718.unknown

_940510335.unknown

