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РЕФЕРАТ

Квалiфiкацiйна робота мiстить: 49 стор., 12 джерел лiтератури.

У роботi розв’язано задачу фiльтрацiї для частково

спостережуваного процесу мiграцiї частинок в багатоурновiй моделi

Еренфестiв. У першому роздiлi наведено два способи опису динамiки

частинок в цiй моделi – на мiкроскопiчному рiвнi та на макроскопiчному

рiвнi. Побудовано ланцюги Маркова, якi описують еволюцiю в кожному з

випадкiв, i знайдено їхнi iнварiантнi розподiли.

У другому роздiлi запропоновано гауссiвську апроксимацiю для

макроскопiчної моделi. Необхiднiсть в такiй апроксимацiї зумовлена тим,

що кiлькiсть частинок є настiльки великою, що спостереження значних

змiн в розподiлi частинок можливе лише в масштабi часу, спiвмiрному з

кiлькiстю частинок.

У третьому роздiлi розв’язано задачу фiльтрацiї для частково

спостережуваного процесу мiграцiї частинок в багатоурновiй моделi

Еренфестiв. А саме, вважаючи, що першi 𝐾 з 𝑀 урн є недоступними для

спостережень, ми знаходимо умовний розподiл частинок в цих урнах в

момент часу 𝑡 за iнформацiєю про розподiл частинок в урнах

𝐾 + 1, . . . ,𝑀 в моменти часу 0, 1, . . . , 𝑡.

Метою роботи є розв’язати задачу фiльтрацiї для багатоурнової

моделi Еренфестiв з частково спостережуваною динамiкою частинок.

Об’єктом дослiдження є багатоурнова модель Еренфестiв, в якiй

динамiка частинок є лише частково спостережуваною.

Предметом дослiдження є оптимальна оцiнка розподiлу

частинок в неспостережуванiй частинi урн за заданим розподiлом

частинок в спостережуванiй частинi урн.

ЛАНЦЮГ МАРКОВА, БАГАТОУРНОВА МОДЕЛЬ

ЕРЕНФЕСТIВ, ЗАДАЧА ФIЛЬТРАЦIЇ, ГАУССIВСЬКА

АПРОКСИМАЦIЯ, ФIЛЬТР КАЛМАНА-БЬЮСI
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ABSTRACT

The qualification work contains: 49 pages, 12 literature sources.

The paper solves the problem of filtering for the partially observed process

of particle migration in the multi-urn Ehrenfest model. In the first chapter, two

ways of describing the dynamics of particles in this model are given - at the

microscopic level and at the macroscopic level. Markov chains describing the

evolution in each of the cases were constructed, and their invariant distributions

were found.

In the second section, the Gaussian approximation for the macroscopic

model is proposed. The need for such an approximation is due to the fact that

the number of particles is so large that the observation of significant changes

in the distribution of particles is possible only on a time scale commensurate

with the number of particles.

In the third section, the problem of filtering for the partially observed

process of particle migration in the multi-urn Ehrenfest model is solved. Namely,

assuming that the first 𝐾 of 𝑀 urns are not available for observation, we find

the conditional distribution of particles in these urns at time 𝑡 based on the

information about the distribution of particles in 𝐾 + 1, . . . ,𝑀 at time points

0, 1, . . . , 𝑡.

The aim of the work is to solve the filtering problem for the multi-urn

Ehrenfest model with partially observed particle dynamics.

The object of research is the Ehrenfest multi-urn model, in which the

dynamics of particles is only partially observable.

The subject of research is the optimal estimation of the distribution

of particles in the unobserved part of the urn according to the given distribution

of particles in the observed part of the urn.

MARKOV CHAIN, MULTI-URN EHRENFEST MODEL, FILTERING

PROBLEM, GAUSSIAN APPROXIMATION, KALMAN-BUCY FILTER
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ВСТУП

Актуальнiсть дослiдження. Багатоурновi моделi Еренфестiв

активно дослiджуються i застосовуються в багатьох галузях. Їх

використовують i для розв’язування задач у фiзицi, i при моделюваннi

мереж та черг в системах обслуговування, i для опису моделi поширення

iнфекцiйних хвороб. Тому роз’язання задачi фiльтрацiї для багатоурнової

моделi Еренфестiв є актуальною задачею.

Метою дослiдження є розв’язати задачу фiльтрацiї для

багатоурнової моделi Еренфестiв з частково спостережуваною динамiкою

частинок. Для досягнення мети необхiдно розв’язати задачу

дослiдження, яка полягає у тому, щоб побудувати оцiнку розподiлу

частинок у неспостережуванiй частинi урн на основi iнформацiї про

розподiл частинок у спостережуванiй частинi урн. Для розв’язання задачi

необхiдно вирiшити такi завдання:

1) провести огляд опублiкованих джерел за тематикою дослiдження;

2) побудувати ланцюги Маркова, якими описується система на

мiкроскопiчному рiвнi та на макроскопiчному рiвнi, та знайти їхнi

iнварiантнi розподiли;

3) знайти гауссiвську апроксимацiю для процесу мiграцiї частинок;

4) розв’язати за допомогою фiльтра Калмана-Бьюсi задачу

фiльтрацiї.

Об’єктом дослiдження є багатоурнова модель Еренфестiв, в якiй

динамiка частинок є лише частково спостережуваною.

Предметом дослiдження є оптимальна оцiнка розподiлу частинок в

неспостережуванiй частинi урн за заданим розподiлом частинок в

спостережуванiй частинi урн.

При розв’язаннi поставлених завдань використовувались такi методи

дослiдження: методи теорiї iмовiрностей та теорiї випадкових процесiв.

Наукова новизна отриманих результатiв полягає в тому, що
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вперше було розглянуто задачу фiльтрацiї для багатоурнової моделi

Еренфестiв, а також запропоновано використати гауссiвську

апроксимацiю для її розв’язання.

Практичне значення результатiв полягає в тому, що вони можуть

бути застосованi при моделюваннi мереж, в яких виникає необхiднiсть в

розв’язуваннi задачi фiльтрацiї через велику розгалуженiсть мережi.

Апробацiя результатiв та публiкацiї. Частину результатiв,

одержаних в ходi виконання дослiдження, було представлено на XXII

Всеукраїнськiй науково-практичнiй конференцiї студентiв, аспiрантiв та

молодих вчених «Теоретичнi i прикладнi проблеми фiзики, математики та

iнформатики» (13-17 травня 2024 р., м. Київ, Україна) та опублiкована

в [11].
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1 ЛАНЦЮГИ МАРКОВА, ПОВ’ЯЗАНI З ПРОЦЕСОМ

МIГРАЦIЇ ЧАСТИНОК В БАГАТОУРНОВIЙ МОДЕЛI

ЕРЕНФЕСТIВ

У цьому роздiлi ми зробимо огляд лiтератури за тематикою роботи.

Потiм розглянемо два способи опису динамiки руху частинок в

багатоурновiй моделi Еренфестiв. Цю еволюцiю ми опишемо ланцюгами

Маркова, знайдемо їхнi матрицi перехiдних iмовiрностей та iнварiантнi

розподiли.

1.1 Дослiдження, пов’язанi з моделлю Еренфестiв

Класична модель Еренфестiв була запропонована Полем та Тетяною

Еренфестами як модель дифузiї молекул газу через мембранну

перегородку в певнiй ємностi. Модель описується наступним чином: в

початковий момент часу 𝑁 частинок розподiлено мiж двома урнами I та

II. На кожному кроцi рiвномiрно випадковим чином обирається частинка

iз однiєї iз урн та переноситься в iншу урну. Марк Кац, який дослiджував

цю модель, встановив, що при довiльному початковому розподiлi системи

iснує її стацiонарний розподiл, який спiвпадає з бiномiальним.

Одне iз перших узагальнень моделi Еренфестiв було запропоноване

Семюелем Карлiном та Джеймсом МакГрегором [1]. У їхнiй моделi час є

неперервним, а вибiр частинок вiдбувається в пуассонiвськi моменти часу.

Через декiлька рокiв Дональд Iглхарт [2] розглянув модель, в якiй кiлькiсть

урн дорiвнює 𝑑 + 1, а ймовiрностi переходiв мiж урнами залежать лише

вiд номера урни, в яку перекладають частинку. Вiн довiв, що розподiл

частинок у такiй моделi збiгається до процесу Орнштейна–Уленбека при

зростаннi кiлькостi частинок до нескiнченностi.

У 1999 роцi Ґодрече та Лак [3] дослiджували модель Backgammon,
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яка належить до класу «термодинамiчних урнових моделей». Ця модель

узагальнює класичну модель Еренфестiв у двох напрямках. Перше

узагальнення полягає у тому, що частинки тепер мають енергiю.

Перемiщення можливе з ймовiрнiстю 1, якщо кiлькiсть енергiї

залишається незмiнною або зменшується. Якщо ж кiлькiсть енергiї

збiльшується на величину Δ𝐸, то ймовiрнiсть перемiщення частинки

дорiвнює 𝑒𝑥𝑝{−𝛽Δ𝐸}. Для моделi Backgammon кiлькiсть енергiї

обирають рiвною кiлькостi порожнiх урн зi знаком мiнус. Друга

вiдмiннiсть запропонованої моделi полягає у тому, що розглядається вже

𝑀 урн, причому кiлькiсть урн та частинок одночасно прямують до

нескiнченностi, тобто розглядається термодинамiчна границя.

У 2003 роцi Йi-Моу Као та Пi-Ган Луан [4] запропонували так звану

«перiодичну урнову модель». У цiй моделi розглядається 𝑁 частинок, якi

розподiленi в 𝑀 урнах. Цi 𝑀 урн розташованi по колу та пронумерованi,

утворюючи цикл. Тобто (𝑀 + 1)-а урна – це, насправдi, 1-ша урна. На

кожному кроцi рiвномiрно випадковим чином обирається частинка iз

однiєї iз урн та переноситься в урну iз наступним номером. Автори

виявили, що середня кiлькiсть кульок у певнiй урнi коливається кiлька

разiв, перш нiж досягне стацiонарного значення. Као та Луан також

обчислили цикл Пуанкаре, тобто середнiй iнтервал часу, необхiдний для

повернення системи до початкової конфiгурацiї.

У 2015 роцi Джеймi Кларк, Мiгель Кiвi та iншi [5] дослiдили

узагальнення моделi Еренфестiв для опису складних мереж. У цiй

модифiкацiї розглядається набiр з 𝑀 вузлiв, кожен з яких має 𝑚𝑖(𝑡)

пакетiв. Конкретний вузол 𝑖 з’єднано з 𝑘𝑖 вузлами, i пакети в 𝑖-му вузлi

можуть перемiщатися лише до 𝑘𝑖 вузлiв, до яких вiн пiдключений. За

допомогою моделювання було знайдено асимптотичний розв’язок для

систем, де кiлькiсть вузлiв дорiвнює 3 та 5. Автори також встановили для

кожної системи час релаксацiї, тобто час, за який система досягає свого

асимптотичного розв’язку. У статтi було показано, як за допомогою

методу середнього поля отримати цi асимптотичнi розв’язки аналiтично.
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Основна суть цього методу полягає у тому, щоб зменшити складнiсть

аналiзу великих систем шляхом замiни складної взаємодiї мiж

складовими частинками системи на середнє значення або середню

характеристику цих частинок. Таке узагальнення моделi Еренфестiв для

складних мереж є надзвичайно корисним, оскiльки за допомогою мереж

можна описати рух транспорту у мiстах, електричнi мережi, системи

обслуговування тощо.

У 2020 роцi у статтi [6] дослiджували 𝑁 -урнову модель Еренфестiв,

у якiй ймовiрнiсть вибору частинки визначається деякою додатною

функцiєю 𝜆, яка визначена на [0, 1]× [0, 1]. Автор виявив, що в мiру того,

як кiлькiсть частинок збiльшується, спосiб їх розподiлу стає бiльш

передбачуваним. Такий перехiд вiд мiкроскопiчного рiвня (рух окремих

частинок) до макроскопiчного рiвня (загальна поведiнка системи)

називається «гiдродинамiчною границею». У статтi також було

розглянуто, що вiдбувається, коли система не є врiвноваженою,

наприклад, коли в одних урнах кiлькiсть частинок бiльша, нiж в iнших.

Для цих випадкiв автор знайшов закономiрнiсть у тому, як кiлькiсть

частинок змiнюється з часом.

Одним iз останнiх дослiджень узагальнення моделi Еренфестiв є

робота Ченга та Лаi [7]. Вони розширили модель Еренфестiв,

розглянувши урни з внутрiшньоурновими взаємодiями, з’єднаними в

одновимiрне кiльце, стрибки частинок мiж якими вiдбуваються з

напрямленою швидкiстю. Автори показали, що така модель забезпечує

рiзнi види рiвноважних i нерiвноважних станiв. Незважаючи на те, що ця

модель проста, вона може слугувати зручною системою для дослiдження

рiзноманiтних явищ статистичної фiзики, починаючи вiд станiв рiвноваги

до нерiвноважних стацiонарних станiв, i навiть далеких вiд рiвноваги

ситуацiй. Ченг та Луї помiтили, що при високих швидкостях руху мiж

урнами та помiрнiй силi взаємодiї система не досягає стiйкого стану, а

натомiсть демонструє повторюваний шаблон, який називається

«граничним циклом». Якщо урн бiльше нiж три, то система може навiть
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демонструвати хаотичну поведiнку. Це свiдчить про те, що ця модель

може допомогти ефективно дослiджувати системи з рiзними рiвнями

дисбалансу.

Отже, як ми бачимо, багатоурновi моделi Еренфестiв активно

дослiджуються i застосовуються в багатьох галузях. Їх використовують i

для розв’язування задач у фiзицi, i при моделюваннi мереж та черг в

системах обслуговування, i для опису моделi поширення iнфекцiйних

хвороб.

1.2 Опис динамiки частинок в багатоурновiй моделi

Еренфестiв (мiкроскопiчний рiвень)

Розглядаємо узагальнену урнову модель Еренфестiв, у якiй 𝑀 урн та

𝑁 частинок. В початковий момент часу задано розподiл частинок в урнах.

В кожний наступний момент часу навмання з ймовiрнiстю 1
𝑁 вибирається

одна з 𝑁 частинок. I ця частинка перемiщується з урни 𝑖, в якiй вона була,

в урну 𝑗 з ймовiрнiстю 𝑝𝑖𝑗 > 0, де
𝑀∑︀
𝑗=1

𝑝𝑖𝑗 = 1 для довiльного 𝑖 = 1,𝑀 .

Введемо в розгляд 𝑁 незалежних ланцюгiв Маркова

{𝑋1(𝑛)}𝑛⩾0 , . . . , {𝑋𝑁(𝑛)}𝑛⩾0, заданих на множинi станiв

𝑆 = {1, 2, . . . ,𝑀}. Кожен iз цих ланцюгiв має матрицю перехiдних

iмовiрностей 𝑃 = (𝑝𝑖𝑗)𝑖=1,𝑀,𝑗=1,𝑀 . Оскiльки за припущенням 𝑝𝑖𝑗 > 0,

𝑖 = 1,𝑀, 𝑗 = 1,𝑀 , то це означає, що кожен з ланцюгiв

{𝑋1(𝑛)}𝑛⩾0 , . . . , {𝑋𝑁(𝑛)}𝑛⩾0 є нерозкладним i аперiодичним, а отже iснує

i єдиний iнварiантний розподiл 𝜋 = (𝜋1, . . . , 𝜋𝑀):

𝜋 = 𝜋𝑃,
𝑀∑︁
𝑖=1

𝜋𝑖 = 1.

Надалi вважатимемо, що початковим розподiлом цих ланцюгiв є

iнварiантний.

Введемо послiдовнiсть незалежних однаково розподiлених
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випадкових величин {𝜀𝑛}𝑛⩾1, якi рiвномiрно розподiленi на {1, . . . , 𝑁}. Це

означає, що 𝑃𝑟{𝜀𝑛 = 𝑖} = 1
𝑁 для довiльного 𝑛 ⩾ 1 та для довiльного

𝑖 = 1, 𝑁 . Визначена таким чином випадкова величина 𝜀𝑛 вiдповiдає за

вибiр частинки на 𝑛-тому кроцi.

З кожним ланцюгом {𝑋𝑖(𝑛)}𝑛⩾0 пов’яжемо послiдовнiсть випадкових

величин {𝐿𝑖(𝑛)}𝑛⩾0 таку, що

𝐿𝑖(𝑛) =
𝑛∑︁

𝑘=1

I(𝜀𝑘 = 𝑖).

Визначена таким чином величина 𝐿𝑖(𝑛) веде лiчбу вибору 𝑖-тої

частинки протягом часу 𝑛.

Покладемо

𝑥(𝑛) = {𝑋1(𝐿1(𝑛)), . . . , 𝑋𝑁(𝐿𝑁(𝑛))}, 𝑛 ⩾ 0.

Зауважимо, що 𝑖-та координата вектора 𝑥(𝑛) вказує на номер урни, в якiй

знаходиться 𝑖-та частинка в момент часу 𝑛.

Лема 1.1. Координати вектора 𝑥(𝑛) є незалежними однаково

розподiленими випадковими величинами.

Доведення. Згiдно критерiю незалежностi координат випадкового

вектора ми повиннi переконатися, що

𝜙𝑥(𝑛) (𝑡1, . . . , 𝑡𝑁) =
𝑁∏︁
𝑗=1

𝜙𝑋𝑗(𝐿𝑗(𝑛)) (𝑡𝑗) .

Обчислимо характеристичну функцiю:

𝜙𝑥(𝑛) (𝑡1, . . . , 𝑡𝑁) =𝑀

⎡⎣𝑒𝑖 𝑁∑︀
𝑗=1

𝑡𝑗𝑋𝑗(𝐿𝑗(𝑛))

⎤⎦ =

=𝑀

⎡⎣𝑀
⎛⎝𝑒𝑖 𝑁∑︀

𝑗=1
𝑡𝑗𝑋𝑗(𝐿𝑗(𝑛))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ (𝐿1(𝑛), . . . , 𝐿𝑁(𝑛))

⎞⎠⎤⎦ .
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Для довiльного вектора (𝑘1, . . . , 𝑘𝑁) з невiд’ємними координатами i

такими, що
𝑁∑︀
𝑗=1

𝑘𝑖 = 𝑛 обчислюємо умовне математичне сподiвання:

𝑀

⎡⎣𝑒𝑖 𝑁∑︀
𝑗=1

𝑡𝑗𝑋𝑗(𝐿𝑗(𝑛))

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ (𝐿1(𝑛), . . . , 𝐿𝑁(𝑛)) = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑁)

⎤⎦ =

=𝑀

⎡⎣𝑒𝑖 𝑁∑︀
𝑗=1

𝑡𝑗𝑋𝑗(𝑘𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ (𝐿1(𝑛), . . . , 𝐿𝑁(𝑛)) = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑁)

⎤⎦ .
Оскiльки випадковi процеси 𝑋1, . . . , 𝑋𝑁 не залежать вiд випадкових

величин 𝐿1(𝑛), . . . , 𝐿𝑁(𝑛) i є незалежними мiж собою, то за властивостями

умовного математичного сподiвання маємо:

𝑀

⎡⎣𝑒𝑖 𝑁∑︀
𝑗=1

𝑡𝑗𝑋𝑗(𝑘𝑗)

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ (𝐿1(𝑛), . . . , 𝐿𝑁(𝑛)) = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑁)

⎤⎦ =

=𝑀

⎡⎣𝑒𝑖 𝑁∑︀
𝑗=1

𝑡𝑗𝑋𝑗(𝑘𝑗)

⎤⎦ =
𝑁∏︁
𝑗=1

𝜙𝑋𝑗(𝑘𝑗) (𝑡𝑗) .

Таким чином

𝜙𝑥(𝑛) (𝑡1, . . . , 𝑡𝑁) =𝑀

⎛⎝ 𝑁∏︁
𝑗=1

𝜙𝑋𝑗(𝐿𝑗(𝑛)) (𝑡𝑗)

⎞⎠ .

Оскiльки пiд знаком математичного сподiвання стоїть невипадкова

величина, то

𝜙𝑥(𝑛) (𝑡1, . . . , 𝑡𝑁) =
𝑁∏︁
𝑗=1

𝜙𝑋𝑗(𝐿𝑗(𝑛)) (𝑡𝑗) ,

що й стверджувалося.

Тепер переконаємося, що всi координати вектора 𝑥(𝑛) однаково

розподiленi. Розглянемо ймовiрнiсть

𝑃𝑟{𝑋𝑖 (𝐿𝑖(𝑛)) = 𝑗}, 𝑗 = 1,𝑀, 𝑖 = 1, 𝑁.
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За формулою повної iмовiрностi отримуємо:

𝑃𝑟{𝑋𝑖 (𝐿𝑖(𝑛)) = 𝑗} =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑃𝑟{𝐿𝑖(𝑛) = 𝑘}𝑃𝑟{𝑋𝑖(𝑘) = 𝑗}.

Оскiльки початковий розподiл {𝑋𝑖(𝑛)} спiвпадає з iнварiантним, то

для довiльного 𝑘 i для довiльного 𝑗 = 1,𝑀 𝑃𝑟{𝑋𝑖(𝑘) = 𝑗} = 𝜋𝑗, i таким

чином
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑃𝑟{𝐿𝑖(𝑛) = 𝑘}𝑃𝑟{𝑋𝑖(𝑘) = 𝑗} =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑃𝑟{𝐿𝑖(𝑛) = 𝑘}𝜋𝑗 = 𝜋𝑗

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑃𝑟{𝐿𝑖(𝑛) = 𝑘}.

Оскiльки
𝑛∑︀

𝑘=0

𝑃𝑟{𝐿𝑖(𝑛) = 𝑘} = 1, то остаточно ми отримуємо:

𝑃𝑟{𝑋𝑖 (𝐿𝑖(𝑛)) = 𝑗} = 𝜋𝑗,

що й доводить однакову розподiленiсть випадкових величин

𝑋1(𝐿1(𝑛)), . . . , 𝑋𝑁(𝐿𝑁(𝑛)).

Лема 1.2. Послiдовнiсть {𝑥(𝑛)}𝑛⩾0 є ланцюгом Маркова на

множинi 𝐸𝑥 = {1, . . . ,𝑀}𝑁 з перехiдними ймовiрностями

𝑃𝑟{𝑥(𝑛+ 1) = (𝑗1, . . . , 𝑗𝑁) | 𝑥(𝑛) = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁)} =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1
𝑁 ·

𝑁∑︀
𝑘=1

𝑝𝑖𝑘𝑖𝑘, якщо 𝑖⃗ = 𝑗⃗

1
𝑁 · 𝑝𝑖𝑟𝑗𝑟 , якщо 𝑖⃗ i 𝑗⃗ вiдрiзняються лише r-тою координатою, 𝑟 = 1, 𝑁

0, якщо 𝑖⃗ i 𝑗⃗ вiдрiзняються бiльше, нiж в однiй координатi

,

де 𝑖⃗ = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁) ∈ {1, . . . ,𝑀}𝑁 , 𝑗⃗ = (𝑗1, . . . , 𝑗𝑁) ∈ {1, . . . ,𝑀}𝑁 .

Доведення. Те, що {𝑥(𝑛)}𝑛⩾0 утворює ланцюг Маркова випливає з

того, що
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𝑥𝑘(𝑛+ 1) =

⎧⎪⎨⎪⎩𝑥𝑘(𝑛), якщо 𝜀𝑛+1 ̸= 𝑘

𝜓𝑛+1 (𝑥𝑘(𝑛)) , якщо 𝜀𝑛+1 = 𝑘
,

де 𝜓𝑛 : {1, . . . ,𝑀} → {1, . . . ,𝑀}, 𝑛 ⩾ 1 – незалежнi мiж собою i вiд

процесу {𝑥(𝑛)}𝑛⩾0 випадковi вiдображення такi, що

∀𝑛 ⩾ 1 : 𝑃𝑟{𝜓𝑛(1) = 𝑖1, . . . , 𝜓𝑛(𝑀) = 𝑖𝑀} =
𝑀∏︁
𝑘=1

𝑝𝑘𝑖𝑘.

Знайдемо його перехiднi ймовiрностi 𝑃 . Нам потрiбно знайти

ймовiрностi виду:

𝑃𝑟{𝑥(𝑛+ 1) = (𝑗1, . . . , 𝑗𝑁) | 𝑥(𝑛) = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁)}.

Розглянемо можливi випадки.

Випадок, коли (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁) = (𝑗1, . . . , 𝑗𝑁):

Це означає, що змiни стану не вiдбулося. А це в свою чергу можливо

тодi, коли обрали частинку i повернули в ту ж урну, в якiй вона була. Тому:

𝑃𝑟{𝑥(𝑛+ 1) = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁) | 𝑥(𝑛) = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁)} =

=
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑃𝑟{𝜀𝑛+1 = 𝑘} · 𝑝𝑖𝑘𝑖𝑘 =
1

𝑁
·

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑝𝑖𝑘𝑖𝑘.

Випадок, коли (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁) ̸= (𝑗1, . . . , 𝑗𝑁):

Оскiльки в кожен момент часу лише одна частинка перемiщується,

то (𝑗1, . . . , 𝑗𝑁) може вiдрiзнятися вiд (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁) лише в однiй координатi.

Тодi:

(𝑗1, . . . , 𝑗𝑁) = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑟−1, 𝑗𝑟, 𝑖𝑟+1, . . . , 𝑖𝑁) , 𝑗𝑟 ̸= 𝑖𝑟.

Цей запис означає, що частинка з номером 𝑟 перемiстилася iз урни 𝑖𝑟 в

урну з номером 𝑗𝑟.
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Для довiльного 𝑟 = 1, 𝑁 :

𝑃𝑟{𝑥(𝑛+ 1) = (𝑖1, . . . , 𝑗𝑟, . . . , 𝑖𝑁) | 𝑥(𝑛) = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑟, . . . , 𝑖𝑁)} =
1

𝑁
· 𝑝𝑖𝑟𝑗𝑟 .

В загальному випадку маємо:

𝑃𝑟{𝑥(𝑛+ 1) = (𝑗1, . . . , 𝑗𝑁) | 𝑥(𝑛) = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁)} =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
1
𝑁 ·

𝑁∑︀
𝑘=1

𝑝𝑖𝑘𝑖𝑘, якщо 𝑖⃗ = 𝑗⃗

1
𝑁 · 𝑝𝑖𝑟𝑗𝑟 , якщо 𝑖⃗ i 𝑗⃗ вiдрiзняються лише r-тою координатою, 𝑟 = 1, 𝑁

0, якщо 𝑖⃗ i 𝑗⃗ вiдрiзняються бiльше, нiж в однiй координатi

,

де 𝑖⃗ = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁) , 𝑗⃗ = (𝑗1, . . . , 𝑗𝑁) .

Переконаємося, що матриця 𝑃 є стохастичною. Враховуючи, що

вектори 𝑖⃗ та 𝑗⃗, якi є двома послiдовними станами ланцюга, i можуть

вiдрiзнятися лише в однiй координатi, отримуємо

∑︁
𝑗

𝑝𝑖𝑗 = 𝑝𝑖𝑖 +
∑︁
𝑗⃗ ̸=⃗𝑖

𝑝𝑖𝑗 =
1

𝑁
·
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑝𝑖𝑘𝑖𝑘+
∑︁
𝑗1 ̸=𝑖1

𝑝𝑖(𝑗1,𝑖2,...,𝑖𝑁 )+
∑︁
𝑗2 ̸=𝑖2

𝑝𝑖(𝑖1,𝑗2,𝑖3,...,𝑖𝑁 )+. . .+

+
∑︁

𝑗𝑁 ̸=𝑖𝑁

𝑝𝑖(𝑖1,...,𝑖𝑁−1,𝑗𝑁 ) =
1

𝑁
·
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑝𝑖𝑘𝑖𝑘+
1

𝑁

∑︁
𝑗1 ̸=𝑖1

𝑝𝑖1𝑗1+
1

𝑁

∑︁
𝑗2 ̸=𝑖2

𝑝𝑖2𝑗2+. . .+
1

𝑁

∑︁
𝑗𝑁 ̸=𝑖𝑁

𝑝𝑖𝑁 𝑗𝑁 .

Згрупуємо елементи цього виразу наступним чином:⎛⎝ 1

𝑁
𝑝𝑖1𝑖1 +

1

𝑁

∑︁
𝑗1 ̸=𝑖1

𝑝𝑖1𝑗1

⎞⎠+

⎛⎝ 1

𝑁
𝑝𝑖2𝑖2 +

1

𝑁

∑︁
𝑗2 ̸=𝑖2

𝑝𝑖2𝑗2

⎞⎠+. . .+

⎛⎝ 1

𝑁
𝑝𝑖𝑁 𝑖𝑁 +

1

𝑁

∑︁
𝑗 ̸=𝑖𝑁

𝑝𝑖𝑁 𝑗𝑁

⎞⎠
Отримуємо:

𝑝𝑖𝑖 +
∑︁
𝑗⃗ ̸=⃗𝑖

𝑝𝑖𝑗 =
1

𝑁

𝑀∑︁
𝑗=1

𝑝𝑖1𝑗 + . . .+
1

𝑁

𝑀∑︁
𝑗=1

𝑝𝑖𝑁 𝑗.
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Оскiльки матриця 𝑃 є стохастичною, то

𝑀∑︁
𝑗=1

𝑝𝑖1𝑗 = 1, . . . ,
𝑀∑︁
𝑗=1

𝑝𝑖𝑁 𝑗 = 1.

Таким чином:

1

𝑁

𝑀∑︁
𝑗=1

𝑝𝑖1𝑗 + . . .+
1

𝑁

𝑀∑︁
𝑗=1

𝑝𝑖𝑁 𝑗 =
1

𝑁
· 1 + . . .+

1

𝑁
· 1⏟  ⏞  

𝑁разiв

=
1

𝑁
·𝑁 = 1.

Отже, матриця 𝑃 дiйсно є стохастичною.

Оскiльки за припущенням ланцюги Маркова

{𝑋1(𝑛)}𝑛⩾0 , . . . , {𝑋𝑁(𝑛)}𝑛⩾0 є нерозкладними та аперiодичними, то й

процес {𝑥(𝑛)}𝑛⩾0 є нерозкладним та аперiодичним. Ми можемо легко в

цьому переконатися:

Лема 1.3. Якщо для довiльних 𝑖, 𝑗 𝑝𝑖𝑗 > 0, то {𝑥(𝑛)}𝑛⩾0 є

нерозкладним аперiодичним ланцюгом.

Доведення.

1) Аперiодичнiсть

Розглянемо дiагональнi елементи матрицi 𝑃 :

𝑃𝑟{𝑥(𝑛+ 1) = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁) | 𝑥(𝑛) = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁)} =
1

𝑁
·

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑝𝑖𝑘𝑖𝑘.

Оскiльки за умовою 𝑝𝑖𝑖 > 0, то маємо:

𝑃𝑟{𝑥(𝑛+ 1) = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁) | 𝑥(𝑛) = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁)} =
1

𝑁
·

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑝𝑖𝑘𝑖𝑘 > 0,

а отже, ланцюг {𝑥(𝑛)}𝑛⩾0 є аперiодичним.

2) Нерозкладнiсть

Для того щоб довести, що ланцюг {𝑥(𝑛)}𝑛⩾0 є нерозкладним,
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покажемо, що

∀ (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁) та ∀ (𝑗1, . . . , 𝑗𝑁) ∃𝑟 : 𝑝(𝑟)(𝑖1,...,𝑖𝑁 )(𝑗1,...,𝑗𝑁 ) > 0.

Достатньо показати, що iснує хоча б один шлях зi стану (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁)

у стан (𝑗1, . . . , 𝑗𝑁), який має додатну iмовiрнiсть. Розглянемо такий

ланцюжок переходiв довжини 𝑁 :

(𝑖1, . . . , 𝑖𝑁) −→ (𝑗1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑁) −→ (𝑗1, 𝑗2, 𝑖3, . . . , 𝑖𝑁) −→ . . . −→ (𝑗1, . . . , 𝑗𝑁) .

Використавши рiвняння Колмогорова-Чепмена [8], отримуємо таку

нерiвнiсть:

𝑝
(𝑁)
(𝑖1,...,𝑖𝑁 )(𝑗1,...,𝑗𝑁 ) = 𝑃𝑟{𝑥(𝑁) = (𝑗1, . . . , 𝑗𝑁) | 𝑥(0) = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁)} ⩾

⩾ 𝑝(𝑖1,...,𝑖𝑁 )(𝑗1,𝑖2,...,𝑖𝑁 ) · 𝑝(𝑗1,𝑖2...,𝑖𝑁 )(𝑗1,𝑗2,...,𝑖𝑁 ) · . . . · 𝑝(𝑗1,...,𝑗𝑁−1,𝑖𝑁 )(𝑗1,𝑗2,...,𝑗𝑁 ) =

=

(︂
1

𝑁

)︂𝑁

· 𝑝𝑖1𝑗1 · 𝑝𝑖2𝑗2 · . . . · 𝑝𝑖𝑁 𝑗𝑁 > 0,

що й потрiбно було показати.

Ми переконалися, що послiдовнiсть {𝑥(𝑛)}𝑛⩾0 є нерозкладним

аперiодичним ланцюгом Маркова та знайшли його перехiднi ймовiрностi.

Тепер знайдемо його iнварiантний розподiл, iснування i єдинiсть якого

випливає з нерозкладностi й аперiодичностi ланцюга.

Лема 1.4. Ланцюг Маркова {𝑥(𝑛)}𝑛⩾0 має єдиний iнварiантний

розподiл

𝜋𝑥 = (𝜋𝑥 (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁))(𝑖1,...,𝑖𝑁 )∈𝐸𝑥
,

який має вигляд:

𝜋𝑥 (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁) = 𝜋𝑖1 · 𝜋𝑖2 · . . . · 𝜋𝑖𝑁 ,

де 𝜋 = (𝜋1, . . . , 𝜋𝑀) – iнварiантний розподiл матрицi 𝑃 .
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Доведення. Треба перевiрити, що для довiльного (𝑗1, . . . , 𝑗𝑁) ∈ 𝐸𝑥∑︁

(𝑖1,...,𝑖𝑁 )

𝜋𝑥 (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁) · 𝑝(𝑖1,...,𝑖𝑁 )(𝑗1,...,𝑗𝑁 ) = 𝜋𝑥 (𝑗1, . . . , 𝑗𝑁) .

Маємо:

∑︁
(𝑖1,...,𝑖𝑁 )

𝜋𝑥 (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁) · 𝑝(𝑖1,...,𝑖𝑁 )(𝑗1,...,𝑗𝑁 ) = 𝜋𝑥 (𝑗1, . . . , 𝑗𝑁) · 𝑝(𝑗1,...,𝑗𝑁 )(𝑗1,...,𝑗𝑁 )+

+
∑︁
𝑖̸⃗=𝑗⃗

𝜋𝑥 (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁) · 𝑝(𝑖1,...,𝑖𝑁 )(𝑗1,...,𝑗𝑁 ).

Оскiльки в другiй сумi ми пiдсумовуємо за всiма 𝑖⃗ ̸= 𝑗⃗, то можемо

записати її елементи в залежностi вiд того, яка координата у векторах 𝑖⃗, 𝑗⃗

не спiвпадає. Тобто друга сума записується як:

∑︁
𝑖⃗ ̸=𝑗⃗

𝜋𝑥 (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁) · 𝑝(𝑖1,...,𝑖𝑁 )(𝑗1,...,𝑗𝑁 ) =

=
𝑁∑︁
𝑟=1

𝑀∑︁
𝑖𝑟=1

I (𝑖𝑟 ̸= 𝑗𝑟) · 𝜋𝑥 (𝑗1, . . . , 𝑖𝑟, . . . 𝑗𝑁) · 𝑝(𝑗1,...,𝑖𝑟,...,𝑗𝑁 )(𝑗1,...,𝑗𝑟,...,𝑗𝑁 ).

Тому маємо:

𝜋𝑥 (𝑗1, . . . , 𝑗𝑁) · 𝑝(𝑗1,...,𝑗𝑁 )(𝑗1,...,𝑗𝑁 ) +
∑︁
𝑖̸⃗=𝑗⃗

𝜋𝑥 (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁) · 𝑝(𝑖1,...,𝑖𝑁 )(𝑗1,...,𝑗𝑁 ) =

= 𝜋𝑗1 · 𝜋𝑗2 · . . . · 𝜋𝑗𝑁 · 1

𝑁
·

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑝𝑖𝑘𝑖𝑘 +
∑︁
𝑖1 ̸=𝑗1

𝜋𝑖1 · 𝜋𝑗2 · . . . · 𝜋𝑗𝑁 · 1

𝑁
· 𝑝𝑖1𝑗1+

+
∑︁
𝑖2 ̸=𝑗2

𝜋𝑗1 ·𝜋𝑖2 · . . . ·𝜋𝑗𝑁 ·
1

𝑁
·𝑝𝑖2𝑗2+ . . .+

∑︁
𝑖𝑁 ̸=𝑗𝑁

𝜋𝑗1 ·𝜋𝑗2 · . . . ·𝜋𝑗𝑁−1
·𝜋𝑖𝑁 ·

1

𝑁
·𝑝𝑖𝑁 𝑗𝑁 .

За властивiстю iнварiантного розподiлу маємо, що

𝜋𝑗 =
𝑀∑︁
𝑖=1

𝜋𝑖 · 𝑝𝑖𝑗
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Тому

𝑀∑︁
𝑖̸=𝑗

𝜋𝑖 · 𝑝𝑖𝑗 =
𝑀∑︁
𝑖=1

𝜋𝑖 · 𝑝𝑖𝑗 − 𝜋𝑗 · 𝑝𝑗𝑗 = 𝜋𝑗 − 𝜋𝑗 · 𝑝𝑗𝑗 = 𝜋𝑗 · (1− 𝑝𝑗𝑗)

Таким чином отримуємо:

𝜋𝑥 (𝑗1, . . . , 𝑗𝑁) · 𝑝(𝑗1,...,𝑗𝑁 )(𝑗1,...,𝑗𝑁 ) +
∑︁
𝑖̸⃗=𝑗⃗

𝜋𝑥 (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁) · 𝑝(𝑖1,...,𝑖𝑁 )(𝑗1,...,𝑗𝑁 ) =

=
1

𝑁
· 𝜋𝑗1 · 𝜋𝑗2 · . . . · 𝜋𝑗𝑁 ·

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑝𝑗𝑘𝑗𝑘 + 𝜋𝑗1 · 𝜋𝑗2 · . . . · 𝜋𝑗𝑁 · (1− 𝑝𝑗1𝑗1) ·
1

𝑁
+

+ 𝜋𝑗1 · 𝜋𝑗2 · . . . · 𝜋𝑗𝑁 · (1− 𝑝𝑗2𝑗2) ·
1

𝑁
+ . . .+ 𝜋𝑗1 · 𝜋𝑗2 · . . . · 𝜋𝑗𝑁 · (1− 𝑝𝑗𝑁 𝑗𝑁 ) ·

1

𝑁
=

= 𝜋𝑗1 · 𝜋𝑗2 · . . . · 𝜋𝑗𝑁 = 𝜋𝑥 (𝑗1, . . . , 𝑗𝑁) .

Оскiльки кiлькiсть частинок в фiзичних задачах, як правило, є

дуже великою, то описувати динамiку руху частинок мiж урнами

процесом {𝑥(𝑛)}𝑛⩾0 буде доволi складно через те, що простiр станiв буде

надто великим. Тому розглянемо iнший спосiб опису багатоурнової

моделi.

1.3 Мiрозначний процес, що описує еволюцiю розподiлу

частинок в урнах (макроскопiчний рiвень)

Нехай в початковий момент часу 𝑡 = 0 розподiл частинок задано

вектором

𝜇(0) = (𝜇1(0), 𝜇2(0), . . . , 𝜇𝑀(0)) ,

де 𝜇𝑖(0) – кiлькiсть частинок в 𝑖-iй урнi в початковий момент часу, 𝑖 = 1,𝑀 .

Позначимо через

𝜇(𝑛) = (𝜇1(𝑛), 𝜇2(𝑛), . . . , 𝜇𝑀(𝑛))
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розподiл частинок в урнах в момент часу 𝑛. Зауважимо, що послiдовнiсть

{𝜇(𝑛)}𝑛⩾0 визначена на множинi

𝐸𝜇 = {(𝑘1, . . . , 𝑘𝑀) : 𝑘𝑖 ⩾ 0,
𝑀∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖 = 𝑁}.

Позначимо:

𝒦𝑟(⃗𝑖) =
𝑁∑︁
𝑗=1

I (𝑖𝑗 = 𝑟) .

Ця величина визначає кiлькiсть координат вектора

𝑖⃗ = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁) ∈ {1, . . . ,𝑀}𝑁 , 𝑟 = 1,𝑀 , якi дорiвнюють 𝑟.

Тодi можна зауважити, що 𝜇(𝑛) є функцiоналом вiд 𝑥(𝑛), а саме

𝜇(𝑛) = (𝒦1 (𝑥(𝑛)) ,𝒦2 (𝑥(𝑛)) , . . . ,𝒦𝑀 (𝑥(𝑛))) .

Лема 1.5. {𝜇(𝑛)}𝑛⩾0 утворює ланцюг Маркова на множинi

𝐸𝜇 = {(𝑘1, . . . , 𝑘𝑀) : 𝑘𝑖 ⩾ 0,
𝑀∑︀
𝑖=1

𝑘𝑖 = 𝑁}.

Доведення. Означимо функцiю 𝜙 : 𝐸𝑥 → 𝐸𝜇 наступним чином:

𝜙(⃗𝑖) =
(︁
𝒦1(⃗𝑖), . . . , 𝒦𝑀 (⃗𝑖)

)︁
, 𝑖⃗ ∈ 𝐸𝑥.

Тодi 𝜇(𝑛) = 𝜙 (𝑥(𝑛)). В роботi [12] було доведено теорему, яка встановлює

умови, при яких функцiя вiд ланцюга Маркова є ланцюгом Маркова. Згiдно

з цiєю теоремою якщо для довiльного 𝑢⃗ ∈ 𝐸𝜇 i для довiльних 𝑖⃗, 𝑖⃗′ ∈ 𝐸𝑥

таких, що 𝜙(⃗𝑖) = 𝜙(𝑖⃗′), виконується умова

∑︁
𝑗⃗∈𝜙−1(𝑢⃗)

𝑝𝑖𝑗 =
∑︁

𝑗⃗∈𝜙−1(𝑢⃗)

𝑝
𝑖′ 𝑗⃗
,

то 𝜙 (𝑥(𝑛)) є ланцюгом Маркова на 𝐸𝜇. Переконаємося, що наведена умова

виконується. Нехай 𝑢⃗ ∈ 𝐸𝜇. Якщо 𝑗⃗ ∈ 𝜙−1(𝑢⃗), то це означає, що 𝑗⃗ є деякою

перестановкою вектора (1, . . . , 1⏟  ⏞  
𝑢1

, 2, . . . , 2⏟  ⏞  
𝑢2

, . . . , 𝑀, . . . ,𝑀⏟  ⏞  
𝑢𝑀

). Припустимо, що

𝜙(⃗𝑖) = 𝑣⃗ ∈ 𝐸𝜇. Якщо 𝑢⃗ = 𝑣⃗, то це означає, що 𝑗⃗ є перестановкою вектора
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𝑖⃗, тобто спiвпадає з 𝑖⃗ при тотожнiй перестановцi, або вiдрiзняється вiд 𝑖⃗

щонайменше в двох координатах. Оскiльки 𝑝𝑖𝑗 = 0, якщо 𝑖⃗, 𝑗⃗ вiдрiзняються

бiльше, нiж в однiй координатi, то при 𝑢⃗ = 𝑣⃗ = (𝑣1, . . . , 𝑣𝑀)

∑︁
𝑗⃗∈𝜙−1(𝑢⃗)

𝑝𝑖𝑗 = 𝑝𝑖𝑖 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑝𝑖𝑘𝑖𝑘 =
1

𝑁

𝑀∑︁
𝑙=1

𝑣𝑙 · 𝑝𝑙𝑙.

Якщо 𝜙(𝑖⃗′) = 𝜙(⃗𝑖) = 𝑣⃗, то аналогiчно

∑︁
𝑗⃗∈𝜙−1(𝑢⃗)

𝑝
𝑖′ 𝑗⃗

= 𝑝
𝑖′𝑖′

=
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

𝑝𝑖′𝑘𝑖
′
𝑘
=

1

𝑁

𝑀∑︁
𝑙=1

𝑣𝑙 · 𝑝𝑙𝑙.

Отже потрiбна рiвнiсть виконується.

Нехай тепер 𝑢⃗ ̸= 𝑣⃗. Тодi вектор 𝑗⃗ ∈ 𝜙−1(𝑢⃗) не може спiвпадати з

𝑖⃗ ∈ 𝜙−1(𝑣⃗). Для того, щоб 𝑗⃗ вiдрiзнявся вiд 𝑖⃗ рiвно в однiй координатi,

повинна виконуватися умова

𝑢⃗− 𝑣⃗ = 𝛿⃗ (−1, 1) ,

де 𝛿⃗ (−1, 1) – вектор довжини 𝑀 , в якого лише двi координати є

вiдмiнними вiд нуля, причому одна з них дорiвнює (−1), а iнша дорiвнює

1. Припустимо, що

𝑢𝑡 = 𝑣𝑡 − 1, 𝑢𝑠 = 𝑣𝑠 + 1, 𝑢𝑘 = 𝑣𝑘 при 𝑘 ̸= 𝑡, 𝑘 ̸= 𝑠.

Тодi оскiльки 𝑝𝑖𝑗 = 1
𝑁 𝑝𝑖𝑟𝑗𝑟 при умовi, що 𝑗⃗ вiдрiзняється вiд 𝑖⃗ лише 𝑟-тою

координатою, то

∑︁
𝑗⃗∈𝜙−1(𝑢⃗)

𝑝𝑖𝑗 =
∑︁

𝑗⃗∈𝜙−1(𝑢⃗)

𝑁∑︁
𝑟=1

1

𝑁
𝑝𝑖𝑟𝑗𝑟I{(𝑖1, . . . , 𝑗𝑟, . . . , 𝑖𝑁) ∈ 𝜙−1(𝑢⃗)} =

=
1

𝑁

𝑀∑︁
𝑘=1

𝑁∑︁
𝑙=1
𝑙 ̸=𝑘

𝑝𝑘𝑙𝑣𝑘 · 𝑢𝑙 · I{𝑘 = 𝑡, 𝑙 = 𝑠} =
1

𝑁
𝑝𝑡𝑠 · 𝑣𝑡 · 𝑢𝑠.
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Аналогiчно отримуємо, що при цих самих умовах на 𝑢⃗ та 𝑣⃗ для довiльного

𝑖⃗′ ∈ 𝜙−1(𝑣⃗) ∑︁
𝑗⃗∈𝜙−1(𝑢⃗)

𝑝
𝑖′ 𝑗⃗

=
1

𝑁
𝑝𝑡𝑠 · 𝑣𝑡 · 𝑢𝑠.

Нарештi, коли 𝑢⃗ ̸= 𝑣⃗ i 𝑢⃗ ̸= 𝑣⃗ + 𝛿⃗ (−1, 1), то довiльний вектор 𝑗⃗ ∈ 𝜙−1(𝑢⃗) та

довiльний вектор 𝑖⃗ ∈ 𝜙−1(𝑣⃗) вiдрiзняються бiльше нiж в однiй координатi,

а тому ∑︁
𝑗⃗∈𝜙−1(𝑢⃗)

𝑝𝑖𝑗 =
∑︁

𝑗⃗∈𝜙−1(𝑢⃗)

𝑝
𝑖′ 𝑗⃗

= 0

для довiльних 𝑖⃗, 𝑖⃗′ ∈ 𝜙−1(𝑣⃗).

Лема 1.6. Ланцюг Маркова {𝜇(𝑛)}𝑛⩾0 має єдиний iнварiантний

розподiл

𝜋𝜇 = (𝜋𝜇 (𝑘1, . . . , 𝑘𝑀))(𝑘1,...,𝑘𝑀 )∈𝐸𝜇
,

який має вигляд:

𝜋𝜇 (𝑘1, . . . , 𝑘𝑀) =
𝑁 !

𝑘1! . . . 𝑘𝑀 !
· (𝜋1)𝑘1 · (𝜋2)𝑘2 · . . . · (𝜋𝑀)𝑘𝑀 , (1)

де 𝜋 = (𝜋1, . . . , 𝜋𝑀) – iнварiантний розподiл матрицi 𝑃 .

Доведення. Оскiльки ми ранiше показали, що {𝑥(𝑛)}𝑛⩾0 є

ланцюгом Маркова з єдиним iнварiантним розподiлом, то з ергодичної

теореми [9] випливає, що:

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑡=1

I (𝜇(𝑡) = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑀)) =

=
1

𝑛

𝑛∑︁
𝑡=1

I (𝒦1 (𝑥(𝑛)) = 𝑘1, . . . ,𝒦𝑀 (𝑥(𝑛)) = 𝑘𝑀)
м.н.−−−→
𝑛→∞

м.н.−−−→
𝑛→∞

∑︁
(𝑖1,...,𝑖𝑁 )
1⩽𝑖𝑗⩽𝑀

I

⎛⎝ 𝑁∑︁
𝑗=1

I (𝑖𝑗 = 1) = 𝑘1, . . . ,
𝑁∑︁
𝑗=1

I (𝑖𝑗 =𝑀) = 𝑘𝑀

⎞⎠ 𝜋𝑖1𝜋𝑖2 . . . 𝜋𝑖𝑁 .
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Зауважимо, що пiдсумовування ведется по послiдовностям, в яких

рiвно 𝑘1 разiв зустрiлася 1, рiвно 𝑘2 разiв зустрiлася 2, . . ., рiвно 𝑘𝑀 разiв

зустрiлася 𝑀 . Таких послiдовностей є:

𝐶𝑘1,𝑘2,...,𝑘𝑀 =

⎛⎜⎜⎝ 𝑁

𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑀

⎞⎟⎟⎠ =
𝑁 !

𝑘1! · 𝑘2! · . . . · 𝑘𝑀 !

i отже:

∑︁
(𝑖1,...,𝑖𝑁 )
1⩽𝑖𝑗⩽𝑀

I

⎛⎝ 𝑁∑︁
𝑗=1

I (𝑖𝑗 = 1) = 𝑘1, . . . ,
𝑁∑︁
𝑗=1

I (𝑖𝑗 =𝑀) = 𝑘𝑀

⎞⎠ ·𝜋𝑖1 ·𝜋𝑖2 · . . . ·𝜋𝑖𝑁 =

=
𝑁 !

𝑘1! . . . 𝑘𝑀 !
· (𝜋1)𝑘1 · (𝜋2)𝑘2 · . . . · (𝜋𝑀)𝑘𝑀 ,

що й стверджувалося.

В якостi прикладу розглянемо класичну модель Еренфестiв для двох

урн.

Приклад 1.1. Класична модель Еренфестiв була запропонована як

модель дифузiї молекул деякого газу через мембранну перегородку в

якiйсь ємностi. Модель описується наступним чином: 𝑁 куль розподiлено

певним чином мiж двома урнами I та II. На кожному кроцi рiвномiрно

випадковим чином обирається кулька iз однiєї iз урн та переноситься в

iншу урну. Вiдомо, що для цiєї моделi iнварiантним розподiлом є

бiномiальний з параметром 𝑝 = 1
2 .

Скористаємося формулою, яку вивели вище.

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑡=1

I (𝜇𝑡 = (𝐾,𝑁 −𝐾)) −−−→
𝑛→∞
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−−−→
𝑛→∞

∑︁
(𝑖1,...,𝑖𝑁 )
𝑖𝑗∈{1,2}

I

⎛⎝ 𝑁∑︁
𝑗=1

I (𝑖𝑗 = 1) = 𝐾,
𝑁∑︁
𝑗=1

I (𝑖𝑗 = 2) = 𝑁 −𝐾

⎞⎠ ·𝜋𝑖1 ·𝜋𝑖2 · . . . ·𝜋𝑖𝑁 .

Iндикатор I

(︃
𝑁∑︀
𝑗=1

I (𝑖𝑗 = 1) = 𝐾,
𝑁∑︀
𝑗=1

I (𝑖𝑗 = 2) = 𝑁 −𝐾

)︃
дорiвнює

одиницi для послiдовностей (𝑖1, . . . , 𝑖𝑁), якi мiстять 𝐾 одиниць та

(𝑁 −𝐾) двiйок. Таких послiдовностей iснує

𝐶𝐾,𝑁−𝐾 =

⎛⎜⎜⎝ 𝑁

𝐾,𝑁 −𝐾

⎞⎟⎟⎠ =
𝑁 !

𝐾! · (𝑁 −𝐾)!
.

Тому за формулою (1) отримуємо:

∑︁
(𝑖1,...,𝑖𝑁 )
𝑖𝑗∈{1,2}

I

⎛⎝ 𝑁∑︁
𝑗=1

I (𝑖𝑗 = 1) = 𝐾,
𝑁∑︁
𝑗=1

I (𝑖𝑗 = 2) = 𝑁 −𝐾

⎞⎠ · 𝜋𝑖1 · 𝜋𝑖2 · . . . · 𝜋𝑖𝑁 =

= 𝐶𝐾,𝑁−𝐾 · (𝜋1)𝐾 · (1− 𝜋1)
𝑁−𝐾 .

Отримали бiномiальний розподiл, що i очiкувалося для моделi

Еренфестiв.

Висновки до роздiлу 1

У цьому роздiлi було зроблено огляд дослiджень, пов’язаних з

моделлю Еренфестiв, запропоновано два способи опису динамiки

частинок в багатоурновiй моделi Еренфестiв на мiкроскопiчному рiвнi та

на макроскопiчному рiвнi. Для ланцюгiв Маркова, якi використовуються

при описi, знайдено матрицi перехiдних iмовiрностей та iнварiантнi

розподiли.
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2 ГАУССIВСЬКА АПРОКСИМАЦIЯ ПРОЦЕСУ МIГРАЦIЇ

ЧАСТИНОК В БАГАТОУРНОВIЙ МОДЕЛI ЕРЕНФЕСТIВ

Вважаємо, що кiлькiсть частинок 𝑁 є суттєво великою. В цьому

випадку розраховувати на те, що ми в короткi промiжки часу будемо

спостерiгати якiсь значнi змiни в розподiлах частинок по урнах не

доводиться. Ми пропонуємо гауссiвську апроксимацiю для процесу

{𝜇(𝑛)}𝑛⩾0.

Покладемо для довiльного 𝑢 = 0, 1, 2, . . . та 𝑖 = 1,𝑀

𝜂𝑖(𝑢) =
1√
𝑁

𝑁∑︁
𝑘=1

[I (𝑥𝑘(𝑢) = 𝑖)− 𝜋𝑖] =
√
𝑁

(︂
1

𝑁
𝜇𝑖(𝑢)− 𝜋𝑖

)︂

i сформуємо вектор

𝜂𝑁(𝑢) = (𝜂1(𝑢), 𝜂2(𝑢), . . . , 𝜂𝑀(𝑢)) ∈ R𝑀 .

Зауважимо, що 𝜂𝑖(𝑢) є сумою незалежних однаково розподiлених

випадкових величин з нульовим математичним сподiванням та дисперсiєю

𝜋𝑖 (1− 𝜋𝑖), а отже до них можемо застосувати центральну граничну

теорему:

𝜂𝑖(𝑢)
𝑑−→ 𝑁 (0, 𝜋𝑖 (1− 𝜋𝑖)) , 𝑖 = 1,𝑀

У наступнiй теоремi ми доводимо, що вектор 𝜂𝑁(𝑢) слабко збiгається

при 𝑁 → ∞ до вектора, що має нормальний розподiл. А саме:

Теорема 2.1. Для довiльного 𝑢 ∈ N0 виконується:

𝜂𝑁(𝑢)
𝑑−−−→

𝑁→∞
𝑁
(︁
0⃗;𝑅

)︁
,

де 𝑅 – матриця коварiацiї така, що
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𝑅𝑖𝑗 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝜋𝑖 (1− 𝜋𝑖) , 𝑖 = 𝑗

−𝜋𝑖 · 𝜋𝑗, 𝑖 ̸= 𝑗
.

Доведення. За теоремою про неперервнiсть слабка збiжнiсть

вектора 𝜂𝑁(𝑢) до випадкового вектора 𝜉 еквiвалентна поточковiй

збiжностi вiдповiдних характеристичних функцiй.

Оскiльки характеристична функцiя гауссового вектора з розподiлом

𝑁 (𝑚⃗, 𝐴) має вигляд

𝜙 (𝑡1, . . . , 𝑡𝑀) = 𝑒𝑖(𝑡⃗,𝑚⃗)−
1
2(𝐴𝑡⃗;⃗𝑡),

то нашою метою зараз є показати, що характеристична функцiя

𝜙𝜂𝑁 (𝑡1, . . . , 𝑡𝑀) =𝑀𝑒𝑖𝑡𝜂𝑁 збiгається до 𝑒−
1
2(𝑅𝑡⃗;⃗𝑡) при 𝑁 → ∞, тобто що

𝜙𝜂𝑁 (𝑡1, . . . , 𝑡𝑀) −−−→
𝑁→∞

𝑒−
1
2(𝑅𝑡⃗;⃗𝑡).

Запишемо характеристичну функцiю 𝜙𝜂𝑁 за означенням. Маємо:

𝜙𝜂𝑁 (𝑡1, . . . , 𝑡𝑀) =𝑀𝑒
𝑖√
𝑁

𝑀∑︀
𝑗=1

𝑡𝑗 ·
𝑁∑︀

𝑘=1

[I(𝑥𝑘(𝑢)=𝑗)−𝜋𝑗 ]

=𝑀𝑒
𝑖√
𝑁

𝑁∑︀
𝑘=1

𝑀∑︀
𝑗=1

𝑡𝑗 ·[I(𝑥𝑘(𝑢)=𝑗)−𝜋𝑗 ]

.

Позначимо 𝑌𝑘 =
𝑀∑︀
𝑗=1

𝑡𝑗 · [I (𝑥𝑘(𝑢) = 𝑗)− 𝜋𝑗] =
𝑀∑︀
𝑗=1

𝑡𝑗 · 𝜉𝑗, де

𝜉𝑗 = [I (𝑥𝑘(𝑢) = 𝑗)− 𝜋𝑗] .

Оскiльки частинки рухаються незалежно одна вiд одної, то згiдно

леми 1.1 𝑌1, 𝑌2, . . . є незалежними однаково розподiленими випадковими

величинами. А тому маємо:

𝑀𝑒
𝑖√
𝑁

𝑁∑︀
𝑘=1

𝑌𝑘

=

[︂
𝜙𝑌1

(︂
1√
𝑁

)︂]︂𝑁
.

Розвинемо функцiю 𝜙𝑌1

(︁
1√
𝑁

)︁
в ряд Тейлора до другого члена:
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𝜙𝑌1

(︂
1√
𝑁

)︂
=𝑀𝑒

𝑖 1√
𝑁

𝑌1

=𝑀

(︃
1 +

𝑖√
𝑁
𝑌1 −

1

2
·
(︂

1√
𝑁

)︂2

𝑌 2
1 + 𝑜

(︂
1

𝑁

)︂)︃
=

= 1 +
𝑖√
𝑁
𝑀𝑌1 −

1

2𝑁
𝑀𝑌 2

1 + 𝑜

(︂
1

𝑁

)︂
.

Спершу знайдемо математичне сподiвання випадкової величини 𝑌1:

𝑀𝑌1 =𝑀

⎛⎝ 𝑀∑︁
𝑗=1

𝑡𝑗𝜉𝑗

⎞⎠ =
𝑀∑︁
𝑗=1

𝑡𝑗𝑀𝜉𝑗 =

=
𝑀∑︁
𝑗=1

𝑡𝑗 · ((1− 𝜋𝑗) · 𝑃𝑟{𝑥𝑘(𝑢) = 𝑗}+ (−𝜋𝑗) · 𝑃𝑟{𝑥𝑘(𝑢) ̸= 𝑗}) .

Згiдно нашого припущення початковий розподiл є iнварiантним. Це

означає, що ймовiрнiсть виду 𝑃𝑟{𝑥𝑘(𝑢) = 𝑗} не змiнюється з часом, а отже

𝑃𝑟{𝑥𝑘(𝑢) = 𝑗} = 𝜋𝑗. Тому маємо:

𝑀𝑌1 =
𝑀∑︀
𝑗=1

𝑡𝑗 · ((1− 𝜋𝑗) · 𝜋𝑗 + (−𝜋𝑗) · (1− 𝜋𝑗)) = 0

Оскiльки 𝑀𝑌1 = 0, то величина 𝑀𝑌 2
1 є дисперсiєю випадкової

величини 𝑌1. Обчислимо цю дисперсiю:

𝐷𝑌1 =𝑀𝑌 2
1 =𝑀

⎛⎜⎝
⎛⎝ 𝑀∑︁

𝑗=1

𝑡𝑗𝜉𝑗

⎞⎠2
⎞⎟⎠ =𝑀

⎛⎝ 𝑀∑︁
𝑗=1

𝑀∑︁
𝑙=1

𝑡𝑗𝑡𝑙𝜉𝑗𝜉𝑙

⎞⎠ =
𝑀∑︁
𝑗=1

𝑀∑︁
𝑙=1

𝑡𝑗𝑡𝑙𝑀 (𝜉𝑗𝜉𝑙) .

Знайдемо 𝑀 (𝜉𝑗𝜉𝑙):

𝑀 (𝜉𝑗𝜉𝑙) =𝑀 ((I (𝑥𝑘(𝑢) = 𝑗)− 𝜋𝑗) (I (𝑥𝑘(𝑢) = 𝑙)− 𝜋𝑙)) =

=𝑀 (I (𝑥𝑘(𝑢) = 𝑗) I (𝑥𝑘(𝑢) = 𝑙)− 𝜋𝑙I (𝑥𝑘(𝑢) = 𝑗)− 𝜋𝑗I (𝑥𝑘(𝑢) = 𝑙) + 𝜋𝑗𝜋𝑙) .

Враховуємо, що

I (𝑥𝑘(𝑢) = 𝑗) I (𝑥𝑘(𝑢) = 𝑙) =

⎧⎪⎨⎪⎩1, якщо 𝑗 = 𝑙 i 𝑥𝑘(𝑢) = 𝑗

0, iнакше
.
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Тому маємо:

якщо 𝑗 = 𝑙 , то:

𝑀 (𝜉𝑗 · 𝜉𝑗) = 𝜋𝑗 − 𝜋𝑗 · 𝜋𝑗 + 𝜋𝑗 · 𝜋𝑗 = 𝜋𝑗 − 𝜋2𝑗 = 𝜋𝑗 · (1− 𝜋𝑗)

якщо 𝑗 ̸= 𝑙 , то:

𝑀 (𝜉𝑗 · 𝜉𝑙) = −𝜋𝑙 · 𝜋𝑗 − 𝜋𝑗 · 𝜋𝑙 + 𝜋𝑗 · 𝜋𝑙 = −𝜋𝑙 · 𝜋𝑗

Тому остаточно дисперсiя випадкової величини 𝑌1 дорiвнює:

𝐷𝑌1 =
𝑀∑︁
𝑗=1

𝑡2𝑗 · 𝜋𝑗 · (1− 𝜋𝑗)−
𝑀∑︁
𝑗=1

∑︁
𝑙 ̸=𝑗

𝑡𝑗 · 𝑡𝑙 · 𝜋𝑗 · 𝜋𝑙.

Таким чином маємо:

𝜙𝑌1

(︂
1√
𝑁

)︂
= 1− 1

2𝑁
𝐷𝑌1 + 𝑜

(︂
1

𝑁

)︂
.

Отже,

[︂
𝜙𝑌1

(︂
1√
𝑁

)︂]︂𝑁
=

[︂
1− 1

2𝑁
𝐷𝑌1 + 𝑜

(︂
1

𝑁

)︂]︂𝑁
−−−→
𝑁→∞

−−−→
𝑁→∞

𝑒−
1
2𝐷𝑌1 = 𝑒

− 1
2

(︃
𝑀∑︀
𝑗=1

𝑡2𝑗 ·𝜋𝑗 ·(1−𝜋𝑗)−
𝑀∑︀
𝑗=1

∑︀
𝑙 ̸=𝑗

𝑡𝑗 ·𝑡𝑙·𝜋𝑗 ·𝜋𝑙

)︃
.

Введемо матрицю 𝑅 таку, що

𝑅𝑖𝑗 =

⎧⎪⎨⎪⎩𝜋𝑖 (1− 𝜋𝑖) , 𝑖 = 𝑗

−𝜋𝑖 · 𝜋𝑗, 𝑖 ̸= 𝑗
.

Тодi остаточно маємо:[︂
𝜙𝑌1

(︂
1√
𝑁

)︂]︂𝑁
−−−→
𝑁→∞

𝑒−
1
2(𝑅𝑡⃗;⃗𝑡),

що i треба було показати.
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У наступнiй теоремi ми доводимо, що вектор виду (𝜂𝑁(𝑢), 𝜂𝑁(𝑢+ 1))

слабко збiгається до вектора, що має нормальний розподiл. А саме:

Теорема 2.2. Для довiльного 𝑢 ∈ N0 виконується:

(𝜂𝑁(𝑢), 𝜂𝑁(𝑢+ 1))
𝑑−−−→

𝑁→∞
𝑁

⎛⎜⎜⎝0⃗,

⎡⎢⎢⎣𝑅 𝑅

𝑅 𝑅

⎤⎥⎥⎦
⎞⎟⎟⎠ ,

де 𝑅 – матриця коварiацiї iз теореми 2.1.

Доведення. З огляду на теорему про неперервнiсть нам потрiбно

показати, що:

𝜙(𝜂𝑁 (𝑢),𝜂𝑁 (𝑢+1)) (𝑦1, . . . , 𝑦2𝑀) −−−→
𝑁→∞

𝑒−
1
2 (Σ𝑦,𝑦),

де Σ =

⎡⎢⎢⎣𝑅 𝑅

𝑅 𝑅

⎤⎥⎥⎦.

Розiб’ємо вектор (𝑦1, . . . , 𝑦𝑀 , . . . , 𝑦2𝑀) на два вектори довжини 𝑀

кожний i позначимо це так

(𝑦1, . . . , 𝑦𝑀 , . . . , 𝑦2𝑀) = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑀 , 𝑡1, . . . , 𝑡𝑀) .

Запишемо характеристичну функцiю 𝜙(𝜂𝑁 (𝑢),𝜂𝑁 (𝑢+1)) за означенням:

𝜙(𝜂𝑁 (𝑢),𝜂𝑁 (𝑢+1)) (𝑠1, . . . , 𝑠𝑀 , 𝑡1, . . . , 𝑡𝑀) =𝑀𝑒
𝑖√
𝑁

(︃
𝑀∑︀
𝑗=1

𝑠𝑗 ·𝜂𝑗(𝑢)+
𝑀∑︀
𝑗=1

𝑡𝑗 ·𝜂𝑗(𝑢+1)

)︃
=

=𝑀𝑒
𝑖√
𝑁

(︃
𝑀∑︀
𝑗=1

𝑠𝑗
𝑁∑︀

𝑘=1

[I(𝑥𝑘(𝑢)=𝑗)−𝜋𝑗 ]+
𝑀∑︀
𝑗=1

𝑡𝑗
𝑁∑︀
𝑙=1

[I(𝑥𝑙(𝑢+1)=𝑗)−𝜋𝑗 ]

)︃
=

=𝑀𝑒
𝑖√
𝑁

(︃
𝑁∑︀

𝑘=1

(︃
𝑀∑︀
𝑗=1

𝑠𝑗 ·𝜉𝑘𝑗

)︃
+

𝑁∑︀
𝑙=1

(︃
𝑀∑︀
𝑗=1

𝑡𝑗 ·𝛾𝑙
𝑗

)︃)︃
.
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Введемо наступнi позначення:

𝑌𝑘 =
𝑀∑︁
𝑗=1

𝑠𝑗 · 𝜉𝑘𝑗 , 𝑍𝑙 =
𝑀∑︁
𝑗=1

𝑡𝑗 · 𝛾𝑙𝑗.

Тодi маємо:

𝑀𝑒
𝑖√
𝑁

(︃
𝑁∑︀

𝑘=1

(︃
𝑀∑︀
𝑗=1

𝑠𝑗 ·𝜉𝑘𝑗

)︃
+

𝑁∑︀
𝑙=1

(︃
𝑀∑︀
𝑗=1

𝑡𝑗 ·𝛾𝑙
𝑗

)︃)︃
=𝑀𝑒

𝑖√
𝑁

(︂
𝑁∑︀

𝑘=1

(𝑌𝑘+𝑍𝑘)

)︂
.

З побудови випливає, що пари (𝑌1, 𝑍1) , (𝑌2, 𝑍2) , . . . , (𝑌𝑁 , 𝑍𝑁) є

незалежними випадковими величинами. А тому маємо:

𝑀𝑒
𝑖√
𝑁

(︂
𝑁∑︀

𝑘=1

(𝑌𝑘+𝑍𝑘)

)︂
=

[︂
𝜙𝑌1+𝑍1

(︂
1√
𝑁

)︂]︂𝑁
Розвинемо функцiю 𝜙𝑌1+𝑍1

(︁
1√
𝑁

)︁
в ряд Тейлора до другого члена:

𝜙𝑌1+𝑍1

(︂
1√
𝑁

)︂
=𝑀𝑒

𝑖 1√
𝑁

(𝑌1+𝑍1)

=

=𝑀

(︃
1 +

𝑖√
𝑁

(𝑌1 + 𝑍1)−
1

2

(︂
1√
𝑁

)︂2

(𝑌1 + 𝑍1)
2 + 𝑜

(︂
1

𝑁

)︂)︃
=

= 1 +
𝑖√
𝑁
𝑀 (𝑌1 + 𝑍1)−

1

2𝑁
𝑀 (𝑌1 + 𝑍1)

2 + 𝑜

(︂
1

𝑁

)︂
.

Iз доведення попередньої теореми ми знаємо, що 𝑀𝑌1 = 𝑀𝑍1 = 0,

тому 𝑀 (𝑌1 + 𝑍1) =𝑀𝑌1 +𝑀𝑍1 = 0.

Величина 𝑀 (𝑌1 + 𝑍1)
2 є дисперсiєю випадкової величини 𝑌1 + 𝑍1.

Оскiльки 𝑌1 та 𝑍1 мiж собою не є незалежними, то дисперсiя їх суми

дорiвнює:

𝐷 (𝑌1 + 𝑍1) = 𝐷𝑌1 +𝐷𝑍1 + 2 · 𝑐𝑜𝑣 (𝑌1, 𝑍1) .

Iз доведення попередньої теореми ми знаємо значення дисперсiй 𝐷𝑌1
та 𝐷𝑍1. Тому нам лишилося знайти значення коварiацiї 𝑐𝑜𝑣 (𝑌1, 𝑍1):
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𝑐𝑜𝑣 (𝑌1, 𝑍1) = 𝑐𝑜𝑣

⎛⎝ 𝑀∑︁
𝑗=1

𝑠𝑗 · 𝜉1𝑗 ,
𝑀∑︁
𝑙=1

𝑡𝑙 · 𝛾1𝑙

⎞⎠ =

=
𝑀∑︁
𝑗=1

𝑀∑︁
𝑙=1

𝑠𝑗 · 𝑡𝑙 · 𝑐𝑜𝑣 (I (𝑥1(𝑢) = 𝑗) , I (𝑥1(𝑢+ 1) = 𝑙)) =

=
𝑀∑︁
𝑗=1

𝑀∑︁
𝑙=1

𝑠𝑗 · 𝑡𝑙 [𝑃𝑟{𝑥1(𝑢) = 𝑗, 𝑥1(𝑢+ 1) = 𝑙} − 𝜋𝑗 · 𝜋𝑙] .

Зауважимо, що

𝑃𝑟{𝑥1(𝑢) = 𝑗, 𝑥1(𝑢+ 1) = 𝑙} = 𝜋𝑗 · 𝑃𝑟{𝑥1(𝑢+ 1) = 𝑙 | 𝑥1(𝑢) = 𝑗}.

З’ясуємо, чому дорiвнює умовна iмовiрнiсть

𝑃𝑟{𝑥1(𝑢 + 1) = 𝑙 | 𝑥1(𝑢) = 𝑗}. Якщо 𝑗 = 𝑙, то це означає, що або ми

обрали частинку iз урни 𝑗 та поклали її на мiсце, або ми обрали частинку,

яка знаходиться не в 𝑗-тiй урнi. Якщо ж 𝑗 ̸= 𝑙, то це означає, що ми

обрали частинку iз 𝑗-тої урни та переклали її до 𝑙-тої урни. Таким чином

маємо:

𝑀∑︁
𝑗=1

𝑀∑︁
𝑙=1

𝑠𝑗 · 𝑡𝑙 [𝑃𝑟{𝑥1(𝑢) = 𝑗, 𝑥1(𝑢+ 1) = 𝑙} − 𝜋𝑗 · 𝜋𝑙] =

=
𝑀∑︁
𝑗=1

𝑀∑︁
𝑙=1

𝑠𝑗𝑡𝑙

(︂
𝜋𝑗

[︂
𝛿𝑗𝑙

(︂
1

𝑁
𝑝𝑗𝑗 +

(︂
1− 1

𝑁

)︂)︂
+ (1− 𝛿𝑗𝑙)

1

𝑁
𝑝𝑗𝑙

]︂
− 𝜋𝑗𝜋𝑙

)︂
.

Оскiльки 1
𝑁 · 𝑝𝑗𝑗 +

(︀
1− 1

𝑁

)︀
= 1− 1

𝑁 · (1− 𝑝𝑗𝑗) i при 𝑁 → ∞

1− 1

𝑁
· (1− 𝑝𝑗𝑗) −−−→

𝑁→∞
1,
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то отримуємо:

𝑐𝑜𝑣 (𝑌1, 𝑍1) −−−→
𝑁→∞

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑀∑︀
𝑗=1

𝑠𝑗 · 𝑡𝑗 · 𝜋𝑗 (1− 𝜋𝑗) , 𝑗 = 𝑙

−
𝑀∑︀
𝑗=1

𝑀∑︀
𝑙=1

𝑠𝑗 · 𝑡𝑙 · 𝜋𝑗 · 𝜋𝑙, 𝑗 ̸= 𝑙

.

Помiтимо, що в правiй частинi границi ми отримали матрицю 𝑅 iз

теореми 2.1.

Остаточно маємо:

𝜙(𝜂𝑁 (𝑢),𝜂𝑁 (𝑢+1)) (𝑦1, . . . , 𝑦2𝑀) −−−→
𝑁→∞

𝑒−
1
2 (𝑦,Σ𝑦),

де Σ =

⎡⎢⎢⎣𝑅 𝑅

𝑅 𝑅

⎤⎥⎥⎦.

У наступнiй теоремi ми доводимо, що вектор виду

(𝜂𝑁(𝑢), 𝜂𝑁(𝑢+ 𝑙)), де 𝑙 спiвмiрне з 𝑁 , слабко збiгається до вектора, що

має нормальний розподiл. А саме:

Теорема 2.3. Для довiльного 𝑢 ∈ N0 виконується:

(𝜂𝑁(𝑢), 𝜂𝑁(𝑢+ 𝑙))
𝑑−→

𝑁→∞
𝑙→∞

𝑙
𝑁→𝜆>0

𝑁

⎛⎜⎜⎝0⃗;

⎡⎢⎢⎣ 𝑅 𝐴

𝐴𝑇 𝑅

⎤⎥⎥⎦
⎞⎟⎟⎠ ,

де 𝑅 – матриця коварiацiї iз теореми 2.1;

𝐴 – матриця коварiацiї така, що

𝐴𝑖𝑗 = 𝜋𝑖

(︂(︁
𝑒−𝜆(𝐼−𝑃 )

)︁
𝑖𝑗
− 𝜋𝑗

)︂
.

Доведення. Для доведення цiєї теореми виконуємо аналогiчнi дiї,

що й при доведеннi теореми 2.2. Переконаємося, що:

𝜙(𝜂𝑁 (𝑢),𝜂𝑁 (𝑢+𝑙)) (𝑦1, . . . , 𝑦2𝑀) −−−→
𝑁→∞

𝑒−
1
2 (Σ𝑦,𝑦),
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де Σ =

⎡⎢⎢⎣ 𝑅 𝐴

𝐴𝑇 𝑅

⎤⎥⎥⎦.

Подiлимо вектор (𝑦1, . . . , 𝑦𝑀 , . . . , 𝑦2𝑀) на два вектори, кожен з них

буде мати довжину 𝑀 , i позначимо це наступним чином:

(𝑦1, . . . , 𝑦𝑀 , . . . , 𝑦2𝑀) = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑀 , 𝑡1, . . . , 𝑡𝑀) .

Запишемо характеристичну функцiю 𝜙(𝜂𝑁 (𝑢),𝜂𝑁 (𝑢+𝑙)) згiдно з її

визначенням:

𝜙(𝜂𝑁 (𝑢),𝜂𝑁 (𝑢+𝑙)) (𝑟1, . . . , 𝑟𝑀 , 𝑡1, . . . , 𝑡𝑀) =𝑀𝑒
𝑖√
𝑁

(︃
𝑀∑︀
𝑗=1

𝑟𝑗 ·𝜂𝑗(𝑢)+
𝑀∑︀
𝑗=1

𝑡𝑗 ·𝜂𝑗(𝑢+𝑙)

)︃
=

=𝑀𝑒
𝑖√
𝑁

(︃
𝑀∑︀
𝑗=1

𝑟𝑗
𝑁∑︀

𝑘=1

[I(𝑥𝑘(𝑢)=𝑗)−𝜋𝑗 ]+
𝑀∑︀
𝑗=1

𝑡𝑗
𝑁∑︀
𝑠=1

[I(𝑥𝑠(𝑢+𝑙)=𝑗)−𝜋𝑗 ]

)︃
=

=𝑀𝑒
𝑖√
𝑁

(︃
𝑁∑︀

𝑘=1

(︃
𝑀∑︀
𝑗=1

𝑟𝑗 ·𝜉𝑘𝑗

)︃
+

𝑁∑︀
𝑠=1

(︃
𝑀∑︀
𝑗=1

𝑡𝑗 ·𝛾𝑠
𝑗

)︃)︃
.

Введемо наступнi позначення:

𝑌𝑘 =
𝑀∑︁
𝑗=1

𝑟𝑗 · 𝜉𝑘𝑗 , 𝑍𝑠 =
𝑀∑︁
𝑗=1

𝑡𝑗 · 𝛾𝑠𝑗 .

Перепишемо отриманий вираз в наших нових позначеннях:

𝑀𝑒
𝑖√
𝑁

(︃
𝑁∑︀

𝑘=1

(︃
𝑀∑︀
𝑗=1

𝑟𝑗 ·𝜉𝑘𝑗

)︃
+

𝑁∑︀
𝑠=1

(︃
𝑀∑︀
𝑗=1

𝑡𝑗 ·𝛾𝑠
𝑗

)︃)︃
=𝑀𝑒

𝑖√
𝑁

(︂
𝑁∑︀

𝑘=1

(𝑌𝑘+𝑍𝑘)

)︂
.

З побудови випливає, що пари (𝑌1, 𝑍1) , (𝑌2, 𝑍2) , . . . , (𝑌𝑁 , 𝑍𝑁) є

незалежними випадковими величинами. Таким чином, отримуємо:

𝑀𝑒
𝑖√
𝑁

(︂
𝑁∑︀

𝑘=1

(𝑌𝑘+𝑍𝑘)

)︂
=

[︂
𝜙𝑌1+𝑍1

(︂
1√
𝑁

)︂]︂𝑁
.

Розвинемо характеристичну функцiю 𝜙𝑌1+𝑍1

(︁
1√
𝑁

)︁
в ряд Тейлора до
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другого моменту:

𝜙𝑌1+𝑍1

(︂
1√
𝑁

)︂
=𝑀𝑒

𝑖 1√
𝑁

(𝑌1+𝑍1)

=

=𝑀

(︃
1 +

𝑖√
𝑁

(𝑌1 + 𝑍1)−
1

2

(︂
1√
𝑁

)︂2

(𝑌1 + 𝑍1)
2 + 𝑜

(︂
1

𝑁

)︂)︃
=

= 1 +
𝑖√
𝑁
𝑀 (𝑌1 + 𝑍1)−

1

2𝑁
𝑀 (𝑌1 + 𝑍1)

2 + 𝑜

(︂
1

𝑁

)︂
.

Iз доведення теореми 2.2 маємо:

𝑀 (𝑌1 + 𝑍1) = 0,

𝐷 (𝑌1 + 𝑍1) =𝑀 (𝑌1 + 𝑍1)
2 = 𝐷𝑌1 +𝐷𝑍1 + 2 · 𝑐𝑜𝑣 (𝑌1, 𝑍1) .

Значення 𝐷𝑌1 та 𝐷𝑍1 нам вiдомi iз доведення теореми 2.1. Тому нам

лишилося знайти значення коварiацiї 𝑐𝑜𝑣 (𝑌1, 𝑍1):

cov (𝑌1, 𝑍1) = cov

⎛⎝ 𝑀∑︁
𝑗=1

𝑟𝑗 · 𝜉1𝑗 ,
𝑀∑︁
𝑠=1

𝑡𝑙 · 𝛾1𝑠

⎞⎠ =

=
𝑀∑︁
𝑗=1

𝑀∑︁
𝑠=1

𝑟𝑗 · 𝑡𝑙 · cov (I (𝑥1(𝑢) = 𝑗) , I (𝑥1(𝑢+ 𝑙) = 𝑠)) =

=
𝑀∑︁
𝑗=1

𝑀∑︁
𝑠=1

𝑟𝑗 · 𝑡𝑠 [𝑃𝑟{𝑥1(𝑢) = 𝑗, 𝑥1(𝑢+ 𝑙) = 𝑠} − 𝜋𝑗 · 𝜋𝑠] . (2)

Розглянемо окремо ймовiрнiсть 𝑃𝑟{𝑥1(𝑢) = 𝑗, 𝑥1(𝑢 + 𝑙) = 𝑠}.
Запишемо цю сумiсну ймовiрнiсть через умовну:

𝑃𝑟{𝑥1(𝑢) = 𝑗, 𝑥1(𝑢+ 𝑙) = 𝑠} = 𝑃𝑟{𝑥1(𝑢) = 𝑗}·𝑃𝑟{𝑥1(𝑢+ 𝑙) = 𝑠 | 𝑥1(𝑢) = 𝑗}.

Згiдно нашого припущення початковий розподiл є iнварiантним, тому

𝑃𝑟{𝑥1(𝑢) = 𝑗} = 𝜋𝑗.

З’ясуємо, чому дорiвнює умовна iмовiрнiсть. Якщо 𝑗 ̸= 𝑠, то це

означає, що ми обрали частинку пiд номером 1 iз 𝑗-тої урни та за 𝑙 крокiв

вона потрапила в 𝑠-ту урну. Зауважимо, що в цьому випадку ми
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принаймнi один раз обирали цю частинку. Якщо ж 𝑗 = 𝑠, то ми або цю

частинку за 𝑙 крокiв взагалi жодного разу не обирали, або обрали її iз

𝑗-тої урни, i вона за 𝑙 крокiв знову опинилася в 𝑗-тiй урнi.

Таким чином, ми маємо:

𝑃𝑟{𝑥1(𝑢) = 𝑗, 𝑥1(𝑢+ 𝑙) = 𝑠} = 𝜋𝑗 ·
𝑙∑︁

𝑟=0

𝐶𝑟
𝑙 ·
(︂
1

𝑁

)︂𝑟

·
(︂
1− 1

𝑁

)︂𝑙−𝑟

· (𝑃 𝑟)𝑗𝑠 ,

де (︀
1
𝑁

)︀𝑟 – ймовiрнiсть того, що ми 𝑟 разiв обрали частинку iз номером 1;(︀
1− 1

𝑁

)︀𝑙−𝑟 – ймовiрнiсть того, що решту 𝑙−𝑟 разiв ми обрали якусь iншу

частинку;

(𝑃 𝑟)𝑗𝑠 – ймовiрнiсть переходу з 𝑗-тої урни в 𝑠-ту урну за 𝑟 крокiв.

Скористаємося бiномом Ньютона для того, щоб обчислити отриману

суму:

𝑙∑︁
𝑟=0

𝐶𝑟
𝑙 ·
(︂
1

𝑁

)︂𝑟

·
(︂
1− 1

𝑁

)︂𝑙−𝑟

· (𝑃 𝑟)𝑗𝑠 =

(︃(︂
1

𝑁
· 𝑃 +

(︂
1− 1

𝑁

)︂
𝐼

)︂𝑙
)︃

𝑗𝑠

.

Перепишемо вираз в дужках:

1

𝑁
· 𝑃 +

(︂
1− 1

𝑁

)︂
𝐼 = 𝐼 − 1

𝑁
(𝐼 − 𝑃 ) = 𝐼 − 1

𝑙
· 𝑙
𝑁

(𝐼 − 𝑃 ) , (*)

При 𝑁 → ∞, 𝑙 → ∞, 𝑙
𝑁 → 𝜆 > 0 вираз (*) у степенi 𝑙 є нiщо iнше

як друга чудова границя, тому:(︂
𝐼 − 1

𝑙
· 𝑙
𝑁

(𝐼 − 𝑃 )

)︂𝑙

−→
𝑁→∞
𝑙→∞

𝑙
𝑁→𝜆>0

𝑒−𝜆(𝐼−𝑃 ).

Отже, маємо:

𝑃𝑟{𝑥1(𝑢) = 𝑗, 𝑥1(𝑢+𝑙) = 𝑠} = 𝜋𝑗

[︂
1

𝑁
𝑃 +

(︂
1− 1

𝑁

)︂
𝐼

]︂𝑙
𝑗𝑠

−→
𝑁→∞
𝑙→∞

𝑙
𝑁→𝜆>0

𝜋𝑗
(︁
𝑒−𝜆(𝐼−𝑃 )

)︁
𝑗𝑠
.
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Повертаючись до формули (2), остаточно отримуємо:

𝑐𝑜𝑣 (𝑌1, 𝑍1) =
𝑀∑︁
𝑗=1

𝑀∑︁
𝑠=1

𝑟𝑗𝑡𝑠 [𝑃𝑟{𝑥1(𝑢) = 𝑗, 𝑥1(𝑢+ 𝑙) = 𝑠} − 𝜋𝑗𝜋𝑠] −→
𝑁→∞
𝑙→∞

𝑙
𝑁→𝜆>0

−→
𝑁→∞
𝑙→∞

𝑙
𝑁→𝜆>0

𝑀∑︁
𝑗=1

𝑀∑︁
𝑠=1

𝑟𝑗 · 𝑡𝑠 · 𝜋𝑗
(︂(︁

𝑒−𝜆(𝐼−𝑃 )
)︁
𝑗𝑠
− 𝜋𝑠

)︂
=

𝑀∑︁
𝑗=1

𝑀∑︁
𝑠=1

𝑟𝑗 · 𝐴𝑗𝑠 · 𝑡𝑠,

де 𝐴𝑗𝑠 = 𝜋𝑗
(︁(︀
𝑒−𝜆(𝐼−𝑃 )

)︀
𝑗𝑠
− 𝜋𝑠

)︁
.

Таким чином доведенi нами теореми дозволяють нам при достатньо

великому значеннi кiлькостi частинок 𝑁 трактувати вектор(︁√
𝑁
(︀
1
𝑁𝜇1(𝑛𝜆𝑁)− 𝜋1

)︀
, . . . ,

√
𝑁
(︀
1
𝑁𝜇𝑀(𝑛𝜆𝑁)− 𝜋𝑀

)︀)︁
, який задає

розподiл частинок в момент часу 𝑛𝜆𝑁 , як гауссiвський вектор з

розподiлом 𝑁
(︁
0⃗, 𝑅

)︁
. Бiльш того, подiбним чином як було доведено

теорему 2.3 можна показати, що для довiльного 𝑛 ⩾ 0 розподiл вектора

(𝜂𝑁(0), 𝜂𝑁(𝑙), . . . , 𝜂𝑁(𝑛 · 𝑙)) збiгається при 𝑁 → ∞, 𝑙 → ∞, 𝑙
𝑁 → 𝜆 до

розподiлу сумiсно гауссових векторiв. Надалi цю граничну гауссову

послiдовнiсть позначатимемо {𝜃𝑛}𝑛⩾0.

Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi було запропоновано гауссiвську апроксимацiю для

процесу динамiки частинок. Показано, що спостереження значних змiн в

розподiлi частинок можливе лише в масштабi часу, спiвмiрному з кiлькiстю

частинок.
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3 ЗАДАЧА ФIЛЬТРАЦIЇ

Якщо процес мiграцiї частинок є тiльки частково спостережуваним i

першi 𝐾 урн недоступнi для спостережень, то отримана гауссiвська

апроксимацiя дає нам можливiсть за допомогою теореми про нормальну

кореляцiю [8] знайти умовний розподiл кiлькостi частинок в

неспостережуванiй частинi урн вiдносно розподiлу частинок в урнах, якi

є спостережуваними. Ця ж гауссiвська апроксимацiя дозволить нам

розв’язати задачу фiльтрацiї, тобто знаходження умовного розподiлу

кiлькостi частинок в перших 𝐾 урнах в момент часу 𝑛 за iнформацiєю

про розподiл частинок в спостережуванiй частинi урн в моменти часу

𝑡 = 0, 1, . . . , 𝑛.

Для того, щоб обґрунтувати можливiсть фiльтрацiї гауссiвської

послiдовностi {𝜃𝑛}𝑛⩾0, отриманої в попередньому роздiлi, розглянемо

наступне лiнiйне перетворення вектора 𝜃𝑛.

Покладемо

𝜃𝑛 =

(︂
1

√
𝜋1
𝜃𝑛1 , . . . ,

1
√
𝜋𝑀

𝜃𝑛𝑀

)︂
, 𝑛 ⩾ 0.

Запишемо матрицю коварiацiй 𝑅̃ вектора 𝜃𝑛. Маємо:

𝑅̃ = 𝑐𝑜𝑣
(︁
𝜃𝑛, 𝜃𝑛

)︁
=

[︃
1

√
𝜋𝑖
𝑅𝑖𝑗

1
√
𝜋𝑗

]︃
𝑖,𝑗=1,𝑀

=

=

[︃
1

√
𝜋𝑖

(𝜋𝑖𝛿𝑖𝑗 − 𝜋𝑖𝜋𝑗)
1

√
𝜋𝑗

]︃
𝑖,𝑗=1,𝑀

=
[︀
𝛿𝑖𝑗 −

√
𝜋𝑖
√
𝜋𝑗
]︀
𝑖,𝑗=1,𝑀

.

Отже 𝑅̃ можна подати у виглядi

𝑅̃ = 𝐼 − Π𝜋,

де Π𝜋 =
[︀√
𝜋𝑖 ·

√
𝜋𝑗
]︀
𝑖,𝑗=1,𝑀

– проєктор на пiдпростiр, породжений
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одиничним вектором 𝑒𝜋 =

(︀√
𝜋1, . . . ,

√
𝜋𝑀
)︀
.

Зауважимо, що з доведення теореми 2.3 випливає, що для довiльного

𝑛 ⩾ 1

𝑐𝑜𝑣
(︀
𝜃0, 𝜃𝑛

)︀
=

[︂
𝜋𝑖
(︁
𝑒−𝑛𝜆(𝐼−𝑃 )

)︁
𝑖𝑗
− 𝜋𝑖𝜋𝑗

]︂
𝑖,𝑗=1,𝑀

,

а тодi

𝑐𝑜𝑣
(︁
𝜃0, 𝜃𝑛

)︁
=

[︃
√
𝜋𝑖
(︁
𝑒−𝑛𝜆(𝐼−𝑃 )

)︁
𝑖𝑗
· 1
√
𝜋𝑗

− 𝜋𝑖𝜋𝑗

]︃
𝑖,𝑗=1,𝑀

.

Якщо ввести позначення

𝑆 = 𝑑𝑖𝑎𝑔

(︂
1

√
𝜋1
, . . . ,

1
√
𝜋𝑀

)︂
,

то коварiацiйну матрицю 𝑐𝑜𝑣
(︁
𝜃0, 𝜃𝑛

)︁
можна подати у виглядi

𝑐𝑜𝑣
(︁
𝜃0, 𝜃𝑛

)︁
= 𝑆−1 · 𝑒−𝑛𝜆(𝐼−𝑃 ) · 𝑆 − Π𝜋.

Врахувавши, що для довiльного 𝑘 ⩾ 0

(︀
𝑆−1 · 𝑃 · 𝑆

)︀𝑘
= 𝑆−1 · 𝑃 𝑘 · 𝑆,

отримаємо таке

𝑆−1 · 𝑒−𝑛𝜆(𝐼−𝑃 ) · 𝑆 = 𝑒−𝑛𝜆𝐼
∞∑︁
𝑘=0

(𝑛𝜆)𝑘

𝑘!
𝑆−1𝑃 𝑘𝑆 =

= 𝑒−𝑛𝜆𝐼
∞∑︁
𝑘=0

(𝑛𝜆)𝑘

𝑘!

(︀
𝑆−1𝑃𝑆

)︀𝑘
= 𝑒−𝑛𝜆𝑆−1(𝐼−𝑃 )𝑆.

Таким чином, коварiацiйна матриця 𝑐𝑜𝑣
(︁
𝜃0, 𝜃𝑛

)︁
набуває вигляду

𝑐𝑜𝑣
(︁
𝜃0, 𝜃𝑛

)︁
=
(︁
𝑒−𝜆𝑆−1(𝐼−𝑃 )𝑆

)︁𝑛
− Π𝜋.

Переконаємося, що пiдпростiр 𝑉 ∈ R𝑀−1 перпендикулярний до

вектора 𝑒𝜋 =
(︀√

𝜋1, . . . ,
√
𝜋𝑀
)︀
, є iнварiантним вiдносно матрицi
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𝑆−1 (𝐼 − 𝑃 )𝑆. Для цього покажемо, що для довiльного вектора 𝑣 ∈ 𝑉

скалярний добуток
(︀[︀
𝑆−1 (𝐼 − 𝑃 )𝑆

]︀
𝑣, 𝑒𝜋

)︀
дорiвнює нулю. Справдi,

оскiльки 𝑆−1 · 𝑒𝜋 = 𝜋 i
(︀
𝐼 − 𝑃 𝑇

)︀
𝜋 = 0, то

(︀[︀
𝑆−1 (𝐼 − 𝑃 )𝑆

]︀
𝑣, 𝑒𝜋

)︀
=
(︀
𝑣, 𝑆

(︀
𝐼 − 𝑃 𝑇

)︀
𝑆−1𝑒𝜋

)︀
= 0,

що й стверджувалося.

Таким чином, якщо вектори 𝜃𝑛 розглядати як елементи пiдпростору

𝑉 ∈ R𝑀−1, то

𝑐𝑜𝑣
(︁
𝜃𝑛, 𝜃𝑛

)︁
= 𝐼(𝑀−1)

𝑐𝑜𝑣
(︁
𝜃0, 𝜃𝑛

)︁
= 𝐶𝑛,

де 𝐶 – звуження матрицi 𝑒−𝜆𝑆−1(𝐼−𝑃 )𝑆 на пiдпростiр 𝑉 , 𝐼(𝑀−1) – одинична

матриця розмiру [(𝑀 − 1)× (𝑀 − 1)].

Означимо тепер послiдовнiсть {𝜉𝑛}𝑛⩾0 гауссових векторiв в R𝑀−1

наступним чином:

𝜉𝑛+1 = 𝐶𝜉𝑛 +
√︀
𝐼 − 𝐶 · 𝐶𝑇 · 𝜀𝑛+1,

де {𝜀𝑛}𝑛⩾1 – незалежнi гауссовi вектори зi стандартним розподiлом,

незалежнi вiд 𝜉0 ∼ 𝑁 (0, 𝐼). Тодi для довiльного 𝑛 ⩾ 1

𝑀 (𝜉𝑛) = 0

𝑐𝑜𝑣 (𝜉𝑛, 𝜉𝑛) = 𝐼

𝑐𝑜𝑣
(︀
𝜉0, 𝜉𝑛

)︀
= 𝐶𝑛,

звiдки випливає, що послiдовнiсть {𝜉𝑛}𝑛⩾0 у просторi 𝑉 має такий самий

розподiл, як послiдовнiсть {𝜃𝑛}𝑛⩾0. Тому при застосуваннi теореми про

нормальну кореляцiю

𝜃𝑛+1 = 𝐶𝜃𝑛 + 𝜅̃𝑛+1

доданок 𝜅̃𝑛+1 виявляється незалежним з усiма попереднiми значеннями
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𝜃𝑛, 𝜃𝑛−1, . . . послiдовностi {𝜃𝑛}𝑛⩾0 i

𝜅̃𝑛
𝑑∼ 𝑁

(︀
0, 𝐼 − 𝐶 · 𝐶𝑇

)︀
.

Оскiльки 𝜃𝑛 отримано з 𝜃𝑛 лiнiйним невиродженим перетворенням,

то застосування теореми про нормальну кореляцiю до пари
(︀
𝜃𝑛, 𝜃𝑛+1

)︀
приводить до того, що в зображеннi

𝜃𝑛+1 = 𝐴𝑇 ·𝑅−1 · 𝜃𝑛 + 𝜅𝑛+1,

доданок 𝜅𝑛+1 має розподiл 𝑁
(︁
0⃗; 𝑅− 𝐴𝑇 ·𝑅−1 · 𝐴

)︁
i є незалежним вiд

послiдовностi {𝜃𝑛}𝑛⩾1 в попереднi моменти часу.

Для зручностi записiв введемо наступнi позначення:

𝐵 = 𝐴𝑇 ·𝑅−1, Σ𝜅 = 𝑅− 𝐴𝑇 ·𝑅−1 · 𝐴.

Оскiльки ми припускаємо, що першi 𝐾 урн з 𝑀 ми не бачимо i не

знаємо, що в них вiдбувається, а ведемо спостереження лише за урнами

𝐾 + 1, 𝐾 + 2, . . . ,𝑀 , то представимо вектор 𝜃𝑛 у виглядi

𝜃𝑛 =

⎛⎜⎜⎝ 𝛼𝑛

𝛽𝑛

⎞⎟⎟⎠ ,

де 𝛼𝑛 – вектор розмiрностi [𝐾 × 1], який вiдповiдає за неспостережувану

частину урн;

𝛽𝑛 – вектор розмiрностi [(𝑀 −𝐾)× 1], який вiдповiдає за урни, якi ми

спостерiгаємо.

Тодi можемо записати⎛⎜⎜⎝ 𝛼𝑛+1

𝛽𝑛+1

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝ 𝐵11 𝐵12

𝐵21 𝐵22

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝ 𝛼𝑛

𝛽𝑛

⎞⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎝ 𝜅𝑛+1
1

𝜅𝑛+1
2

⎞⎟⎟⎠ ,
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де 𝐵11 – матриця розмiрностi [𝐾 ×𝐾];

𝐵12 – матриця розмiрностi [𝐾 × (𝑀 −𝐾)];

𝐵21 – матриця розмiрностi [(𝑀 −𝐾)×𝐾];

𝐵22 – матриця розмiрностi [(𝑀 −𝐾)× (𝑀 −𝐾)];

𝜅𝑛+1
1 – вектор розмiрностi [𝐾 × 1] , 𝑛 ⩾ 0;

𝜅𝑛+1
2 – вектор розмiрностi [(𝑀 −𝐾)× 1] , 𝑛 ⩾ 0.

Для того, щоб мати змогу застосувати вiдомi результати теореми

про фiльтрацiю, нам потрiбно, щоб вектор похибок 𝜅𝑛+1 складався з

некорельованих випадкових величин. Цього можна досягти, врахувавши,

що коварiацiйна матриця – це симетрична невiд’ємно визначена матриця,

а тому її можна подати у виглядi

𝐹 · 𝐹 𝑇 = Σ𝜅,

де 𝐹 – нижня трикутна матриця з додатнiми елементами на дiагоналi.

Таким чином ми можемо представити довiльний гауссiвський вектор

з довiльною матрицею коварiацiї як лiнiйне перетворення гауссiвського

вектора з одиничною матрицею коварiацiй.

Запишемо вектор 𝜅𝑛+1 як лiнiйне перетворення:

𝜅𝑛+1 = 𝐹 · 𝜀𝑛+1, де 𝜀𝑛+1 ∼ 𝑁
(︁
0⃗; 𝐼
)︁
.

Таким чином ми можемо записати нашу модель у виглядi⎛⎜⎜⎝ 𝛼𝑛+1

𝛽𝑛+1

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝ 𝐵11 𝐵12

𝐵21 𝐵22

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝ 𝛼𝑛

𝛽𝑛

⎞⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎝ 𝐹11 𝐹12

𝐹21 𝐹22

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝ 𝜀𝑛+1

1

𝜀𝑛+1
2

⎞⎟⎟⎠ .

Тепер вектори 𝜀𝑛+1
1 та 𝜀𝑛+1

2 є некорельованими мiж собою. Отримуємо

систему рiвнянь⎧⎪⎨⎪⎩𝛼
𝑛+1 = 𝐵11𝛼

𝑛 +𝐵12𝛽
𝑛 + 𝐹11𝜀

𝑛+1
1 + 𝐹12𝜀

𝑛+1
2

𝛽𝑛+1 = 𝐵21𝛼
𝑛 +𝐵22𝛽

𝑛 + 𝐹21𝜀
𝑛+1
1 + 𝐹22𝜀

𝑛+1
2

, (3)
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до якої можна застосувати теорему про фiльтрацiю [10]. Розв’язок системи

рекурентних рiвнянь (3) називають фiльтром Калмана-Бьюсi. Обчислимо

цей фiльтр для нашої системи рiвнянь.

Введемо сiгма-алгебру ℱ𝛽
𝑛 , яка породжена 𝑛 спостереженнями до

моменту часу 𝑛 на спостережуванiй частинi урн, та позначимо через

𝑚𝑛 =𝑀
(︀
𝛼𝑛 | ℱ𝛽

𝑛

)︀
,

𝛾𝑛 =𝑀
(︁
(𝛼𝑛 −𝑚𝑛) (𝛼

𝑛 −𝑚𝑛)
𝑇 | ℱ𝛽

𝑛

)︁
умовне математичне сподiвання та умовну матрицю коварiацiї вектора 𝛼𝑛

вiдносно ℱ𝛽
𝑛 .

Оскiльки 𝛽𝑛 є вимiрною вiдносно сiгма-алгебри ℱ𝛽
𝑛 , а випадковi

величини 𝜀𝑛+1
1 та 𝜀𝑛+1

2 вiд цiєї сiгма-алгебри не залежать, то iз (3)

отримуємо:

𝑀
(︀
𝛼𝑛+1

⃒⃒
ℱ𝛽

𝑛

)︀
= 𝐵11 ·𝑚𝑛 +𝐵12 · 𝛽𝑛

𝑀
(︀
𝛽𝑛+1

⃒⃒
ℱ𝛽

𝑛

)︀
= 𝐵21 ·𝑚𝑛 +𝐵22 · 𝛽𝑛

(4)

Тодi

𝛼𝑛+1 −𝑀
(︀
𝛼𝑛+1

⃒⃒
ℱ𝛽

𝑛

)︀
= 𝐵11 (𝛼

𝑛 −𝑚𝑛) + 𝐹11𝜀
𝑛+1
1 + 𝐹12𝜀

𝑛+1
2

𝛽𝑛+1 −𝑀
(︀
𝛽𝑛+1

⃒⃒
ℱ𝛽

𝑛

)︀
= 𝐵21 (𝛼

𝑛 −𝑚𝑛) + 𝐹21𝜀
𝑛+1
1 + 𝐹22𝜀

𝑛+1
2

(5)

Позначимо

𝑑𝑛11 = 𝑐𝑜𝑣
(︀
𝛼𝑛+1, 𝛼𝑛+1

⃒⃒
ℱ𝛽

𝑛

)︀
=𝑀

[︁(︀
𝛼𝑛+1 −𝑀

(︀
𝛼𝑛+1

⃒⃒
ℱ𝛽

𝑛

)︀)︀ (︀
𝛼𝑛+1 −𝑀

(︀
𝛼𝑛+1

⃒⃒
ℱ𝛽

𝑛

)︀)︀𝑇 ⃒⃒⃒ ℱ𝛽
𝑛

]︁
𝑑𝑛12 = 𝑐𝑜𝑣

(︀
𝛼𝑛+1, 𝛽𝑛+1

⃒⃒
ℱ𝛽

𝑛

)︀
=𝑀

[︁(︀
𝛼𝑛+1 −𝑀

(︀
𝛼𝑛+1

⃒⃒
ℱ𝛽

𝑛

)︀)︀ (︀
𝛽𝑛+1 −𝑀

(︀
𝛽𝑛+1

⃒⃒
ℱ𝛽

𝑛

)︀)︀𝑇 ⃒⃒⃒ ℱ𝛽
𝑛

]︁
𝑑𝑛22 = 𝑐𝑜𝑣

(︀
𝛽𝑛+1, 𝛽𝑛+1

⃒⃒
ℱ𝛽

𝑛

)︀
=𝑀

[︁(︀
𝛽𝑛+1 −𝑀

(︀
𝛽𝑛+1

⃒⃒
ℱ𝛽

𝑛

)︀)︀ (︀
𝛽𝑛+1 −𝑀

(︀
𝛽𝑛+1

⃒⃒
ℱ𝛽

𝑛

)︀)︀𝑇 ⃒⃒⃒ ℱ𝛽
𝑛

]︁
Пiдставимо значення iз (5) у формули для 𝑑𝑛11, 𝑑𝑛12 та 𝑑𝑛22.

𝑑𝑛11 =𝑀
[︁(︀
𝐵11 (𝛼

𝑛 −𝑚𝑛) + 𝐹11𝜀
𝑛+1
1 + 𝐹12𝜀

𝑛+1
2

)︀ (︀
𝐵11 (𝛼

𝑛 −𝑚𝑛) + 𝐹11𝜀
𝑛+1
1 + 𝐹12𝜀

𝑛+1
2

)︀𝑇 ⃒⃒⃒ ℱ𝛽
𝑛

]︁
=

= 𝐵11𝛾𝑛𝐵
𝑇
11 + 𝐹11 · 𝐹 𝑇

11 + 𝐹12 · 𝐹 𝑇
12 (6)



45

𝑑𝑛12 =𝑀
[︁(︀
𝐵11 (𝛼

𝑛 −𝑚𝑛) + 𝐹11𝜀
𝑛+1
1 + 𝐹12𝜀

𝑛+1
2

)︀ (︀
𝐵21 (𝛼

𝑛 −𝑚𝑛) + 𝐹21𝜀
𝑛+1
1 + 𝐹22𝜀

𝑛+1
2

)︀𝑇 ⃒⃒⃒ ℱ𝛽
𝑛

]︁
=

= 𝐵11𝛾𝑛𝐵
𝑇
21 + 𝐹11 · 𝐹 𝑇

21 + 𝐹12 · 𝐹 𝑇
22 (7)

𝑑𝑛22 =𝑀
[︁(︀
𝐵21 (𝛼

𝑛 −𝑚𝑛) + 𝐹21𝜀
𝑛+1
1 + 𝐹22𝜀

𝑛+1
2

)︀ (︀
𝐵21 (𝛼

𝑛 −𝑚𝑛) + 𝐹21𝜀
𝑛+1
1 + 𝐹22𝜀

𝑛+1
2

)︀𝑇 ⃒⃒⃒ ℱ𝛽
𝑛

]︁
=

= 𝐵21𝛾𝑛𝐵
𝑇
21 + 𝐹21 · 𝐹 𝑇

21 + 𝐹22 · 𝐹 𝑇
22 (8)

Тепер нам необхiдно обчислити 𝑚𝑛+1 = 𝑀
(︁
𝛼𝑛+1

⃒⃒⃒
ℱ𝛽

𝑛+1

)︁
.

Зауважимо, що сiгма-алгебру, породжену спостереженнями до моменту

часу 𝑛 + 1 можна розумiти як сiгма-алгебру ℱ𝛽
𝑛 , до якої додали ще одне

спостереження 𝛽𝑛+1. Тобто ми маємо:

𝑚𝑛+1 =𝑀
(︁
𝛼𝑛+1

⃒⃒⃒
ℱ𝛽

𝑛+1

)︁
=𝑀

(︀
𝛼𝑛+1

⃒⃒
ℱ𝛽

𝑛 , 𝛽
𝑛+1
)︀
.

Розглядаємо
(︀
𝛼𝑛+1

⃒⃒
ℱ𝛽

𝑛

)︀
як нову випадкову гауссiвську величину

вiдносно 𝛽𝑛+1. До двох нових змiнних застосовуємо теорему про

нормальну кореляцiю:

𝑀
(︀
𝛼𝑛+1

⃒⃒
ℱ𝛽

𝑛 , 𝛽
𝑛+1
)︀
=𝑀

(︀
𝛼𝑛+1

⃒⃒
ℱ𝛽

𝑛

)︀
+𝑑𝑛12·(𝑑𝑛22)

−1·
(︀
𝛽𝑛+1 −𝑀

(︀
𝛽𝑛+1

⃒⃒
ℱ𝛽

𝑛

)︀)︀
.

Пiдставивши отриманi вирази iз (4) для 𝑀
(︀
𝛼𝑛+1

⃒⃒
ℱ𝛽

𝑛

)︀
,

𝑀
(︀
𝛽𝑛+1

⃒⃒
ℱ𝛽

𝑛

)︀
та вiдповiднi значення 𝑑𝑛12 i 𝑑𝑛22 iз формул (7), (8),

отримуємо наступну рекурентну формулу для 𝑚𝑛+1:

𝑚𝑛+1 = 𝐵11 ·𝑚𝑛 +𝐵12 · 𝛽𝑛 + 𝑑𝑛12 · (𝑑𝑛22)
−1 ·

(︀
𝛽𝑛+1 −𝐵21 ·𝑚𝑛 −𝐵22 · 𝛽𝑛

)︀
.

Згрупуємо коефiцiєнти при 𝑚𝑛 та 𝛽𝑛:

𝑚𝑛+1 =
(︁
𝐵11 − 𝑑𝑛12 · (𝑑𝑛22)

−1 ·𝐵21

)︁
𝑚𝑛+

+
(︁
𝐵12 − 𝑑𝑛12 · (𝑑𝑛22)

−1 ·𝐵22

)︁
𝛽𝑛 + 𝑑𝑛12 · (𝑑𝑛22)

−1 · 𝛽𝑛+1 (9)

Отримана формула показує, що залежнiсть 𝑚𝑛+1 вiд 𝑚𝑛 є лiнiйною.
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Аналогiчно цим мiркуванням використовуємо теорему про нормальну

кореляцiю для знаходження рекурентної формули для 𝛾𝑛+1:

𝛾𝑛+1 = 𝑐𝑜𝑣
(︀
𝛼𝑛+1, 𝛼𝑛+1

⃒⃒
ℱ𝛽

𝑛 , 𝛽
𝑛+1
)︀
= 𝑑𝑛11 − 𝑑𝑛12 · (𝑑𝑛22)

−1 · (𝑑𝑛12)
𝑇 . (10)

Пiдставивши отриманi вирази iз (6), (7), (8) для 𝑑𝑛11, 𝑑
𝑛
12 та 𝑑𝑛22,

отримуємо остаточну рекурентну формулу для 𝛾𝑛+1.

Таким чином ми отримали систему рiвнянь, з якої рекурентним

чином знаходимо оцiнку для розподiлу частинок в неспостережуванiй

частинi. Спершу обчислюємо початковi значення: 𝑚0 та 𝛾0 знаходимо за

теоремою про нормальну кореляцiю для вектора 𝜃0 =
(︀
𝛼0, 𝛽0

)︀
, який має

нормальний розподiл 𝑁
(︁
0⃗;𝑅

)︁
:

𝑚0 =𝑀
(︀
𝛼0
⃒⃒
𝛽0
)︀
= 𝑐𝑜𝑣

(︀
𝛼0, 𝛽0

)︀
·
(︀
𝑐𝑜𝑣

(︀
𝛽0, 𝛽0

)︀)︀−1 · 𝛽0,

𝛾0 = 𝑐𝑜𝑣
(︀
𝛼0, 𝛼0

)︀
− 𝑐𝑜𝑣

(︀
𝛼0, 𝛽0

)︀
·
(︀
𝑐𝑜𝑣

(︀
𝛽0, 𝛽0

)︀)︀−1 ·
(︀
𝑐𝑜𝑣

(︀
𝛼0, 𝛽0

)︀)︀𝑇
.

Значення 𝛽0 нам вiдоме, а вiдповiднi значення коварiацiй знаходимо

iз матрицi 𝑅.

Використання фiльтру Калмана-Бьюсi дозволило нам побудувати

оцiнку для вектора
(︁√

𝑁
(︀
1
𝑁𝜇1(𝑛𝜆𝑁)− 𝜋1

)︀
, . . . ,

√
𝑁
(︀
1
𝑁𝜇𝑀(𝑛𝜆𝑁)− 𝜋𝑀

)︀)︁
.

В початковий момент часу маємо наступну оцiнку:(︂√
𝑁

(︂
1

𝑁
𝜇1(0)− 𝜋1

)︂
, . . . ,

√
𝑁

(︂
1

𝑁
𝜇𝐾(0)− 𝜋𝐾

)︂)︂
≈ 𝑚0.

А далi за рекурентними формулами (9) та (10) знаходимо оцiнку(︂√
𝑁

(︂
1

𝑁
𝜇1(𝑛𝜆𝑁)− 𝜋1

)︂
, . . . ,

√
𝑁

(︂
1

𝑁
𝜇𝐾(𝑛𝜆𝑁)− 𝜋𝐾

)︂)︂
≈ 𝑚𝑛.

Висновки до роздiлу 3

У цьому роздiлi було розв’язано задачу фiльтрацiї для частково

спостережуваного процесу мiграцiї частинок в багатоурновiй моделi
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Еренфестiв за допомогою гауссiвської апроксимацiї процесу, описаної в

попередньому роздiлi.
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ВИСНОВКИ

В цiй роботi було розглянуто частково спостережуваний процес

мiграцiї частинок в багатоурновiй моделi Еренфестiв. Отримано два

способи опису динамiки частинок в цiй моделi – на мiкроскопiчному рiвнi

та на макроскопiчному рiвнi. Запропоновано гауссiвську апроксимацiю

для процесу мiграцiї частинок. Необхiднiсть в такiй апроксимацiї

зумовлена тим, що кiлькiсть частинок є настiльки великою, що

спостереження значних змiн в розподiлi частинок можливе лише в

масштабi часу, спiвмiрному з кiлькiстю частинок. За допомогою фiльтра

Калмана-Бьюсi було розв’язано задачу фiльтрацiї. Тобто отримано оцiнку

умовного розподiлу частинок в неспостережуванiй частинi урн в момент

часу 𝑛 за наявними спостереженнями розподiлу частинок у видимiй

частинi урн в моменти часу 0, 1, . . . , 𝑛.

Подальший напрямок дослiджень природним чином зумовлюється

необхiднiстю оцiнки похибки, яка виникає при замiнi точного розподiлу

частинок по урнам гауссiвською апроксимацiєю цього розподiлу.
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