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ВСТУП 

Навчальний посібник з дисципліни «Механіка суцільних середовищ (до-
даткові розділи)» (МСС) присвячено числовому розв’язанню методом скін-
ченних елементів (МСЕ) таких важливих для наукової та інженерної практики 
нелінійних задач, як: нелінійна нестаціонарна теплопровідність з внутрішніми 
джерелами теплоти, нелінійна нестаціонарна тепло-електропровідність, пруж-
но-пластичність ізотропного матеріалу включаючи сипкий матеріал. Для про-
грамної реалізації числових методик розв’язання нелінійних задач обрано мо-
ву програмування системи Mathcad. Це забезпечує максимальну наочну 
схожість програмного коду з числовими методиками розв’язання нелінійних 
задач МСС. При цьому для побудови геометричних моделей розрахункових 
областей задач запропоновано використовувати вільно відкрите програмне за-
безпечення	Gmsh, а для візуалізації	результатів	розрахунків	–	вільно відкритий 
програмний код ParaView. 

Навчальний посібник базується на наукових статтях, монографіях, під-
ручниках та навчальних посібниках таких відомих авторів як Zienkiewicz O.C. 
Taylor R.L., Fox D.D., Simo J. C., Segerlind L. J., R. de Borst, Crisfield M. A., 
Remmers J. J.C, Самарский А. А., Попов Ю. П. і включає чотири розділи із за-
питаннями для самоконтролю. У тексті навчального посібника наведено ма-
тематичні формулювання нелінійних задач, методики їх числового 
розв’язання на базі МСЕ, приклади програмної реалізації числових методик та 
їх верифікація, приклади візуалізації результатів розрахунків, тексти програм-
них кодів розроблених у системі Mathcad. У цілому, викладений у посібни-
ку матеріал відрізняється від класичних підручників з МСС наявністю деталь-
ного опису програмної реалізації числових методик та візуалізації результатів 
розрахунків з наведенням розроблених текстів програмних кодів.  

У посібнику використовуються тільки декартові тензори як головна база 
для описання суті багатьох теорій континууму. Усі важливі рівняння та фун-
даментальні співвідношення в основному наводяться як у тензорній, або інде-
ксній, так і в класичній символічній, або векторній формах запису, що дає 
змогу студентам порівняти еквівалентні вирази та застосовувати їх у подаль-
шому. У чотирьох розділах посібника викладено теоретичну та прикладну ба-
зу МСС, яка стосуються математичного формулювання нелінійних задач, ме-
тодик їх числового розв’язання, програмної реалізації та верифікації, а саме: 
нестаціонарних нелінійних задач теплопровідності та тепло-
електропровідності, пружно-пластичної поведінки ізотропних матеріалів у на-
ближеннях ідеальної пластичності та ізотропного зміцнення, пружно-
пластичної поведінки сипких матеріалів у наближенні критерію плинності 
Drucker-Prager. У додатках наведено програмні коди розв’язання нелінійних 
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задач МСС, що написані на мові програмування Mathcad, та деякі класичні 
методики числового розв’язання задач пружно-пластичності.  
 Навчальний посібник підготовлено на основі наукових робіт [1, 5, 15, 
19, 20, 22], посібників [2, 5], лекцій та комп’ютерних практикумів, які автор 
читає та проводить зі студентами кафедри хімічного, полімерного та силікат-
ного машинобудування Національного технічного університету України «Ки-
ївський політехнічний інститут імені Ігоря Сікорського». Усі зауваження і 
пропозиції щодо поліпшення навчального посібника будуть сприйняті авто-
ром із вдячністю. 
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 ОСНОВНІ ПОЗНАЧЕННЯ ТА СКОРОЧЕННЯ 

Основні позначення 

 ijA – матриця СЛАР; 

a –
 

коефіцієнт температуропровідності, м2/c; 

 B  – матриця градієнтів СЕ; 
 iB – вектор вільних членів СЛАР; 

b  – вектор прирощення масових сил, Н/кг; 

ib  – компоненти вектора прирощення масових сил, Н/кг; 
4

Ĉ  – 
тензор четвертого рангу пружних констант матеріалу, Па; 

ijklC  – компоненти тензора 4-го рангу пружних констант матеріалу, 
Па; 

   TC e ˆ – матриця жорсткості СЕ, що пов’язана з демпфіруванням (теп-
лоємністю), Дж/(м3К); 

  ec – 
матриця демпфірування СЕ; 

c – сила зчеплення між гранулами сипкого матеріалу, Па; 

pc  – масова ізобарна теплоємність, Дж/(кг К); 

 epD
 – матриця пружно-пластичних властивостей СЕ; 

elD̂ – тензор другого рангу пружних констант;  
E  – модуль пружності під час одновісного розтягу (стискання), Па; 

plê  – тензор девіаторних пластичних деформацій другого рангу; 
F  – функція поверхні плинності матеріалу; 

  e
jf  –

 

вектор навантаження СЕ за рахунок заданої густини електрич-
ного струму на границі II U  частини поверхні  , А/м3; 

  e
qf  – вектор СЕ, що пов’язана з густиною теплового потоку, Вт/м3; 
   Tf e

qv
ˆ – вектор СЕ, що пов’язаний з внутрішнім джерелом теплоти, 

Вт/м3; 
   Tf e ˆ
 – вектор СЕ, що пов’язаний із зовнішнім конвективним теплооб-

міном, Вт/м3; 
G – модуль зсуву, Па; потенційна функція критерію плинності; 
h  – модуль зміцнення, Па; 
 Th  – об’ємна ентальпія, Дж/м3; 

Î  –
 

одиничний тензор другого рангу;  

nj  – нормальна складова вектора густини електричного струму, 
А/м2; 
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   TK e ˆ
  – матриця жорсткості СЕ, що пов’язана із зовнішнім конвектив-

ним теплообміном, Вт/(м3К); 
   TK e ˆ

  – 
матриця СЕ, що пов’язана з електропровідністю, См/м3; 

   TK e ˆ
  – матриця жорсткості СЕ, що пов’язана з теплопровідністю, 

Вт/(м3К); 
  ek  – матриця жорсткості скінченного елемента, що пов’язана із зов-

нішнім конвективним теплообміном;  
  ek  – матриця жорсткості скінченного елемента, що пов’язана з теп-

лопровідністю; 
M  – кількість СЕ; 

σ
m

ˆ
ˆ





F

 – похідна від функції пластичності за тензором напруження; 

 N  – матриця-рядок коефіцієнтів форми СЕ; 
N  – кількість вузлів у розрахунковій області; кількість кроків нава-

нтаження; 
n  – вектор зовнішньої нормалі до поверхні  ; 

in  – компоненти вектора зовнішньої нормалі до поверхні тіла; 
p – тиск, Па; 

nq  – нормальна складова вектора густини теплового потоку, Вт/м2; 
q  – вектор густини теплового потоку, Вт/м2; 

vq  – об’ємна густина внутрішнього джерела теплоти, Вт/м3; 

Fr – вектор відхилу (нев’язки) за функцією плинності; 

σr – вектор відхилу (нев’язки) за напруженнями, Па; 
 eS  – поверхня грані СЕ, м2; 

ŝ  – тензор девіаторних напружень другого рангу, Па; 

ijs  – компоненти тензора девіаторних напружень, Па; 
T – абсолютна температура, К; 

0T  – початкова абсолютна температура, К; 

bT – абсолютна температура на границі I  поверхні  , К; 

 eTm
 – середня температура СЕ, К; 

pT – абсолютна температура оточуючого середовища, К 

refT – абсолютна температура відліку, К; 
t  – температура, С; 
U  – електричний потенціал, В; 

  eÛ  – вектор електричного потенціалу СЕ на верхньому часовому рі-
вні, В; 

u  – вектор прирощення переміщень, м; 
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iu  – компоненти вектора прирощення переміщення, м; 
 eV  – об’єм СЕ, м3; 

x – радіус-вектор декартової системи координат, м; 
3,2,1, ixi – декартові координати, м; 

  – коефіцієнт тепловіддачі, Вт/(м2∙К); 
– коефіцієнт електропровідності, См/м; 

plε̂  – тензор прирощення пластичної деформації; 
pl
klε  – компоненти тензора прирощення пластичної деформації на i-му 

кроці навантаження; 
  – скалярний асоціативний множник (коефіцієнт пластичності); 

ij – символ Кронекера; 

u – точність розрахунку поля переміщень, м; 

 – точність розрахунку поля деформацій, м; 

 1ˆ  kU  – вектор нев’язки за електричним потенціалом 

 1ˆ  kT – вектор нев’язки за температурою, К; 

ε̂  – симетричний тензор прирощення повних деформацій другого 
рангу; 

plel εε  ˆ,ˆ  – пружна і пластична складові тензора прирощення повних де-
формацій ε̂ , відповідно; 

pl
ij

el
ij   ,  – пружна та пластична складові тензора прирощення повних де-

формацій ij , відповідно; 
pl
eq  – еквівалентна пластична деформація за Мізесом; 
trε̂ – тензор пробних (повних) деформацій другого рангу, що визна-

чається в наближенні пружного середовища; 
tr
kl  – компоненти тензора пробних (повних) деформацій 2-го рангу; 

T  – точність розрахунку поля температури, К; 
 – кут дилатансії, рад; 
 – кут внутрішнього тертя або кут природного укосу сипкого ма-

теріалу, рад; 
  – коефіцієнт теплопровідності, Вт/(м К); 
  – коефіцієнт Пуассона; 
  – ефективний коефіцієнт Пуассона; 
  – густина, кг/м3; 

σ̂  – симетричний тензор прирощення напружень другого рангу, Па; 
trσ̂ – тензор пробних напружень, Па;  

ij  – компоненти симетричного тензора прирощення напруження 2-го 
рангу, Па; 
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eqσ – еквівалентне напруження за Мізесом, Па; 

eqDP  – еквівалентне напруження за Drucker-Prager, Па; 

m – гідростатичний тиск, Па; 

 pl
eqy   – границя плинності матеріалу з врахуванням ізотропного зміц-

нення за лінійним законом, Па; 
  ,cy  – границя плинності сипкого матеріалу, Па; 

0σ̂  – тензор прирощення початкових напружень, Па; 
0
ij  – компоненти тензора прирощення початкового напруження, Па; 

– час, с; 
3R – тривимірна розрахункова область. 

Основні індекси 

0 – стосується початкового стану; 
b  – стосується границі тіла; 
 e  – стосується скінченного елемента; 
el – стосується пружності; 
n  – стосується нормалі; 
p  – стосується тиску; 
pl – стосується пластичності; 
su  – стосується поверхні симетрії; 
u  – стосується переміщення. 

Інші символи 

div  –   оператор дивергенції; 
grad – оператор градієнта; 
 tr  – оператор сліду тензора; 

  – оператор Гамільтона; 
   – оператор скалярного добутку векторних величин; 
 : – оператор подвійного скалярного множення. 

Основні скорочення 

RMA – Return-Mapping Algorithms; 
ГУ – граничні умови; 
МСЕ – метод скінченних елементів; 
МСС – механіка суцільних середовищ; 
СЕ – скінченний елемент; 
СЛАР – система лінійних алгебричних рівнянь. 



 9 

1. НЕЛІНІЙНА НЕСТАЦІОНАРНА ТЕПЛОПРОВІДНІСТЬ 
ІЗОТРОПНОГО СЕРЕДОВИЩА З ВНУТРІШНІМИ 

ДЖЕРЕЛАМИ ТЕПЛОТИ 

1.1. Математична постановка задачі 

Рівняння нелінійної нестаціонарної теплопровідності ізотропного сере-
довища з внутрішніми джерелами теплоти має вигляд [1, 2]: 

 

             



 xxxx   ,0  ,TqTT

T
TTc vp

 

або 

      
    













,grad

;div

xxq

xq

TT

Tq
T

TTc vp  
(1.1) 

 
де  pc  – масова ізобарна теплоємність, Дж/(кг К);  – густина, кг/м3; T – абсо-

лютна температура, К; – час, с; 3,2,1, 



 i
xi

 – оператор Гамільтона, м-1; 

3,2,1, ixi – декартові координати, м;    – оператор скалярного добутку;  

  – коефіцієнт теплопровідності, Вт/(м К); x – радіус-вектор декартової сис-
теми координат, м; vq  – об’ємна густина внутрішнього джерела теплоти, 

Вт/м3; 3R – тривимірна розрахункова область; q  – вектор густини теплово-
го потоку, Вт/м2; div  –  оператор дивергенції; grad – оператор градієнта. 
 Початкові умови для (1.1) в момент часу 0 : 
 

  0TT 


x , (1.2) 
 
де 0T  – початкова абсолютна температура, К. 
 Граничні умови (ГУ) для (1.1) в момент часу 0  можуть включати ГУ 
трьох родів: 

– І роду – задана абсолютна температура bT  на границі I  поверхні   
 

  bTT 
I

x ; (1.3) 

 
– ІІ роду – задана нормальна складова вектора густини теплового пото-

ку на границі II  поверхні   
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  TTq 


n
II

n , (1.4) 

 
де nq  – нормальна складова вектора густини теплового потоку   TT q , 
Вт/м2; n  – вектор зовнішньої нормалі до поверхні  ; 

– ІІІ роду – задані конвективні умови теплообміну на границі III  пове-
рхні   

 
     p

III
TTTTT 


n , (1.5) 

 
де    – коефіцієнт тепловіддачі, Вт/(м2·К); pT – абсолютна температура ото-

чуючого середовища, К. 
 Система рівнянь (1.1)–(1.5) є повним формулюванням нелінійної неста-
ціонарної задачі теплопровідності ізотропного середовища з внутрішніми 
джерелами теплоти. 

1.2. Методика числового розв’язання задачі 

 Для числового розв’язання сформульованої задачі використовується ме-
тодом скінченних елементів (МСЕ) [3–5]. Для формулювання системи дискре-
тних рівнянь МСЕ використаємо метод Гальоркіна, тобто коли за вагову фун-
кцію обирається функція форми скінченного елементу (СЕ). У результаті для 
(1.1)–(1.5), після дискретизації   на СЕ і, використовуючи для похідної за ча-
сом перший порядок апроксимації  O  [2, 6], отримуємо таку систему дис-
кретних рівнянь МСЕ за умови її формування за СЕ [1] 
 

                       







 

 eee
M

e

ee
e TTKTK

TT
TC ˆˆˆ

ˆ
ˆ

1

 

           0ˆˆ  
e

q
ee

q fTfTf
v

, 

(1.6) 

 
де  e  – індекс СЕ; M  – кількість СЕ;  T̂ ,  T  – вектори абсолютної темпера-

тури СЕ на верхньому та нижньому часових рівнях, відповідно, К;    TC e ˆ , 
   TK e ˆ
 ,    TK e ˆ

  – матриці жорсткості СЕ, що пов’язані з демпфіруванням 

(теплоємністю) (Дж/(м3К)), теплопровідністю (Вт/(м3К)) та зовнішнім конве-
ктивним теплообміном (Вт/(м3К)), відповідно;           e

q
ee

q fTfTf
v

,ˆ,ˆ
  – векто-

ри СЕ, що пов’язані з внутрішнім джерелом теплоти, зовнішнім конвективним 
теплообміном і густиною теплового потоку, Вт/м3. 
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 Інтегральні співвідношення для визначення матриць   eC ,   eK ,   eK  

і векторів         e
q

ee
q fff

v
,,   СЕ у випадку лінійних задач наведено в [3–5].  

У разі нелінійної задачі ці вирази є залежними від температури і, тому під час 
її розв’язання ітераційними методами потребують перерахунку на кожному 
кроці виконання ітерацій, що є вкрай неефективним особливо для нестаціона-
рних задач. Для того, щоб цього уникнути, необхідно попередньо виконати їх 
перетворення, враховуючи при цьому ізотропність фізичних властивостей се-
редовища. Наприклад, для матриці жорсткості, пов’язаної з теплопровідністю, 
матимемо [1] 
 

        
 

      
 

     ee

V

Te

V

Te kTdVBBTdVBBTTK
ee

   mm
ˆ , (1.7) 

 
 для матриці жорсткості, пов’язаної із зовнішнім конвективним теплооб-
міном [1] 
 

        
 

      
 

     ee

S

Te

S

Te kTdSNNTdSNNTTK
ee

   mm
ˆ , (1.8) 

 
 для матриці демпфірування [1] 
 

           
 

         
 

        ,

ˆ

mm

mm

eee
p

V

Tee
p

V

T
p

e

cTTc

dVNNTTcdVNNTTcTC
ee



 
, (1.9) 

 
де  eV  – об’єм СЕ;  eS  – поверхня грані СЕ;  N  – матриця-рядок коефіцієн-

тів форми СЕ;    NB   – матриця градієнтів СЕ;  
M

T
T

M

i
i

e

 1

m  – середня тем-

пература СЕ;       
 


eV

Te dVBBk ,       
 

eS

Te dSNNk ,       
 


eV

Te dVNNc . 

 Аналогічні перетворення також виконуються і для векто-
рів        TfTf ee

qv

ˆ,ˆ
 . Тепер матриці   ec ,   ek ,   ek  та вектори      ee

q ff
v ,  

СЕ потребують тільки одноразового обчислення на початку ітераційного 
розв’язання задачі. У результаті виконаних перетворень (1.7)–(1.9) і перехо-
дом до ентальпійної форми запису система дискретних рівнянь МСЕ (1.6) на-
буває вигляду [1] 
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  
                     








 

 eeeee
M

e

ee
e TTkTk

hh
c ˆˆˆ

ˆ
mm

1  
               0ˆˆ

mm  
e

qp
eee

v
e

q fTTfTqf
v

, 

(1.10) 

  

де       
T

T
p dTTTcTh

ref

 – об’ємна ентальпія, Дж/м3; refT – абсолютна темпера-

тура відліку, К;  eĥ  і  eh  – значення об’ємної ентальпії СЕ на верхньому та 

нижньому часових рівнях, відповідно, Дж/м3;     
 

;
e

v

V

Te
q dVNf  

    
 

eS

Te dSNf . 

 У системі рівнянь (1.10) вектор   e
qf  не зазнав перетворення, оскільки 

він не залежить від температури. 
 Після часткової лінеаризації за методом Ньютона [6] система дискрет-
них рівнянь (1.10) набуває вигляду [1] 
 

                     

  
          

      
   

    ,ˆ

ˆˆˆˆ

ˆˆ
ˆ

ˆˆ
ˆ

1

1

1


















































































M

e

ek

Tke
ve

qp

Tke
e

keke
pe

M

e

kek
ke

ekek
ke

e

fT

T

Tq
fT

T
T

f
TTc

c

TT
T
T

kTT
T
T

k

v

 

(1.11) 

де      
                   




 
kkeke

keke
ee TTkTk

ThTh
cf ˆˆˆ

ˆˆ
 

            e
qp

kek
v

e
q fTTfTqf

v
  mm

ˆˆ  – вільний член системи рівнянь;  1ˆ  kT  – 

вектор відхилу за температурою; k  – номер ітерації на кожному кроці інтег-
рування за часом. 
 Систему рівнянь (1.11) можна також переписати відносно вузлових не-
відомих T̂ . Наприклад, у разі нелінійності, що спричинена температурною 
залежністю  ,,,pc , матимемо таку систему лінеаризованих рівнянь [1] 

 
     NjiBTA ijij ,1,  ,  , (1.12) 
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де 

                   





































 

k
j

k
jp

ij
k
j

k
j

k
j

ij
k
j

k
j

k
j

ijij

TTc
cTT

T

T
kTT

T

T
kA

ˆˆ
ˆˆ

ˆ
ˆˆ

ˆ
  

   
p

k
j

i T
T

T
f
















 

ˆ
  – матриця системи, що відповідає глобальним номерам вуз-

лів;     
                   













M

e

kkeke
keke

e
i TTkTk

ThTh
cB

1

ˆˆˆ
ˆˆ

 

          e
qp

ke
v

e
q fTTfqf

v
  m̂  – вектор вільних членів відносно глобальних 

номерів вузлів. 
 Матриця  ijA  є розрідженою, тому для її формування та подальшого 

розв’язання системи лінійних алгебричних рівнянь (1.12) зазвичай використо-
вується її стрічкова форма [7, 8], що значно мінімізує вимоги до обчислюва-
льних ресурсів. 
 Система лінеаризованих рівнянь (1.12) на кожному кроці ітерацій 
розв’язується відносно  1ˆ  k

jT , а шукана температура у вузлах розрахункової 

сітки визначається за формулою [1] 
 

      NiTTT k
i

k
i

k
i ,1  ,ˆˆˆ 11   , (1.13) 

 
де N  – кількість вузлів у розрахунковій області. 
 Критерієм отримання числового розв’язку вихідної задачі на кожному 
часовому кроці є виконання умови [1] 
 

NiT T
k

i ,1,ˆ 1   , (1.14) 

 
де T  – задана точність розрахунку поля температури, К. 

1.3. Програмна реалізація числової методики та  
верифікація  

 1.3.1. Побудова геометричної моделі розрахункової області та 
її дискретизація 

 Для побудови геометричної моделі розрахункової області та її дискрети-
зації використовується вільно відкритий програмний код для автоматизованої 
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генерації сіток Gmsh [9], що дає змогу будувати прості геометричні моделі фі-
зичних об’єктів та виконувати генерацію якісних тетраедних сіток. 
 Оскільки, МСЕ не дає можливості проведення апріорних оцінок точнос-
ті розрахунків [3, 5], то на практиці оцінку точності розрахунків зазвичай ви-
конують за допомогою порівняння з точними (аналітичними) або числовими 
розв’язками задач, отриманими іншими авторами. Для дослідження збіжності 
числових розв’язків широкого застосування також набув метод подвійного 
перерахунку та побудови графіків збіжності результатів розрахунків до точно-
го розв’язку [10]. 
 Для оцінки точності числової методики обрано циліндр за адіабатних 
умов на бічній поверхні і граничних умов ІІІ роду на його основах (для іміта-
ції необмеженої пластини, для якої існує точний розв’язок [11]) і наявності 
внутрішніх джерел теплоти за умов нестаціонарного розподілу полів темпера-
тури.     
 Для побудови числової моделі використано четверту частини циліндра. 
Побудову простої геометричної моделі чверті циліндра скінченних розмірів 
виконано за допомогою спеціального geo-файла у програмі Gmsh, текст якого 
наведено на рис. 1.1. 
 

// ініціалізація змінних 
cl = 0.04;  //параметр сітки  
// Параметри циліндра 
r=0.05;  //радіус 
h=0.1;  // висота 
// точки 
Point(1) = {r, 0, 0, cl};  
Point(2) = {0, 0, 0, cl};  
Point(3) = {0, r, 0, cl};  
// лінії   
Line(1) = {2, 1};  
Circle(2) = {1, 2, 3};  
Line(3) = {3, 2};    
// замкнутий контур 
Line Loop(4) = {1, 2, 3};  
// поверхня 
Plane Surface(1) = {4};  
// витягування вздовж осі OZ 
Extrude {0, 0, h} { Surface{1}; } 

Рис. 1.1. Текст geo-файлу для побудови чверті циліндра у програмі Gmsh 
 

 Результат дискретизації моделі чверті циліндра тетраедраедними СЕ, 
отриманий за допомогою програми Gmsh, наведено на рис. 1.2, який також 
записується у файл Cyl.msh для подальшого використання. 
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1.3.2. Програмний код, його налаштування та тестування  

 Для програмної реалізації запропонованої числової методики (див. під-
розділ 1.2) обрано мову програмування системи Mathcad [12]. Це дає змогу 
забезпечити максимальну наочну схожість програмного коду з числовою ме-
тодикою розв’язання задачі [5].  
 

 
Рис. 1.2. Дискретизація моделі чверті циліндра тетраедними СЕ 

 (178 – вузлів; 880 – скінченних елементів) 
 

Для розв’язання нелінійної нестаціонарної задачі теплопровідності ви-
користовується файл Trans_heat_cond_NL.xmcd (додаток А.1), який є 
програмним кодом написаним у системі Mathcad [12] і який розроблено ві-
дповідно до математичної постановки задачі (див. підрозділ 1.1) та методики 
її числового розв’язання (див. підрозділ 1.2). Для того, щоб скористатися цим 
кодом спочатку треба виконати певні підготовчі операції. Для правильного 
зчитування даних у програмі Mathcad у перший рядок файлу дискретизації 
Cyl.msh (див. п. 1.3.2) необхідно додати такий рядок: 

11 22 33 44 55 66 77 88 99 100 
У програмі Gmsh також необхідно визначити номери поверхонь для за-

дання граничних умов та глобальні номери вузлів по лініях небезпечних пере-
тинів для побудови відповідних епюр, як це показано в [5].   

Після закінчення виконання вказаних операцій файл 
Trans_heat_cond_NL.xmcd завантажується в систему Mathcad і розпо-
чинається робота з адаптації програмного коду для розв’язання нестаціонарної 
задачі теплопровідності циліндра. 
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Спершу підключається відредагований файл Cyl.msh у разі, якщо він 
автоматично не підключився, задаються теплофізичні властивості матеріалу за 
даними тестових прикладів, що наведені нижче за текстом, початкова темпе-
ратура, параметри граничних умов, крок інтегрування за часом та їх кількість. 
Далі за номерами поверхонь для завдання ГУ визначаються параметри дис-
кретизації цих поверхонь: номери трикутних елементів та номери вузлів, що 
їм відповідають, та задаються ГУ. 

Розв’язання нестаціонарної задачі теплопровідності виконується послідов-
ним переглядом файла Trans_heat_cond_NL.xmcd до місця запису результа-
тів розрахунків фізичних полів. При цьому необхідно з’ясувати основні етапи 
розв’язання задачі: від формування глобальної матриці і вільного члена системи 
лінійних алгебричних рівнянь (СЛАР) та її розв’язання відносно прирощення те-
мператури на кожному кроці інтегрування за часом до розрахунку компонент век-
тора густини теплового потоку в СЕ та глобальних вузлах, розрахунку результую-
чої густини теплового потоку в глобальних вузлах, запису результатів розрахунків 
фізичних полів у файли …\Result_1.dat і …\NNodes_Elements.dat ана-
логічно [5]. Формування текстового файлу формату Tecplot здійснюється так 
само, як це описано в [5]. Епюри фізичних полів по лініях у небезпечних перети-
нах конструкції будуються за визначеними у програмі Gmsh номерами глобаль-
них вузлів після їх запису у відповідний вектор у коді 
Trans_heat_cond_NL.xmcd [5]. 
  Тестування розробленого програмного забезпечення у середовищі 
Mathcad для розв’язання нестаціонарної задачі теплопровідності (1.1)–(1.5)  
за числовою методикою (1.6)–(1.14) виконано за трьома тестами. 

Тест 1. Нестаціонарна теплопровідність під час охолодження необме-
женої пластини за граничних умов конвективного типу: товщина пластини  
2  = 20 мм, початкова температура 0t  = 140 С, температура повітря  

pt = 15 С, тривалість охолодження   = 20 хв, теплопровідність гуми  

  = 0,175 Вт/(м∙К), температуропровідність гуми a = 0,833∙10-7 м2/c, коефіці-
єнт тепловіддачі від гуми до повітря   = 65 Вт/(м2∙К) (табл. 1.1).  

Тест 2. Нелінійна нестацінарна теплопровідність циліндра радіусом  
0,05 м і заввишки 0,1 м з коефіцієнтом теплопровідності  

  tet
310116,1218,159
  Вт/(мК), масовою ізобарною теплоємністю 

  ttttcp 406,210444,110933,22,712 2337    Дж/(кгК) і густиною 

  ttt 127,010453,51853 25    за граничних умов ІІІ роду на торцях: ниж-
ній торець 101   Вт/(м2К), 351 pt  С; верхній торець 352   Вт/(м2К), 

2502 pt  С. Початкова температура 0t  = 35 С (табл. 1.2). 
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Табл. 1.1. Зіставлення даних аналітичного і числового розв’язків нестаціонарної задачі  
теплопровідності необмеженої пластини за граничних умов ІІІ роду 

Тип розв’язку  Температура на осі плас-
тини 0xt , С 

Температура на поверхні 
пластини xt , С 

Точний розв’язок [11] 47,563 25,453 
Mathcad, 

5  с, 240 кроків,  
вузлів 907, СЕ – 3535 

47,604 25,171 

Похибка, % 0,086  1,11 
 

Табл. 1.2. Результати порівняння за тестом 2 

 0ttc  , С 
Час, год 1 3 5 7 10 
ANSYS Mchani-
cal APDL [13], 
120 кроків за ча-
сом, вузлів 810,  
СЕ – 3509 

136,21– 
138,02 

 

188,17–
189,58 

 

198,35– 
199,68 

 

200,56– 
201,87 

 

201,13– 
202,44 

 

Mathcad,  
120 кроків за ча-
сом, вузлів 1218, 
СЕ – 4804 

136,02–
138,15 

187,91– 
189,7 

198,07– 
199,78 

200,27– 
201,96 

200,84– 
202,53 

Похибка, %  0,14–0,094 0,14–0,063 0,14–0,05 0,14–0,04 0,14–0,04 
  

Тест 3. Умови тесту 4, але з 5105,2 vq  Вт/м3 та граничними умовами 

ІІІ роду на бічній стороні:  103   Вт/(м2К), 353 pt  С (табл. 1.3). 

Для візуалізації результатів розрахунків фізичних полів застосовується 
вільно відкритий програмний код ParaView [14] з використанням текстового 
файлу формату Tecplot, отриманого вище. Результати числового моделю-
вання за тестом 2 з використанням розробленого програмного забезпечення 
наведено на рис. 1.3. 
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Табл. 1.3. Результати порівняння за тестом 3 

 
0ttc  , С 

Час, год 1 3 5 7 10 
ANSYS Mechani-
cal APDL [13] , 
120 кроків за ча-
сом, вузлів 810,  
СЕ – 3509 

326,13– 
327,48 

 
 

407,25–
409,81 

 

415,22–
417,91 

 

416,09–
418,81 

 

416,20–
418,92 

 

Mathcad, 
120 кроків за ча-
сом, вузлів 1218, 
СЕ – 4804 

326,05– 
328,17 

 

406,67– 
411,35 

414,61– 
419,66 

415,50– 
420,58 

415,61– 
420,69 

 

Похибка, % 0,024–
0,21 

0,14–0,37 0,15–0,42 0,14–0,42 0,14–0,42 

  
 

  
а б 

 
Рис. 1.3. Результати числового моделювання за тестом 3 на 10 год:  

а – поле температури; б – поле результуючої густини теплового потоку 
 
 Аналіз порівняння результатів (табл. 1.1–1.3) показує, що дані моделю-
вання за розробленим програмним забезпеченням (файл – 
Trans_heat_cond_NL.xmcd) збігаються з аналітичним та числовими 
розв’язками, що отримані з використанням програмного забезпечення ANSYS 
Mechanical APDL [13]. При цьому максимальне значення похибки визна-
чення температури не перевищує 0,42–1,11 % залежно від умов задачі. 



 19 

Запитання для самоконтролю 

1. Опишіть оператор Гамільтона. За яких умов за допомогою цього 
оператора отримують grad і div? 

2. Дайте поняття градієнта температури й густини теплового потоку. 
3. Опишіть властивості ізотропного середовища. 
4. Сформулюйте фізичний зміст температури й теплопровідності. 
5. Наведіть фізичний зміст закону, на якому побудовано вивід рівняння 

теплопровідності. 
6. Опишіть граничні умови рівняння теплопровідності. 
7. Дайте поняття об’ємної густини джерела теплоти та опишіть приро-

ду його виникнення. 
8. На підставі якого припущення спрощуються вирази для компонент 

матриць СЕ, пов’язаних з теплопровідністю, конвективним теплообміном та 
демпфіруванням? 

9. Запишіть систему лінеаризованих рівнянь теплопровідності відносно 
вузлових невідомих T̂  та розшифруйте величини, що в них входять. 

10. Наведіть критерій отримання числового розв’язку задачі теплопрові-
дності.  

11. Охарактеризуйте файл програми Gmsh для побудови тривимірної ге-
ометрії чверті циліндра (основні функції Gmsh). 

12. Опишіть порядок дискретизації тривимірної фігури в програмі 
Gmsh, визначення номерів поверхонь для задання ГУ та глобальних номерів 
вузлів по лініях небезпечних перетинів конструкції для побудови епюр фізич-
них полів. 

13. Наведіть перелік вихідних даних для розв’язання нелінійної нестаці-
онарної задачі теплопровідності. 

14. Опишіть порядок задання граничних умов у файлі 
Trans_heat_cond_NL.xmcd під час розв’язання задачі теплопровідності. 

15. Опишіть основні етапи розв’язання нелінійної нестаціонарної задачі 
теплопровідності та виконайте їх аналіз. 

16. Опишіть структуру файла формату Tecplot для візуалізації ре-
зультатів розрахунків з використанням тетраедних СЕ на прикладі задачі теп-
лопровідності. 

17. Опишіть порядок візуалізації результатів розрахунків у програмі 
ParaView. 
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2. НЕЛІНІЙНА НЕСТАЦІОНАРНА ЗАДАЧА  
ТЕПЛО-ЕЛЕКТРОПРОВІДНОСТІ 

2.1. Математична постановка задачі 

Система рівнянь зв’язаної нелінійної нестаціонарної задачі тепло-
електропровідності ізотропного середовища має вигляд [15] 

 

      
  












xx   
,0

;0,)(
2

UT

TqUTTT
h

v , (2.1) 

 

де        
T

T
p dTTTcTh

ref

 – об’ємна ентальпія, Дж/м3; refT  – абсолютна темпе-

ратура відліку, К; pc  – масова ізобарна теплоємність, Дж/(кг К);  – густина, 

кг/м3; T – абсолютна температура, К;   – час, с; 3,2,1, 



 i
xi

 – оператор 

Гамільтона, м-1; 3,2,1, ixi  – декартові координати, м;    – оператор скаляр-

ного добутку;   – коефіцієнт теплопровідності, Вт/(м К); x  – радіус-вектор 
декартової системи координат, м;   – коефіцієнт електропровідності, См/м; 
U  – електричний потенціал, В; vq  – об’ємна густина внутрішнього джерела 

теплоти неелектричної природи, Вт/м3; 3R – тривимірна розрахункова об-
ласть. 
 Початкові умови для (2.1) у момент часу 0  задаються тільки для не-
стаціонарного рівняння теплопровідності 
 

  0TT 


x , (2.2) 
 
де 0T  – початкова температура, К. 

Граничні умови для рівняння теплопровідності з системи рівнянь (2.1) у 
момент часу 0  можуть включати ГУ трьох родів: 

– І роду, або Дирихле, коли задана температура bT  на границі I T  час-
тини поверхні   
 

  bTT
T


 I 
x ; (2.3) 

 
 – ІІ роду, або Неймана, коли задана нормальна складова вектора густини 
теплового потоку на границі II T  частини поверхні   
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  TTq

T



n

II 
n , (2.4) 

 
де nq  – нормальна складова вектора густини теплового потоку   TT q , 
Вт/м2; n  – вектор зовнішньої нормалі до  ; 
 ІІІ роду, коли задані конвективні умови теплообміну на границі III T  части-
ни поверхні   
 

     p
III 

TTTTT
T




n , (2.5) 

 
де    – коефіцієнт тепловіддачі, Вт/(м2·К); pT  – температура оточуючого се-

редовища, К. 
 ГУ квазістаціонарного рівняння електропровідності (2.1) у момент часу 

0  можуть включати ГУ двох типів: 
 – Дирихле, коли задано нульовий електричний потенціал на границі I U  
частини поверхні   
 

  0
I 


U
U x ; (2.6) 

 
 – Неймана, коли задана нормальна складова вектора густини електрич-
ного струму на границі II U  частини поверхні   
 

  UTj
U




n
II 

n , (2.7) 

 
де nj  – нормальна складова вектора густини електричного струму, А/м2. 
 Система рівнянь (2.1)–(2.7) є повним формулюванням зв’язаної неліній-
ної нестаціонарної задачі тепло-електропровідності ізотропного середовища. 

2.2. Методика числового розв’язання задачі 

 Розглянемо числову методику розв’язання задачі (2.1)–(2.7) побудовану 
на МСЕ [3–5]. При цьому для одержання системи дискретних рівнянь викори-
стаємо метод Гальоркіна. У результаті для вихідної задачі (2.1)–(2.7) після 
дискретизації   на скінченні елементи і за умови використанні першого по-
рядку апроксимації  O  для скінченно-різницевого аналога похідної за ча-
сом [2, 6], отримуємо таку систему дискретних рівнянь МСЕ [15]: 
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де  e  – індекс СЕ; M  – кількість СЕ;   eĥ ,   eh  – вектори об’ємної ентальпії 

СЕ на верхньому та нижньому часових рівнях, відповідно, Дж/м3;   eT̂ ,   eT  
– вектори абсолютної температури СЕ на верхньому та нижньому часових рі-
внях, відповідно, К;   eC ,    TK e ˆ

 ,    TK e ˆ
  – матриці СЕ, що пов’язані з де-

мпфіруванням, теплопровідністю (Вт/(м3К)) та зовнішнім конвективним теп-

лообміном (Вт/(м3К)), відповідно;       
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  – вектори навантаження СЕ, що пов’язані з внутрішнім 

джерелом теплоти за рахунок джоулевої теплоти та джерелом неелектричної 
природи, зовнішнім конвективним теплообміном на границі III T  частини по-
верхні   і густиною теплового потоку на границі II T  частини поверхні  , 

відповідно, Вт/м3;  eV  – об’єм СЕ, м3;        ee UBU ˆˆ   – градієнт електрич-

ного потенціалу СЕ, В/м;   eÛ  – вектор електричного потенціалу СЕ на верх-

ньому часовому рівні, В;    TK e ˆ
  – матриця СЕ, що пов’язана з електропрові-

дністю, См/м3;   e
jf  – вектор навантаження СЕ за рахунок заданої густини 

електричного струму на границі II U  частини поверхні  , А/м3. 
 Систему дискретних рівнянь (2.8) можна розв’язувати за допомогою по-
будови теплоелектричного СЕ з двома ступенями свободи (T  і U ) як це, на-
приклад, використовується для задач напружено-деформованого стану [3–5]. 
Основним недоліком такого способу є підвищені вимоги до обчислювальних 
ресурсів (зокрема до оперативної пам’яті). Тому з метою мінімізації цих вимог 
у даній роботі розглядається методика, що побудована на послідовному 
розв’язанні рівнянь теплопровідності та електропровідності. 
 Вирази у вигляді інтегральних співвідношень для визначення матриць 

  eC ,   eK ,   eK  і векторів         e
q

ee
q fff

v
,,   СЕ для лінійних задач тепло-

провідності можна знайти в [3–5]. Співвідношення для матриці   eK  і векто-

ра   e
jf  рівняння електропровідності нескладно отримати за аналогією з теп-

лопровідністю. Для нелінійної задачі (2.1)–(2.7) ці вирази за виключенням ма-
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триці   eC  є залежними від температури і, тому в процесі її розв’язання іте-
раційними методами потребують перерахування на кожному кроці виконання 
ітерацій, що є неефективним особливо для нестаціонарних задач. Враховуючи 
ізотропність фізичних властивостей середовища, цього можна уникнути за 
допомогою деяких  перетворень основних співвідношень СЕ. Наприклад, для 
матриці СЕ, пов’язаної з теплопровідністю, матимемо [1, 15]  
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 

      
 

     ee

V

Te

V
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ee
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ˆ , (2.9) 

 
 для матриці СЕ, пов’язаної із зовнішнім конвективним теплообміном  
[1, 15] 
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ˆ , (2.10) 

 
 для матриці СЕ, пов’язаної з електропровідністю [15] 
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де  eV  – об’єм СЕ, м3;  eS  – поверхня грані СЕ, м2;  N  – матриця-рядок кое-

фіцієнтів форми СЕ;    NB   – матриця градієнтів СЕ;  
M

T
T

M

i
i

e

 1

m  – середня 

температура СЕ;          
 
 

eV

Tee dVBBkk ,       
 

eS

Te dSNNk . 

 Матриця демпфірування не перетворюється, оскільки за рахунок вико-
ристання h  замість T  у (2.8), вона стає незалежною від температури і виража-
ється таким співвідношенням [15] 
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де        
 


eV

Te dVNNc . 

Аналогічні перетворення також нескладно виконати і для векторів нава-
нтаження СЕ              e
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q
ee

q ffTfTf
v

,,ˆ,ˆ
 . Тепер матриці   ek ,   ek ,   ec , 
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  ek , та вектори         e
j

ee
q fff

v
,,   СЕ вимагають тільки одноразового обчис-

лення на початку ітераційного циклу розв’язання задачі. У результаті викона-
них перетворень (2.9)–(2.12) система дискретних рівнянь МСЕ (2.8) набуває 
вигляду [15]: 
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 (2.13) 

 
де nq – нормальна густина теплового потоку на грані СЕ, Вт/м2; nj – нормаль-

на густина сили електричного струму на грані СЕ, А/м2;     
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 Після часткової лінеаризації за методом Ньютона [6] система дискрет-
них рівнянь (13) набуває вигляду: 
 – для рівняння теплопровідності [1, 15] 
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(2.14) 

 
 – для рівняння електропровідності [15] 
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  mm
ˆˆ  – вільний член системи дискрет-

них рівнянь (2.14);  1ˆ  kT  – вектор нев’язки за температурою; k  – номер іте-
рації на кожному кроці інтегрування за часом; 
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m
ˆˆ  – вільний член системи дискретних рів-

нянь (2.15);  1ˆ  kU  – вектор неув’язки за електричним потенціалом. 
 Лінеаризація (2.15) є необов’язковою, але її виконання пояснюється 
отриманням однакової форми запису систем дискретних рівнянь.  

Системи лінеаризованих рівнянь (2.14) і (2.15) можна також переписати 
відносно вузлових невідомих T̂  і Û , відповідно. Наприклад, у разі неліній-
ності, що викликана температурною залежністю  ,,,,pc , матимемо такі 

системи лінеаризованих рівнянь: 
– для рівняння теплопровідності [1, 15] 
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  m̂  – вектор вільних членів відносно 

глобальних номерам вузлів; 
 – для рівняння електропровідності [15] 
 

     NjiBUA ijij ,1,  ,   , (2.17) 

 

де      k
jijij TkA ˆ

  


 – матриця системи, що відповідає глобальним номерам ву-
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ˆˆ  – вектор вільних членів відносно гло-

бальних номерам вузлів. 
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 Матриці  ijA  і  ijA  є розрідженими, тому для їх формування та подаль-

шого розв’язання систем лінійних алгебричних рівнянь (2.16) і (2.17) зазвичай 
використовується, наприклад, їхня стрічкова форма [7, 8], що також значно 
мінімізує вимоги до обчислювальних ресурсів. 
 Системи лінеаризованих рівнянь (2.16) і (2.17) на кожному кроці ітера-
цій розв’язуються послідовно відносно  1ˆ  k

jT  і  1ˆ  k
jU , відповідно, а шукана 

температура і потенціал у вузлах розрахункової сітки визначається за форму-
лами [15]: 
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де N  – кількість вузлів у розрахунковій області. 
 При цьому система рівнянь (2.17) для електропровідності розв’язується 
першою в ітераційному циклі розв’язання задачі тепло-електропровідності. 

Критерієм отримання числового розв’язку вихідної задачі на кожному 
часовому кроці є виконання умови [1, 15] 
 

NiT T
k

i ,1,ˆ 1   , (2.19) 

 
де T  – задана точність розрахунку поля температури, К.  

При цьому точність визначення електричного потенціалу, яка є не гір-
шою за температуру, встановлюється автоматично. 

2.3. Програмна реалізація числової методики та  
верифікація 

 Програмна реалізація числової методики розв’язання теплоелектричної 
задачі так само як і задачі теплопровідності (див. підрозділ 2.2) виконана на 
мові програмування системи Mathcad [12]. Оцінка точності розрахунків про-
ведена за допомогою порівняння з точними (аналітичними) та числовими 
розв’язками задач, отриманими за допомого іншого програмного забезпечен-
ня. Як геометричний об’єкт обрано циліндр за різних комбінацій задання гра-
ничних умов конвективного типу для рівняння теплопровідності та умов Ди-
рихле та Неймана для рівняння електропровідності за умов стаціонарного та 
нестаціонарного розподілу полів температури, для яких існують точні 
розв’язки [11] у разі лінійних задач. 
 Аналогічно задачі теплопровідності числова модель задачі тепло-
електропровідності також являє собою четверту частину циліндра, яку побу-
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довано за допомогою спеціального geo-файла у програмі Gmsh [9] (див.  
рис. 1.1) та виконано її дискретизацію на тетраедні СЕ – файл Cyl.msh.  

Для розв’язання нелінійної нестаціонарної задачі тепло-
електропровідності використовується файл Mathcad [12] 
Trans_heat_elec_cond_NL.xmcd (додаток А.2), який є програмним ко-
дом і який розроблено згідно з математичною постановкою задачі (див. під-
розділ 2.1) та методики її числового розв’язання (див. підрозділ 2.2). Для того, 
щоб скористатися цим кодом, спочатку треба виконати деякі підготовчі опе-
рації. Для правильного зчитування даних в програмі Mathcad у перший ря-
док файлу дискретизації Cyl.msh необхідно додати такий рядок: 

11 22 33 44 55 66 77 88 99 100 
У програмі Gmsh також необхідно визначити номери поверхонь для за-

дання граничних умов та глобальні номери вузлів по лініях небезпечних пере-
тинів для побудови відповідних епюр, як це показано в [5].   

Після закінчення виконання вказаних операцій файл 
Trans_heat_elec_cond_NL.xmcd завантажується в систему Mathcad і 
розпочинається робота з адаптації програмного коду для розв’язання нестаці-
онарної задачі тепло-електропровідності циліндра. 

 Спершу підключається відредагований файл Cyl.msh у разі, якщо він 
автоматично не підключився, задаються фізичні властивості матеріалу за да-
ними тестових прикладів, що наведені нижче за текстом, початкова темпера-
тура, параметри граничних умов для рівнянь теплопровідності й електропро-
відності, крок інтегрування за часом та їх кількість. Далі за номерами повер-
хонь для завдання ГУ визначаються параметри дискретизації цих поверхонь: 
номери трикутних елементів та номери вузлів, що їм відповідають, та зада-
ються ГУ. 

Розв’язання нестаціонарної задачі тепло-електропровідності виконуєть-
ся шляхом послідовного перегляду файла 
Trans_heat_elec_cond_NL.xmcd до місця запису результатів розрахун-
ків фізичних полів. При цьому необхідно з’ясувати основні етапи розв’язання 
задачі: від формування глобальної матриці і вільного члена СЛАР та її 
розв’язання відносно прирощення температури та електричного потенціалу на 
кожному кроці інтегрування за часом до розрахунку компонент вектора гус-
тини теплового потоку в СЕ та глобальних вузлах, розрахунку результуючої 
густини теплового потоку в глобальних вузлах, запису результатів розрахун-
ків фізичних полів у файли …\Result_1.dat і 
…\NNodes_Elements.dat аналогічно [5]. Формування текстового файлу 
формату Tecplot здійснюється так само, як це описано в [5]. Епюри фізич-
них полів по лініях у небезпечних перетинах конструкції будуються за визна-
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ченими у програмі Gmsh номерами глобальних вузлів після їх запису у від-
повідний вектор у коді Trans_heat_cond_NL.xmcd [5]. 
 Тестування розробленого у середовищі Mathcad [12] програмного за-
безпечення для розв’язання зв’язаної нестаціонарної задачі тепло-
електропровідності (2.1)–(2.7) ізотропного середовища проведено за декіль-
кома тестами, що включають лінійні та нелінійні задачі. 

Тест 1. Стаціонарна лінійна задача тепло-електропровідності циліндра 
радіусом 0,05 м та висотою 0,1 м теплопровідністю 12 Вт/(мК), електропрові-
дністю 500 (Омм)-1  за граничних умов для  І, ІІ і ІІІ роду на торцях та бічній 
стороні для рівнянь електропровідності і теплопровідності, відповідно: ниж-
ній торець 0U  В; верхній торець nj 2500/5000/10000 А/м2; бічна сторона 

15  Вт/(м2К), 351 pt  С (табл. 2.1). 

 
Табл. 2.1. Результати порівняння за тестом 1 

Тип розв’язку 
0ttc  , 

nj 2500 А/м2 
0ttc  , 

nj 5000 А/м2 
0ttc  , 

nj 10000 А/м2 

Точний розв’язок [11] 55,827– 56,478 118,309– 120,912 368,235–378,649 
Mathcad, 
вузлів 1218, СЕ – 4804 

55,795– 56,451 118,18– 120,804 367,721–378.214 

vq , Вт/м3 1,25104 5,0104 2,0105 

Похибка, % 0,068–0,058 0,11–0,09 0,14–0,11 
 

Тест 2. Стаціонарна нелінійна задача тепло-електропровідності цилінд-

ра радіусом 0,05 м та висотою 0,1 м теплопровідністю   tet
310116,1218,159
  

Вт/(мК), електропровідністю     3549 10188,510032,72,73086 ttt  

tt 36,13610381,1 21  
 См/м  за граничних умов для  І, ІІ і ІІІ роду на торцях 

та бічній стороні для рівнянь електропровідності і теплопровідності, відповід-
но: нижній торець 0U  В; верхній торець nj 0,5105/0,1106/0,2106  А/м2; 

бічна сторона 15  Вт/(м2К), 351 pt  С (табл. 2.2). 

Тест 3. Нестаціонарна нелінійна задача тепло-електропровідності цилі-
ндра радіусом 0,05 м та висотою 0,1 м теплопровідністю 

  tet
310116,1218,159
  Вт/(мК), масовою ізобарною теплоємністю 

  ttttcp 406,210444,110933,22,712 2337    Дж/(кгК) і густиною 

  ttt 127,010453,51853 55   , електропровідністю 

  ttttt 36,13610381,110188,510032,72,73086 213549    См/м  за 
граничних умов для  І, ІІ і ІІІ родів на торцях та бічній стороні для рівнянь 
електропровідності і теплопровідності, відповідно: нижній торець 0U  В; 
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верхній торець nj 105 А/м2; торці та бічна сторона 15  Вт/(м2К),  

351 pt  С. Початкова температура 0 35t   С.  (табл. 2.3).  

 
Табл. 2.2. Результати порівняння за тестом 2 

Тип розв’язку nj 0,5105  А/м2 nj 0,1106 А/м2 nj 0,2106 А/м2 

 
0ttc  , 

С 
maxU , 

В 
0ttc  , 

С 
maxU , 

В 
0ttc  , 

С 
maxU , 

В 
ANSYS Mechani-
cal APDL [13] , 
вузлів 810,  
СЕ – 3509 

68,91–
69,08 

 

0,0611 
 
 

156,69–
157,37 

 

0,1096 
 

436,28–
439,35 

0,1811 

Mathcad, 
вузлів 1218,  
СЕ – 4804 

68,85– 
69,04 

 

0,0611 
 
 

156,42–
157,25 

0,1096 
 

435,70–
441,78 

0,1813 

Похибка, % 0,087–
0,058 

0,0 0,17–
 0,076 

0,0 0,13–0,55 0,11 

 
Табл. 2.3. Результати порівняння за тестом 3 

   max0 /Uttc  , С/В 
Час, год 0,5 1 2 3 4 
ANSYS Me-
chanical 
APDL [13], 120 
кроків за часом, 
вузлів 810, СЕ – 
3509 

(115,96– 
116,39)/ 
0,1148 

 

(141,22–
141,80)/ 
0,1114 

(154,17– 
154,84)/ 
0,1098 

(156,16– 
156,84)/ 
0,1096 

(156,47– 
157,15)/ 
0,1096 

Mathcad – 
МСЕ,  
120 кроків за 
часом, вузлів 
1218, СЕ – 4804 

 (115,39– 
115,89)/ 
0,1148 

 (140,83–
141,52)/ 
0,1115 

 (153,99– 
154,79)/ 
0,1099 

 (156,03–
156,85)/ 
0,1096 

 (156,35– 
157,18)/ 
0,1096 

 

Похибка, % (0,49–
0,43)/0,0 

(0,28–
0,19)/0,0 

(0,12–0,032)/ 
0,091 

(0,083–
0,006)/0,0 

(0,077–
0,019)/0,0 

 
 Для візуалізації результатів розрахунків фізичних полів застосовується 
вільно відкритий програмний код ParaView [14] з використанням текстового 
файлу формату Tecplot, отриманого вище. Результати числового моделю-
вання за тестом 3 з використанням розробленого програмного забезпечення 
наведено на рис. 2.1. 
 



 30 

  
а б 

Рис. 2.1. Результати числового моделювання теплоелектричних полів чверті циліндра 
 за тестом 3 на 4 год: а – поле температури; б – поле електричного потенціалу 

 
 Аналіз порівняння результатів показує, що дані моделювання за розроб-
леним програмним забезпеченням (файл – Trans_heat_cond_NL.xmcd) 
збігаються з аналітичними та числовими розв’язками, що отримані з викорис-
танням програмного забезпечення ANSYS Mechanical APDL [13]. При 
цьому максимальне значення похибки визначення температури й електрично-
го потенціалу не перевищує 0,49–0,55 % залежно від умов задачі. 

Запитання для самоконтролю 

1. Запишіть і сформулюйте фізичний зміст законів Фур’є та Ома. 
2. Дайте поняття градієнта температури й електричного потенціалу. 
3. Сформулюйте фізичний зміст теплоємності та коефіцієнтів теплопро-

відності й електропровідності. 
4. Опишіть граничні умови рівнянь теплопровідності та електропровід-

ності. 
5. Що собою являють функції форми скінченного елемента і для чого 

вони використовуються? 
6. У чому полягає сутність методу Гальоркіна під час побудови системи 

дискретних МСЕ? 
7. На підставі яких уявлень спрощуються вирази для компонент матриць 

СЕ, пов’язаних з теплопровідністю, конвективним теплообміном, демпфіру-
ванням та електропровідністю? 

8. Запишіть системи лінеаризованих рівнянь тепло-електропровідності 
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відносно вузлових невідомих T̂  і Û  та розшифруйте величини, що в них 
входять. 

9. Запишіть критерій отримання числового розв’язку теплоелектричної 
задачі. Чим від відрізняється від задачі теплопровідності? 

10. Опишіть оператори та функції, що входять у geo-файл програми 
Gmsh для побудови тривимірної геометрії чверті циліндра (основні функції 
Gmsh). 

11. Яким чином виконується дискретизація тривимірної фігури у про-
грамі Gmsh та здійснюється визначення номерів поверхонь для задання ГУ? 

12. Наведіть перелік вихідних даних для розв’язання нелінійної нестаці-
онарної задачі тепло-електропровідності. 

13. Опишіть порядок задання граничних умов у файлі 
Trans_heat_elec_cond_NL.xmcd. 

14. Опишіть основні етапи розв’язання нелінійної нестаціонарної задачі 
тепло-електропровідності. 

15. Охарактеризуйте структуру файла формату Tecplot для візуаліза-
ції результатів розрахунків з використанням тетраедних СЕ на прикладі теп-
лоелектричної задачі. 

16. Наведіть порядок візуалізації результатів розрахунків у програмі 
ParaView. 
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3. ЗАДАЧА ПРУЖНО-ПЛАСТИЧНОЇ ПОВЕДІНКИ ІЗОТРОП-
НОГО МАТЕРІАЛУ 

3.1. Математична постановка задачі 

Згідно з інкрементною теорією пластичності математична модель 
незалежної від швидкості пружно-пластичної поведінки ізотропного 
матеріалу включає таку систему рівнянь, записаних через прирощення 
фізичних величин [16–19]: рівняння рівноваги, узагальнений закон Гука та 
геометричне рівняння: 
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 (3.1) 

 
де   – оператор Гамільтона, м-1; σ̂  – симетричний тензор прирощення 
напружень другого рангу, Па;   – густина, кг/м3; b  – вектор прирощення 
масових сил, Н/кг; E  – модуль пружності під час одновісного розтягу 
(стискання), Па;   – коефіцієнт Пуассона; ε̂  – симетричний тензор прирощення 
повних деформацій другого рангу; Î  – одиничний тензор другого рангу;  tr  – 

оператор сліду тензора; 0σ̂  – тензор прирощення початкових напружень, Па; 
plel εε  ˆ,ˆ  – пружна і пластична складові тензора прирощення повних деформацій 

ε̂ , відповідно; u  – вектор прирощення переміщень, м. Тут знак ^ над тензором 
без цифри означає його приналежність до другого рангу. 
 У разі ізотропного зміцнення умова плинності матеріалу набуває 
вигляду [16–19] 
 

   pl
eqyeq

pl
eqF ,σ̂ , (3.2) 

 

де F  – функція поверхні плинності матеріалу; ss ˆ:ˆ
2

3
σ eq  – еквівалентне 

напруження за Мізесом, Па [13];  Iσσs ˆˆtr
3

1
ˆˆ   – тензор девіаторних 

напружень другого рангу, Па; Î  – одиничний тензор другого рангу; 
  pl

eqy
pl
eqy h 0  – границя плинності матеріалу з врахуванням ізотропного 
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зміцнення за лінійним законом, Па; plplpl
eq ee ˆ:ˆ

3

2
  – еквівалентна пластична 

деформація за Мізесом;   Iεεe ˆˆtr
3

1
ˆˆ plplpl   – тензор девіаторних пластичних 

деформацій другого рангу; 0y  – початкове значення границі плинності 

матеріалу, Па; h  – модуль зміцнення, Па;  : – оператор подвійного скалярного 
множення. 
 Початкові умови для (3.1), (3.2) 
 

0ˆ 0 σ . (3.3) 
 
 Граничні умови для (3.1), (3.2): 

–  вектор переміщення 
 

0
uS

u , (3.4) 

 
де uS  – поверхня (або точка поверхні), на якій задані компоненти переміщен-
ня, м2; 

–  симетрія 
 

0
suS

un , (3.5) 

 
де n  – вектор зовнішньої нормалі до поверхні тіла; suS  – поверхня симетрії 
тіла, м2; 

–  зовнішній тиск 
 

  p
pS
 nnσ̂ , (3.6) 

 
де p  – зовнішній тиск, заданий на поверхні тіла pS , Па. 

 Система рівнянь (3.1)–(3.6) є повним формулюванням пружно-
пластичної поведінки ізотропного матеріалу з врахуванням ізотропного 
зміцнення. 

3.2. Методика числового розв’язання задачі, побудована 
на неявному алгоритмі зворотного відображення 

 Розглянемо теоретичні основи неявного алгоритму зворотного 
відображення (Return-Mapping Algorithms (RMA)) [16–18, 20] на прикладі 
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розв’язання задачі пружно-пластичної поведінки ізотропного матеріалу. 
Пружні напруження у разі виникнення пружно-пластичних деформацій в 
матеріалі визначаються рівнянням [20, 22] 
 

 pltr εεCσ ˆˆ:ˆˆ
4

 , (3.7) 

 

де 
4

Ĉ  – тензор четвёртого рангу пружних констант матеріалу, Па; trε̂ – тензор 
пробних (повних) деформацій другого рангу, що визначається в наближенні 

пружного середовища;  



N

i
i

plpl

1

ˆˆ εε  – тензор пластичних деформацій 

другого рангу; plε̂  – прирощення пластичної деформації на i -у кроці 
навантаження; N – кількість кроків навантаження. 
 У разі асоціативного закону пластичної течії прирощення пластичних 
деформацій визначається співвідношенням [20, 22] 
 

mε ˆˆ  pl , (3.8) 
 
де   – скалярний асоціативний множник (коефіцієнт пластичності), який 
визначається за формулою 
 

hT

tr




mCm

εCm

ˆ:ˆ:ˆ

ˆ:ˆ:ˆ
4

4

, (3.9) 

 

де 

ss

s

σ
m

ˆ:ˆ
2

3

ˆ

2

3
ˆ

ˆ 




F

 – похідна від функції пластичності (3.2) за тензором на-

пруження. 
Використовуючи обернений метод Ейлера, рівняння (3.7) з врахуванням 

(3.8) і (3.9) для 1k  кроку навантаження нескладно перетворити до вигляду 
[20, 22] 
 

 1
4

11 ˆˆ:ˆˆˆ   kktrk σmCσσ , (3.10) 

 
де 1ˆ kσ  – тензор пружних напружень на 1k  кроці навантаження, Па; 

trtr εCσ ˆ:ˆˆ
4

  – тензор пробних напружень, що визначається у наближенні пруж-
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ного тіла, Па;  1
4

1
4

ˆˆ:ˆˆ:ˆ  kkpl σmCεC  – початкові напруження, спричинені 
пластичною течією матеріалу, Па. 
 Формула (3.10) описує відображення тензора пробних напружень trσ̂  у 

напрямку поверхні плинності F . Тому цей метод розв’язання задачі пружно-

пластичності отримав назву алгоритму зворотного відображення [17]. 

Система рівнянь (3.10) з урахуванням симетрії тензора напружень має 
сім невідомих, тобто шість незалежних компонент trσ̂  та коефіцієнт пластич-
ності  . У зв’язку з цим для замикання системи рівнянь (3.10) її необхідно 
доповнити скалярним рівнянням (2.2) вигляду [20] 
 

  0,ˆ 1 kF σ . (3.11) 
 
 Рівняння (3.11) забезпечує виконання умови плинності в кінці кожної k -
ї стадії навантаження. 

Для застосування методу Ньютона [6] нелінійну систему рівнянь (3.10), 
(3.11) необхідно переписати у форматі відхилень (3.12). При цьому для 
представлення тензорів 1ˆ kσ , trσ̂  і m̂  у вигляді векторів потрібно виконати 
перехід на шестивимірний простір з врахуванням їх симетрії. Це надає 
можливість замінити тензори другого рангу 1ˆ kσ , trσ̂  та m̂  на відповідні 
вектори 1kσ , trσ  та m  з шістьма компонентами, а замість тензора четвёртого 

рангу 
4

Ĉ  використовувати тензор другого рангу пружних констант elD̂  
розмірністю шість [20, 22]: 
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kk
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kelktrk

Fr σ

σmDσσrσ , (3.12) 

 
 Для розв’язання системи нелінійних рівнянь (3.12) використовується 
метод Ньютона (3.13) або лінеаризація за методом Ньютона (3.14), ітераційні 
процедури яких відповідно записуються таким чином [20, 22]: 
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або 
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де 
 
σ

σm
DI

σ

rσ







 


1

1 ˆ
k
jelk

j ; I  – одиничний тензор другого рангу; 

 1ˆ 


 k
j

el σmD
rσ ;  1


 k

j
TFr σm

σ
; h

rF 



. Тут індекс k  відноситься до 

кроку навантаження, а індекс j  – до номеру ітерацій за методом Ньютона. 

Використання лінеаризації системи рівнянь вигляду (3.14) та її 
розв’язання методом виключення Гауса замість обернення матриці в (3.13) з 
використанням одиничної матриці  EAA 1  дає змогу на кожному кроці 
ітерацій значно скоротити кількість арифметичних операцій, приблизно на 

 212 nn , де n – розмірність системи рівнянь. 
Алгоритм розв’язання пружно-пластичної задачі може бути таким. Для 

k =1 розв’язується звичайна пружна задача відносно повних переміщень за 
граничних умов (3.4)–(3.6) і визначається тензор пробних напружень. Далі в 
частині тіла, що знаходиться в пружно-пластичному стані, із розв’язку (3.14) 
визначаються тензори прирощення пластичних деформацій та пружних на-
пружень і знаходяться початкові напруження за формулою [20] 

 
     kelkk mDσ  ˆ0 . (3.15) 

 
 Подальші кроки інтегрування (3.1), (3.2) для k > 1 виконуються тільки з 
навантаженням початковими напруженнями (3.15), (3.16) за граничних умов 
(3.4), тобто без врахування зовнішнього та внутрішнього навантаження. При 
цьому також розв’язується пружна задача і визначається вектор прирощення 
переміщень ku  та уточнюються компоненти вектора повних переміщень, за 
якими знаходяться нові значення компонент тензора пробних напружень. 
Потім із розв’язку (3.14) визначаються нові значення компонент тензорів 
прирощення пластичних деформацій і пружних напружень для частини тіла, 
що знаходиться в пружно-пластичному стані. Далі для виконання наступного 
кроку навантаження знаходиться тензор прирощення початкових напружень 
за формулою [20] 
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   100 ˆ  kkelkk σmDσ . (3.16) 
 
 Тензор пластичних деформацій визначається за формулою [20, 22] 
 

    kkkplkpl mεε  1 . (3.17) 
 
 Критерієм закінчення розрахунків може бути виконання однієї з умов 
[20, 22] 
 

u
k u  або  

 kpl
eq . (3.18) 

 
 В основі алгоритму (3.7)–(3.18) лежить розв’язання лінійної пружної 
задачі методом скінченних елементів, числова методика якої докладно 
викладена в [5]. 

На цьому викладення неявного алгоритму зворотного відображення 
закінчено, але задачу пружно-пластичності можна також розв’язувати іншими 
способами, наприклад в [19] викладено методики, що базуються на 
покроковому навантаженні: покроковий алгоритм предиктор-коректор 
(додаток Б.1) та покроковий зворотний алгоритм (додаток Б.2). 

3.3. Програмна реалізація числової методики та  
верифікація 

 Програмна реалізація числової методики розв’язання задачі пружно-
пластичності ізотропного матеріалу так само як і задач теплопровідності й те-
пло-електропровідності (див. підрозділи 1.3, 2.3) виконана на мові програму-
вання системи Mathcad [12]. Оцінка точності розрахунків проведена за до-
помогою порівняння з числовими розв’язками задач, отриманими за допомого 
іншого програмного забезпечення [13]. Як геометричний об’єкт обрано товс-
тостінний циліндр за граничних умов Дирихле та Неймана. 
 Числова модель задачі пружно-пластичності являє собою четверту час-
тину товстостінного циліндра, яку побудовано за допомогою спеціального 
geo-файлу у програмі Gmsh [9] (рис. 3.1) та виконано її дискретизацію на те-
траедні СЕ – файл Cyl_pl.msh (рис. 3.2). 
 

// ініціалізація змінних  
// Параметри циліндра 
r1=0.05;  //радіус 
r2=0.08;  //радіус 
h=0.005;  // висота 
cl=0.0025; //параметр сітки 
// точки   



 38 

Point(1) = {r1, 0, 0, cl};  
Point(2) = {0, 0, 0, cl};  
Point(3) = {0, r1, 0, cl};  
Point(4) = {r2, 0, 0, cl};  
Point(5) = {0, r2, 0, cl};  
// лінії   
Line(1) = {1, 4};  
Circle(2) = {4, 2, 5};  
Line(3) = {5, 3};   
Circle(4) = {3, 2, 1};  
// замкнутий контур   
Line Loop(11) = {1, 2, 3, 4};  
// поверхня  
Plane Surface(1) = {11};  
// витягування вздовж осі OZ     
Extrude {0, 0, h} { Surface{1}; } 

Рис. 3.1. Текст geo-файлу для побудови чверті товстостінного циліндра у програмі Gmsh 
 

 
  

Рис. 3.2. Дискретизація моделі чверті товстостінного циліндра тетраедними СЕ 
(1750 – вузлів; 9003 – скінченних елементів) 

 
Для розв’язання нелінійної задачі пружно-пластичності ізотропного ма-

теріалу використовується файл Mathcad [12] Pl_RMA_MIZES_Biso.xmcd 
(додаток А.3), який є програмним кодом Mathcad і який розроблено згідно з 
математичною постановкою задачі (див. підрозділ 3.1) та методики її числово-
го розв’язання (див. підрозділ 3.2). Для того, щоб скористатися цим кодом 
спочатку треба виконати деякі підготовчі операції. Для правильного зчиту-
вання даних в програмі Mathcad у перший рядок файлу дискретизації 
Cyl_pl.msh необхідно додати такий рядок: 

11 22 33 44 55 66 77 88 99 100 
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У програмі Gmsh також необхідно визначити номери поверхонь для за-
дання граничних умов та глобальні номери вузлів по лініях небезпечних пере-
тинів для побудови відповідних епюр, як це показано в [5].   

Після закінчення виконання вказаних операцій файл 
Pl_RMA_MIZES_Biso.xmcd завантажується в систему Mathcad і розпочи-
нається робота з адаптації програмного коду для розв’язання задачі пружно-
пластичності. 

 Спершу задаються фізичні властивості матеріалу за даними тестових 
прикладів, що наведені нижче за текстом, параметри граничних умов та під-
ключається відредагований файл Cyl_pl.msh у разі, якщо він автоматично 
не підключився. Далі за номерами поверхонь для завдання ГУ визначаються 
параметри дискретизації цих поверхонь: номери трикутних елементів та но-
мери вузлів, що їм відповідають, та задаються ГУ. 

Розв’язання нелінійної задачі пружно-пластичності виконується шляхом 
послідовного перегляду файла Pl_RMA_MIZES_Biso.xmcd до місця запису 
результатів розрахунків фізичних полів. При цьому необхідно з’ясувати осно-
вні етапи розв’язання задачі: від функцій алгоритму зворотного відображення, 
формування глобальної матриці і вільного члена СЛАР та її розв’язання від-
носно прирощення переміщень, розрахунків компонентів тензорів повної, пла-
стичної та пружної деформацій, пружних напружень, еквівалентної повної та 
пластичної деформацій і еквівалентних напружень у СЕ та глобальних вузлах, 
запису результатів розрахунків фізичних полів у файли …\Result_1.dat і 
…\NNodes_Elements.dat аналогічно [5]. Формування текстового файлу 
формату Tecplot здійснюється так само, як це описано в [5]. Епюри фізич-
них полів по лініях в небезпечних перетинах конструкції будуються за визна-
ченими в програмі Gmsh номерами глобальних вузлів після їх запису у відпо-
відний вектор у коді Pl_RMA_MIZES_Biso.xmcd [5]. 
 Тестування розробленого в середовищі Mathcad [12] програмного 
забезпечення для розв’язання нелінійної задачі пружно-пластичності (3.1)–
(3.7) ізотропного середовища проведено за тестом, що включає задачі 
ізотропного зміцнення та ідеальної пластичності. 
 Під час тестових розрахунків з використанням коду 
Pl_RMA_MIZES_Biso.xmcd було встановлено, що для виконання умови на 
поверхні плинності (3.11) з точністю 10-6 в кожному пластичному СЕ необхід-
но виконати шість ітерацій, а для досягнення точності 0,1 % визначення ком-
понент вектора переміщень необхідно 10–15 кроків навантаження початкови-
ми напруженнями. 
 Тест. Задача пружно-пластичності без та з врахуванням ізотропного 
зміцнення товстостінного циліндра з радіусами 08,005,021 rr  м. Матеріал 
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вуглецева сталь – 11102 E  Па, 3,0 ,  0y  320 МПа, h  1,5 ГПа. Тиск на 

внутрішній поверхні стінки циліндра становить – p  = 150 МПа. 
 Сіткова збіжність розв’язку задачі визначалася методом подвійного пе-
рерахунку. У результаті встановлено, що розрахункова сітка тестової задачі, 
що включає 2041 лінійний тетраедний СЕ і 743 вузлів, призводить до похибки 
у визначення eq  не більше 0,5 %. 

Результати численного розв’язання задачі пружно-пластичності для 
випадків ізотропного зміцнення та ідеальної пластичності та їх порівняння з 
даними, отриманими з використанням програмного продукту ANSYS 
Mechanical APDL [13] наведено в табл. 3.1 і 3.2. 

Слід зазначити, що в ANSYS Mechanical APDL [13] визначення 
еквівалентних деформацій за Мізесом відбувається за формулою 
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
eq ; (3.19) 

 
де   – ефективний коефіцієнт Пуассона. 
 Для визначення еквівалентних пружних деформацій за Мізесом el

eq  

 , а для – еквівалентних пластичних деформацій за Мізесом pl
eq    0,5 

[13], оскільки пластичні деформації відбуваються за незмінного об’єму. Тому 
тут і далі в програмних кодах Mathcad для порівняння результатів з ANSYS 
Mechanical APDL була використана формула (3.19). 
 
Табл. 3.1. Результати зіставлення розв’язків задачі пружно-пластичності з врахуванням ізо-

тропного зміцнення 
Тип розв’язку 

su , м eq , МПа el
eq  pl

eq  

ANSYS Mechani-
cal APDL, вузлів 
774,  СЕ – 2209 

8,6110-5–
0,000112 

213–322 
 

0,001064–
0,001608 

0–0,001217 

Mathcad, вузлів 
743, СЕ – 2041 

8,67510-5–
0,000112 

215,3–321,83 0,001076–
0,001607 

0–0,001218 

Похибка, % 0,75–0,038 1,08–0,053 1,13–0,06 0–0,08 

Примітка: usu  – модуль вектора переміщень; eq  – еквівалентні напруження за Мізе-

сом; el
eq  і pl

eq  – еквівалентні пружні та пластичні деформації за Мізесом, відповідно. 

 
Для візуалізації результатів розрахунків фізичних полів застосовується 

вільно відкритий програмний код ParaView [14] з використанням текстового 
файлу формату Tecplot, отриманого вище. Результати числового 
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моделювання з використанням розробленого програмного забезпечення 
наведено на рис. 3.3. 

 
Табл. 3.2. Результати зіставлення розв’язків задачі пружно-пластичності для випадку  

ідеальної пластичності 

Тип розв’язку 
su , м eq , МПа el

eq  pl
eq  

ANSYS Mechani-
cal APDL, вузлів 
774,  СЕ – 2209 

8,6210-5–
0,000113 

213–320 0,001066–
0,0016 

0–0,001128 

Mathcad, вузлів 
743, СЕ – 2041 

8,61510-5– 
0.0001111 

212,8–320 0,001068– 
0,00162 

0–0,00115825 

Похибка, %  0,058–1,68  0,094-0 0,84–1,25 0–3,58 
 

  
а б 

  
в г 

Рис. 3.3. Результати числового моделювання задачі пружно-пластичності з врахуванням 
ізотропного зміцнення: а – поле сумарних переміщень; б – поле еквівалентних напружень 
за Мізесом; в – поле еквівалентних пружних деформацій за Мізесом; г – поле повних екві-

валентних деформацій за Мізесом 
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Аналіз порівняння результатів показує, що дані моделювання за 
розробленим програмним забезпеченням (файл – 
Pl_RMA_MIZES_Biso.xmcd) збігаються з числовими розв’язками, 
отриманими з використанням програмного забезпечення ANSYS 
Mechanical APDL  [13]. При цьому максимальне значення похибки 
визначення фізичних величин не перевищують 1,68–3,58 % залежно від умов 
задачі. 

Запитання для самоконтролю 

1. Наведіть основні відмінності між деформаційною теорією пластично-
сті та теорією пластичної течії. 

2. Опишіть сутність інкрементної теорії пластичності незалежної від 
швидкості пружно-пластичної поведінки ізотропного матеріалу. 

3. Сформулюйте математичну постановку задачі пружно-пластичності в 
наближенні теорії пластичної течії. 

4. Запишіть та поясніть сутність умови плинності матеріалу в разі його  
ізотропного зміцнення. 

5. Запишіть вирази для еквівалентних напружень та пластичних дефор-
мацій за Мізесом через відповідні девіатори та поясніть їхню сутність.  

6. Сформулюйте початкові та граничні умови пружно-пластичної пове-
дінки ізотропного матеріалу та поясніть їх сутність. 

7. Опишіть сутність неявного алгоритму RMA на прикладі розв’язання 
задачі пружно-пластичної поведінки ізотропного матеріалу. 

8. Запишіть рівняння стану, що описує пружно-пластичні деформації в 
матеріалі та поясніть його сутність. 

9. У чому полягає асоціативний закон пластичної течії? 
10. Дайте визначення скалярного асоціативного множника або коефіціє-

нта пластичності. 
11. У чому полягає обернений метод Ейлера? 
12. Що таке тензор пробних напружень? Обґрунтуйте необхідність його 

використання в алгоритмі зворотного відображення (RAM). 
13. Для чого потрібне представлення тензорів у вигляді векторів? Чим 

воно досягається? 
14. Опишіть особливості застосування метода Ньютона в алгоритмі зво-

ротного відображення. 
15. Опишіть основні етапи неявного алгоритму розв’язання пружно-

пластичної задачі. Чим від відрізняється від покрокового алгоритму предик-
тор-коректор? 

16. В чому полягає різниця між задачами ізотропного зміцнення та ідеа-
льною пластичністю? 
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17. Опишіть оператори та функції, що входять у geo-файл програми 
Gmsh для побудови тривимірної геометрії чверті товстостінного циліндра (ос-
новні функції Gmsh). 

18. Яким чином виконується дискретизація тривимірної фігури у про-
грамі Gmsh та здійснюється визначення номерів поверхонь для задання ГУ? 

19. Наведіть перелік вихідних даних для розв’язання нелінійної задачі 
пружно-пластичності. 

20. Опишіть порядок задання граничних умов у файлі 
Pl_RMA_MIZES_Biso.xmcd. 

21. Опишіть основні етапи розв’язання задачі пружно-пластичності ізо-
тропного матеріалу. 

22. Охарактеризуйте структуру файла формату Tecplot для візуаліза-
ції результатів розрахунків з використанням тетраедних СЕ на прикладі задачі 
пластичності. 

23. Опишіть порядок візуалізації результатів розрахунків задачі пласти-
чності у програмі ParaView. 
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4. ЗАДАЧА ПРУЖНО-ПЛАСТИЧНОЇ ПОВЕДІНКИ СИПКОГО 
МАТЕРІАЛУ 

4.1. Математична постановка задачі 

Згідно з інкрементарною теорією пластичності математична модель 
пружно-пластичної поведінки ізотропного сипкого матеріалу включає 
рівняння рівноваги, узагальнений закон Гука та геометричне рівняння вигляду 
[17, 18, 22]: 
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 (4.1) 

 
де ij  – компоненти симетричного тензора прирощення напруження 2-го рангу, 

Па;  – густина, кг/м3; ib  – компоненти вектора прирощення масових сил, 
наприклад, гравітаційних, Н/кг; E  – модуль пружності під час одновісного 
стискання, Па; ν – коефіцієнт Пуассона; ij  – символ Кронекера; 0

ij  – 

компоненти тензора прирощення початкового напруження, Па; pl
ij

el
ij   ,  – пружна 

та пластична складові тензора прирощення повних деформацій ij , відповідно; 

iu  – компоненти вектора прирощення переміщення, м. 
 У разі використання критерію настання стану пластичності Drucker-
Prager умова плинності сипкого матеріалу (функція пластичності) записується 
таким чином [17, 18, 22] 
 

    ,,, eqDP ccF yij , (4.2) 
 
де F  – функція поверхні плинності сипкого матеріалу; 

  ijij ss
2

1
3 meqDP   – еквівалентне напруження за Drucker-Prager, Па;  

kkijijijs 
3

1
 – компоненти тензора девіаторних напружень, Па; 

kkij
3

1
m , Па;   ,cy  – границя плинності сипкого матеріалу, Па; c – си-
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ла зчеплення між гранулами сипкого матеріалу, Па;  – кут внутрішнього те-
ртя або кут природного укосу сипкого матеріалу, рад. 
 Якщо припустити, що поверхня плинності Drucker-Prager огинає повер-
хню плинності Мора-Кулона [17, 18, 22] то вирази для   ,cy  і    набува-

ють вигляду: 
 

 
 




sin33

cos6
,

c
cy ,  

 



sin33

sin2 . (4.3) 

 
 Початкові умови для (4.1), (4.2): 
 

3,2,1, ,00  jiij . (4.4) 
 

 Граничні умови для (4.1), (4.2): 
– прирощення вектора переміщення 

 
3,2,1  ,0  iu

uSi , (4.5) 

 
де uS  – поверхня (або точка поверхні), на якій задано переміщення, м2; 

– симетрії 
 

3,2,1  ,0  iun
suSii  , (4.6) 

 
де in  – компоненти вектора зовнішньої нормалі до поверхні тіла; suS  – повер-
хня симетрії тіла, м2. 

4.2. Методика числового розв’язання задачі 

Для числового розв’язання сформульованої задачі (4.1)–(4.6) розглянемо 
основні теоретичні положення неявного алгоритму зворотного відображення 
(Return-mapping Algorithms) [16–18, 22] (див. підрозділ 3.2). Істинні пружні 
напруження в разі виникнення пружно-пластичних деформацій у сипкому ма-
теріалі визначаються співвідношенням [22] 
 

 pl
kl

tr
klijklij C  , (4.7) 

 
де ij  – компоненти тензора напруження 2-го рангу, Па; ijklC  – компоненти 

тензора четвертого рангу пружних констант матеріалу, Па; tr
kl  – компоненти 
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тензора пробних (повних) деформацій 2-го рангу, що визначається в набли-

женні пружного середовища;  



N

i
i

pl
kl

pl
kl

1

ε  – компоненти тензора пластичних 

деформацій 2-го рангу; pl
klε  – компоненти тензора прирощення пластичної 

деформації на i-у кроці навантаження; N  – кількість кроків навантаження. 
У разі неасоціативного закону пластичної течії, коли  , маємо [22]: 
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ij m εε  або mεε ˆˆˆ  plpl , (4.8) 
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sin33

sin2 ;  – кут дилатансії, рад; 
σ

m
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ˆ
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


G

. 

 Потенційна функція критерію плинності Drucker-Prager виражається 
співвідношенням [22] 
 

  const
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3 m  ijij ssG . (4.9) 

 
Скалярний асоціативний множник   або коефіцієнт пластичності (4.8) 

у разі відсутності зміцнення визначається за формулою [22] 
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 – тензори 2-го рангу, які є 

похідними від функцій (4.2) і (4.9) за тензором напруження, відповідно;  
4

Ĉ  – тензор пружних констант четвертого рангу, Па; Î  – одиничний тензор 
другого рангу; trε̂  – тензор пробних пружних деформацій на кожному кроці 
навантаження. 
 З врахуванням (4.8) і (4.10) формулу (4.7) для 1k  кроку навантаження 
можна переписати у вигляді [22] 
  

 111   k
ijijijkl

ktr
ij

k
ij mC  або  1

4
11 ˆˆ:ˆˆˆ   kktrk σmCσσ , (4.11) 
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де trtr εCσ ˆ:ˆˆ
4

  – тензор пробних напружень, що визначається в наближенні 
пружного середовища, Па. 
 Формула (4.11) дає відображення тензора пробного напруження trσ̂  в 
напрямку поверхні плинності. Тому цей метод інтегрування, який побудовано 
на зворотному методі Ейлера, дістав назву алгоритму зворотного 
відображення [17, 18, 22]. 
 Система рівнянь (4.11) з врахуванням симетрії тензора напруження має сім 
невідомих, а саме шість незалежних компонент trσ̂  і  . Тому для однозначності 
системи рівнянь (4.11) її треба доповнити скалярним рівнянням (4.2) у вигляді 
вимоги про те, що умова плинності дотримується в кінці стадії навантаження [22] 
 

  0,ˆ 1 kF σ . (4.12) 
 

Нелінійну систему рівнянь (4.11), (4.12) можна переписати у форматі не-
ув’язок. При цьому необхідно виконати перехід на шестивимірний простір з 
врахуванням симетрії тензорів напруження і деформації. Це дає змогу заміни-

ти тензори другого рангу 1ˆ kσ , trσ̂ , n̂ , m̂  на відповідні вектори 1kσ , trσ , n  і 

m  з шістьма компонентами та замість тензора четвертого рангу 
4

Ĉ  використо-

вувати тензор другого рангу пружних констант elD̂  розмірністю 66 [22]: 
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σmDσσrσ  (4.13) 

 
 Для розв’язання системи нелінійних рівнянь (4.13) зазвичай використову-

ється метод Ньютона, ітераційна процедура якого записується таким чином [22]: 
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TFr σn

σ
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
 Fr . 

Тут індекс k  відноситься до кроку навантаження, а індекс j  до номеру ітера-
ції за методом Ньютона. 
 На кожному кроці ітерацій за методом Ньютона (4.14) доцільно не 
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знаходити обернену матрицю, а розв’язувати СЛАР методом виключення 
Гауса, що дає змогу значно зменшити кількість арифметичний операцій, 
приблизно на  212 nn  на кожному пластичному скінченому елементі, де n  – 
розмірність СЛАР. 

 Для k =1 розв’язується звичайна пружна задача відносно повних пере-
міщень за умови задання граничних умов (4.4)–(4.6), за якими визначаються 
пробні напруження. Далі в частині шару сипкого матеріалу, що знаходиться в 
пружно-пластичному стані, визначаються прирощення пластичної деформації 
і тензор пружного напруження із розв’язку (4.14) і знаходяться початкові на-
пруження за формулою      1110 ˆ   kelkk mD  [22]. 

 Наступні кроки інтегрування (4.1), (4.2) для k >1 виконуються за ГУ 
(4.5) тільки з навантаженням початковими напруженнями [22]. При цьому та-
кож розв’язуються пружна задача і визначаються прирощення переміщень 

ku , уточняються значення повних переміщень, за якими знаходяться нові 
пробні напруження, та із розв’язку (4.14) нове значення прирощення пластич-
ної деформації і тензора пружного напруження для частини тіла, що знахо-
диться в пружно-пластичному стані. Далі визначаються прирощення початко-
вих напружень    100 ˆ  kkelkk mD  для виконання наступного кроку на-
вантаження. Критерієм закінчення розрахунків може бути, наприклад, вико-

нання умови u
k u  або  

 kpl
eq . 

 Нові пробні напруження  ktrσ  в алгоритмі розв’язання задачі також мо-

жна визначати через попередні їх значення  1ktrσ  і прирощення пружних де-

формацій kε , що знаходяться через ku , за формулою [22] 
 

     kkelktrktr uεDσσ   ˆ1 . (4.15) 
 
 Для визначення ku  на кожному кроці інтегрування за часом 
використовується прирощення початкових напружень у формі [22] 
 

  1110 ˆ   kelkk nDσ . (4.16) 
 
 Сумарні пластичні деформації визначаються за формулою [22] 
 

    kkkplkpl nεε  1 . (4.17) 
 

У разі асоціативного закону пластичної течії, коли    , тобто 
функції плинності F  (4.2) і G  (4.9) збігаються між собою і відповідно nm  , 
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а напрям прирощення пластичної деформації під час течії стає нормальним до 
поверхні плинності. При цьому у формулах (4.6)–(4.12) треба виконати заміну 
m  на n . Тобто задача дещо спрощується. Подальший алгоритм розв’язання 
задачі з асоціативним законом течії такий самий як і у разі неасоціативного 
[22].  

4.3. Програмна реалізація числової методики та  
верифікація 

 Програмна реалізація числової методики розв’язання задачі пружно-
пластичності ізотропного сипкого матеріалу так само як і попередніх задач 
(див. підрозділи 1.3–3.3) виконана на мові програмування системи Mathcad 
[12]. Оцінка точності розрахунків проведена за допомогою порівняння з 
числовими розв’язками задач, отриманими за допомого іншого програмного 
забезпечення [13]. Як геометричний об’єкт обрано конус за умов 
гравітаційного навантаження за граничних умов Дирихле. 
 Числова модель задачі пружно-пластичності сипкого матеріалу являє 
собою четверту частину конуса, яку побудовано за допомогою спеціального 
geo-файлу у програмі Gmsh [9] (рис. 4.1) та виконано її дискретизацію на те-
траедні СЕ – файл Cone.msh (рис. 4.2). 
 

// ініціалізація змінних  
     dy = 0.3; 
     dx = 0.34; 
     cl=0.05; 
      // точки   
      Point(1) = {0, 0, 0, cl};  
      Point(2) = {0, dy, 0, cl};  
      Point(3) = {dx, 0, 0, cl};  
      // лінії   
       Line(1) = {1, 2};  
       Line(2) = {2, 3};   
       Line(3) = {3, 1};   
      // замкнутий контур   
      Line Loop(11) = {1, 2, 3};  
      // поверхня  
      Plane Surface(1) = {11};  

Extrude { {0, 1, 0}, {0, 0.5, 0}, 3.14159/2 } { 
Surface{ 1 }; } 

Рис. 4.1. Текст geo-файлу для побудови чверті конуса у програмі Gmsh 
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Рис. 4.2. Дискретизація моделі чверті товстостінного циліндра тетраедними СЕ 

(176 – вузлів; 403 – скінченних елементів) 
 

Для розв’язання нелінійної задачі пружно-пластичності ізотропного ма-
теріалу використовується файл Mathcad [12] Pl_RMA_DP.xmcd (додаток 
А.4), який є програмним кодом Mathcad і який розроблено згідно з матема-
тичною постановкою задачі (див. підрозділ 4.1) та методики її числового 
розв’язання (див. підрозділ 4.2). Для того, щоб скористатися цим кодом спо-
чатку треба виконати деякі підготовчі операції. Для правильного зчитування 
даних в програмі Mathcad у перший рядок файлу дискретизації Cone.msh 
необхідно додати такий рядок: 

11 22 33 44 55 66 77 88 99 100 
У програмі Gmsh також необхідно визначити номери поверхонь для 

задання граничних умов, як це показано в [5]. 
Після закінчення виконання вказаних операцій файл Pl_RMA_DP.xmcd 

завантажується в систему Mathcad і розпочинається робота з адаптації про-
грамного коду для розв’язання задачі пружно-пластичності. 

 Спершу задаються фізичні властивості матеріалу за даними тестових 
прикладів, що наведені нижче за текстом, параметри граничних умов та під-
ключається відредагований файл Cone.msh у разі, якщо він автоматично не 
підключився. Далі за номерами поверхонь для завдання ГУ визначаються па-
раметри дискретизації цих поверхонь: номери трикутних елементів та номери 
вузлів, що їм відповідають, та задаються ГУ. 

Розв’язання нелінійної задачі пружно-пластичності сипкого матеріалу ви-
конується шляхом послідовного перегляду файла Pl_RMA_DP.xmcd до місця за-
пису результатів розрахунків фізичних полів. При цьому необхідно з’ясувати ос-
новні етапи розв’язання задачі: від функцій алгоритму зворотного відображення, 
формування глобальної матриці і вільного члена СЛАР та її розв’язання відносно 
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прирощення переміщень, розрахунків компонентів тензорів повної, пластичної та 
пружної деформацій, пружних напружень, еквівалентної повної та пластичної де-
формацій і еквівалентних напружень в СЕ та глобальних вузлах, запису результа-
тів розрахунків фізичних полів у файли …\Result_1.dat і 
…\NNodes_Elements.dat аналогічно [5]. Формування текстового файлу фо-
рмату Tecplot здійснюється так само, як це описано в [5]. 

Тестування розробленого у середовищі Mathcad [12] програмного за-
безпечення для розв’язання нелінійної задачі пружно-пластичності (4.1)–(4.6) 
сипкого середовища проведено за тестом з модельним матеріалом, що харак-
теризується асоціативним законом течії [22]. 

 Тест. Задача пружно-пластичності сипкого матеріалу з використанням кла-
сичної моделі Drucker-Prager. Розрахункова область – тривимірна, чверть конуса 
з радіусом  22 yxr  0,34 м і висотою z  0,3 м. Фізичні властивості сипкого 

матеріалу: насипна густина – ρ =800 кг/м3, модуль пружності – E = 4000 Па, кое-
фіцієнт Пуассона – ν =  0,45, сила зчеплення між гранулами сипкого матеріалу –  
c = 400 Па, кут природного укосу   = 15. Навантаження – гравітація  
gz = -9,81 м/с2. Закон течії асоціативний α = β. Граничні умови: закріплення на 
площині xOy – uz=0 = 0, симетрія на площинах xOz і yOz. Тобто умови задачі та 
розв’язок відповідає двовимірній вісесиметричній задачі. 

 Результати розв’язання задачі та їх порівняння з даними отриманими за 
допомогою програмного продукту ANSYS Mechanical APDL [13] для вісе-
симетричної геометрії наведено в табл. 1. 
 

Табл. 4.1. Результати порівняння розв’язків задачі пластичності сипкого матеріалу  
( = 15, y = 488,27 Па) 

Тип розв’язку 
su , м eqM , Па eqDP , 

Па 

el
eqM  pl

eqM  m , Па 

ANSYS 
Mechanical 
APDL,  2D ax-
isymmetric, 
N=630, El=1148 

0–0,051986 0,7–1342,2 – 0,007514–
0,335525 

0–0,05423 -876,238–
151,593 

Mathcad, 3D, 
N=3608, 
El=14641 

0–0,051518 37,94–
1347,83 

488,27 0,009485– 
0,336254 

0–0,05709 -886,353–
181,923 

Різниця, % 0,90 -0,42 –  -0,22 -5,27 -1,23 

Примітка: N – кількість вузлів;  El – кількість скінченних трикутних або тетраедних елементів; 

Su  – результуюче переміщення, м; eqM  – еквівалентне напруження за Мізесом, Па; eqDP  – 

еквівалентне напруження за Drucker-Prager, Па; el
eqM – еквівалентна пружна деформація за Мі-

зесом; pl
eqM – еквівалентна пластична деформація за Мізесом; m – гідростатичний тиск, Па; 

 – кут природного укосу, град.; y  – границя плинності матеріалу, Па. 
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Для візуалізації результатів розрахунків фізичних полів застосовується 
вільно відкритий програмний код ParaView [14] з використанням текстового 
файлу формату Tecplot, отриманого вище. Результати числового 
моделювання з використанням розробленого програмного забезпечення 
наведено на рис. 4.3. 
 

  
а б 

  
в г 

Рис. 4.3. Результати числового моделювання задачі пластичності сипкого матеріалу полів 
переміщень ( = 15, y = 488,27 Па): а – поле сумарних переміщень; б – поле еквівален-

тних пластичних деформацій за Мізесом; в – поле еквівалентних напружень за Drucker-
Prager; г – поле гідростатичного тиску 
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Аналіз порівняння результатів показує, що дані моделювання за 

розробленим програмним забезпеченням (файл – Pl_RMA_DP.xmcd) 
збігаються з числовими розв’язками, отриманими з використанням 
програмного забезпечення ANSYS Mechanical APDL  [13]. При цьому 
максимальне значення похибки визначення фізичних величин не 
перевищують 1,23–5,27 % залежно від умов задачі. 

Запитання для самоконтролю 

1. Сформулюйте математичну постановку задачі пружно-пластичності 
сипкого матеріалу в наближенні теорії пластичної течії. 

2. Опишіть сутність критерію Drucker-Prager, що визначає настання ста-
ну плинності сипкого матеріалу. 

3. Запишіть вираз для еквівалентного напруження за Drucker-Prager та 
поясніть його сутність. 

4. Запишіть вираз для границі плинності сипкого матеріалу у разі, коли 
поверхня плинності Drucker-Prager огинає поверхню плинності Мора-Кулона. 

5. Сформулюйте початкові та граничні умови пружно-пластичної пове-
дінки сипкого матеріалу із ізотропними властивостями та поясніть їх сутність. 

6. Опишіть сутність неявного алгоритму зворотного відображення на 
прикладі розв’язання задачі пружно-пластичної поведінки сипкого матеріалу. 

7. Запишіть рівняння для потенційної функції критерію плинності 
Drucker-Prager та поясніть її сутність. 

8. У чому полягає різниця між асоціативним законом пластичної течії 
сипкого матеріалу та неасоціативним? 

9. Дайте визначення скалярного асоціативного множника або коефіцієн-
та пластичності. 

10. Що таке тензор пробних напружень, необхідність його використання 
в алгоритмі зворотного відображення для розв’язання задачі пластичності си-
пкого матеріалу? 

11. Для чого потрібне представлення тензорів у вигляді векторів? Чим 
воно досягається? 

12. Опишіть особливості застосування метода Ньютона в алгоритмі зво-
ротного відображення. 

13. Опишіть основні етапи неявного алгоритму розв’язання пружно-
пластичної задачі сипкого матеріалу. 

14. Опишіть оператори та функції, що входять у geo-файл програми 
Gmsh для побудови тривимірної геометрії чверті конуса (основні функції 
Gmsh). 

15. Яким чином виконується дискретизація тривимірної фігури у про-
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грамі Gmsh та здійснюється визначення номерів поверхонь для задання ГУ? 
16. Наведіть перелік вихідних даних для розв’язання задачі пружно-

пластичностої поведінки сипкого матеріалу. 
17. Опишіть порядок задання граничних умов у файлі 

Pl_RMA_DP.xmcd. 
18. Опишіть основні етапи розв’язання задачі пружно-пластичності сип-

кого матеріалу. 
19. Охарактеризуйте структуру файла формату Tecplot для візуалі-

зації результатів розрахунків з використанням тетраедних СЕ на прикладі за-
дачі пластичності сипкого матеріалу. 

20. Опишіть порядок візуалізації результатів розрахунків задачі пласти-
чності сипкого матеріалу в програмі ParaView. 
 
 

 



 55 

  
Додаток А. Приклади програмних кодів Mathcad для розв’язання 

нелінійних задач МСС 

А.1. Нелінійна нестаціонарна задача теплопровідності 

Програмний код Trans_heat_cond_NL.xmcd розроблено за 
математичною постановкою та числовою методикою розв’язання задачі, що 
наведена в розділі 1 (див. підрозділи 1.1–1.3), та супроводжується 
необхідними коментарями. 
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А.2. Нелінійна нестаціонарна задача тепло-електропровідності 

Програмний код Trans_heat_elec_cond_NL.xmcd розроблено за 
математичною постановкою та числовою методикою розв’язання задачі, що 
наведена в розділі 2 (див. підрозділи 2.1–2.3), та супроводжується 
необхідними коментарями. 

 



 78 

 

 



 79 

 

 

 



 80 

 

 



 81 

 

 



 82 

 

 

 

 



 83 

 

 



 84 

 

 



 85 

 

 

 



 86 

 



 87 

 



 88 

 

 



 89 

 

 



 90 

 

 



 91 

 



 92 

 

 



 93 

 



 94 

 



 95 

 

 



 96 

 

 

 



 97 

 



 98 

 



 99 

 



 100 

 

 



 101 

 

 

 



 102 

 

 



 103 

 

 

 



 104 

 

 

 



 105 

А.3. Задача пружно-пластичної поведінки ізотропного матеріалу 

Програмний код Pl_RMA_MIZES_Biso.xmcd розроблено за 
математичною постановкою та числовою методикою розв’язання задачі, що 
наведена в розділі 3 (див. підрозділи 3.1–3.3), та супроводжується 
необхідними коментарями. 
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А.4. Задача пружно-пластичної поведінки сипкого матеріалу 

Оскільки файл Pl_RMA_DP.xmcd, за винятком декількох функцій, 
збігається з файлом Pl_RMA_MIZES_Biso.xmcd, то в цьому додатку 
наведено тільки фрагменти програмного коду Pl_RMA_DP.xmcd (функції, 
які відрізняються), який розроблено за математичною постановкою та 
числовою методикою розв’язання задачі, що наведена в розділі 4 (див. 
підрозділи 4.1–4.3). 
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Додаток Б. Покрокові алгоритми розв’язання задач  
пружно-пластичності 

Б.1. Покроковий алгоритм – предиктор-коректор 

 
 Класичний покроковий алгоритм [3], що базується на  пружно-
пластичній залежності між напруженнями і деформаціями, в якому 
передбачається виконання умови про знаходження проміжних розв’язків 
задачі в околі поверхні плинності.  

Розглянемо основні співвідношення МСЕ, що стосуються цього 
алгоритму, які записано з використанням одноіндексної форми тензорів, 
характерної для МСЕ [19]: 
  

FKu  ; (Б.1) 
FuK   ; (Б.2) 

0σ
fuK


  ; (Б.3) 

    uBel  ; (Б.4) 

    elelel D  ; (Б.5) 

       2
6

2
5

2
4

2
13

2
32

2
21 6

2

1
eq ; (Б.6) 

    uBel   ; (Б.7) 
    elelel D    ; (Б.8) 

    elepep D   ; (Б.9) 

        elel
T

pl D
FF
























  ; (Б.10) 

ijijeq ee
3

2
 ,  ijkkijije 

3

1
; (Б.11) 

pl
eqyy h 0 , (Б.12) 

 

де   



E

e

ek
1

K  – матриця СЛАР МСЕ;  e  – індекс СЕ; E  – кількість СЕ, на які 

дискретизована розрахункова область  ;   ek  – матриця жорсткості СЕ; 

  



E

e

ef
1

F  – вектор вільних членів СЛАР;   – коефіцієнт прирощення наван-
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таження;     
 

 



E

e V

plTe

e

dVB
1

0 
σ

f  – вектор вільних членів СЛАР, пов’язаний з 

початковими напруженнями в СЕ;  eV  – об’єм СЕ;     BB e   – матриця гра-

дієнтів СЕ;  pl  – тензор прирощення пластичних деформацій СЕ;  el  – тен-

зор пружних деформацій СЕ;  u  – вектор вузлових переміщень СЕ;  el  – 

тензор пружних напружень СЕ;  elD  – матриця пружних констант СЕ (в зага-
льному випадку це тензор четвертого рангу); eq  – еквівалентне напруження 

за Мізесом СЕ;  ep  – тензор прирощення істинних напружень у пружно-

пластичних СЕ;            el
T

elelep D
FF

DDD






















  – матриця пружно-

пластичних властивостей СЕ;      

1




































F

D
F

h el
T

; 

   
 

eq

SfF



























2

3
 – похідна за тензором напруження від функції повер-

хні плинності або градієнт функції пластичності, який є перпендикуляром до 
поверхні пластичності в точці з  тензором напруження σ ;  S  – тензор девіа-

торних напружень СЕ;  el  – тензор прирощення пружних деформацій СЕ. 
 Послідовність дій за покроковим алгоритмом предиктор-коректор. 

1. Розв’язується лінійна пружна задача за умови повного силового нава-
нтаження (Б.1) [3, 19] і знаходяться вектори переміщення у вузлах СЕ  u  за 

нульових початкових напружень   0σ pl . Далі визначаються тензори пруж-

них деформацій  el  і напружень  el  у СЕ за формулами (Б.4), (Б.5), відпові-
дно. Визначаються еквівалентні напруження за Мізесом eq  (Б.6) і обчислю-

ється масштабний множник max,0 / eqy  (де max,eq – максимальне значення, 

0yy   – початкове значення границі плинності за умови, що 0 pl
eq ). Вико-

нується масштабування векторів переміщення   0u , тензорів пружних дефо-

рмацій   0el  і напружень   0el  по всіх СЕ, щоб початковий розв’язок зада-
чі відповідав поверхні плинності. Запам’ятовуються поточні переміщення 

    0 uu  і напруження     01  el  у кожному СЕ. Наразі нульове набли-
ження отримано. 
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2. Задається кількість кроків навантаження N  та визначається коефіці-

єнт прирощення навантаження 0  за формулою 





N
01

, тобто 

10  N . Виконується присвоєння 0 pl
eq  – еквівалентні пластичні дефо-

рмації по всіх СЕ. 
3. Початок циклу по  Nk 1  з прирощення навантаження або покро-

кового циклу. Виконується мале прирощення навантаження F  і 
розв’язується СЛАР МСЕ відносно вузлових значень прирощення переміщень 

вигляду (Б.2) та визначаються вектори прирощення вузлових переміщень  ku . 

У кожному СЕ знаходяться тензори прирощення пружних деформацій  kel  

(Б.7) і напружень  kel  (Б.8), поточні пружні напруження      kel 12  
та за  2  обчислюються еквівалентні напруження за Мізесом eq  (Б.6). З ви-

користанням нестрогої нерівності   y2  визначається список пластичних 

СЕ, в яких обчислюються тензори прирощення істинних напружень з викори-
станням пружно-пластичної залежності між напруженнями і деформаціями 

 kep  (Б.9), прирощення пластичних напружень      kepkelkpl    і при-

рощення пластичної деформації  kpl  (Б.10), за значеннями яких визначають-

ся прирощення еквівалентних пластичних напружень pl
eq  (Б.6) і деформацій 

pl
eq  (Б.11). Як перше наближення використовуються прирощення початкових 

пластичних напружень    kplk
  0 . Вузлові значення векторів прирощення 

переміщення накопичуються за формулою      kuuu   . Поточні значення 
прирощення напруження запам’ятовуються в пластичних СЕ за формулою 
     ep 12 , а в пружних за –      el 12  та виконується присво-
єння    21  . Еквівалентні пластичні деформації накопичуються в пласти-

чних СЕ pl
eq

pl
eq

pl
eq   . За отриманим значеннями pl

eq  уточняється значення 

границі плинності матеріалу y  (Б.12) за пластичними СЕ. 

4. Цикл за початковими напруженнями ,2,1m . За умови, що 0F , 

за отриманими в п. 3 прирощеннями початкових напружень  0  із 
розв’язання СЛАР МСЕ вигляду (Б.3) отримуються вузлові значення векторів 

прирощення переміщень  mu , тензори прирощення пружних деформацій 

 mel  (Б.7) і напружень  mel  (Б.8), поточні пружні напруження 
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     mel 12  та за  2  обчислюються еквівалентні напруження за Мізе-
сом eq  (Б.6). На підставі нерівності   y2  визначається список пластич-

них СЕ, в яких обчислюються тензори прирощення істинних напружень 

 mep  (Б.9), прирощення пластичних напружень       mepmelmpl    і при-

рощення пластичної деформації  kpl  (Б.10), за якими визначаються приро-

щення еквівалентних пластичних напружень pl
eq  (Б.6) і деформацій pl

eq  (Б.11). 

Отримані тензори  mpl  тепер є новими початковими пластичними напру-

женнями    mpl  0 . Поточні значення переміщень напруження за-

пам’ятовуються в пластичних СЕ за формулою      ep 12 . Виконують-

ся присвоєння      muuu   , pl
eq

pl
eq

pl
eq   ,    21  . Уточняється значення 

границі плинності матеріалу y  (Б.12) у пластичних СЕ. Виконується переві-

рка:  pl
eq  або  pl

eq . Якщо перевірка не виконуються, то розрахунки по-

вторюються з п. 4, у зворотному випадку відбувається перехід до п. 5. 
5. Виконується присвоєння 1 kk . Перевірка, якщо  Nk , то 

виконується перехід у п. 3, у зворотному випадку обчислюються повні 
еквівалентні деформації tot

eq  (Б.11) і  пружні еквівалентні деформації 
pl
eq

tot
eq

el
eq   по всіх СЕ. На цьому розв’язання задачі завершено. 
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Б.2. Зворотний покроковий алгоритм з розрахунком пробних 
напружень 

 
Зворотний покроковий алгоритм [21], який базується на використанні 

пробних напружень для знаходження еквівалентних пластичних деформацій 
за зворотним метод Ейлера.  

Розглянемо основні формули покрокового алгоритму з розрахунком 
пробних напружень [19]: 

 

    trtr uB ; (Б.13) 

    treltr D  ; (Б.14) 

 IσσS tr trtr ; (Б.15) 
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3 2 SSSSSStr  ; (Б.16) 

     0:, 2
3  pl

y
pl

y eeF SSS ; (Б.17) 

 pl
y

pltr eeG  3  або pl
y

pltr eheG  03 ; (Б.18) 
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  pl
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y ehe  0 ; (Б.20) 
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
S

σ
n

2

3
; (Б.22) 

  20

old

plplpl G eeσ  , (Б.23) 

 

де   tr  – тензор пробних пружних деформацій СЕ;  tru  – вектор пробних 

вузлових переміщень СЕ;  tr  – тензор пробних пружних напружень СЕ;  
trS  – тензор пробних девіаторних напружень СЕ; tr

eq
tr   – еквівалентні 

напруження за Мізесом; ple  – прирощення еквівалентних пластичних 
деформацій; S  – тензор девіаторних пружних деформацій; n  – градієнт 
функції пластичності; pl  – тензор прирощення пластичних напружень;  

ple  – тензор прирощення пластичних деформацій. 
 Для отримання (Б.18) з (Б.17) використовуються такі перетворення: 
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– інтегрування рівняння закону пластичної течії в диференціальній фо-
рмі ne plpl edd   з використанням зворотного методу Ейлера дає рів-
няння у вигляді прирощень тензора пластичних девіаторних дефор-
мацій, тобто закон пластичної течії 

 
ne plpl e ; (Б.24) 

 
– комбінуючи рівняння тензора девіаторний напружень з рівнянням 

для швидкості деформацій plel ddd εεε  , отримуємо 
 

 neeS pl

t

el eG  2 , (Б.25) 

де t  – поточний час; 
– перетворення (Б.25) з використанням градієнта функції пластичності 

q
S

n
2
3  разом з умовою Мізеса (Б.17) дає 
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 (Б.26) 

де eee 
t

elˆ  – тензор повних деформацій;  plq   – границя плинності; 

– скалярний добуток рівняння (Б.26) самого на себе дає 
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(Б.27) 

де  SS :
2

32 q ; ee ˆ:ˆ
3

2~ e  – повна еквівалентна девіаторна деформація; 

– виконуючи в (Б.27) заміни eGtr ~3  і  pl
y eq  , остаточно отри-

мується вираз для прирощення еквівалентної пластичної деформації 
ple  (Б.19) 

 
 pl

y
pltr eeG  3 ; (Б.28) 
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– з використанням у (Б.26) заміни eS ˆ2Gtr   і  pl
y eq   отримується 

формула для визначення девіаторних пружних деформацій (Б.21) 
 

  ,
3

1 trpl
pl

y

e
e

G
SS 













  (Б.29) 

 
 Послідовність дій за зворотним покроковим алгоритмом. 

1. Розв’язується лінійна пружна задача за повного навантаження (Б.1). 
Отримується вектор пробних переміщень у вузлах  tru . Виконується 

присвоєння: 1k  – номер ітерації, 0
old

ple  – початкові пластичні 

деформації. 

2. Визначаються тензори пробних деформацій  tr  (Б.13), пробних 

напружень  tr  (Б.14), пробних девіаторних напружень (Б.15), а також пробні 

еквівалентні напруження за Мізесом tr
eq

tr   (Б.16) по всіх СЕ. 

3. Визначається список пластичних скінченних елементів з 
використанням умови  pl

y
pr
eq e  (для 1k , yy 0 ). Далі в пластичних 

СЕ визначаються прирощення еквівалентних пластичних деформацій за 
формулою ple  (Б.19) (у разі нелінійної залежності  pl

y e  для визначення 
ple  використовується метод Ньютона [6]), уточняється значення границі 

плинності матеріалу в пластичних СЕ  pl
y e  (Б.20), тензор девіаторних 

пружних деформацій S  за формулою (Б.21) та еквівалентні напруження за 
Мізесом tr  (Б.16), визначаються градієнт функції пластичності n  (Б.22), 
тензор прирощення пластичних деформацій ple  (Б.24) та знаходяться 

еквівалентні пластичні деформації plpl
eq

pl e , .:3
2 plplple ee   

4. Визначається тензор початкових пластичних напружень за 
формулою (Б.23). Розв’язується пружна задача за умови 0F  і 
навантаженням початковими напруженнями (Б.3) та визначається вектор 

переміщення kkk uuu 1 . Виконується перевірка uu  або 0
0


σ . 

Якщо нерівності виконуються, то ітерації закінчено і відбувається перехід у  
п. 5. У зворотному випадку виконується присвоєння 1 kk  і здійснюється 
перехід у п. 2 та розв’язання задачі повторюється. 

5. По всіх СЕ обчислюються  tot ,  eq ,      pl
eq

tot
eq

el
eq  , де  tot

eq  

визначається за формулою (Б.11). 
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