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Анотацiя

Розглядаються напiвзвiднi псевдорiмановi простори з алгебраїчними умовами
на тензор Рiччi та тензор Рiмана. Для майже ейнштейнових та слабо рекурен-
тних просторiв знайдено вид тензорної ознаки напiвзвiдностi та вивченi деякi їх
властивостi. Дослiдження ведуться локально в тензорнiй формi.
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ейнштейновi простори; слабо рекурентнi простори.

Напiвзвiдним розкладом метрики псевдорiманового простору 𝑉𝑛 (𝑛 > 2) з метри-
чним тензором 𝑔𝑖𝑗 називають її представлення в видi

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑠21(𝑥
1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑟) + 𝜎(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑟)𝑑𝑠22(𝑥

𝑟+1, 𝑥𝑟+2, . . . , 𝑥𝑛).

Тут 𝑑𝑠21 та 𝑑𝑠22 — самостiйнi метрики, що залежать вiд рiзних координат, а
функцiя 𝜎 залежить лише вiд координат 𝑑𝑠21.

Простiр 𝑉𝑛, що допускає хоча б один напiвзвiдний розклад називають напiв-
звiдним. Напiвзвiднi простори [Fedchenko, Ogorodnichuk, Ugol’nikov, 2022] узагаль-
нюють звiднi простори.

Для того, щоб псевдорiманiв простiр 𝑉𝑛 був напiвзвiдним необхiдно та доста-
тньо, щоб в ньому iснував симетричний iдемпотентний тензор, не пропорцiйний
метричному, такий, що

𝑏𝛼𝑖𝑏
𝛼
𝑗 = 𝑏𝑖𝑗, (1)

𝑏𝑖𝑗,𝑘 = 𝑢𝑖𝑏𝑗𝑘 + 𝑢𝑗𝑏𝑖𝑘. (2)
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Тут 𝑢𝑖 = 𝑢,𝑖 = 𝜕𝑖𝑢 — деякий градiєнтний вектор, кома — знак коварiантної похiдної,
а 𝑏𝑖𝑗 = 𝑏𝛼𝑗𝑔

𝛼𝑖, 𝑔𝑖𝑗 — елементи оберненої матрицi до 𝑔𝑖𝑗.
Рiвняння (1) та (2) називають тензорною ознакою напiвзвiдностi псевдорiма-

нових просторiв [Doikov, Kiosak, 2020].
Розглянемо напiвзвiднi псевдорiмановi простори з умовами алгебраїчного хара-

ктеру, що накладаються на тензор Рiччi.
Тензор 𝐸𝑖𝑗 такий, що

𝐸𝑖𝑗 = 𝑅𝑖𝑗 −
𝑅

𝑛
𝑔𝑖𝑗,

називають тензором Ейнштейна.
Тодi тензор 𝐷𝑖𝑗, для якого

𝐸𝑖𝑗 −𝐷𝑖𝑗 = 0,

називають тензором деформацiї тензора Ейнштейна. Для просторiв Ейнштейна
𝐷𝑖𝑗 = 0.

Простори, в яких тензор деформацiї тензора Ейнштейна має вигляд

𝐷𝑖𝑗 = 𝜆𝑖𝜆𝑗,

називають майже ейнштейновими просторами. Де 𝜆𝑖— деякий не нульовий
градiєнтний вектор [Kiosak, Savchenko, Khniunin, 2020].

Мають мiсце теореми:

Теорема 1. Для напiвзвiдних псевдорiманових просторiв 𝑉𝑛(𝑛 > 2) тензор
деформацiї тензора Ейнштейна задовольняє умовi

𝑏𝛼𝑖𝐷
𝛼
𝑙 − 𝑏𝛼𝑙𝐷

𝛼
𝑖 = 0.

Теорема 2. В напiвзвiдних псевдорiманових майже ейнштейнових просторах
вектор 𝜆𝑖 iз рiвняння

𝑅𝑖𝑗 −
𝑅

𝑛
𝑔𝑖𝑗 = 𝜆𝑖𝜆𝑗.

є власним вектором матрицi тензора 𝑏𝑖𝑗, а власне число приймає значення 0
або 1.

Теорема 3. В напiвзвiдних майже ейнштейнових псевдорiманових просторах
вектор 𝑢𝑖 iз рiвняння (2) задовольняє умовi

𝑏(𝑢𝑙,𝑖 − 𝑢𝑙𝑢𝑖) = (𝑢 𝛼
𝛼, − 𝑢𝛼𝑢

𝛼 +
𝑅

𝑛
)𝑏𝑙𝑖 + 𝑒𝜆𝑙𝜆𝑖 − 𝑏𝛼𝛽𝑅

𝛼 𝛽
𝑖𝑗 ,

де 𝑒 приймає значення 0 або 1.
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Псевдорiмановi простори, в яких виконується умова

𝜌𝑙𝑅
ℎ
𝑖𝑗𝑘 + 𝜌𝑗𝑅

ℎ
𝑖𝑘𝑙 + 𝜌𝑘𝑅

ℎ
𝑖𝑙𝑗 = 0,

називають слабо рекурентними просторами[Kiosak, Latysh, Kuz’mich, 2024].

Теорема 4. В напiвзвiдних слабо рекурентних просторах вектор 𝑢𝑖 задовольняє
однiй iз умов

𝑏(𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖𝑢𝑗) = (𝑢 𝛼
𝛼, − 𝑢𝛼𝑢

𝛼 + 𝑏𝛼𝛽𝑅𝛼𝛽)𝑏𝑖𝑗 − 𝑏𝛼𝛽𝑅
𝛼 𝛽
𝑖𝑗 ,

𝑢𝑙,𝑖 − 𝑢𝑖𝑢𝑙 + 𝑢𝛼𝑢
𝛼𝑏𝑖𝑙 = 𝑐𝜏𝑙𝜏𝑖,

𝑢𝑖,𝑗 − 𝑢𝑖𝑢𝑗 + 𝑢𝛼𝑢𝛼𝑏𝑖𝑗 = 𝑏𝛼𝑖 𝑅𝛼𝑗 −𝑅𝑖𝑗.

Таким чином, знайдемо умови, яким за необхiднiстю задовольняє вектор iз
тензорної ознаки напiвзвiдностi для майже ейнштейнових просторiв та слабо
рекурентних псевдорiманових просторiв.
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